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Introduction

La programmation linéaire (PL) a été développée en 1947 et utilisée par Géorge Bernard
Danzing[5]. Elle reléve des mathématiques de la recherche opérationnelle et a des appli-
cations en gestion ainsi qu’en économie, en statistique, en physique....etc. La programma-
tion linéaire est un cadre mathématique général permettant de modéliser et de résoudre
certain problémes d’optimisation, qu’est consiste a trouver le maximum ou le minimum
d’une forme linéaire dite fonction objectif en satisfaisant certain équations et inégalités
dites contraintes. Parmi les méthodes de résolution d’un probléme linéaire on cite :

e La méthode graphique.

e La méthode du simplexe.

e Les méthode de points intérieurs.

L’une des méthodes pour résoudre les problemes linéaires en nombre réels est la méthode
classique du simplexe, qui est la plus utilisé depuis longtemps. Cette méthode a été découvre
en 1947 par George Danzing [5] . La méthode du simplexe est une procédure itérative per-
mettant d’effectuer une exploration dirigée de ’ensemble des solutions réalisable de base .
L’application de cette méthode nécessite la connaissance d’une solution de base réalisable
de départ, ensuite on utilise la méthode des tableaux pour obtenir la solution optimale. 11
est montré par [17] qui a un complexité exponentielle. Pour cela, on utilise les méthodes de
points intérieurs qui on été initialiser pour la premiere fois par Karmaker en 1984. Depuis
cette date, de nombreux algorithmes ont été développée pour la programmation linéaire [9,
14]. On distingue quatre classes fondamentales de méthodes de points intérieurs a savoir :

e Méthodes affines.

e Méthodes projectives.

e Méthodes de réduction de potentiel.

e Méthodes de trajectoire centrale.

La méthode de trajectoire centrale a été introduite a la méme époque que les méthodes
de réduction de potentiel et pleinement développées au début des années 90. Elles pos-
séde de bonnes propriétés théorique : une complexité polynomiale et une convergence li-
néaire [14]. L’extension pour d’autre problemes d’optimisation, pour plus de détail voir
[1,2,3,7,11,18,19].

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :
Dans le premier chapitre, on présente quelque définitions de produit scalaire, norme et

I'analyse convexe ainsi la programmation mathématique et la méthode de newton qui utilisé
par la suite.
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Dans le deuxiéme chapitre, on utilise la méthode du simplexe pour résoudre un probléme
linéaire dont la complexité de cette méthode est exponentielle et on termine ce chapitre par
quelque exemple numérique.

Dans le troisiéme chapitre, on va étudier un algorithme de trajectoire centrale de type
primal-dual pour résoudre le probléeme linéaire. Notons que Roos et al [14] ont montre
que la complexité de cet algorithme est polynomial et a la fin de ce chapitre on présente des
tests numériques issue de ’application de cet algorithme .

On terminera ce mémoire par une conclusion .
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Notations

IRTZ
R!
RWZXI’Z
rg(A)
AT

L’espace des vecteurs réels de dimension n ,
L’orthant positif de R" ,
L’espace vectoriel des matrices réelles de taille (m x 1),
Le rang de la matrice A € R"™" |
Transposé d’une matrice A € R"*" |
La colonne j de la matrice A € R"™",
Transposé d’un vecteur x € R" |
XiZ,',Vi s
Vxi (x; >0, Vi),
+ (X =0, Vi),
XiZO(Xi>O), Vi,
xiSO(xi<0), Vi,
Le vecteur 0 de taille (m),
La matrice identité de taille (m x m) ,
Le nombre des éléments d’'un ensemble E ,
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Terminologie

PM :Programmation mathématique ,

PL :Programmation linéaire ,

(P) :Le probleme linéaire sous forme primal ,
(D) :Le probléme dual de (P).

(PA) :Le probléme artificielle.

K.K.T : Karush-Kuhn-Tucker .

TC  :Trajectoire centrale .

CPI : Condition de points intérieurs .

J(x) :La matrice jacobienne .

S.B.R : Solution de base réalisable .



Chapitre 1

Généralité sur la programmation
mathématique

Dans ce chapitre, on présente les notions fondamentales d’analyse convexe et de la
programmation mathématique.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Produit scalaire et norme
Définition 1.1.1

Le produit scalaire usuel de deux vecteurs x et y de IR” est définie par :

n

(x,p) = in%' =xTy.

i=1

Définition 1.1.2

La norme vectorielle est une application de IR” dans IR, notée par ||.|| et vérifiée les condi-
tions suivantes :

1. VxeR":||x|]|=0x=0,
2. YA e R Vx e R": || Ax|| = |Alllx]l ,
3. Vo, p e R" o ||x + vl < |x]| +Ivl] -

On note que Les normes usuelles sur IR", pour tout x € R” sont :

n
el = )il
i=1

n

el = )_(x:)?,

i=1
Il = maxlx;|

Sur R” les trois normes ||x||;, ||x|]2, ||x||c sont équivalentes. C’est a dire :

llxllo < Mlxll2 < [lx[ly < nflx]].

10



CHAPITRE 1. GENERALITE SUR LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

Ces définitions est trés importante par la suite.

Définition 1.1.3
L’ensemble de m vecteurs v; est dit linéairement indépendant si et seulement si
m
Z/\ivi —0= 1, =0,Yi=1,.,m
i=1

Notons que la matrice B € R™*™ qui est formé de m vecteurs linéairement indépendantes
est inversible.

Définition 1.1.4

Soit A € R"™", le nombre maximale des lignes (ou des colonnes) de A linéairement indé-
pendantes est appelé le rang de A, est noté par rg(A).

De plus, A est dite de plein rang si

rg(A) = min(m, n).

1.2 Convexité

La notion de convexité est un outil mathématique important pour I’étude théorique
et numérique des problémes d’optimisations. Par la suite, on présente quelques notions
d’analyse convexe.

1.2.1 Ensemble et fonction convexe
Définition 1.1.5

un sous ensemble C C IR” est dit convexe si :

Y(x,9)eC, (1-A)x+AyeC;Vie [0,1]

Autrement dit, si le segment de droit joignant deux point quelconques (x,y) € C est entie-
rement inclus dans C, c-a-d :

[x,y]={(1-A)x+AyeC,0<A<1}cC.

Soit C;,Cy, ..., C,, convexe alors on a Les opération suivant :
— l’intersection quelconque.
— le produit cartésien.
— l’addition et soustraction.m

— les combinaison linéaire ) «;c;,(a; € R et m € IN).
i=1

11



CHAPITRE 1. GENERALITE SUR LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

Définition 1.1.6

Soit C un ensemble convexe, on dit que la fonction f : C C R” — R est convexe sur C si :
FIL =D+ Ap] < (1= A)f () + Af(9), YA€ [0,1], Y(x,p) € C.

Remarque 1.2.1

Une fonction f est dite concave si et seulement si (—f) est convexe.

1.2.2 Ensemble et application affine
Définition 1.1.7

Un sous ensemble C C IR" est dit affine si :
V(ix,y)eCetVAleR, (1-A)x+AyeC.
Définition 1.1.8
Une fonction f : C CR" — IR est dite affine sur C si :
V(x,p)eCetVAeR, f[(1-Ax+Ap]<(1-A)f(x)+ Af(p).
Définition 1.1.8
L’ensemble C qui s’écrit sous la forme :
C:{xelR”:pfoai:i:l, ....... ,m)

ou p; est un vecteur non nulle de IR” et ai est un scalaire pour i = 1,....., m, est dit polyedre

1.3 Programmation mathématique

1.3.1 Notions de base
e Probleme d’optimisation

Sous sa forme générale, un probléme d’optimisation s’écrit comme suit :

{minf(x)

xeC,

ou f : IR” — RR continue, ¢p # C CIR" est 'ensemble des contraintes .
Si C =R", ce probleme est appelé probleme d’optimisation sans contraintes.

12



CHAPITRE 1. GENERALITE SUR LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

e Programme mathématique

Un programme mathématique est un probléeme d’optimisation qui consiste a trouver une
solution du probléme qui maximise ou minimise une fonction donnée sous un ensemble
des contraintes.

En générale, un programme mathématique est défini par :

min f(x)

(PM)
xeD,

ou f : R" — R est appelée fonction objective de (PM), D C IR" est 'ensemble des
contraintes. Souvent D est présenté comme suit;

D = {X € IRn/gl(X) < O,h](x) = O,i = 1,..,m,j = 1,...,p},

avec gj, h]- sont des fonctions de R” — IR.

e Solution réalisable

Un point x° de D est appelé solution réalisable de (PM) s’il vérifié les contraintes c-a-d :
(x" e D).

e Solution optimale globale

Tout point x* € D satisfaisant :
f(x")<f(x), YxeD,

est appelée solution optimale globale.

e Solution optimale locale

Tout point x* € D satisfaisant :
f(x")< f(x), Vxe DN,

ou v est un voisinage de x* est appelée solution optimale locale.
On note que f(x*) est appelée valeur optimale de (PM).

1.3.2 Classification d’'un programme mathématique

La classification de (PM) est établir a partir de deux propriétés fondamentales pour
savoir la convexité et la différentiabilité de la fonction objectif et les contraintes :

1. (PM) est différentiable si les fonctions f, g;, h]- sont différentiables.

2. (PM) est convexe si f, g; sont convexes et 1; sont affines.

Remarque 1.2.2

Si (PM) convexe, alors tout optimum locale est un optimum globale.

13



CHAPITRE 1. GENERALITE SUR LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

1.3.3 Qualification des contraintes

La Qualification des contraintes est satisfaite pour tout x € D dans 'un des trois cas
suivants :
— Les contraintes sont affines (D est un polyédre convexe).

— La condition de Slater : Si D est convexe (c-a-d g;(x) sont convexes et h;(x) sont
affines) et int(D) = ¢ c-a-d

Ax: gi(x°) < 0et hi(x") =0, Vi,j

— La condition de Magazarian-Fromowitz : Si les gradients des contraintes saturées en
x € D sont linéairement indépendants.

1.3.4 Existence et unicité

Théoréme 1.3.1 (Weirstrass)

Si f est une fonction continue sur D C R”, D est compact (fermé et borné), alors (PM)
admet au moins une solution optimale x* € D.

corollaire 1.3.1

Si D C R" est non vide et fermé et si f est continue et coercive sur D (c-a-d f(x) — +oo

lorsque ||x|| — +00), alors (PM) admet au moins une solution optimale.

Si f est strictement convexe et 'ensemble D est convexe, alors si (PM) admet une solution
optimale, la solution est unique .
Remarque 1.2.3

La strict convexité assure 'unicité de la solution et non 'existence de ce dernier.

1.3.5 Conditions d’optimalités

Le théoréme suivant dit de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange donne une condition néces-
saire d’optimalité (condition du premier ordre).

Théoréme 1.3.2

Supposons que les fonctions f, g;, h; sont C ! dans un voisinage de X € D et que les contraintes
vérifient une des trois conditions de qualification ci-dessus. Si f a un minimum local en X
sur D alors A € R}, Jp € IRP tel que :

vﬂ@+ihvg@+imvmmza
1= ]:

/\igi(f)ZO,Vl‘:L ..... , M
hi(®) =0,Yj=1,...,p.

(K.K.T)

Les quantités A; et y; sont appelées multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange.

14



CHAPITRE 1. GENERALITE SUR LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

Remarque 1.2.4

1. Si les contraintes de (PM) ne sont pas qualifiées en X, les conditions de (K.K.T) ne
s’appliquent pas.

2. Si (PM) est convexe, les conditions de (K.K.T) sont a la fois nécessaires et suffisantes
pour que X soit un minimum global.

1.4 Méthode de newton

Dans cette partie, on s’intéresse par la résolution d’un systéme d’équations non linéaire.
Pour cela, on considére le probléme suivant :

F(x)=0, ot F: R" > R"etn > 2.

c-a-d trouver x € R" tel que :

fl(fl,...,fn) — O
fo(Fty e %) = 0
fu(X1,..,%,) =0

Chaque équation f;(xy,..,x,) = 0 est considéré comme une surface de R" x R"; I'inter-
section de 1 surfaces nous donne la solution X € IR”; F(x) = 0. Alors on peut remplacer
chaque surface associé a f;(x) = 0 par ’hyperplan qui est tangent au point x(~).

On définit alors le point x**1) comme I'intersection de ces n hyperplan avec I’hyperplan
vy =0.
Ona:
F(x* D) = F(x®) + P/ (x0)) (xF+1) — x(R)),
Alors :

0 = F(x®) + /(xR (xF+1) — x(K)y,

Et par conséquent :
kD) — (k) _ [P’(x(k))]_lF(x(k)).

Puisque F : R" — R”, alors F’(xX)) = J(x®)) ou J(x) désigne la matrice jacobienne
donc :
xR = B _ [ (xU0)L E (xR,

Pour éviter le calcul de 'inverse de la matrice jacobienne ou résoud le systeme linéaire
suivant :

F'(x* N Ax ) = —F(xk)).

Et on prend :
XKD = 50 4 Ax(R),

15



Chapitre 2

Programmation linéaire et Méthode du
simplexe

Dans ce chapitre, On présente une synthese sur le probléme linéaire et ainsi sur la mé-
thode du simplexe .

2.1 Programmation linéaire

2.1.1 Définition du probléme

Un programme linéaire est un modele d’optimisation mathématique qui & pour objectif
de trouver le maximum ou le minimum d’une forme linéaire dite fonction objectif en satis-
faisant certaines égalités et / ou inégalités dites contraintes. En langage mathématique , un
programme linéaire s’écrit sous la forme suivante :

min ctx
(P)sAx=1D
x> 0.

tels que :
ceR", A e R™",beR" des données et x € R (inconnu).
On note par :

— L’ensemble des solutions réalisables primales de (P) est :
Fp={Ax=0,x>0}.

On note que Fp est un polyedre convexe fermé.
— L’ensemble des solutions strictement réalisable primales :

Fj={Ax=0b,x>0}.
— la valeur optimale primale du probléme (P) :

val(P) = inf{cTx: Ax =b,x e R"}.
X

— On dit que x* est une solution optimale primale de (P) si :

x* € Fp et val(P) = cTx".

16



CHAPITRE 2. PROGRAMMATION LINEAIRE ET METHODE DU SIMPLEXE

2.2 Dualité en programmation linéaire
Le dual de (P) est donné par :

max b'y
(D) Aly+z=c
yeR"z>0,

ou I'inconnu est (y,z) € R" x R}.

— L’ensemble des solutions réalisables duales de (D) est noté par :
Fp={ATy+z=c,z>0etyeR")

— L’ensemble des solutions strictement réalisables duales de (D) est noté par :
Fh={ATy+z=cz>0etyeR"}.

— La valeur optimale dual de (D) :

val(D) = Sup{bTy: ATy +z=c,z> 0 ety e R™).
(v.2)

— On dit que (y*, z") est une solution optimale dual de (D) si :
(v*,2") € Fp et val(D) = b1 y".
— L’ensemble des solutions réalisables primales-duales de (P) et (D) est noté par :
Fp X Fp.
— L’ensemble des solutions strictement réalisables primales-duales de (P) et (D) est :

Fj x Ff,.

2.2.1 Dualité faible
Définition 2.1.1 (Saut de dualité)

Soient x € Fp, (y,z) € Fp, alors la différence :

val(P)-val(D) = cTx-bTy

=xTz
est appelée le saut de dualité des problémes (P) et (D).
Théoréme 2.2.1 (Proposition I1.1[14])
Soit x et z deux solutions réalisables de (P) et (D) respectivement , alors
cTx— bTy =xTz>0.

17



CHAPITRE 2. PROGRAMMATION LINEAIRE ET METHODE DU SIMPLEXE

Si le saut de dualité x”z = 0, alors x est un solution optimale de (P) et (v, z) solution opti-
male de (D).

Preuve

Ona:

Tx-bTy=(ATy+2)Tx - (Ax)Ty
=(wTA+zN)x—xTATy
= (AT x)+(z,x) ~ (Axy)

Comme (AT, x) = (Ax,v) donc :
Tx—bTy=x"2z

n
:inziZOcaerOetZZO.
i=1

2.2.2 Dualité forte

Théoréme 2.2.2[14]
Soient (x,y) € Fp x Fp une solution réalisable de (P) et (D), respectivement tel que :

bTy=cTx

Alors x et y sont des solutions optimales de (P) et (D).
corollaire 2.1.1

— Si cTx est non borné inférieurement sur Fp alors (D) est non réalisable ( I’ensemble
des contraintes duales Fp est vide ).

— Si bTy est non borné supérieurement alors (P) est non réalisable (c-a-d : Fp est vide ).

— Si P est non réalisable alors (D) est non borné ( et réciproquement).

18



CHAPITRE 2. PROGRAMMATION LINEAIRE ET METHODE DU SIMPLEXE

2.3 Formes d’un programme linéaire

2.3.1 Forme canonique
La forme canonique d’un programme linéaire (P) est s’écrit comme suit :

min cTx

Ax > b (ou <)
x>0

oux= (xl,..,xn)T eR",c= (cl,..,cn)T eR"b = (bl,..,bm)T € R™ , et A est une matrice de
taille m x n.

2.3.2 Forme standard

La forme standard d’un programme linéaire (P) est s’écrit comme suit :

min cTx

Ax=Db
x>0

Pour résoudre le probléeme (P) on suppose qu’il vérifie les hypothéses suivantes :

Hypothese 1: On suppose que la matrice A est de taille m x n avec rg(A) = m < n (A de
plein rang).

Hypothése 2 : On suppose que Fp # ¢ c-a-d : 3x* > 0: Ax? = b.
Définition 2.1.2 Ensemble des indices de base

Soit R C {1,...,n} un ensemble d'indice avec card(R) = m tel que les colonnes ;(j € R) de A
sont linéairement indépendantes . Autrement dit , la matrice carrée B formée des colonnes
ai(j € R) est inversible . On dit alors que I'ensemble R des indices est une base .

e Les variables x3 = (x;, j € R) sont appelées variables de base.

e Les variables xy = (x;, j € R) sont appelées variables hors-base.

Remarque 2.2.1
On peut toujours écrire les décompositions par blocs suivantes :

A = (B,N) o1 B € R™" est appelée matrice de base et N € R"*("~") matrice hors base
et aussi

x = (xg, XN
base.

)T ot x5 € R™ sont les variables de base et xy € R"~") les variables hors

Définition 2.1.3 Solution de base réalisable
On dit que x = (xp,xx)T est une solution de base associée a la base R si elle vérifie Ax = b

avec xg = B b et xy = 0(r1—m) -
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De plus, si xg > 0, alors x est une solution de base réalisable.

Remarque 2.2.2

m!

Al(m—r] solutions de base.

Un programme linéaire admet au plus C};' =

Définition 2.1.4 Solution dégénérée et non dégénérée
— Une solution de base réalisable x est dite non dégénérée si xg > 0.

— Si, au moins une composantes (xg); = 0. alors x est appelée une solution de base
réalisable dégénérée.

2.4 Existence et unicité de la solution

D’apres ’hypothese 2, on a Fp # ¢ donc le théoreme suivant montre l'existence de la so-
lution

Théoréme 2.2.3

— (P) admet au moins une solution optimale si : S bornée ou la fonction objective bor-
née inférieurement : infcl x > —co.
S

— (P) admet une infinité de solution si admet deux solution optimale différent ou so-
lution optimale non réalisable.

— Si (P) admet des solutions optimales, nécessairement une des sommets de S est une
solution de (P).

Remarque 2.2.3

la fonction linéaire n’est pas strictement convexe alors la solution s’il existe n’est pas unique

2.5 Méthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode efficace pour résoudre les problémes linéaires.
Elle peut s’appliquer peu importe le nombre de variables dans le modéle. Le principe de
résolution nécessite un certain nombre d’étapes dont la démarche est la suivante [4] :

1. Déterminer une premiere solution de base réalisable, cette solution initiale sert de
départ au changement vers la solution optimale (si elle existe).

2. Si la solution obtenue en (1) n’est pas optimale, déterminer une autre solution de
base réalisable qui permettrait d’améliorer la fonction objectif (augmentation pour
une maximisation ou diminution pour une minimisation).

3. Répéter cette procédure itérative jusqu’a ce qu’il ne soit plus possible d’améliorer la
fonction objectif. La derniére solution de base réalisable obtenue constitue la solution
optimale du programme linéaire.
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2.5.1 Variable d’écart et la transformation a la forme standard

La résolution d’un probléme linéaire par la méthode de simplexe nécessite que les contraintes
fonctionnelles du modele soient exprimées sous forme d’équations linéaires (forme stan-
dard) au lieu d’inéquations. Cette transformation s’effectue facilement en introduisant dans
le modéle de nouvelle variable appelée variable d’écart.

Transformation d’une inéquation de signe plus petit ou égal (<)[16]

Tout contraintes de la forme
Ax<b

peut étre remplacée par un systéme de contraintes suivant :

Ax+s=1b
seRY,

ou s =b—Ax est appelée variable d’écart.
Transformation d’une inéquation de signe plus grand ou égal (>)[16]

Tout contraintes de la forme
Ax>b

peut étre remplacée par un systéme de contraintes suivant :

Ax—-s=Db
seRY,

ou s =Ax—b estappelée variable d’écart.

Forme standard d’un modéle de programmation linéaire

La résolution d’un programme linéaire par la méthode de simplexe est basée sur la re-
présentation du probléme en forme standard. Considérons le modéle suivant :

min cTx

Ax>b
x>0

Sa forme standard sera :

min cl x

Ax—s=b
x>0,s>0
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2.5.2 Algorithme du simplexe

On dispose d’une solution de base réalisable x du probléme (P) sous forme standard, la
matrice A peut s’écrire

A=(B,N)

avec B € R une matrice inversible correspondant aux variables de base et N une
matrice de taille m x (n — m) correspondant aux variables hors-base.

On décompose également le vecteur de décision

x = (xp, xXN)

avec xp les variables de base et xp; les variables hors base.

Le but est de trouver une autre base R* est une solution de base x* associée telle que :

cTx*<cTx (x* est meilleur que x)

La méthode du simplexe consiste a introduire une variable hors-base dans la nouvelle
base (variable entrante) et obtenir une variable de base (variable sortante).

2.6.2.1 Détermination d’une premiére solution

Considérons le probléme (P) sous forme standard suivant :
min cT x
(P){Ax=1D
x>0,

ouAeR™"etbeR", ce R".

On peut construire a partir de la matrice A, deux sous matrices, A = (B, N).

De méme le vecteur x (vecteur de décision ) est décomposé comme suit : x = [x5, xn5]7
ot xg = [xp1,x52, ..., xgm]T et x5 pour les (1 —m) variables restantes et ¢ = (cg,cn)? ,
Cg € IRm, CN € IR(n_m)

Alors

Ax=bo (B,N)(;Cf]) = b.
& Bxg+ Nxy =b.
& B'Bxg+ B 'Nxy =B b
& xg+B 'Nxy =B7'b, car B'B=1,,

S xg = B~ b, car xn = 0.

ou xg désigne une solution de base réalisable de départ si xg > 0.
Notons que la matrice B est toujours constituée a partir des colonnes de la matrice A.
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2.6.2.2 Amélioration d’une solution de base

A partir d’une solution de base réalisable, on obtient une nouvelle solution de base réa-
lisable adjacente (meilleure ou aussi bonne) en transformant une variable (hors-base) en
variable de base (dite variable entrante) et en méme temps, rendre une variable de base
actuelle en variable hors-base (dite variable sortante). Cette opération algébrique permet
d’obtenir une nouvelle solution réalisable.

e Détermination de la variable entrante
. Calcul des coiits réduits

En simplifiant 'expression de la fonction objective du probléme (P), on obtient le critére
pour déterminer la variable entrante .

On sait que
xg+B 'Nxy =B1b

qui est équivalant a :
xg=B1b-B !Nuxy.

On note par Z = ¢! x alors

Z = CBTXB + CNTXN.

Donc

Z = CBT(B_lb —B_lNXN) + CNTXN

T

= CBTB_lb +CN XN — CBTB_lNXN.

N constitué de vecteurs hors base (notons ces vecteurs par 4; ) dont les indices de ces
vecteurs sont autres que ceux des vecteurs dans la base. Identifions cet ensemble d’indices
par E et par x;, les variables correspondant aux vecteurs a;.

L’expression matricielle B! N peut s’écrire alors :

BIN=) Ba;

jeE

On pose Zy = cg B~'b, alors :

Z = ZO + ZC]'X]' — CBT ZB_la]-x]-

jeE jeE
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Le vecteur
yn =cn — (BIN) e

qui se compose de
Yi=¢ %

S’appelle vecteur des colits réduits .
zj = (B'N)TcpT et ¢ sont les coeflicients de la fonction objectif des variables hors base.

Notons par y; = B_laj (ces vecteurs y; seront les nouveaux €léments sous les variables
x; dans le tableau du simplexe. Dans le tableau de départ les p; sont les a; associés aux
contraintes originales du modele).

— Siles colits réduits sont tous positifs c’est-a-dire y; = ¢; —z; > 0 (pour toutes les va-
riables hors base), il n’est alors pas possible de diminuer la fonction objectif (c¢Tx) :
I’algorithme se termine, et on a trouvé la solution de base réalisable optimale.

— Dans le cas contraire s’il existe j € E avec E 'ensemble des indices des variables hors
base telle que yj=c¢j—zj< 0, dans ce cas on a intérét a faire entrer dans la base, la
variable qui a le cott réduit négative le plus petit possible.

» Critére d’entrée d’une variable dans la base[4]

A partir d’'une solution de base réalisable , calculer pour toutes les variables hors base , la
quantité z; = CBT(B_laj) = cBT,uj, puis les ¢; — z;.

La variable x, est introduite dans la base si ¢, — z, correspond a la valeur algébrique la plus
bas parmi tous les ¢; —z; c’est a dire :

¢, —z, =min{c;,—z;/c;i—z; <0
T T ]GE{] ] ] ] }

Remarque 2.2.4

1. Les ¢j—zj = 0 pour toutes les variables de base .

En effet, z; = CBT(B_la]-) = CBTyj = ¢j, le vecteur p; étant alors un vecteur identité.

2. La valeur de x, est déterminée selon la régle de sortie d’'une variable de la base que
nous traitons ci-apres.

e Détermination de la variable sortante

Une fois que la variable x, est choisie, il faut déterminer quelle variable doit quitter la base.
En maintenant la relation Ax = b, on augmente X, jusqu’a annuler une variable de base.
Cette variable sera alors la variable sortante.

Ax:bQBxB+NxN:b
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La solution de base xp sera modifiée selon 'expression :
xg=B'b-B !Nxy
=B 'b-Bla,x,
=b—ux,

ot b=Blbet t, = B71a, (les éléments du tableau sous le vecteur a,).

Il faut que xg > 0,7 = 1,..,m pour que la nouvelle solution de base soit réalisable c’est a
dire : B
XB, = by —p1,%, 20

XxB, = by — MorX, 20
XB, = b — PrrXr 20

XB,, = by, — PmrXy 20

Discutons sur le signe de y;, = B~a;,

— Si p;y <0, laquantité p;, x, seranégative et xp. augmentera a mesure que x, augmen-
tera. on aura toujours la positivité de la variable de base xp.. Dans ce cas la solution
est non bornée , quand x, tend vers I'infini et Z aussi, donc I'algorithme s’arréte.

— Si pj, >0, alors p;,x, sera une quantité positive et xp, réduire a mesure que x, aug-
mentera.

Pour vérifier que xp, > 0; Y1, on choisi la variable sortant pour laquelle le rapport ’f—’ est le

ir

plus petit possible, supposons que ce minimum s’obtient a i = k. Le critére de sortie d’une
variable de la base s’énonce alors comme suit :

» Critére de sortie d'une variable de la base [4]

Sachant que la variable entrante dans la base est x,, la variable x;sort de la base d’apres :

b b;
% _ min {—l,yir > 0}
Pkr  1<ism | Yir

La nouvelle valeur de la variable de base est :

b
X, = —k,i =k.
Pir

Le terme pi, est appelé le pivot et sert a effectuer 'opération de pivotage pour déterminer
la nouvelle solution réalisable de base .

Soit R* la nouvelle base obtenue et x* sa solution de base associée alors la nouvelle valeur
de la fonction objectif sera donnée par :
Z = ZO + xr(cr - Zr)
b

= Z0 + _k(cr - Zr)
Pir
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et comme la solution n’est pas dégénéré (by > 0) et puisque (¢, —z, < 0), par conséquent la
valeur numérique de la fonction objectif s’est améliorée c’est a dire :

Zo>Z

On poursuit ces étapes ainsi jusqu’a ce qu’on ne puisse plus obtenir de solution de base réa-
lisable améliorant Z. La derniere solution de base réalisable obtenue constitue la solution
optimale au programme linéaire.

e Détermination des nouvelles valeurs des variables de base

Pour déterminer les nouvelles valeurs des variables de base, on suit les étapes suivantes :

— On remplace x, = :Tk par sa valeur dans la relation :
r

xp, = bi — piyxp, i =1,..,m
— On obtient alors les nouvelles valeurs pour les variables de base

XB; :Ei - ﬁEk,i =1,.,m.
Hir

et toutes les autres variables x; sont nulles (j € E)

On note que

XBy = Ek ~ BikrXr = Ek - &Ek =0.

alors x; variable sortante.

Remarque 2.2.5

On peut maintenant exprimer la nouvelle valeur de la fonction objectif ainsi que tous les
¢j—z; en fonction de la nouvelle quantité pour la variable qui entre dans la base comme suit :

En considérant que la variable entrante est x,, la variable sortante est x; et que le pivot est
Hkr, Ol QA :

b
Nouvelle valeur de Z = Ancienne valeur de Z + —k(cr -z,).

Hir
Donc

Z=Z+ ﬁ(cr ~z,).
Pkr

De le méme fagon, les z; sont ajustés comme suit , a partir de la ligne pivot :

. Hkj
Nouvelle valeur de z; = Ancienne valeur de z; + —](c, -2z,).
Hkr
Donc 7
_ kj
zj=zj+— (¢, —z).
Hkr
L’amélioration de la fonction objectif s’écrit alors :
_ Hkj
¢i—zj=(cj—zj))— —(c; —z).
Hkr
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Ces relations seront particulierement utiles dans la systématisation de ’algorithme a I’aide
des tableaux du simplexe.

» Critere d’optimalité [4]
Une solution de base réalisable est optimale si pour toutes les variables hors base. On a :
Cj—2zj2 0.

Théoréme 2.2.4

. Solution optimale unique : Une solution de base réalisable est optimale et unique
si pour les variables hors base , tout les

Cj—2Zj > 0.
. Solution optimale multiple : Il existe une infinité de solutions optimales

Si pour une variable hors base ¢; —z; = 0. En effet, s’il y a un terme p;; > 0 sous le
vecteur a; on peut introduire a; dans la base et obtenir une autre solution de base optimale.

2.6.2.3 Procédure de I’algorithme du simplexe
Etape initiale

Poser x = 0 et déterminer la solution de base réalisable initiale xp = Blb="0et
lobjectif Z = cgT(B~1b) = cpTb.

Etape principale

1. Calculer ¢; —z; avec zj = CBT,uj = CBT(b_laj), pour toutes les variables hors base .
. Si tous les cj—zj = 0, alors stop; la solution actuelle est la solution optimale .
. Sinon, choisir la variable entrante selon le critére :

min{c; —z,/cj — zj < 0} = ¢, — z, (variable entrante x,).
jEeE

2. Calculer p;; = B‘laj.

. Si p;; < 0 alors stop; le probléme a une solution infinie.
. Sinon, choisir la variable qui doit quitter la base selon le critere :

[ b; b
min {—l,/uir > 0} =k (variable sortante xy).
1<i<m | Uiy Pkr

3. A partir de la nouvelle base , déterminer B!, x5 = B-'bet Z = cgT (B~'b) et on passe
a l’étape 1.
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2.5.3 Méthode des tableaux du simplexe

Comme nous ’avons vu précédemment, nous devons, a chaque itération, déterminer
oy — p-1 — o To _ . T(p-1 _ . T(p-1
les quantités suivantes: xp =B™'b, Z=cp xp=cp" (B7'D), zj =cp” (B "aj) et cj —z;.
Les différentes procédures ont été élaborées pour effectuer une mise a jour de ces quan-
tités.
On peut structurer toute cette information dans un tableau, dit tableau du simplexe [].

On réécrit les expressions matricielles, ci-dessus, sous forme d’un tableau, comme suit :

Tableau 1
Base | xp XN S.B.R
ci—zj | 0 |cj- (B'N)TcgT | Z =cpTxp
xg | I B4 xg=B1b

Le tableau, ci-dessus, nous donne toutes les informations dont on a besoin pour procé-
der a la méthode du simplexe.

La premiere ligne du tableau représente les ¢; — z; et la valeur de la fonction objectif de
la solution de base.

Les lignes 2 a m sont les éléments du tableau (les y;; ) qu’on obtient apres chaque opé-

ration de pivotage, pour les variables de base. Ces éléments seront constitués uniquement
de O et de 1.

e Opération de pivotage

Pour déterminer a chaque itération la solution de base et les différents éléments du tableau,
nous servons des différentes expressions qui ont été obtenues ci-dessus. Cette procédure de
calcul s’appelle opération de pivotage .

Supposons que x, devient une variable de base (variable entrante) et que x; devient une
variable hors base (variable sortante).

- Diviser les éléments de la ligne k par le pivot py, :

by
ka = —
Hkr
- Hkj . —~ -
l,[k] = —],] = 1,..,” et l’lkr = ]-I] =T
Hikr

- Pour les lignes i = 1,..,m, i # k du tableau,ajuster les valeurs de la ligne i en addition-
nant a cette ligne , —y;, multipliée par les éléments de la nouvelle ligne k :

—~ —~ Pkj
Hij = Hij — HirBkj = Hij — ﬂirﬁ

ﬁir:O,i:LZ,...,metﬁkr:1,j=1’
- be 7 by

%5, = b, — iy = by — iy

B; = XB; Vzrl/{kr i ”lfykr
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- Effectuer une mise a jour de la ligne ¢; — z; en additionnant a cette ligne , —(c, — z,)

multipliée par les éléments de la nouvelle ligne k, % ;

My

(Cr _Zr)

¢j=z=(cj =)
On notera que pour les variables de base ¢; —z; = 0,j € R.

- La mise a jour de Z s’obtient de

Z:Z+f£¢fq4
Pir

Régle de rectangle

Le calcul des éléments /b\k, Hij» Z et ¢j—zj s’obtient rapidement selon la regle du rectangle

Produit les élémets dans les coins opposés
Le pivot

Nouvelle valeur = Ancienne valeur —

2.5.4 Complexité de ’algorithme du simplexe

La complexité d’un algorithme est le nombre d’opérations élémentaires qu’il doit effec-
tuer pour mener a bien un calcul en fonction de la taille des données d’entrée . L’efficacité
d’un algorithme est mesurée par 'augmentation du temps de calcul en fonction du nombre
des données.

Nous avons donc deux éléments a prendre en compte :

— La taille des données;

— Le temps de calcul .

L’évaluation de la complexité d’un algorithme est I’étude du nombre maximal d’opérations
élémentaires qu’il nécessite dans le pire des cas. Kelle et Miny (1972) ont construit des
problémes nécessitant 'examen d’un nombre de sommets croissants exponentiellement en
fonction de la taille du probléeme (contraintes et variables). Et puisqu’il a été montré pour les
principales regles de pivotage employées que ’algorithme du simplexe pouvait prendre un
temps de calcul exponentiel. En particulier, on ne sait pas s’il existe une régle de pivotage
qui assurerait que 1’algorithme se termine apreés un nombre polynomial d’étapes. Alors la
complexité de la méthode du simplexe est donc exponentielle [17] .

2.5.5 Exemple numérique

Soit le programme linéaire suivant :

min 3x; — 6x,
-x1—2x, <1
—-2x1—x, <0
—x1+x, <1
—x1+4x, <13
4x1 —x, <23
x120,x2>0
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En ajoutant les variables d’écart x3, x4, X5, X4, X7 pour obtenir la forme standard

min 3x; —6x,

X1 —2x+x3=1
—2x1—x2+x4=0
X1+ Xx+x5=1
—x1+4x,+x4=13
4x1 —xp+x7 =23
X ZO,i: 1,..,7

On obtient alors un systeme d’équations de n = 7 inconnues et m = 5 contraintes .

On obtient une solution de base en annulant (7 — 5) = 2 variables . On s’assure d’une
solution de base réalisable en annulant les variables x, x5 c’est a dire :

x1=0,x=0x3=1,x4=0,x5=1,x¢ =13,x7 = 23.

C’est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le premier
tableau du simplexe .

Tableau 1 -solution de départ

ligne | base | x; | xp | x3 | x4 | X5 | X¢ | X7 | SBR
0 Cj—Zj 3/-6,0,0]01]O0]O0 0
1 X3 -11-211]0|01] 070 1
2 xg |-2]-1|ofl1[o]of[o] o
3 X5 -1 1 01| 0 1 01| 0 1
4 Xg -1 4 0 0 0 1 0 13
5 X7 4 (-110[0| 00 1 23

Les variables hors base sont x1, x;.

Appliquer le critére d’entrée d’une variable.

min{c; —z;} = min{c; —zy,¢, — 2},
= min{3,-6},
= —6.

Donc la variable x, entrante .

Appliquer le critére de sortie d’'une variable.

min{i ->0}—min{£ }
I’lir,ylr Ilz'zlyl2 '

13
= ] 1;_ »
in{1, 22}
=1,

bs

_E-
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Donc la variable x5 sortante.

La variable x, dans la base et sa valeur sera 1, la variable sortante est x5 et le pivot

par =1 (k=3).

Le tableau suivant contient les calcules ci-dessus :

Tableau 2
ligne | base | x; | xp | x3 | x4 | X5 | X¢ | X7 | SBR
0 Cj—Zj 3100|0600 6
1 X3 310 1 0|2 |01]O0 3
2 X4 31010 1 1 010 1
3 X9 -1 1 01| 0 1 01| 0 1
4 X¢ | 3|00 0410 9
5 X7 31701010 1 0 1 24

Le tableau 2 n’est pas optimale car ¢c; —z; = -3 <0.
On applique les méme critere d’entrée et de sortie d’une variable on obtient :
La variable entrante : x1, la variable sortante : x4, le pivot pg; = 3.

En pivotant sur p4; = 3 on obtient le tableau 3 :

Tableau 3
ligne | base | x1 | xp | x3 | x4 | X5 X¢ | x7 | SBR
0 Cj—zj 0| 0]07]O0 2 1 0 15
1 x3 |0]o|1]o] -2 1 [ o] 12
2 X4 00| 0 1 -3 1 0 10
3 Xy 0 1 0|0 |-1/3{1/3|0 4
4 X1 1 0| 0|0 /|-43]|1/3|0 3
5 X7 00|07 O 5 -1 1 15

Le tableau 3 est optimale car tout les ¢; — z; pour les variables hors base sont positives
(c5—2z5>0etcg—2z4>0).

La solution optimale est :
XB1 =X3 = 12
xp, = x4 =10
XB3 =Xy = 4
xg, =%1 =3
Xpy = X7 =15

Z est minimum pour x; =3 et x, =4 et Z =-15.
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2.5.6 Absence d’une solution initiale de base

Pour initialiser I’algorithme du simplexe, il faut disposer d’une solution de base réali-
sable initiale, or une telle solution de base initiale n’est pas nécessairement disponible .

Soit a résoudre le probleme de programmation linéaire suivant :

min cLx

(P){Ax=1b
x> 0.

ou:ceR" xeR",AeR"™", supposé de plein rang (rg(A) = m < n).
Introduire les variables artificielle ay,...,a,,, et appliquer la méthode du simplexe au

probléme auxiliaire :
m
minw =) a;
i=1
Ax+a=b

x>0,a>0.

(PA)

Si la valeur optimale w est positive alors le domaine réalisable du probléme original est
vide, sila valeur optimale w est nulle alors le domaine réalisable du probléme original n’est
pas vide. Dans ce cas, les valeurs qui prennent les variables x; constituent une solution pour
le probleme original ou tout les variables artificielles a; sont égale a 0 .

Exemple
La solution de probléme linéaire :

min 2x, — Xy + X4

X1 +Xp+X3+x4=3
X1 —Xp—2x3—-3x4=1
x;2>20,i=1,.,4

Phase I : Détermination de solution initiale (x°)
Résoudre le probléme auxiliaire suivant :

min w =a; +4ap

X1 +Xp+x3+x4+0a;=3

X1 —Xp—2x3—-3x4+a,=1
x;>20,i=1,.,4,a; >0,a, > 0.

On cite les donnés dans le tableau suivant :

Tableau 1
ligne | base | x; |x, | x3|x4]|a;|ay|SBR
0 aj - wj 00|07 O 1 1 0
1 a 111110 3
2 a 1 |-1}-2]-3]0 1 1
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A partir de calculer a; — w; on obtient cette tableau

Tableau 2

ligne | base | x; | xp | x3|x4|a;|ap|SBR
0 aj - wj 210 1 21010 -4
1 a 1 1 1 1 110 3

2 ar 1 1-1]-2]-3]0]|1 1

Les variables hors base sont : x7, x5, X3, X4.
Appliquer le critére d’entrée d’une variable :

min{a; — w;} = min{a; — w1,a; — Wy, a3 — W3, a4 — W4}
=min{-2,0,1,2}
=-2

La variable entrante est x;.
Appliquer le critere de sortie d’'une variable :

min{E ->O}—min{£ }
/"ir’y” /Mil'/uZl

=min{3,1}

Donc la variable sortant est a,.
La variable x; entre dans la base et sa valeur sera 1 et la variable sortante est a, et le

pivot py; = 1.
Tableau 3

ligne | base | x; | xp | x3|x4|a;|ap|SBR
0 aj - wj 0 (-2|-3|,-4)|0] 2 -2
1 a 023411
2 X1 1 /-1}1-2]-3]0 1 1

Le tableau 3 n’est pas optimal car : 3(a; — w; <0).
On appliquer les mémes critere d’entrée et de sortie d’une variable on obtient :
La variable entrante :xy4, la variable sortante : a; et le pivot p14 = 4.

En pivotant sur yq4 on obtient le tableau 3 :

Tableau 4
ligne base X1 X X3 X4 a; an SB.R
0 aj — wj 0 0 0 0 1 1 0
1 xa | 0 | 1/2|3/4 1 |1/4| <1/4] 1/2
2 x, | 1|1/2|1/4] 0 |3/4| 1/4 | 5/2
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Donc la solution initiale est x° = (5/2,0,0,1/2)T.
On a dans la phase Il w; = 0 et il n’est pas les variables artificielle .

Phase II
Nous reprennent le probleme a partir de derniere tableau de la phase I :

min 2x, — Xy + X4
X1+ %Xz-l— %lx =

No— Nt

3=
%X2+%X3+X4 =
X; > 0,1 = 1,..,4

A partir de ce probléme on obtient le tableau suivant

Tableau 1

ligne | base | x; | x, | x3 | x4 | SBR
0 Cj—Zj 2 | -1 0 1 0
1 x;, | 112140 52
2 x, |0 12341 12

Apres les calcules de ¢; —z; on obtient le tableau 2

Tableau 2

ligne | base |x; | x, | x3 | x4 | SBR
0 Cj—2Zj 0 | -5/2]-5/4| 0 | -11/2
1 x; | 1|12 |14]0] 52
2 xg |0 |1/2 341 12

On applique les mémes critére d’entrée et de sortie d’'une variable on obtient :
La variable entrante : x;, la variable sortante x, et le pivot pp, = 1/2.

En pivotant sur y,, on obtient le tableau 2 :

Tableau 3

ligne | base | x; | x, | x3 | x4 | SBR
0 Cj—2Zj 0] 0] 525 -3
1 x;, |10 |-12]-1] 2
2 x, |01 [32]2] 1

Le tableau 3 est optimale car tout les ¢; — z; sont positive .

La solution optimale est :

X31:X1:2
X32:X2:1
XB3:X3:0
XB4=X4:0

Z est minimum pour x; = 2,x, = 1,x3 = 0,x4 = 0 et le vaut = 3.
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Chapitre 3

Méthode de points intérieurs

On désigne par méthode de points intérieurs, toute procédure de résolution générant
une suite de points appartenant a I'intérieur relatif du domaine réalisable et convergeant
vers une solution optimale.

Ces méthodes sont réputées grace a leur convergence polynomiale, leur rapidité et ef-
ficacité et se sont révélées comme de véritables concurrentes des méthodes simpliciales
surtout pour les problémes de grandes tailles.

On distingue quatre classes fondamentales de méthodes de points intérieurs a savoir :

e Les méthodes affines .

e Les méthodes projectives.

e les méthodes de réduction du potentiel.
e Les méthodes de trajectoire centrale.

Dans ce travail, on s’intéresse pour les méthodes de trajectoire centrale.

3.1 Meéthode de trajectoire centrale

Elles ont été introduites a la méme époque que les méthodes de réduction du potentiel
et pleinement développées au début des années 90. Elles possédent de bonnes propriétés
théoriques : une complexité polynomiale et une convergence linéaire.

On rappelle qu’on cherche a résoudre un programme linéaire (P) qui est définie par :

min cLx

(P){Ax=1D
x = 0.

et sont dual est donné par :

max bTy
(D){ATy+z=c
yeR",z>0.

Pour résoudre les deux problemes (P) et (D) on suppose qu’ils vérifient les hypotheéses
suivantes :
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Hypotheses

1. la matrice A est de plein rang (c-a-d : rg(A) = m < n).
2. Condition de point intérieur (CPI) : 3(x°,9°,2%) € F} x F},.

AxY=b
ATy0 420 =¢
xY>0,2°> 0,y € R™.

(P) consiste a minimiser une fonction linéaire (convexe) sous ’ensemble des contraintes
qui est un polyedre convexe . comme Fp non vide (hypothese 2),3z € R”;dy € R"”. D’apres
les condition d’optimalité de Karuch-Kuhn-Tucher :

v(cTx) = ¥ z(vx;) + 3. vi(v(b— Ax)) = 0

i=1 j=1
Ax=1b

zx = 0.

(K.K.T)

Apres la dérivation de premier equation de ce systéme on obtient :

c-z-ATy=0
Ax=1b
zx = 0.
Donc :
Ax=1b
Aly+z=c (3.1)

xz=0,x>0,z>0;y € R".

Dont la derniére équation est dite équation de complémentarité.

L’idée principale de la méthode de trajectoire centrale est de perturbé la derniere equa-
tion du systéme (3.1). Alors

Ax="b
Aly+z=c (3.2)
xz=pe,x >0,z>0;p € R".

Tel que :u>0,e=(1,1,.,1)T e R™.

L’ensemble {x(u), v(u),z(p); p > 0} s’appelle la trajectoire centrale. De plus; si p — 0

alors xTz tend vers le zéro c-a-d trouver une solution optimale pour (P) et (D) revient a
résoudre le systeme (3.2).

Le systéme (3.2) devient :

Ax-b=0
ATy+z—c: 0 (3.3)
xz—pe=0

Ce systeme est un systeme d’équation non linéaire .1l est résolu par la méthode de new-
ton appliquée a la fonction F(x,y,z) =0
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ou F : R¥™™ — R?"*™ définie par

F(x,y,2) =

Ax-b
ATy +z—c|.
Xz — pe

Soient (x,v,2) € Fj x F), tel que xz # pe.
La direction de Newton (Ax, Ay, Az) est la solution de systéme linéaire :

Ax
VF(x,v,2)| Ay |=-F(x,v,2)
Az
On va calculer la matrice jacobienne de F :
A 0 O
VF(x,9,2)=|0 AT I
z 0 «x

Par un simple calcul, on arrive a résoudre le systéme linéaire suivant :

AAx =0
ATAy+Az=0 (3.4)
zAx + xAz = pe —xz

On défini le vecteur v pour tout vecteur réalisable primal x > 0; et le vecteur réalisable

dual z> 0,

Xz
V= —.

K

On définit les vecteurs normés de la direction de déplacement d, et d, comme suit :

vAx vAz
dy=——;d,=—.
X z

en remplagant d, et d, dans la derniére equation de systéme président, on obtient :

zZAX +xAz = pv(d, + d,). (3.5)
D’une parton a:
AxA
dd, = 2222 (3.6)
2
Utilisant(3.5) on peut récrire le systéme (3.4) comme suite :
Ad, =0
Ald,+d,=0 (3.7)
dy+d,=p,.
Avec A = %A diag(%),
et
P, =v!-v. (3.8)

On montrer que d d, = 0.
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Preuve :

D’apres I’équation (2) de systéeme (3.7) on a :

d,=-A d,

Donc

—T
dld,=dl (-4 d,)

—T
=—(d{ A" )d,
= _(Adx)Tdy
D’apres I’équation (1) de systéeme (3.7) on a :
Ad, =0
Alors
dld, =o.

3.1.1 La mesure de proximité

Pour que les itérations produites par I'algorithme restent réalisables et proches de la
trajectoire centrale, on est obligé d’introduire une mesure de proximité qui est défini par :

_ 1. 1
6=05(x,z31) = llv L—vll= Sllpul

C’est facile de vérifie que :

d=0ov ! =voxz=ype

Soit q, =d, —d,.
Puisque dd, = 0 alors :

1P = [l
c-a-d:
”dx + dz” = ”dx - dz”
Et par conséquent :
1 1
o=~ == .
Sllpull =Sl
De plus :
d, = Pv+qy d, = pv_‘h.
2 2
Dans cet algorithme, on utilise une valeur seuil § de la proximité et on suppose que
(x°,99, 2°) est un point strictement réalisable avec 5(x?, z°, %) < B pour certain y’connu.On
note que la recherche d’une solution optimale primal-duale est équivalente a mettre le saut
de dualité xTz vers le zéro, cela est exprimé par la mise a jour du parameétre y via :

pr=(1-0)u, 0<O6<1.

Maintenant, on présente un algorithme primal-dual a petit pas pour tracer approxima-
tivement la trajectoire centrale.
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3.1.2 Algorithme

Dans cette partie , on présente un algorithme de trajectoire centrale de type primal-dual
pour un (PL) :

Algorithme primal-dual a petit pas pour PL

Début d’algorithme

Données :

un parametre de précision € > 0;

un parametre de proximité 0 < <1 (défaut p= %),

un parameétre 0 < 0 < 1 (défaut 6 =

(xo) 2’

un parametre de barriére ;4
Initialisation : soit ( , Y 020 vériﬁant la CPI tel que :
6(x0 205 ul )<[3etk:0;
Tant que n//t(k) > € faire :
.],l(k+1) =(1- Q)H(k)_

« calculer (Ax(k),Ay(k) Azk)

) via le systéme (3.7);
« mise & jour x1) = x(0) 4 Axk) (k1) = (k) L Ap(k) Z(k1) = 2(0) L AZ(K) et k = k+1;
Fin Tant que

Fin algorithme.

Algorithme 3.1.2

3.1.3 La convergence de I’algorithme et ’analyse de la complexité

Dans cette partie on présent quelque lemmes techniques qui sera utilisé par la suite .
Lemme 3.1.3 [14]
Soient (x,z) € R" et > 0.

Alors :
1dd, | < 6% et ||dyd,|| < V2062,

Lemme 3.1.4 [14]

Soient u,v € IR, tel que vTv =0 alors :

luvlle < —IIu+VII2 lJuvll < ||M+VII2
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Preuve :( lemme[3.1.3])
Pour u =d,,v =d, onad,,d, € Rtel que dfd, =0 Alors :

o 1ded.llo < glldy + d.|I et on & :glldy + d.||* = Lllpvll* = 6% donc i|dyd ||, < 6.

o ldid|l < 5 5lldy + d:|* et on a5 ldy || = V2||dT d, |12 = V26 donc il|d,d, || < V252,

Analyse de la stricte faisabilité

Dans le lemme suivant, on donne quelque condition pour assurer la stricte faisabilité
du pas de newton complet.

Lemme 3.1.5 [14]

Le nouveau itéré du pas de newton complet est strictement réalisable si et seulement si :
pe+AxAz > 0.

On montre que le pas de newton itéré x* = x + Ax, z* = z+ Az (obtenue aprés le pas de
newton est strictement réalisable).

Preuve

Pour 0 < a <1 on définie :

XY =x+alx,z¥ =z+alz.

0_ 1

Ensuite on a x” = x, x' = x* et le méme pour Iautre variable (z), par conséquent

x%20 = xz> 0.

Maintenant, on écrit

x%z% = (x + aAx)(z + aAz),

= xz+ a(xAz + zAx) + a’AxAz.

Donc:
x%z% = xz+ a(pe — xz) + a’ AxAz, (3.9)
Par hypotheses, on a :
AxAz + pe > 0.
Alors
AxAz > —pe,
Donc:

x%z% > xz + a(pe — xz) — a’* e,
=(1-a)(xz+ape),
> 0.

Care=(1,1,..,1)T >0, xz2>0, u>0,a>0,0<a<l1.
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Donc

x*>0, z%>0,
comme

x°>0,2°>0.
Par continuité

x!'>0,z! > 0.
D’une part (d’apres 3.6) :

AxAz
d.d, = .
H

Ce qui implique que

AxAz = pd.d,.
D’apres (3.9) et avec a = 1 on obtient :

xlz! = xtz" = pe+ AxAz (3.10)
Donc
x*z" = pe+ pd,d,.

Alors

x*z" = ple+d.d,). (3.11)

Ainsi on reformuler lemme (3.1.5) comme suite.
Lemme 3.1.6

Le nouveau itéré de pas de newton est strictement réalisable si et seulement si :

e+d,d,>0.

La convergence quadratique de la mesure de la proximité

Pour montrer la convergence quadratique de la mesure de proximité,on a besoin d’un
résultat concernant le v, .

Lemme 3.1.7 [14]

Sio=0(x,z;u)<1 ,alors : x* >0, z" >0, deplus:

52

St =6(x",z%u) < ———.
( 1) TTD)

Preuve

Ona

20" = ”(v+)_1 A
=l(vy) " (e = (@)l
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D’apres (3.11) on a

\/ﬁ
v, = ,
L

ple +dyd;)
l/l ’

=+e+d,d,.

Donc
dyd,

Ve+d,.d,

— ”dxdz”Z
” V €+ dxdz”Z

lldxd.|l>
— ; car || [l < [1lI2

S—F
Ve +dyd; |l

— ||dxdz||2

max( e+ (dxdz)i)

i

— ”dxdz”Z

\/1 + max(d,d,);

”dxdz”Z
Lo maxl(dd)
i
”dxdz”Z
1 —|dd; |l

20" = |

D’aprés le lemme 3.1.3 on a ||d,d,||o, < 6% et comme 6 < 1.

Alors ||d,d, || <1 et

qui est équivalent a

ot <

T \2(1-982)

Le corollaire suivant montre la convergence quadratique de la mesure de proximité avec
le pas de Newton complet.

Corollaire 3.1.1

Si &(x,z; p) < v% alors : 67 < 6%(x,z; ).
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L’influence du nouveau itéré en saut de dualité

Dans le lemme suivant, on analyse I'influence du pas de Newton complet sur le saut de
dualité.

Lemme 3.1.8 (lemme 11.47[14])

Apres le pas de Newton complet et si d(x, z, p) < % , alors le saut de dualité vérifie :

(x")'z" = np.

Preuve

En utilisant (3.10), on obtient :
(x+)tz+ — et(x+z+)
= ¢! (e + AxAz)
= yete + et AxAz.
Comme AxAz =0 alors :

(x")z" =elep

= np.

La mise a jour du parametre barriére y

La recherche d’une solution optimale primale-duale est équivalente a mettre le saut de
dualité x’z vers le zéro , la mise a jour du paramétre y est :

pr=(1-0)u; 0<O6<1.

Par la suite on montre I'influence de la mise a jour du p sur la nouvelle proximité apres
un pas de Newton complet.

Lemme 3.1.9 [14]

Sié(x,z;y)<\/%et;4+:(1—6);4; 0<6<1.alors:

O (x, 25 ut) < (M) (1-0)+ %. (3.12)

L

1 .
<=

De plus, si 6(x, z; ) et n > 2 alors:

1
62(x+,z+;//t+) < >
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Preuve
Soientvf = x}f , Wr=(1-0)p;eto< \/LE alors :
1
402,75 0%) = IVT= 007! + <=, P

1-0)+6
S R Gl LT
1-6
0
:||\/1—9v_1—v)— v||2
(+ + m +
62

= (1-0)llv;' —v,lI” + v, lI? = 2003 —v,) v,

1-6
D’apres le lemme (3.1.8) on a :

o, PP = i((xwfzﬂ

_Ir
=n
Donc
(V-Il -v,)'v, =0,
Alors ,
46%(x", 25 u") = 4(1 - 0)6%(xF, 2% ) + 1n99.
qui est équivalent a :
2
52(x+; Z+;l’l+) — (1 — 9)52(X+,Z+;‘M) + 4(?9_ 9)

Comme 6 < ==, d’aprés le corollaire (3.1.1) on obtient (6*)% < 6% < zll' et par conséquent
2

1-6 n6?

204t ot ot <
o (x",z5, ") < 1 +4(1—0)'

Maintenant , on considére 0 = \/%, alors
n

1-0 n(s-)
: K1-0)
1-6 1

<
=71 "8(1-0)

52(x+’ Z+;IM+) <

Pourn>2,0onal0<6< % et la fonction

1-0 1
fO) == *g0 ey

est strictement convexe sur I'intervalle [0, %] Par conséquent ,

FO)<£0)=£(3)

Finalement 6%(x*,z", u*) < % Ce qui achéve la preuve.

1 1
~0.375< -, V0 €0, =],
2 [ 2]
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Analyse de la complexité

Dans cette partie , on présente le nombre d’itération a partir du quel I'algorithme 3.1.2
converge .

Lemme 3.1.10

Soient xk*1) et z(k+1) e (k 4 1)i™ itération produite par I’algorithme 3.1.2 , avec

u= k), alors
(xRN T k1) <

J’

est satisfaite si .
n
k > = log(—).
> o log(~)

Preuve

D’apreés le lemme 3.1.8 ,0on a:

(x(k+1))TZ(k+1) < //l(k)”’ (3.13)

Avec

p = (1-0)p*D = (1-0)u.
Alors (3.12) devient :

(e )T 1) < (1 Z 9O,

Ou l'inégalité (x(F+1))Tz(k+1) < ¢ est satisfaite si :

-

(1- G)y(o n<e.
En utilisant la fonction croissante log on obtient :

klog(1—-0) <log(e)— log(y(o)n),
Puisque log(1 —60) < -6, pour 0 < 0 < 1, alors

(0),,

=

ko > log(

).

Par conséquent
uOn

1
k> Elog( ).
Ce qui achéve la preuve.

On note que pour 6 = \/Lfn' on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1
. _ 1 _ 1 s . . . . ;
Soient 6 = NoT B = G2 Alors, I'algorithme de la trajectoire centrale de type primal-dual

o)
€

avec le pas de Newton complet nécessite de O(y/nlog( )) itérations .
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Preuve

Soient O = \F P = Alors le résultat découle immédiatement du Lemme [3.1.10]. Ce

qui achéve la preuve

3.2 Exemple numérique

Dans cette partie , on s’intéresse aux expériences numériques issues de I’application de
I’algorithme 3.1.2 sur des problémes linéaires . L’algorithme 3.1.2 a été implémente sous
Matlab et exécuté sur (R 2013 a) sous windows intel CORE i3.

On note par :
e0(x,z; p) : la mesure de proximité qui est associée a I'algorithme 3.1. 2
o(x%,7%,2%) : un point initial strictement réalisable et vérifie 5(x?,z%; y 0y < \F pour

lalgorithme 3.1.2 .
o(x*,1",2") : 1a solution optimale du probléme primal (P) et dual (D), respectivement.
e iter : le nombre des itérations produites par I'algorithme 3.1.2 .
e CPU : le temps d’exécution d'un algorithme en seconde.

Exemple 1

On considere le probléme linéaire , avec n =5 et m =3, on a

21100 8 .
A=[1 21 0 o], b=|7{, c:[—4—5000].
0100 1 3

On prend comme un point réalisable initial
r T
=213 3 2],

w=[3 1 ],

2=[31 31 1]T.

Onae=10"*avec y(o) = ((x9T2%/n = 4.2.

Une solution optimale approximative est donnée par :
T
=[3 200 1],

T

y=[-1 -2 o],

:[0 02 1 o]T.

La valeur optimale pour les deux problémes est -22.

o(xY, ZO,[/l( )) | iter | CPU
0.0873 34 | 0.0145
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Exemple 2

Soientn=7etm=4,0ona

7 2 3 1 -1 =2

4
A_—4—5—23—596 36
2 7 -6 7 -3 4 2 B

3

6 -6 -1 7 5 -5
T
c:[—42 26 -59 71 -86 143 68].

On prend comme un point réalisable initial

T
xO:[l 11 41 7 11 6],
T
0_1|_ _
y0=[-1 10 8 -3],
T
zO:[7497245].
Onae=10"*avec ul® = ((x°)T2%/n = 26.

Une solution optimale approximative est donnée par :

r T
x*=10 9.3403 0.1150 0 0 4.6641 6.8257] ,

i T
y*=10.7342 10.4513 7.4090 —4.1541] ,

r T
7 =[4.7727 0 16.1279 9.9884 0 o] .

La valeur optimale pour les deux problémes est 1367.2.

5(x%, 2% u9) | iter | CPU

0.7042 48 | 0.0150
Exemple 3
Soientn=9etm=7,0na

(1 -4 -3 7 9 3 -1 7 =5] [—19]
-9 1 5 -5 10 -8 10 -7 3 75

o 2 -3 5 -1 -6 2 -3 -9 —-86

A=10 4 8 7 8 -2 1 -6 0], b=|118{,

-7 6 -7 0 -5 8 8 6 -4 -4
-9 10 -4 -9 0 8 -5 3 -9 -55

7 -6 0 8 -3 -4 -1 1 -=3] [—65]

i T
c:[—156 139 5 —49 34 71 115 -3 —41].

On prend comme un point réalisable initial

47



CHAPITRE 3. METHODE DE POINTS INTERIEURS

r T
x0:596153528],

o _ [ T
y°=[-3 6 -3 6 10 6 3],

r T
20:413596562].
Onae=10"*avec u9 = (x°)72%)/n = 18.66.

Une solution optimale approximative est donnée par :

T
x*:[O 6.5526 4.9933 3.7153 3.7971 3.4905 2.4397 0 9.2046] )
T
y*:[—2.5023 6.2142 —3.7029 6.6134 10.5276 5.9751 3.1980] )

T
z*:[7.5140 00000 0 22980 0] .

La valeur optimale pour les deux problemes est 1033.8 .

6(x%,2% u9) | iter | CPU

0.3729 55 | 0.0207
Exemple 4
Soientn=10etm=8,0na

3 -5 2 -8 -5 2 6 10 5 2] [ 49 ]
2 -8 -6 -7 6 5 5 6 -9 -8 0
6 1 9 5 -2 3 10 -5 6 -7 22

A= 6 3 -2 1 -4 7 -8 10 8 4 - 84

{1 -3 -1 5 -8 -4 4 1 4 =20 |42y

4 -1 3 -2 5 -8 4 1 -6 O -14
4 -2 6 -8 8 8 -2 -1 6 7 108
8 0 -9 5 5 4 -8 -6 5 5] | 15 |

c:[103 39 —131 —140 236 134 —-164 7 —49 70].

On prend comme un point réalisable initial

r T
x0:1221452424],

0_]J T
y°=[-9 10 -6 5 0 3 10 7|,

r T
z0:81054914651].

Onae=10"*avec y¥ = ((x°)Tz%/n=12.09.
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CHAPITRE 3. METHODE DE POINTS INTERIEURS

Une solution optimale approximative est donnée par :
x*=(2.2808 0.7890 3.7253 0.0618 1.5198 5.4796 0 2.8514 0 3.6362],

*=[-9.7262 9.9978 -5.6856 6.2811 -1.0117 4.1407 9.8503 6.7071],

2=[0 0 0 0 0 0 123145 0 9.7292 o].

La valeur optimale pour les deux problémes est 1074.9 .

6(x0, zo;,u(o)) iter | CPU
0.1277 57 | 0.0208
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Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié deux algorithmes pour résoudre un probléme linéaire

(PL):

— Le premier est du simplexe est composé de deux phases dont la premier consiste a
trouver une solution de base réalisable de départ. Ce dernier est utilisé pour obtenir
une solution optimale en deuxiéme phase. Il est montrer que la complexité de cet
algorithme est exponentielle.

— Le deuxiéme est de trajectoire centrale de type primal-dual a petit pas qui est ef-
ficace pour résoudre plusieurs problémes d’optimisations. Notamment (PL), car de
I'aspect théorique, on obtient une meilleure complexité polynomiale qui est de 'ordre
O(v/n log(£)). Les tests numériques montre I'efficacité de cet algorithme.
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Résumé

Dans ce mémoire, on a étudié deux algorithmes pour résoudre un probleme linéaire
(PL) dont Le premier est du simplexe qui utilisé les tableaux pour obtenir la solution
optimale, cet algorithme a une complexité exponentielle. Pour cela, on résoud un (PL)
par la méthode de trajectoire centrale qui caractérisé par sa complexité polynomial.
En suite cette étude par des tests numériques pour montrer l'efficacité de ces deux
algorithmes étudié.

Mots clés : Méthode de points intérieurs, méthode du simplexe, probleme linéaire,
algorithme primal-dual, complexité algorithmique.

abstract

In this theses, we studied two algorithms for linear problem (PL). The first one is the
simplexe who used the tables to get the optimal solution, this algorithm has exponential
complexity. For that, we solve a (PL) by the central path method which characterized
by its polynomial complexity. Following this studies by numerical tests to show the
efficiency of these two studied algorithms.

Key words : Interior point methods, simplexe method, linear problem, primal-dual
algorithm, algorithmic complexity.



