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Notations

conv(S)
epi(f)
-1l

Ensemble vide

Corps des réels

IR—espace vectoriel de dimension n
l'orthant positif de R"

Ensemble des matrices réelles d’ordre n
Produit scalaire sur R"

le sous-espace affine engendré par S

le plus petit convexe de IR” contenant S
Epigraphe d’une fonction f

Norme euclidienne sur R"

Gradient d’une fonction f au point x

La matrice hessienne de f définie par (V?f(x)

cone convexe engendré par A

L’ensemble des solutions optimales globales
L’ensemble des solutions optimales locales
Transposé d’une matrice/d’un vecteur X

la j¢™¢ colonne de la matrice M

Inverse d’une matrice carrée M

Matrice identité de taille n

/()

j = 8xi8xj

Un probléme de complémentarité linéaire dans lequel les données sont le
vecteur g = (qy,...,q,)" et la matrice carré M d’ordre n

I’ensemble des solutions de PCL(gq, M)

La classe de 2" cOones complémentaires associés a la matrice carrée M

d’ordre n



DP

SDP

cp

SCPpP

CpPP

CPS

L'union de tous les cones complémentaires dans C(M). Il est ’ensemble de
tous les vecteurs q pour lequel Sol(g, M) =0

Matrice définie positive
Matrice semi-définie positive
Matrice copositive

Matrice strictement copositive
Matrice copositive plus
Matrice copositive star

On note S I'ensemble des S—matrice, c’est I’ensembles des matrice carrée M
qui vérifiedx e R": x> 0et Mx >0

On note Q I’ensemble des Qy—matrice, ce sent les matrices carrée M pour
laquelle le probleme PCL(q, M) admet une solution s’il est réalisable

On note Q I'ensemble des Q-matrice, ce sent les matrices carrée M pour
laquelle le PCL(g, M) admet une solution pour tout vecteur g € R"

On note P I'ensemble des P-matrice elle une matrice carrée qui vérifie tous
ses mineurs principaux sont strictement positives

On note P, I'ensemble des Py—matrice, c’est 'ensemble des matrice carrée
M dont les mineurs principaux sont positives

On note Ej 'ensemble des Ey—matrice, c’est la classe des matrices carrées
M qui vérifie

[0x>0]=[dkefl,...,n}:x;>0et(Mx), > 0]
On note E 'ensemble des E—matrice, c’est la classe des matrices carrées M
qui vérifie

[02x>0]=[3dke{l,...,n}: x> 0et(Mx); > 0]
On note Z I'ensemble des Z— matrice c’est I’ensemble des matrices carrées
dont les éléments extra-diagonaux sont négatifs

On note R I'ensemble des Ry—matrices ce sont les matrices carrées M telles
que Sol(0,M) = {0}.

Sous-matrice principale d’une matrice M, My, = (Mjj)ica,jca

Le PCL(q+ezg,M), zyg>0ete=[1...1]T
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Introduction

Le sujet traité dans ce mémoire concerne le probléme de complémentarité linéaire (PCL), qui se
formule comme suit : Soit M une matrice carrée d’ordre 7, et g un vecteur de R". Le probleme
consiste a trouver deux vecteurs w = (wy,wy,...,w,)! et z=(z;,2,,...,2,)! satisfaisant

w-Mz=q
w>0,2z>0 et wjz; =0 pourtouti=1,...,n.

Les seules données du probleme sont le vecteur g et la matrice carrée M. Dans un (PCL), il n'y a
pas de fonction objective a optimiser. Le choix d’'une méthode de résolution dépend de la nature
de la matrice M.

L'importance grandissante de ce probléme est mesurée par les différentes applications qu’il couvre,
aussi bien en mathématiques que dans la pratique, en 'occurrence : la chimie quantique, la théo-
rie de controle, la programmation linéaire. .. [8]. Le (PCL) est un probleme général qui réunit les
programmes linéaires et quadratiques et les jeux bi-matrices.

Le mémoire est divisé en trois chapitres organisés comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques notions de base, de I’analyse convexe,
’existence et les conditions d’optimalité d’un programme mathématique.

Le second chapitre est présenté en deux volets

Dans le premier, on présente une syntheése générale sur les problemes de complémen-
tarité linéaire (caractérisation, interprétation géométrique ), la relation entre le (PCL)
et d’autres problemes d’optimisation (programme linéaire (PL), programme quadra-
tique (PQ)) est aussi abordée.

Le deuxieme volet est consacré a la question de l'existence et I'unicité de la solution.
On considere différentes classes de matrices qui nous permettent d’obtenir des résultats
sur l'existence et 'unicité de la solution.

Dans le troisieme chapitre on présente la méthode de Lemke pour résoudre un probleme
de complémentarité linéaire.

Finalement, on termine ce mémoire par une conclusion.



S < Chapitre 1 > <

Préliminaires

1.1 Convexite

La notion de convexité est un outil mathématique important pour I'étude des probléemes d’optimisation.
A ce propos, nous présentons quelques notions de base d’usage courant.

1.1.1 Ensembles affines

Définition 1.1.1. Un sous ensemble F de R" est dit affine si

Ax+(1-A)y€eF, pour tout x,y € F et A € R.

En d’autres termes, on dit qu'une partie F de IR” est un sous espace affine si elle contient toute
droite passant par deux quelconques de ses points.
Exemple 1.1.1.

e Dans le plan R?, les sous-espaces affines sont les points, les droites et le plan lui méme.

e Par contre, une demi-droite n’est pas un sous-espace affine.
Dans R", tout sous-espace affine F s’écrit F = {x e R": Ax=b}ou A R et b e R™.
Définition 1.1.2. On appelle combinaison affine des éléments x1,x,,...,x, de R" tout élément x de la

forme x = Zle Aix;, avec A; € R et Zle A =1.

Soit S une partie de IR” non nécessairement affine, le sous-espace affine engendré par cette partie,
noté aff(S), est 'ensemble de toutes les combinaisons affines d’éléments de cette partie, c’est a

dire . .
aff(S) = {Z/\ix,- 1 X; € S, /\i cRet Z/\, = 1}
i=1 i=1

On peut vérifier facilement que aff(S) est le plus petit sous-espace affine contenant S, c’est I'in-
tersection de tous les sous-espaces affines contenant S. L'espace affine engendré par une partie S
est parfois appelé I'enveloppe affine de S.



1.1.2 Ensembles convexes

Définition 1.1.3. Un sous ensemble C de R" est dit convexe si, pour tout x,y dans C et pour tout A
dans I'intervalle [0,1], le point (1 — A)x + Ay est dans C.

Autrement dit, Un sous ensemble C de R” est convexe s’il contient tout segment dont les extré-
mités sont dans C.

N

Ensemble convexe. Ensemble non convexe.

Ficure 1.1 — Exemples d’ensembles convexes et non convexes.

Les opérations algébriques suivantes conservent la convexité
> L’intersection quelconque.
> Le produit cartésien.
> Les transformations affines.
> Les combinaisons linéaires.

Définition 1.1.4. On appelle combinaison convexe de m vecteurs x1,x,...,x,, de R" toute combinaison
linéaire ) " Ajx;ou A;>0et Y " A =1.

Définition 1.1.5. Lenveloppe convexe de I'ensemble S C IR" est le plus petit convexe de R" contenant
S(voir Figure 1.2). En d’autres termes

conv(S) = ﬂC ot € := {C CR": C est un convexe contenant S}.

On peut montrer sans difficulté que les éléments de conv(S) sont exactement les combinaisons convexes
d’éléments de S.

Remarque 1.1.1. En général, 'enveloppe convexe d’un ensemble fermé n’est pas fermé. De plus, si S est
convexe alors S = conv(S), et réciproquement. D’autre part, si S est borné (respectivement compact),
alors conv(S) est borné (respectivement compact).

1.1.3 Fonctions convexes

Définition 1.1.6. Soit S une partie non vide de R" et f : S — R une fonction. L'épigraphe de f est la
partie de R" x R définie par, epi(f) ={(x,r) € SxR: f(x) <r}.
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(a) Ensemble S non convexe. (b) Lenveloppe convexe de S..

FiGure 1.2 — L'enveloppe convexe d’un ensemble.

(a) Fonction convexe. (b) Fonction non convexe.

Ficure 1.3 — Exemples de fonction convexe et non convexe.

Deéfinition 1.1.7. Soit S un ensemble convexe non vide de R", une fonction f : S — R est dite convexe
sur S si son épigraphe est un ensemble convexe de R" x R (voir Figure 1.3).

Proposition 1.1.1. Soit S une partie convexe non vide de R" et f : S — R une fonction. La fonction f
est convexe sur S si et seulement si pour tout x,y € S et tout A €[0,1], on a

fAx+ (1 =A)9) < Af(x)+ (1 =) f ()

ou d’une maniére équivalente : si pour tout me N*, e R}, Y " A, =1et (xq,...,x,)€S™, ona

f(i/\ixi) < i/\if(xi)

i=1 i=1

Remarque 1.1.2. La fonction f : S — IR est dite strictement convexe sur S si
pour tout x,y € S distincts et tout A €]0,1[, ona f(Ax+(1 - A)y) < Af(x)+ (1 -A)f(v).
La fonction f : S — R est dite fortement convexe sur S

s’il existe une constante & > 0 tel que pour tout x,y € S et tout A €]0,1[, on a
FAx+(1=A)p) <Af(x)+ (1= N)f (@) - A1 =) [[x-p .

9



Définition 1.1.8. Une fonction est dite concave si (—f) est convexe.

Théoreme 1.1.1. [2] Si f est deux fois continiiment différentiable sur un ouvert convexe S alors les
conditions suivantes sont équivalentes

1. fest convexe sur S.
2. Vx,9€S, f(x) > f(y)+(Vf(x),y—x), ott Vf(x) est le vecteur gradient de f au point x.
3. Vx €S, la matrice Hessienne H(x) = V? f (x) est semi-définie positive dans S.

Remarque 1.1.3. Sile Hessien H(x) = V2 f(x) est défini positif dans S alors la fonction f est strictement
convexe. La réciproque est fausse, penser d la fonction (x,v) — x* + v* qui est strictement convexe sur
R? par contre sa matrice hessienne n'y est pas définie positive.

La fonction f est fortement convexe = f est strictement convexe = f est convexe.
Définition 1.1.9. Soit F : S — R", un opérateur défini sur un sous-ensemble S de IR".

> F est dit monotone sur S si
Vx,y€S,(F(x)-F(y),x—v)>0.

> F est dit strictement monotone sur S si
Vx,yeS:xzyona(F(x)-F(),x-v)>0.
> F est dit fortement monotone sur S s’il existe & > 0, tel que
Vx,p €S, (F(x)-F(y),x-p) > & |x-p |
Remarque 1.1.4. F est fortement monotone = F est strictement monotone = F est monotone.

Théoreme 1.1.2. La convexité peut étre aussi exprimée d partir de la notion de monotonie dans le cas
ot la fonction f est différentiable sur S, on a alors les équivalences suivantes

> fest convexe si et seulement si F =V f est monotone.
> f est strictement convexe si et seulement si F = Vf est strictement monotone.

> fest fortement convexe si et seulement si F = Vf est fortement monotone.

1.2 Cones convexes

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel et K une partie non vide de E. On dit que K est un cone
s’il contient toutes les demi-droites issues de l'origine et passant par ses points, c’est a dire pour tout
x € K et pour tout A >0ona Ax € K.

Proposition 1.2.1. Soit K un sous ensemble non vide de R". K est un cone convexe si

pour tout x € K, pour tout A >0, ona Ax € K
pour tout u,v € K, u+v € K.

Autrement dit, K est un cone convexe si et seulement si :
R,KcKetK+KCK.

10
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x

(a) Cone convexe dans R (b) Coéne convexe dans R3.

Ficure 1.4 — Exemples de cones convexes.

Ficure 1.5 — Un cOne non convexe.

Remarque 1.2.1. Un céne n’est pas en général convexe (voir Figure 1.5).

Définition 1.2.2. Soit A une partie de E, 'ensemble de toutes les combinaisons coniques d’éléments de
A est appelé le cone convexe engendré par A. Il sera noté cone(A), on a donc

k
cone(A) = {Z/\ix,- tA;>0etx;e Apour1 <i< k}.
i=1

Proposition 1.2.2. Le cone convexe engendré par une partie A contient toujours le sommet (l'origine).

11



Il est le plus petit cone convexe (contenant le sommet) contenant A.

Le cone convexe engendré par une partie n'est pas en général fermé méme si cette derniere est
compacte. Le cone convexe engendré par le cercle de centre (0,1) et de rayon 1 est le demi-espace
ouvert {(x,y) : v > 0} auquel on rajoute l'origine (voir Figure 1.7).

Le cone convexe engendré par une partie finie de points est fermé (voir Figure 1.4b).

cone(K)

(a) Cone compacte K. (b) Cone convexe engendré par K.

Ficure 1.6 — Exemple d’un cone convexe engendré par cone compacte.

Deéfinition 1.2.3. Soit K une partie non vide de R". On définit le cone polaire de K par
K*={x"eR": (x",x) <0, pour tout x € K}

et le dual de K par
K°={x"eR":(x",x) > 1, pour tout x € K}

Le cone polaire est un cone convexe fermé. On a K™ = K si et seulement si K est un cone convexe
fermé. On peut vérifier que le dual d’un cone K est donné par

K° ={x"eR": (x",x) > 0, pour tout x € K}.

Pour un cone K, Il est facile de vérifier que K* = —K°.

b) cone dual.
(a) cone polaire. (b)

Figure 1.7 — Cones polaire et dual.
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Théoreme 1.2.1 (Farkas). [2] Soit A € R"™" et ¢ € R". Une seule des deux assertions suivantes est
vraie

(1) AxeR" : Ax<O0etclx>0,
(2) ApeR":c=ATy.

K*' . . aigit strict

x e K*
L

Ficure 1.8 — Interprétation géométrique du théoreme de Ferkas. Le vecteur ¢ appartient au cone
engendré par les vecteurs a; et a,, ou bien il existe un vecteur x € K* qui fait un angle aigu avec
le vecteur c.

On peut déduire du résultat précédent, le théoreme suivant

Théoreme 1.2.2 (Gordan). [2] Soit A € R"™", c € IR". Une seule des deux assertions suivantes est vraie
(1) dxeR" : Ax>0,
(2) Ay > 0 non nul tel que ATy =0.

Comme application du théoréme de Gordan, nous avons le théoreme de Ville.

Théoreme 1.2.3 (Ville). [4]
Soit A € R"™" une matrice donnée. Le systéme

Ax>0, x>0
a une solution si et seulement si le systéme
ATy<0, 920, p=0
n’a pas de solution.
Corollaire 1.2.1. Si M est une matrice définie positive, alors il existe un vecteur z telle que

Mz>0, z>0.

Démonstration. En effet, si un tel vecteur z n’existe pas, alors par le théoréme de Ville, on obtient
I’existence d’un vecteur non nul u > 0 tel que M u < 0. En multipliant I’inégalité précédente par
u, on obtient uT MTu <0, ce qui contredit la définie positivité de M. [

13



1.3 Conditions d’optimalite

1.3.1 Programmation mathématique

Définition 1.3.1. En général, un programme mathématique est défini comme suit :

min f(x)
(PM)

xeC

ot f : IR" — Rest une fonction continue et C C IR" est I'ensemble des solutions réalisables (ou I'ensemble
des contraintes), C = {x e R"/gj(x)<0,i=1,...,m, h]-(x) =0,j=1,...,p}avec f, g; et hj sont des
fonctions données de R" dans R. La fonction f est appelée fonction objectif.

> Solution réalisable (admissible)
On appelle solution réalisable de (PM) tout point x° vérifiant les contraintes (i.e., x° € C).

> Solution optimale globale
On appelle solution optimale globale toute solution réalisable (notée x*) qui minimise f sur C.

L'ensemble des solutions optimales globales est noté argmin f.
C

> Solution optimale locale

Un point x* € C est une solution optimale locale de (PM) s’il existe un voisinage V de x* tel que
f(x)< f(x);VxeVNC.
L'ensemble des solutions optimales locales de (PM) est noté locgain f.

Remarque 1.3.1. Le probleme d’optimisation précédent consiste :

> Soit a chercher un point optimal (local ou global).

> Soit, si un tel point n’existe pas, on cherche une borne inférieure de f.

v

Soit a établir que f n'est pas bornée inférieurement sur C, auquel cas on a irgff = —oo.

\4

Lorsque C est vide on pose par convention inf f = +oco.
C

v

Nous avons toujours argmin f C locmin f.
C C

1.3.2 Principaux résultas d’existence et d’unicité

Théoreme 1.3.1. (Weierstrass )
Si C est compact ( fermé et borné ) dans IR" et f est continue sur C alors (PM) admet au moins une
solution optimale globale x* € C.

Corollaire 1.3.1. Si C est non vide et fermé et f est continue et coercive sur C (au sens que | ﬁim f(x)=
X||—+00
xeC

+00) alors (PM) admet au moins une solution optimale globale x* € C.

Remarque 1.3.2. L'unicité d’une éventuelle solution est en général indépendante de ’'existence, elle est
souvent une conséquence de la convexité de C et de la stricte convexité de f.

14



Théoreme 1.3.2. Si C est convexe et f est strictement convexe, alors il existe au plus une solution
optimale de (PM).

Conditions de qualification des contraintes

Définition 1.3.2. Si C est défini uniquement par des inégalités, on a le critére de Slater suivant : g; est
convexe pour tout i =1,...,m et il existe un point x0 tel que max gl-(xo) <0.
1<i<m

I1 existe aussi deux criteres usuels de qualification en un point x € C, a savoir
> Si toutes les contraintes sont affines.
> Si les gradients des contraintes actives en X ! sont linéairement indépendants.
Théoreme 1.3.3. (Karuch - Khun - Tuker)
Soit X € C un point satisfaisant 'une des conditions de qualification et supposons que f, g;, h; sont

Cl(IR”). Si X est un minimum local, alors il existe des multiplicateurs A; e RY , i =1,...,m et Hj € R,
j=1,...,ptels que:

V) + L AiVe® + LE, pVhi(R) =0

/\igi(y) =0,i=1,..m

Les scalaires A; et y; sont appelés multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker.

> En absence des contraintes d’égalité, si f et g; sont convexes, et le probleme (PM) satisfait
les conditions de qualification des contraintes de Slater, alors les conditions de (KKT) sont a
la fois nécessaires et suffisantes pour que X soit un minimum global pour (PM).

> Si les contraintes ne sont pas qualifiées en X, les conditions de KKT ne s’appliquent pas (x
peut étre optimal sans vérifier ces condition).

> Dans le cas particulier ou m = 0, les conditions précédentes sont appelées les conditions de
Lagrange et s’écrivent comme suit

Si X est un optimum local, alors il existe i€ R,j=1,...,ptel que:

V() + iy 1 Vhj() =0

#j, j=1,...,p sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.

1. Une contrainte g; est dite active en x si g;(x) = 0.
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> < Chapitre 2 > <

Probleme de complémentarité linéaire et classes de matrices

2.1 Probleme de complémentarité lineaire

Le probleme de complémentarité linéaire (PCL) est un probléme général qui unifie les programmes
linéaires et quadratiques. De nombreux problémes en économie, théorie des jeux, ... peuvent se formuler
comme un probléme de complémentarité linéaire.

2.1.1 Enoncé du probléme

Définition 2.1.1. [7] Soit M € R™™" et q un vecteur colonne de R", le probléeme PCL(q, M) consiste a
trouver deux vecteurs w = (w1, wy,...,w,)! et z=(zy,25,...,2,)! satisfaisant :

w—-Mz=g (2.1)
w>0,2z>0 .
w;z; = 0Vi= 1,..., mn. (23)

Dans le probleme PCL(q,M), il n’y a pas de fonction objective a optimiser, les seules données du
probleme sont le vecteur q et la matrice M.

2

Exemple 2.1.1. Soit la matrice M = [ ]

; ] et le vecteur q = [ :Z l, le probleme PCL(q, M) est

w1 —221— 22:—5

Wy — 21—222:—6 (24)
wl; wz; Zl, 22 Z O
W21 =Wr2p = 0.

Il peut étre exprimé sous la forme d’une équation vectorielle comme suit

oo el V)l 5 el 5 )2 e

w1, Wy, 21, 22 > O, et W21 = Wr2p = 0.

16



Dans toute solution satisfaisant wyz; = wyz, = 0, au moins une des variables de chaque paire (w}, z;),
doit étre égal a zéro. Choisissons wy, w, comme variables a valeur nulle, le systéme restant est

o)l 5 )-(5)

On obtient alors (z1,2,) = (%1, %), donc une solution de ce probleme est (wy,wy,21,23) = (0,0,3, 5

Définition 2.1.2. On dit que le probléeme de complémentarité linéaire PCL(q, M) est réalisable si et
seulement si I'ensemble des solutions réalisables {z € IR : g + Mz > 0} est non vide.

2.1.2 Cones complémentaires

Soit M une matrice carrée d’ordre n. Pour chaque i € {1,...,n} , soit A; le vecteur égale a I; ou
-M; (I; (resp. M;) est la i®"® colonne de la matrice identité I (resp. de M) ). Le cone convexe
engendré par A, A,,..., A, est appelé cone complémentaire. On remarque qu’'on dispose de 2"
cones complémentaires. La réunion de ces cones complémentaires qu’on note K(M), correspond
a I’ensemble des vecteurs g tels que le probleme PCL(g, M) admet une solution.

. . 1 - o .
Exemple 2.1.2. Soit la matrice M = ) 3 l, dans ce cas n = 2 par suite il existe quatre cones

complémentaires (voir figure 2.1).

Ficure 2.1 — Cones complémentaires.

Cones complémentaires dégénérés, non dégéneérés

Deéfinition 2.1.3. [7] Soit cone (A1, A,,...,A,) un cone complémentaire.
o Ce cone est dit non dégénéré s’il a un intérieur non vide.

o Ce cone est dit dégénéré si son intérieur est vide.

Exemple 2.1.3. Soit la matrice M = [ 1 o

l , on obtient les cones complémentaires représentés par la

figure 2.2.
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M

FIGURE 2.2 — cone (—M;, ;) est un cone complémentaire non dégénéré, cone (—M,,I;) est un cone
complémentaire dégénéré.

2.1.3 Interprétation géométrique du PCL(g, M)

Soit la matrice carrée M d’ordre n et g un vecteur de IR”, le PCL(q, M) équivaut au probléme de
trouver un cone complémentaire qui contient le point g, ce qui revient a trouver un ensemble
complémentaire de vecteurs (A1, A,,...,A,) tel que

(a) Ajef{l;,-M;}pour 1 <j<n.

(b) g peut étre exprimé comme une combinaison conique des vecteurs (A1, A,,..., A,).

Exemple 2.1.4. Soit la matrice M = l ] 12] et le vecteur q = l 41].

Ficure 2.3 - PCL(g, M) admet une solution.

Dons ce cas, pour que g appartient a cone (—My, ), il faut qu’il vérifie I’équation w, —M;z; =g ce
qui donne w, =1 et z; = 2. Par conséquent, la solution du probleme PCL(q, M) est (0,1,2,0). De

méme, on détermine l’autre solution (0, 0, %, %)

1 -1
Exemple 2.1.5. Soit la matrice M = l 1 2] et le vecteur q = l 1].

D’apres la figure 2.4 on remarque que le vecteur g n‘appartient a aucun cone complémentaire,
par conséquent, ce (PCL) n’a pas de solution.
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Ficure 2.4 — Non existence de la solution

2.1.4 Relation entre (PCL) et d’autres problemes d’optimisation

Transformation d’un programme linéaire (PL) en un probleme complémentaire linéaire (PCL)

On montre que la programmation linéaire peut se formuler comme un probleme de complémen-
tarité linéaire. Soit le programme linéaire suivante :

min ¢l x

(PL){ Ax>Db
x>0

Comme les contraintes sont linéaires alors les conditions de KK T sont nécessaires, elle sont aussi
suffisantes car la fonction a minimiser est linéaire. Supposons que A est d’ordre m x n, un point
admissible x € R" est une solution optimale de (PL) ssi du; € R et y, € R} tels que

c=ATpu - =0 (2.6)
pi(b—Ax)=0
ygx =0

On déduit de (2.6) que y, = c— AT y;. En posant y = Ax — b, on obtient
Mo\ c—ATyl (¢ B 0 -AT X
y | \Ax-b | \ -b A 0 p |
| 2 {0 —AT [ x [ c
w_(y)’M_(A 0 )'Z_(m)’q_(—b)

alors le systéme (2.6)—(2.8) est équivalent au systéeme suivant

Sion pose

w—-Mz=gq
wlz=0
w>0,2z>0
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Transformation d’un programme quadratique (PQ) en un probleme complémentaire linéaire
(PCL)

On montre que le probléeme quadratique peut se formuler comme un probleme de complémenta-
rité linéaire. Un probleme quadratique a la forme suivante

min %xTDx +cTx

(PQ){ Ax>b (2.9)
x>0

ou A est une matrice m x n, D est une matrice symétrique d’ordre n, x € R", b € R™.

Remarque 2.1.1. Si D n'est pas symétrique en remplagant D par D+TDT qui est une matrice symé-

T(D+DT

trique, on obtient xT Dx = x >—)x. Donc, on peut supposer la matrice D symetrique sans nuire a la

généralité.
Comme les contraintes sont linéaires alors les conditions de KK T sont nécessaires, elle seront

suffisantes si D est semi-définie positive, dans ce cas on a

x € R" est une solution optimale de (PQ) si et seulement si x est admissible et il existe A € R et
p € R}, tels que

Dx+c-ATA-pu=0 (2.10)
AT(Ax-b)=0 (2.11)
ulx=0. (2.12)

La relation (2.10) nous donne y = Dx — AT A + c. En posant y = Ax — b, on obtient

MR
o) o= (0 )= 3) e (5

le systéeme (2.10)—(2.12) sera équivalent au (PCL) suivant :

Sion pose

déterminer (w, z) tels que
w-Mz=q,
wlz=0,
w>0, z>0.

2.2 Existence et unicité de la solution du (PCL)

Soit le (PCL)
Mz—g=w
w,z>0

zZTw=0

alorsw, z>0 = zlw>0 ©z'(Mz—gq)>0etzlw=0 ©z'(Mz-g)=0.
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Considérons le probléeme d’optimisation suivant

min f(z):=z' (Mz—q)
2> 0 (2.13)
Mz-qg>0.

On s’apercoit que le probléme (2.13) est un programme quadratique. On remarque aussi que z est
une solution de PCL(g, M) si seulement si z est solution de (2.13) avec f(z) = 0.

Théoreme 2.2.1. On a f(z) > 0 pour tout z € S. D’apreés le théoréeme de Frank-wolfe [9] le probleme
(2.13) admet une solution z* telle que f(z*) > 0.

(1) Si f(z*)> 0 alors le (PCL) n'admet pas de solution.
(2) Si f(z*)=0alors (w*,z") avec w* = Mz" — q est une solution de PCL(gq, M).

2.2.1 Matrices deéfinies positives et semi-définies positives
Deéfinition 2.2.1.

> Une matrice carrée M d’ordre n est dite semi-définie positive (SDP) ssi

xTMx >0, pour tout x € R".

> Une matrice carrée M d’ordre n est dite définie positive (DP) ssi

xTMx>0, pourtoutx e R"\{0}.
Proposition 2.2.1. Soit M une matrice symétrique d’ordre n.
> M est semi-définie positive < les valeurs propres de M sont positives ou nulles.

> M est définie positive < les valeurs propres de M sont strictement positives.

> Si les éléments diagonaux de M vérifient

n
Vie {1,...,11} my > Z|ml]|
j=1
j#i
alors M est semi-définie positive.
> Si les éléments diagonaux de M vérifient

n

VYie {1,...,1’1} Cmy; > Z|m,]|
j=1
j=i

alors M est définie positive.

Lemme 2.2.1. [4] Sile PCL(g, M) est réalisable, alors le programme quadratique

min z7 (g + Mz)
g+Mz>0 (2.14)
z2>0.
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a une solution optimale z*. De plus, il existe un vecteur u* qui satisfait aux conditions

g+M+MT)z* - MTu
() g+ M+MT)z —MTu )

()" (q+Mz )
(z" —u);(MT(z" = u*)); <0 pour tout i = {1,

Il \V

WV

Théoreme 2.2.2. [4] Soit M une matrice semi-définie positive. Si le PCL(q, M) est réalisable, alors il

admet une solution.

Démonstration

D’apres le lemme 2.2.1 il existe deux vecteurs z* et u* vérifiant (2.15)—(2.19) tels que z* est réali-

sable. On a alors, d’apreés (2.19)
(z' —u")TMT(z" —u*) <.

Comme la matrice M est (SDP), on obtient alors
(' —u)TMT(z" —=u*) = 0.

ou
()M (2 —u) = (u)TMT (2" = u*).
En multipliant (2.15) par u#* > 0 on obtient

(u)T (g +Mz)+ ()M (2" —u*) > 0.

On déduit de (2.18) et (2.21) que
(u)TMT(z" —u*) > 0.

Les relations (2.16) et (2.20) nous permettent d’écrire
(297 (g+Mz") = ~(z") T MT (2" = u*) = —(u") T M (

Dong, (z*)T (g + Mz*) = 0 et z* est une solution du PCL(g, M).

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Z'—u") <0.

Théoreme 2.2.3. [4] Soit M € R"™" et q € R". Les deux déclarations suivantes sont équivalentes :

1. L'ensemble des solutions de (PCL) est convexe.

2. Pour deux solutions z' et z> de (PCL) on a

(2")T(q+Mz%) = (z25)T(q+Mz') =

Corollaire 2.2.1. [4][théoreme 3.1.7] Soit M € R™" une matrice semi-définie positive et g € R" . Si

M est symétrique, alors Mzl = Mz? pour deux solutions z! et 22 de PCL(q,

2.2.2 Matrices copositives

Définition 2.2.2. Soit M € R™",

(a) M est dite copositive (CP) si
xTMx >0, VxeR".
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(b) M est dite strictement copositive (SCP) si
xTMx >0, VxeR"\{0}.
(c) M est dite copositive plus (CPP) si M est copositive et
[x"Mx=0, x>0] = [(M+MT)x=0].
(d) M est dite copositive star (CPS) si M est copositive et
[x"Mx =0, Mx>0, x>0|=[MTx<0].
Remarque 2.2.1. On voit que (SCP) C (CPP)C (CPS) C (CP).

Exemple 2.2.1. Les matrices a coefficients positives sont copositives.

Théoreme 2.2.4. Si M € R™" est strictement copositive, alors pour chaque g € R" le PCL(q, M) a une
solution.

Démonstration

En remarquant que pour tout vecteur g, la fonction quadratique f(z) = z' (g + Mz) est borné infé-
rieurement pour z > 0 si M est strictement copositive voir [4][proposition 3.7.14], le PCL(q,M) a

une solution.
Mo 1 2
2 1

On remarque que M est positive avec une diagonale positive, elle est donc strictement copositive. Mais
comme xT Mx = -2 < 0 pour x = (1,—1), alors M n’est pas (DP).

Exemple 2.2.2. Considérons la matrice

Remarque 2.2.2. Le PCL(q, M) n’a pas besoin d’avoir une solution si M n’est qu’une matrice copositive.

Exemple 2.2.3. Soit la matrice M = 0, alors M est copositive mais le PCL(q, M) a une solution si et
seulement si q > 0.

Théoreme 2.2.5. Soit M € R™" une matrice copositive et q € R". Si I'implication
[v20 Mv20, v"Mv=0] = [vTq20] (2.23)

est valide, alors PCL(q, M) a une solution.

Corollaire 2.2.2. Soit M € R™" une matrice copositive plus et soit q € R".
o 'implication (2.23) est valable si et seulement si le PCL(q, M) est réalisable.
e Si PCL(q,M) est réalisable, alors il a une solution.

Démonstration
Si PCL(g,M) n’est pas réalisable, alors d’apres le lemme de Farkas il existe un vecteur v > 0 tel
que MTv < 0 et vTq < 0. Puisque, M est copositive on obtient alors vI Mv = 0, et puisque M est
copositive plus, nous avons Mv = —~MTv. Cela signifie que v enfreint (2.23).

Inversement, si PCL(q,M) est réalisable (3z > 0, g+ Mz >0 ), et si v > 0 est un vecteur
satisfaisant Mv > 0 et v Mv = 0, alors MTv = ~Mv < 0 car M est copositive plus alors

vI(g+Mz)>0=vTg>—vTMz=—(MTv)T2) >0

Cela implique a v g > 0. Compte tenu de I’équivalence entre la faisabilité de (g, M) et I'implica-
tion (2.23).
La derniere assertion est une conséquence immédiate du théoreme 2.2.5.
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Proposition 2.2.2. [4][corolaire 3.8.12] Soit M € RR™" une matrice symétrique et copositive plus .
Pour tout q € R", les trois propriétés suivantes sont équivalentes

(a) Le PCL(g, M) est réalisable.
(b) Le PCL(gq, M) a une solution.
(c) La fonction quadratique f(z) = z' (q + Mz) est bornée inférieurement.

2.2.3 Classe des S—matrices

Définition 2.2.3. [6][définition 2.5] On dit qu’une matrice M € R"™" est non dégénérée si

tout x vérifiant, pour tout i : x;(Mx); = 0 est nul.
Clestadire {xe R": x;(Mx); =0pouri=1...n}={0}.

Exemple 2.2.4. Une matrice M non dégénérée

3 2 2 -5
M= 1 -5 -3 4
1 2 -5 1
5 -3 -3 1

Définition 2.2.4. M est une matrice carrée. M est une S—matrice si

dxeR":x>0et Mx > 0.
Proposition 2.2.3. [6][proposition 2.4] Soit M € R™". Les propriétés suivantes sont équivalentes :
> pour tout g € R" , le probleme PCL(q, M) est réalisable,
> il existe un x > 0 tel que Mx >0,

> il existe un x > 0 tel que Mx > 0.

Remarque 2.2.3. D’aprés le corollaire 1.2.1 toute matrice définie positive est une S—matrice.

Exemple d’une matrice M est une S—matrice mais ne sont pas semi définie positive.
M -1 1
1 1
Théoréme 2.2.6. Si M € R™" est définie positive, alors le PCL(q, M) a une solution unique pour tous
geR"

Démonstration

D’apres le théoreme 2.2.2 et la proposition 2.2.3 le PCL(g, M) a une solution pour tout g € R", il
suffit de prouver l'unicité de la solution. Soit 4 € R", on a toute solution du PCL(q, M) doit étre
une solution optimale du programme quadratique (2.14). Si M est (DP), la fonction objectif est
strictement convexe. Par conséquent (2.14) a un solution optimale unique. Il en va de méme pour
PCL(g,M).

En général, le PCL(q, M) avec une matrice semi-définie positive peut avoir plusieurs solutions.

1 1 -1
Ce probléme admet zl = (1,0), 72 = (0,1), et z3 = (%, %) comme solutions.

11 -1
Exemple 2.2.5. On considéré le PCL(q, M) suivant avec M = l ] et q= [ ]

24



2.2.4 Classe des Q,—matrices et Q—matrices

Définition 2.2.5. On dit qu’une matrice M € R'™™" est une Qy—matrice si le probleme PCL(q,M) a
une solution dés qu’il est réalisable.

Remarque 2.2.4. D’apreés la corollaire 2.2.2 toute matrice copositive plus appartient a Q.

Proposition 2.2.4. Soit M € R™™". Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) M € Q,.
(b) K(M) est convexe.
(c) K(M)=cone(I,-M).

Démonstration

(a) = (b). Soit g' et g% deux vecteurs dans K(M). Ainsi, LCP(q',M) a une solution pour
i =1,2. Evidemment, LCP(g", M) est réalisable pour tout g* = Ag! + (1 — 1)g? avec A € [0,1].
Ainsi, par (a), il s’ensuit que LCP(g*, M) a une solution. D’oui g* € K(M) et (b) suit.

(b) = (c). Ceci est clair car la coque convexe de K(M) est égale a cone (I,-M).

(c) = (a). Le cone cone (I,—M) est constitué de tous les vecteurs q pour lesquels le LCP(q, M)
est réalisable. Par conséquent, si (c) tient, (a) suit facilement.

Définition 2.2.6. On dit qu’une matrice M € R™" est une Q—matrice si le PCL(q, M) a une solution

pour tout vecteur q € R".

D’apres la proposition 2.2.3 et la définition 2.2.5, on voit que Q = QyNS.
Exemple de matrice M est une Q—matrices mais ne sont pas semi définie positive.

1 -4
M =
1 1
2.2.5 Classe des P-matrices et P,—matrices
Définition 2.2.7. Une matrice M € R™" est une P—matrice si tous les mineurs principaux sont stric-

tement positives.

Proposition 2.2.5. Soit M € R™", alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) M est une P—matrice,
(2) tout x vérifiant, pour touti : x;(Mx); <0 est nul,

(3) les valeurs propres réelles de toutes les matrices principales sont strictement positives,

Démonstration

(1) = (2). c’est vrai Pour n =1 . Nous supposons maintenant que cette implication est vraie
pour n—1 ou n > 1. Supposons qu’il existe un vecteur z non nul tel que z;(Mz;) < 0 pour
i=1... n. Sl existe i telle que z; = 0, alors la sous-matrice principale M est une P-matrice
qui inverse le signe du vecteur non nul z;. Cela contredit I’hypothese d’induction, donc
aucune composante de z n’est nulle. Nous pouvons maintenant écrire

(Mz); =d;z; telle que d; = (Mz);/z; < 0.
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On pose D =diag(dy,...,d,) (la matrice diagonale de (d4,...,d,) ), on obtient alors
{Il existe z# 0 tel que (M — D)z = O} (2.24)
.On a [voir [4] . Définition 2.2.1]

det(M — D) = Zdet(—Daa )det Mz
a

ou «a part court I’ensembles des {1,...,n}. Puisque D est une matrice diagonale négative et
M est une P—matrice, il s’ensuit que M — D singuliere.Ce qui contredit (2.24) .

(2) = (3). 1l suffit de montrer que toutes les valeurs propres réelles de M sont strictement
positives. Soit A une de ces valeurs propres et z un vecteur propre associé. Comme z = 0, il
existe i tel que z;(Mz;) > 0. Par suite, on obtient z;(AMz;) > 0. On en déduit que A > 0.

(3) = (1). Puisque le déterminant d’une matrice est égal au produit de toutes les valeurs
propres (réelles et complexes), et puisque les valeurs propres complexe apparaissent tou-
jours en paires conjuguées pour les matrices réelles, il suit que, si (3) est vrai, le déterminant
de M et toutes ses sous-matrices principales doit étre positif.

Remarque 2.2.5. D’aprés les propositions 2.2.4 et 2.2.5, on voit que P C Q C S.

Corollaire 2.2.3. La classe des S—matrices contient strictement celle des P—matrice comme le montre
I'exemple.

2
mais M n’est pas une P-matrice car son déterminant est strictement négatif.

. . 1 2 . N
Exemple 2.2.6. Soit la matrice M = ( ) est une S—matrice car Me = (3,3) > Oone = (1,1)7,

Théoréme 2.2.7 ( [4], Théoréme 3.3.7 ). Une matrice M de R" est une P—matrice si et seulement si
VYq € R", le probléeme PCL(q, M) a une et une seule solution.

Définition 2.2.8. Une matrice M € R™™" est une Py—matrice si tous les mineurs principaux sont
positives ou nuls.

Remarque 2.2.6. Toute matrice semi-définie positive (SDP) est une Py—matrice.
Théoreme 2.2.8. [4] Soit M une matrice carrée d’ordre n, alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes

(a) M est une Py—matrice,

(b) Pour chaque vecteur z # 0, il existe un indice k tel que zj # 0 et zx(Mz) > 0,

(c) Toutes les valeurs propres réelles de M sont positives,

(d) Pour chaque € >0, M + €l est une P—matrice.

=)

M une Py—matrice m’ais n’est pas dans P car detM = 0.

Exemple 2.2.7. Soit la matrice
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2.2.6 Classe des E,—matrices et E—-matrices

Définition 2.2.9. Une matrice M € R"™*" est dite semi-monotone si
[02x>0]=[3dke{l,...,n}: x> 0et(Mx); > 0]. (2.25)
La classe de ces matrices est notée E, et ses éléments sont appelés Ey— matrice.

Remarque 2.2.7. Quelques observations utiles découlent aisément de cette définition
> Toute sous-matrice principale d’une matrice semi-monotone est d nouveau semi-monotone,
> les éléments diagonaux d’une matrice semi-monotone doivent étre positifs,
> chaque Py—matrice est une Eq—matrice,

> toutes les matrices copositives sont dans E.

Exemple 2.2.8. Soit la matrice

(i) M n’est pas dans Py car detM = —1.
(i1) M n’est pas copositive car, si x = (1,1,0), alors xTMx = —1.
(iii) Pour x = (x1,xp,x3) avec 0 = x > 0, on voit que soit x, > 0 et (Mx), >0, ou x, =0 et Mx >0, Il
s’ensuit que M est un Ey—matrice.
Théoreme 2.2.9. Soit M € R'™™", les énoncés suivants sont équivalents
(a) M est une Ey—matrice,
(b) Le PCL(gq, M) a une solution unique pour tout q¢ >0,

(c) Pour chaque ensemble d’indices a C{1,...,n} le systéme
Myyx, <0, x, >0 (2.26)

n'a pas de solution.

Démonstration

(a) = (b) Soit g > 0 un vecteur de IR”. On a z = 0 résout le PCL(gq, M). Supposons que
PCL(q, M) admet une autre solution z # 0. Puisque M est semi-monotone, il existe un in-
dice k tel que z; > 0 et (Mz), > 0. Par conséquent, g; + (Mz); > 0. Cela contredit I’hypothese
selon laquelle z résout le (g, M).

(b) = (c). Supposons qu’il existe un ensemble d’indices a tel que (2.26) a une solution, x,,.
Définir
Xg = 0,
9o = —MaaXa
gz > max{0,—MgsX,}.
Ainsi, g > 0 et Z= x est une solution non nulle de (g, M).

(c) = (a). Supposons que pour chaque ensemble d’indices «, le systéme (2.26) n’a pas de
solution. Ainsi, le support de chaque vecteur non nul positive x contient un élément k tel
que (Mx); > 0; donc M est une semi-monotone.

27



Proposition 2.2.6. [4] Si M € R"™" est symétrique, alors M est copositive si et seulement si M est dans
E,.

Définition 2.2.10. Une matrice M € R"™" est dite strictement semi-monotone si
[02x>0]=[3dkefl,...,n}:x>0et(Mx), > 0] (2.27)

La classe de telles matrices est notée E, et ses éléments sont appelés E—matrices.

Remarque 2.2.8. Toute matrice strictement semi-monotone est semi-monotone.

Proposition 2.2.7.

e une matrice strictement copositive est strictement semi-monotone,

e toutes les P—matrices sont strictement semi-monotone.

Exemple 2.2.9. Considérons la matrice

1 -2 0
M=|0 1 2

2 0 1
La matrice M est strictement semi-monotone mais elle n’est pas une P—matrice car det(M) = —7. Elle
n'est pas aussi strictement copositive, car pour x = (1,1,0) on obtient xTMx =0.

Théoreme 2.2.10. [4] Soit M € R™", Les assertions suivantes sont équivalentes
(a) M est strictement semi-monotone,
(b) Le PCL(g, M) a une solution unique pour tout q >0,

(c) Pour chaque ensemble d'index a C {1,...,n}, le systéme
Myyxy <0, 0%x, >0 (2.28)

n'a pas de solution.

2.2.7 Classe des Z—matrices

Définition 2.2.11. On dit qu’une matrice M € R'™™" est une Z— matrice si touts ses éléments extra-
diagonaux sont négatifs, i.e :

Vi, je{l,...,nfaveci=j: m;;<0.

Définition 2.2.12. Soit S un sous-ensemble de R", u € S est un minimum de S si u < x pour tout
x€S.

Proposition 2.2.8 ([4] .Proposition 3.11.3 et Théoreme 3.11.5). Soit M une Z—matrice et q un vec-
teur de IR". Alors I'ensemble des point admissibles qui noté Adm(q, M) vérifier la propriété suivante

pour tout x,y € Adm(q, M) on a z = min(x,y) € Adm(q, M) fermer et borné inférieurement (2.29)

Tout ensemble S vérifier la propriété (2.29) admet un minimum.

Théoreme 2.2.11. Soit M une Z-matrice et g € R". Si le PCL(q, M) est réalisable, alors 'ensemble des
points réalisables contient un minimum u. De plus, u résout le PCL(g, M).
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Démonstration

Soit S = Adm(q, M) ’ensemble admissible de PCL(g, M). 1l est évidemment borné inférieurement,
et elle est non vide puisque le PCL(q, M) est réalisable. D’aprés la proposition 2.2.8, S contient
un minimum u. Il reste a montrer que u résout le PCL(g, M). Supposons que pour un composant
i, a la fois u; et (g + Mu); sont strictement positifs. Considérons le vecteur z = u — de; ou 0 est
un scalaire strictement positif. Nous affirmons que pour 6 > 0 suffisamment petit, le vecteur z
est réalisable. Evidemment, pour un tel 9, z est positifs et (¢ + Mz); > 0. Considérons un indice
j#1i.0Ona M est une Z-matrice, donc (q+ Mz); > (g + Mu); > 0. Par conséquent, z est réalisable a
condition que 0 > 0 soit suffisamment petit. Mais ¢a contredit la propriété du élément minimum.
Proposition 2.2.9. Soit M une matrice carrée d’ordre n, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) M est une Z—matrice,

(b) pour tout q € cone(I,—M), 'ensemble admissible de PCL(q, M) admet un minimum qui corres-
pond a une solution du PCL(q, M).
Démonstration

I1 suffit de montrer que la propriété du Z—matrice est nécessaire. Supposons, au contraire, qu’il
existe i # j tel que m;; > 0. Soit g = ¢; — M. Evidemment, e; est un vecteur réalisable pour le
PCL(q, M) pour g choisi. Ainsi, PCL(g, M) a une solution x satisfaisant 0 < x < ¢;, qui donne x; =0
pour tout k # j, x; =1 car 0 < (g9 + Mx); = m;j(x; —1). Par complémentarité, on a 0 = (g + Mx); =1
ce qui est clairement absurde. Par conséquent, M doit étre une Z—matrice.

Remarque 2.2.9. D’apreés les proposions 2.2.4 et 2.2.9,ona ZC Q,,.

2.2.8 Classe des Ry—matrices

Définition 2.2.13. Soit M € R™™" est une Ry—matrices si Sol(0, M) = {0}.

Remarque 2.2.10. D’apreés le théoréme 2.2.5, il est facile de voire que si M est une Ry—matrices copo-
sitive, alors M € Q.

Exemple 2.2.10. Soit les deux matrices M et M’ tel que
Mot 2) (!
0 1 0 O
La matrice M appartient a la classe P—matrice donc Sol(0,M) = {0}, par conséquent, M est une

Ry—matrices.
La matrice M’ n’est pas une Ry—matrices car il existe infinité de solutions du Sol(0, M’).

Théoréeme 2.2.12 ([4], Théoréeme 3.8.13 ). Soit M € R™" une matrice copositive. Alors, I'ensemble
T={xeR!: M x<0}
est un sous-ensemble de Sol(0, M), les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) T =SOL(0,M).
(b) M est copositive star.
(c) cone(I,-M)=K(M)=(Sol(0,M))".

Corollaire 2.2.4 ([4], Corolaire 3.8.14 ). Soit M € IR™" est copositive star. Les propriétés suivantes
sont équivalentes

(a) M €S.
(b) M €R,.
(c) M eQ.

29



FiGure 2.5 — Propriétés d’inclusion de quelques classes de matrices [6] , la fleche A — B indique
que A C B.
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S < Chapitre 3 > <

Méthodes du pivot pour la résolution du (PCL)

Il existe plusieurs méthodes de calcul pour résoudre les problemes de complémentarité linéaire,
dans ce chapitre, nous discutons la méthode de pivot complémentaire.

3.1 Solution de base réalisable (sbr)

Considérons le systeme suivant de contraintes linéaires

{Ax:b (3.1)

x=0
ou A est une matrice donnée d’ordre m x n de rang m et b € R"

Définition 3.1.1. Soit B une matrice carrée de taille m extraite de A.
On dit que B est une matrice de base si les colonnes de B sont linéairement indépendants.
On dit que B est une matrice de base réalisable si elle est inversible et vérifier B~1b > 0.

Définition 3.1.2. Soit P = {x e R" : Ax = b, x > 0} un polyédre avec A une matrice m x n de rang m.
Un point x* € P est appelé une solution de base réalisable (sbr) s’il existe une matrice carrée B de taille
m inversible extraite de A telle que B'b > 0 et x* = (B~1b,0).

Théoreme 3.1.1 ([2], Théoréeme 2.6.4 et 2.6.6). Soit P = {x € R" : Ax = b, x > 0} un polyédre non
vide. Alors on a
e x* est un sommet de P si et seulement si x* est une (sbr).

o d* est une direction extrémale de P si et seulement si on peut extraire de A une matrice carrée B
de taille m inversible et s'il existe une colonne A.; n’appartenant pas a B tels que B‘lA.]- <Oet

_R14a.
d*:a[ B A.]]

€j

ou a >0, ej est le vecteur qui vaut 1 d la j™¢ composante et 0 ailleurs.

Soit x* une solution de base réalisable, c’est a dire
X" =(B7'b,0) = (x,xy)-
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Soit x un point admissible, on a alors Bxg+ Nxy = b, xp,xy > 0.
En calculant xp en fonction de xp on obtient

xg=B'b-B !Nxy (3.2)
D’ou
cTx=cpxp+clxn
T p- T _ Tp-
=cTx* - [ch_lN - CZE]XN.
On a donc
Proposition 3.1.1. > Si le vecteur ¢, B™'N — c[; est négatif, comme xy > 0 alors on obtient cTx >

cTx*. Par suite x* est un minimum.

> Si le vecteur ch_lN - c{, est positif, puisque xy > 0 alors on obtient ¢ x < cTx*. Par suite x* est
Un maximum.

Exemple 3.1.1. Considérons le probléme suivant

Min -2x1+ 3%,
(x1,%2,%3,%4)
S.C

1 _ 3.3
—jxl + X+ X3 =3 ( )
X1+ Xp+ Xq = 2
X1, X2, X3, X4 20

La matrice A et les vecteurs b et ¢ sont donnés par

alors on obtient

2] o [2 -2
Bb_[4,BN_2_1

On obtient donc, une sbr x* = (2,4,0,0) et une direction extrémale d = (2,1,0,1).
Les vecteurs cg et cyy sont donnés par
oo = 0
» LN — 0

On obtient alors ch‘lN - c{, =[2,1], donc x* =(2,4,0,0) est un maximum.

-2
Cg = 3
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3.2 Méthode de Lemke [5]

La méthode de Lemke est un algorithme de pivotage, c’est-a-dire qu’une solution exacte est trouvée a
la suite d’une série de pivots, il est une variante de la méthode du simplexe. L'algorithme de Lemke est
connu pour son bon comportement numérique pour les problémes quadratiques et ceux de complémen-
tarité linéaire.

Définition 3.2.1. Considérons le systéme suivant

Iw-Mz—-ezy=q
(PCL) wlz=0
e Une solution w,z,zy de (PCL)’ est quasi-complémentaire si zy > 0.

e Une solution (w,z,zy) de (PCL)" est complémentaire si zy = 0.

e Une solution complémentaire de (PCL)’ est une solution de PCL.

Remarque 3.2.1. On dit que B est une matrice de base quasi complémentaire si
» La derniere colonne de B est —e".

» Si I,]- est une colonne de B, alors —A.]- ne l'est pas, A.]- est la j° colonne de la matrice A et I.]- est
la j™¢ colonne de la matrice d’identité.

> Si—A; est une colonne de B, alors I ; ne I'est pas.

Description de l’algorithme de Lemke

Nous pouvons résoudre le probleme PCL(q, M) avec l’algorithme de Lemke.

Initialisation

Sig>0,stop; (w,z) =(g,0) est une solution de base réalisable complémentaire.
Sinon, nous introduisons la variable artificielle z; dans chaque contrainte avec un coefficient égale
a —1 pour obtenir le systeme linéaire suivant

w
[I-]-M|-¢€"]| z |=¢

20
w>0,2>0,2,>0

oue' = [1,...,1]T e R"

On obtient alors le tableau suivant :

variable de base | w; w, ... w, Z; Z5 z, 2o
wy 10 - 0 |-My -Mp ~My, | -1 | 1
W 0 1 0 | -Ma; My, My, | -1 | 92
Wy 0 0 1 _Mnl _Mn2 _Mnn -1 qn




Soit g, = min{qg;}, on met a jour le tableau par pivotage en ligne r et colonne z,. La variable de
1<i<n
base w, quitte la base et z; rentre dans la base.

Ainsi pouri=1...,naveci #r, les w; sont positifs ou nuls.

On pose v, = z, et on passe a I’étape principale.

Etape principale

Cette étape se décompose en quatre itérations :

e 1°¢jtération : Soit d, la colonne qui correspond a la variable y,. Si d, < 0 on va a I'itération
4. Sinon, on détermine un indice s tel que

s _ in 490
0\ _giﬁ{d,i .dri>0}.

Le vecteur q défini la colonne représentant le second membre de I’équation Iw—-Mz—ezy = g,
apres la mise a jour du tableau. Si la variable de base correspondant a la ligne s est z, aller
a l'itération 3. Sinon aller a I’itération 2.

e 2°"¢ jtération : La variable de base correspondant a la ligne s est soit w,, soit z, (pour une
composante p = r). la variable y, rentre dans la base et on détermine le tableau suivant par
pivotage en ligne s et colonne y,. Si la variable qui quitte la base est w, (resp z,) on pose
alors y, =z, (resp y, = wy,) et on retourne a l'itération 1.

e 3°¢ jtération : la variable y, rentre dans la base, et z; quitte la base, et l'on effectue le
pivotage en colonne yp, et ligne z,. On obtient, ainsi, une solution de base réalisable complé-
mentaire.

e 4°¢ jtération : On arréte. Les points de la demi-droite R = {(w,z,z¢) + Ad : A € R,} avec d
est une direction extréme dont les composantes valent 1 pour la ligne correspondant a y,,
—d, pour les lignes correspondant aux variable de base et 0 ailleurs, sont des solutions du
probleme (PCL)’. L'algorithme se termine ainsi.

Théoreme 3.2.1 ([1], Théoréme 4.2.1 et corollaire 4.2.2). Supposons que la matrice M est une (DP),
(CP), E-matrice ou P—matrice, alors, I'algorithme de Lemke appliqué au PCL, (q, M) genére une solu-
tion du PCL(q, M), Vg € R".

Corollaire 3.2.1. Supposons que la matrice M est une Ry—matrices et que le PCL(q, M) est non dégé-
nere. Alors, l'algorithme de Lemke appliqué au PCL; (g, M) génere une solution du PCL(q, M), ¥Yq € R".

Exemple 3.2.1. On veut déterminer une solution du probléeme complémentaire linéaire PCL(q, M)
défini par

1 -1 -1 -1 3
-1 1 -1 -1

M = , q = 5
1 1 2 0 -9
1 1 0 2 -5

On introduit la variable artificielle z et on construit le tableau de départ suivant :
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On observe alors que 1m.in4{qi} =q3 = -9, l'élément (-1) s’appelle le pivot, on fait alors un pivotage sur
<1<

'élément (w3, zq), on passe a U'itération suivante avec y, = z3.

Wy Wy W3 W4 | 21 22 23 24 | 20 q
1 0 0 0 |-1 1 1 1 -1 3
0 1 0 0 1 -1 1 1 -1 5
0 0 1 0/|-1 -1 =2 0 |¢D]|-9
o o o 1|-1 -1 0 =-2|-1]-5

On obtient le tableau suivant :

min{%, %, %, %} = %, on fait alors un pivotage sur I'élément (wy, z3), on passe a l'itération suivante avec

Vr = 24.

variable de base | w; w, w3 wyg |21 2z 23 24 | 29| q
w, 1 0 -1 o|lo0 2 3 1]0]|12
wy o 1 -1 0|2 O 3 1/]0]|14
2o o o0 -1 o1 1 2 o0/|1]9
wy O 0 -1 1]0 0 (20 -2]0] 4

On construit le tableau suivant :

NNT)

min{g,
Vr=21.

variable de base | wy w, w3 wy |21 2Zp 23 24 | 20| 9
w, 1 0 3 -3/0 2 0 (49|06
w, 0 1 3 -3/2 0 0 4/]0]8
2o o 0 0 -1|1 1 0 2/|1]5
ws o 0 -3 2/0 0 1 -1[0]2

On construit le tableau suivant :
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variable de base | wy w, w3 w4 | 21 2, 23 24| 20| q
1 1 3 1 6
w, 1 1 0 0] -2 0 0/0]|2
1 1 1
20 -3 0 —1 I 1 0 0 0 1 2
1 31 1 14

min{%, %} = %, on fait alors un pivotage sur I’élément (w,, z1), on passe a l'itération suivante avec y, = z,.

On construit le tableau suivant :

variable de base | wy w, w3 wyq |21 2o 23 z4| 20| G
z4 I 0 ¢ -32/0 % o 1/0/|¢%
z) L1 0 o1 -1 0 0|0]1
20 0 -+ -% -%/0 @ 0 0|1]1
23 i 0 =3 t]0 5 1 o]0 |4

‘ —
'S

6
min{y, %, +1= %, on fait alors un pivotage sur I’élément (z, z,).

2
On construit le tableau suivant :

variable de base | wi w, w3 w4 |21 2Zp 23 24| 29 | g
A T I I T
2, -1 0 -% -f/1 0 0o of1 |2
Z 0 -+ -% -3/0 1 0 0] 1|1
S LRI IE

On obtient la solution du (PCL) :

(wy,w,y,ws, Wy, 21,22,23,24) = (0,0,0,0,2,1,3,1).

Convergence de la méthode

L’algorithme de Lemke converge en un nombre fini d’étapes vers une solution de base réalisable
complémentaire lorsqu’elle existe. Sinon il s’arréte avec un rayon de terminaison. Mais sous cer-
taines conditions portant sur la matrice M, on vérifier que l'algorithme produit toujours une
solution de base réalisable aprés un nombre fini d’étapes[[3] 4.3.3].
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Théoreme 3.2.2 ([2]Lemme 11.1.8). Lorsqu’il est appliqué a un exemple non dégénérée du probléme
PCL(q,M), et supposons que M est copositive plus. Ensuite, l'algorithme de Lemke converge en un
nombre fini d’étapes. En particulier, si le systéme défini par (2.1) et (2.2) est consistant, l'algorithme
s’arréte a une solution de base réalisable complémentaire. De plus, lorsque ce systéme est non-consistant,
Palgorithme s’arréte avec un rayon de terminaison.

Corollaire 3.2.2. Si M a des entrées positives, avec des éléments diagonaux strictement positifs, alors
Ualgorithme de Lemke s’arréte en un nombre fini d’étapes avec une solution de base réalisable complé-
mentaire.

Pour plus détails voir [[2] Chapitre 11]

Exemple 3.2.2 (Terminaison de rayon). Soit le PCL(g, M) suivant :

0O 0 1 -1 1
M= o 0 -1 2 , q= 4
-1 1 2 =2 -2
1 -2 -2 2 —4

On introduit la variable artificielle z et on construit le tableau de départ suivant :

Wy Wy W3 W4 | 21 23 23 24 20 q

0 0 0 1 /|-1 2 2 =2|¢1]|-4

On observe alors que 1m.in4{qi} = qy4 = —4, l'élément (-1) s’appelle le pivot, on fait alors un pivotage sur
<i<

I'élément (wy,zg), on passe a I'itération suivante avec y, = zy.
On obtient le tableau suivant :

variable de base | wy w, w3 w4 |21 2z 23 24 | 20| 4
wq 1 0 o -1|1 -2 -3 3 |0]5
wHy 0 1 o -1{1 -2 -1 0|08
w; 0 0 1 -1]2 -3 -4 (4|o0]2
20 0o 0 0 -1|1 -2 -2 2|14
min{%, %,%} = %, on fait alors un pivotage sur I’élément (ws,z4), on passe a litération suivante avec
Y, = Z3.

On construit le tableau suivant :
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variable de base | wy w, w3 wy | 2z 2 23 24|20 4
w10 @ k3 4 o0 003
w»y 0 1 o -1}1 -2 -1 0|08
2 |0 o % 43 3 1|0
20 o 0 -3 -3|/0 -3 0 0|13

ici y, = z3, Mais tous les éléments de la colonne z3 sont négatifs. On arréte donc avec la terminaison de
rayon.
Nous avons ainsi trouvé le rayon

7 1
R ={(w,2,20) =(5,8,0,0,0,0,0,2,3) +1(0,1,0,0,0,0,1,1,0): 1 > 0.}

Exemple 3.2.3 (programme quadratique). [4] Considérons le programme quadratique suivant

inimi 1 1 1.,2,1.2

minimiser jxl - zxz — Exl + EXZ
sujet a 2x1+x, <6
—X1 + 4:X2 <6

x120,x220.

Ona .
D A c
M: ) =
(5% ) o= (3)
tel que
1 _
A:21, b:6, e 21, D:lO
-1 4 6 -5 0 1
on obtient
-1 0 2 -1 3
1
M= 0O 1 1 4 , g= —5
-2 -1 0 0 6
1 -4 0 O 6

Soit d = (dy,d,,ds,dy) tel que les composantes de d doivent étre positives et d, strictement positive, on
peut supposer que d, = 1. On construit le tableau suivant :

X1 X2 V3 Y4 | 20| 4

3’1 -1 0 2 -1 dl

N —

v, 0 1 1 4|1 -

=

X3 -2 -1 0 0 d3 6

x| 1 -4 0 0 |d,| 6




Quelles que soient les valeurs (positives) de dy,d3 et dy le pivot initial doit étre (y,,zg). On construit le
tableau suivant :

X1 X2 Y3 Ya Y2 q
yi | -1 —dy  2-d; -1-4d, | d; | 1(1+d)
zo| 0 -1 -1 —4 1 !
x5 | =2 —-1-d; —dj ~4d; | ds | 3(12+ds)
xg | 1 —4-d, —dy ~4dy | dy | 3(12+dy)

On fait un pivotage sur I’élément (z(, x,), On construit le tableau suivant :

X1 20 Y3 Ya | Y2 | 4
v -1 d 2 -1]0 |3
x| 0 -1 -1 -4|1]}3
x3 -2 1+dy 1 4 |-1 4
x4 | 1 4+d, 4 16| -4 4

On obtient la solution (x1,x3,v3,v4) = (0, %, 0,0).
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Conclusion

Le probleme de complémentarité linéaire a été le centre d’intérét de plusieurs chercheurs, son
importance grandissante est mesurée par les domaines pratiques et mathématiques qu’il couvre.
Dans ce mémoire nous avons, tout d’abord, défini le (PCL) en présentant l'existence et 'unicité
de la solution de ce probleme. Ensuite, nous avons étudié un algorithme basé sur le principe de
pivotage qui est proposer par Lemke [5].
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