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Chapiter 1: Introduction aux systemes dynamiques

Champ de vecteurs

L'équation différentielle

x = f(t,x),

définit un champ de vecteurs f. On appelle champ de vecteurs une
application qui a tout point x associe un vecteur tangent en ce point. A
tout champ de vecteurs X, on peut associer une équation différentielle

% = X(x). Une courbe intégrale de I'équation différentielle x = f(t, x) est
un arc paramétré dérivable y de [0, 1] dans R" qui vérifie
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% = X(x). Une courbe intégrale de I'équation différentielle x = f(t, x) est
un arc paramétré dérivable y de [0, 1] dans R" qui vérifie

T — f(t, (1)),
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Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique

Champ de vecteurs

Remarque

Pour résoudre une équation différentielle il suffit donc de trouver toutes ses
courbes intégrales.
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v

Définition (groupe local)

Soit | un intervalle réel centré sur I'origine et U un ouvert d'un espace
vectoriel E. On appelle groupe local 3 un paramétre tout difféomorphisme
¢ (t.x) = ¢(t,x) de | x U sur E noté ¢,(x) = ¢(t,x) tel que
I'application t — ¢, de | dans E soit un homomorphisme de groupes qui
vérifiée :

.
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Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique

Champs de vecteurs

Définition

Un champ de vecteurs est complet si toutes les courbes intégrales
maximales sont paramétrées sur I'ensemble des réels tout entier (t varie de
—00 § 400).
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Définition

Un champ de vecteurs est complet si toutes les courbes intégrales
maximales sont paramétrées sur I'ensemble des réels tout entier (t varie de
—00 § 400).

| N\

Exemple

Le champ de vecteurs de classe C*® sur R?

0
2
X—x—ax,

est associé a I'équation différentielle x = x? avec pour condition initiale
x(0) = a (a # 0). Il admet les courbes intégrales d'équation

x(t) = T—at Les solutions ne sont pas définies pour t = 1/a, donc
n'est pas complet.

§
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Chapiter 1: Introduction aux systemes dynamiques

Inversion locale

@ Lorsque f est une application différentiable de IR” dans R”, la
différentielle de f = (f1, f», ...f,) au point a = (a1, ap, ...a,) est
I'application linéaire définie par la matrice jacobienne
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@ Lorsque f est une application différentiable de IR” dans R”, la
différentielle de f = (f1, f», ...f,) au point a = (a1, ap, ...a,) est
I'application linéaire définie par la matrice jacobienne

[+
of 0f
N Mg
sac(a) = (52) (@ =| ;
/i of, of,
Mgy .

le jacobien est le déterminant de cette matrice.
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Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique

Inversion locale

Théoréme

Soit f une application de R" dans R de classe C' au voisinage du point
a=(ay,...ap) telle que f(a) = 0. On suppose que la dérivée partielle de f
en x, au point a est non nulle f; (a) # 0. Alors pour un voisinage du point

(a1, ...ap—1) I'équation f(x1,...x,) = 0 admet une solution unique
h(x1,..xn—1) et dont la dérivée est donnée par

Université de Bordj Bou Arréridj (Institute)

Champ de Vecteurs Différentiel

25/06/ 2013 7 / 34



Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique

Inversion locale

Théoréme

Soit f une application de R" dans R de classe C' au voisinage du point
a=(ay,...ap) telle que f(a) = 0. On suppose que la dérivée partielle de f
en x, au point a est non nulle f; (a) # 0. Alors pour un voisinage du point

(a1, ...ap—1) I'équation f(x1,...x,) = 0 admet une solution unique
h(x1,..xn—1) et dont la dérivée est donnée par
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(- x0-1) fl (xt,...Xa—1, h) . fl (x1,...-Xn—1, h) S8
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Inversion locale

Théoréme

Soit f une application de R" dans R de classe C' au voisinage du point

a=(ay,...ap) telle que f(a) = 0. On suppose que la dérivée partielle de f

en x, au point a est non nulle f; (a) # 0. Alors pour un voisinage du point
(a1, ...ap—1) I'équation f(x1,...x,) = 0 admet une solution unique
h(x1,..xn—1) et dont la dérivée est donnée par

[l

f/ (Xl . Xp—1 h) f/ (Xl, . Xpn—1, h)
dh o Xpo1) = — o ' — =2
(X1, Xn 1) X/n (le o Xn—1, h) fx/,, (Xl, < Xp—1, h)

La fonction f(x,y) = y°> —4y* +4xy® — x* f(1,1) = 0. £/(1,1) = =3,
par conséquent I'équation f(x,y) = 0 admet une solution locale y = h(x)
dont la dérivée vaut —2/3. La tangente est y = —2x/3+5/3.
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Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique

Points critiques

Définition

Un point a est un point critique (stationnaire ou singulier ) de I'équation
différentielle associée au champ f, si f(a) =0 . Si h est une fonction
réelle définie sur un ouvert U contenant une variété M, on dit que a un
point de M est un point critique de h sur M si la dérivée de h s'annule en

a:h(a)=0.
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Définition

Un point a est un point critique (stationnaire ou singulier ) de I'équation
différentielle associée au champ f, si f(a) =0 . Si h est une fonction
réelle définie sur un ouvert U contenant une variété M, on dit que a un
point de M est un point critique de h sur M si la dérivée de h s'annule en
a:h(a)=0.

| \

Exemple
Soit X = (x*> — 4)(x — 3). Les points d’équilibres sont solution de
(x? —4) =0et (x—3) =0, clest-a-dire, x; =2, x5 = —2 et xj = 3.
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Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique

Ensembles limites

Définition

Un point y est un point w-limite (x-limite) pour le flot ¢(t, x) associé a
I'équation différentielle x = f(x) s'il existe une suite croissante de réels
ta(sn décroissante) tendant vers l'infini telle que lim ¢(t,,x) =y

(lim @(sn, x) = y).
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Définition

Un point y est un point w-limite (x-limite) pour le flot ¢(t, x) associé a
I'équation différentielle x = f(x) s'il existe une suite croissante de réels
ta(sn décroissante) tendant vers l'infini telle que lim ¢(t,,x) =y

(lim @(sn, x) = y).

Exemple

| A\

Considérons le systéme d'équations

x=—y+x(1-—x*—y2),
y=x+y(l—x2—y?).

En coordonnées polaires, i = r(1 — r?). Les points d'équilibres sont r = 0
et r = 1. L'ensemble w-limite est égal au cercle de rayon 1, si r est non
nul et se réduit 3 {0} si r = 0. L'ensemble w-limite est vide si r est plus

grand gue 1.
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Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique
Stabilité de Lyapunov

Le point d'équilibre x d’équation différentielle est :

@ Stable si :

Ve > 0, 35>0:|x(to) —y(t)| <d= |x(t) —y(t)] <e,
Vt > t.
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@ Stable si :

Ve > 0, 35>0:|x(to) —y(t)| <d= |x(t) —y(t)] <e,
Vt > t.

@ Quasi asymptotiquement stable si :

x(t0) — y(t0)| <6 = lim [x(t) — y(t)] = 0.
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Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique
Stabilité de Lyapunov

Le point d'équilibre x d’équation différentielle est :

@ Stable si :

Ve > 0, 35>0:|x(to) —y(t)| <d= |x(t) —y(t)] <e,
YVt > .

@ Quasi asymptotiquement stable si :

x(t0) — y(t0)| <6 = lim [x(t) — y(t)] = 0.

o Asymptotiquement stable si :

V6 >0:|x(tp) —x(t)] <6 = tIer;o |x(t,x0) — x(t)| = 0.
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Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique

Stabilité de Lyapunov

La fonction de Lyapunov V associée a I'équation différentielle x = f(x)
est :
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Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique

Stabilité de Lyapunov

La fonction de Lyapunov V associée a I'équation différentielle x = f(x)
est :

@ Une fonction continiment différentiable définie sur un voisinage
ouvert U.

@ Une fonction s'annule a I'origine V(0) = 0.

© Elle reste positive au voisinage de l'origine V(x) >0, Vx € U\0.

Théoreme

Si V(x) <0, Vx € U\ {0}, alors I'origine est stable.
Si V(x) <0, Vx € U\ {0}, alors I'origine est asymptotiquement stable.
Si V(x) >0, Vx € U\ {0}, alors I'origine est instable.
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Chapiter 1: Introduction aux systéme dynamique
Stabilité de Lyapounov

Considérons le systéme suivante

)'<=y+x2,
y=x+y%

La fonction V(x,y) = (x3 + y®)/3 + xy est une fonction de dérivée
positive
Vix,y) = (y +x*)% + (x + y*)* > 0.

L 'origine est un point instable.
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

Systéme quadratique

Un systéme quadratique est un systéme autonome de second degré
d'équations différentielles sous la forme
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

Systéme quadratique

Un systéme quadratique est un systéme autonome de second degré
d'équations différentielles sous la forme

{ X = ago + a10x + ao1y + axx? + aiixy + aey?® = P(x,y), (1)
v = bgo + biox + bory + b20X2 + brixy + bO2y2 = Q(Xr )/)
Ou les fonctions x = x(t), y = y(t) sont des variables, avec " = %. et

ajj, bjj(i,j = 0,1,2) sont des constantes dans k (R ou C).
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

Systéme quadratique

Les points ordinaires sont définis par P?(x, y) + Q%(x,y) # 0, et les
points critiques définis par P?(x,y) + Q*(x,y) = 0.
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

Systéme quadratique

Les points ordinaires sont définis par P?(x, y) + Q%(x,y) # 0, et les
points critiques définis par P?(x, y) + Q?(x, y) = 0.Pour chaque point
ordinaire (xp, yo) sur le plan de phase (x, y); il existe une unique orbite qui
représente une famille de solutions de (1) donné par

X = X<t' XOv}’O- to)’.y = y(t' XOl.yOv t()),

satisfaites
x(to; X0, Yo, to) = X0, y (to; X0, Y0, t0) = 0.

Ou pour (xp, ¥0), to donnés peut étre choisi rapportant la méme orbite
passant par (xo, yo) pour une valeur arbitraire de to.
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

La Sphére de Poincaré

Soit un systéme différentiel polynémial planaire
x = P(x,y),
. 2
{ y=Q(x,y), 2)

(les fonctions P et Q sont des polydmes de degré arbitraire des variables

(x,¥)),

Remarque

On a le degré m de (2) est le maximum des degrés de P et Q.

Nous considérons IR? comme le plan dans IR? définis par
(X,Y,Z)=(X,Y,1). Et la sphere
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

La Sphére de Poincaré

S2={(X,Y,Z) e R®: X?> + Y2+ Z? = 1} laquel nous appellerons ici
sphére de Poincaré; c'est tangent a IR? au points (0,0, 1). Nous pouvons
diviser cette sphére 8 Hy = {(X,Y,Z) € §2: Z > 0} (I'hémisphére
nord) H- = {(X,Y,Z) € $ : Z < 0} (I'hémisphére sud) et

S ={(X,Y,Z) € §?:Z =0} (I'dquateur). Maintenant nous
considérons la projection du systéme différentiel (2) de R? sur S? donnée
par les projections centrales f : R?> — S? et f~ : R?> — S2. Plus
précisément, £ (x, y) (respectivement f~ (x, y)) est I'intresection de la
ligne droite qui passe a travers un point de la plan IR? et |'origine avec le
nord (respectivement, sud) hémisphere de S? (voir figure (5))
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

La Sphére de Poincaré

Projection centrale de hémisphére de S,
sur (x, y)-plan
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

La Sphére de Poincacré

Ce type de projection centrale a I'avantage que les points critiques a
I'infinis sont étendus le long de I'équateur de la sphére Poincaré et sont

donc a caractére plus simple que le point critique a I'infini sur la sphére de
Bendixson.
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

La Sphére de Poincacré

Ce type de projection centrale a I'avantage que les points critiques a
I'infinis sont étendus le long de I'équateur de la sphére Poincaré et sont
donc a caractére plus simple que le point critique a I'infini sur la sphére de
Bendixson.

D'aprés la présentation sur le disque de Poincaré les points critiques a
I'infini est caractérisé par la condition 6 =0, ot r et O des coordonnées
polaires. Si (1) sont écrits dans ces coordonnées sous la forme :

{ r= A1(9) + rBl(G) + I’2C1(9),
b= As(0) + rBo(0) + 2 Co(6).

ou Aj(0), Bi(0), Ci(0), i = (1,2) des fonctions trigonométriques.
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

La Sphére de Poincaré

Définition

Deux portraits de phase sont qualitativement équivalentes s'il existe un
homéomorphisme entre les deux portraits de phase de telle sorte que, si
deux points en portrait de phase liée par une orbite, alors leurs images sont
aussi liée par une orbite dans I'autre portrait de phase.
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Chapiter 2 : Portrait de Phase

Orbites Périodiques

@ On dit que la solution de systéme (1) est périodique si elle satisfaite:

{ x(t+ T;x0, y0, to) = x(t; x0, Yo, to), (3)
y(t+ T:x0.y0.t0) = y(t; X0, Yo, to),

ol —oo < t < oo pour certains T > 0. lls sont représentés dans le
plan par une orbite fermée. Tous les points sur |'orbite sont des points
a-limite ainsi que des points w-limite.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multipicité des points critiques

Définition

On dit que un point critique (xo, yo) d'un systéme quadratique (1) admet
un multiplicité m s'il existe des nombres €9 > 0 et dg > 0 tel que tout
systéme de coefficients aj j, E(I_j =0,1,2) tel que |ajj — aj;
|bij — bij| < 6 < 8o admet au plus m points critiques dans un voisinage
(x —x0)%+ (y — y0)? < €0 de (x0, o), et pour tout € < € et 6 < &g, il
existe un systéme quadratique qui posséde au moins m points critiques
dans le voisinage (x — x0)? + (y — y0)? < €.

1
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multipicité des points critiques

Si m =1 le point critique est simple ou élémentaire.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multipicité des points critiques

Si m =1 le point critique est simple ou élémentaire.En un tel point les
isoclines P(x,y) = 0 et Q(x,y) = 0 se coupent en un angle différent de
zéro, et si le point est situé dans (xg, yo) alors

A(x0, y0) = Px(x0, ¥0) Qy(x0, ¥o) — Py (x0, ¥0) @x(x0, yo) # O.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multipicité des points critiques

Si m =1 le point critique est simple ou élémentaire.En un tel point les
isoclines P(x,y) = 0 et Q(x,y) = 0 se coupent en un angle différent de
zéro, et si le point est situé dans (xg, yo) alors

A(x0, ¥0) = Px(x0,¥0) Qy (X0, ¥0) — Py (X0, ¥0) Q« (X0, yo) # O.
L'écriture de ces isoclines comme :

P(x,y) = Px(x0, y0)(x —x0) + Py (x0, ¥0) (¥ — ¥0) + 5Pux(x0, Y0) (x —
Py (x0, ¥0)(x —x0)(y — y0) + 3 Pyy(Xo ¥0)(y —y)? =0,
Q(x,y) = Qu(x0, 0)(x — x) + Qy (%0, ¥0) (¥ — ¥0) + 3 Qux (X0, y0) (x -
Qu (x0. y0) (x = x0) (¥ — ¥0) + 5 Qyy (x0. Y0) (¥ — %0)* =0,

Université de Bordj Bou Arréridj (Institute) Champ de Vecteurs Différentiel 25/06/ 2013 22 /34



Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

et montre, avec un A(xp, yo) # 0, que toute direction
a(x —xo) + By — yo) = 0, &% + B> # 0, correspond a une isocline unique
a travers une point critique élémentaire.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

et montre, avec un A(xp, yo) # 0, que toute direction

a(x —xo) + By — yo) = 0, &% + B> # 0, correspond a une isocline unique
a travers une point critique élémentaire.

Dans les points critiques avec multiplicité m > 1, ou des points d'ordre
supérieur, la condition A(xp, yp) # 0 n'est pas satisfaite.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

et montre, avec un A(xp, yo) # 0, que toute direction

a(x —xo) + By — yo) = 0, &% + B> # 0, correspond a une isocline unique
a travers une point critique élémentaire.

Dans les points critiques avec multiplicité m > 1, ou des points d'ordre
supérieur, la condition A(xp, yo) 7# 0 n’est pas satisfaite. Puisque nous ne
considérons pas des systemes quadratiques dégenéres, le nombre de points
critiques finis est fini alors que m # oo. Depuis deux coniques (isoclines
coniques) ont au plus quatre d'intersections différent des points, la
multiplicité d'un point critique dans un systéme quadratique est au plus ou
égala 4, alors1 < m<4.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Définition

La multiplicité finie mg d’un systéme quadratique est la somme des
multiplicités de tout les points critiques finis (réels ou complexes).
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Définition

La multiplicité finie mg d’un systéme quadratique est la somme des
multiplicités de tout les points critiques finis (réels ou complexes).

Considérons le systéme

{ x=-1+4+x>+y?
Yy =Xy,

admet quatre points critiques finis sont (0,1), (1,0), (0, —1), (—1,0)
donc my = 4.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3, + b, # 0, les coordonnées x des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équations:

y
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3, + b, # 0, les coordonnées x des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équations:

Axt + Bix® + Gx°> + Dix+ E =0, (4)
pour toute solution correspond exactement une valeur finie de y et donc

un point critique finie. Pour 3(2)2 + b(2)2 = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b2, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3, + b, # 0, les coordonnées x des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équations:

Ax* + Bix® + Cix® + Dix + E; =0, (4)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de y et donc
un point critique finie. Pour 3(2)2 + b(2)2 = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b2, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :

(i) 4 si seulment si A # 0.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3, + b, # 0, les coordonnées x des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équations:

Ax* + Bix® + Cix® + Dix + E; =0, (4)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de y et donc

un pomt critique finie. Pour 302 + b02 = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b2, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :

(i) 4 si seulment si A # 0.
(ii) 3 si seulment si A= 0, B; # 0.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique
Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3, + b, # 0, les coordonnées x des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équations:

Ax* + Bix® + Cix® + Dix + E; =0, (4)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de y et donc
un pomt critique finie. Pour 302 + b02 = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b2, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :

(i) 4 si seulment si A # 0.
(ii) 3 si seulment si A= 0, B; # 0.
(iii) 2 si seulment siA= B; =0, C; # 0.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3, + b, # 0, les coordonnées x des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équations:

Ax* + Bix® + Cix® + Dix + E; =0, (4)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de y et donc
un point critique finie. Pour 3(2)2 + b(2)2 = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b2, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :

(i) 4 si seulment si A # 0.

(ii) 3 si seulment si A= 0, B; # 0.
(iii) 2 si seulment siA= B; =0, C; # 0.
(iv) 1 siseulmentsiA= By = C =0, Dy #0.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3, + b, # 0, les coordonnées x des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équations:

Ax* + Bix® + Cix® + Dix + E; =0, (4)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de y et donc
un point critique finie. Pour 3(2)2 + b(2)2 = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b2, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :
(i) 4 si seulment si A # 0.
(ii) 3 si seulment si A= 0, B; # 0.
(iii) 2 si seulment siA= B; =0, C; # 0.
(iv) 1 siseulmentsiA= By = C =0, Dy #0.
(v) O siseulmentsiA=B =C =Dy =0, E; #0,.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3y + b3y # 0, les coordonnées y des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équation:

y
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3y + b3y # 0, les coordonnées y des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équation:

Ayt + Boy® + Gy? + Doy + B, =0, (5)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de x et donc
un point critique finie. Pour 3%0 + b%o = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b3, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3y + b3y # 0, les coordonnées y des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équation:

Ayt + Boy® + Gy? + Doy + B, =0, (5)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de x et donc
un point critique finie. Pour 3%0 + b%o = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b3, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :

(i) 4 si seulment si A # 0.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3y + b3y # 0, les coordonnées y des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équation:

Ayt + Boy® + Gy? + Doy + B, =0, (5)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de x et donc

un pomt critique finie. Pour 320 + b20 = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b3, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :

(i) 4 si seulment si A # 0.
(ii) 3 si seulment si A= 10, B, # 0.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique
Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3y + b3y # 0, les coordonnées y des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équation:

Ayt + Boy® + Gy? + Doy + B, =0, (5)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de x et donc
un pomt critique finie. Pour 320 + b20 = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b3, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :

(i) 4 si seulment si A # 0.
(ii) 3 si seulment si A= 10, B, # 0.
(iii) 2 si seulment siA= B, =0, G, # 0.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3y + b3y # 0, les coordonnées y des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équation:

Ayt + Boy® + Gy? + Doy + B, =0, (5)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de x et donc
un point critique finie. Pour 3%0 + b%o = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b3, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :

(i) 4 si seulment si A # 0.

(ii) 3 si seulment si A= 10, B, # 0.
(iii) 2 si seulment siA= B, =0, G, # 0.
(iv) 1 siseulmentsiA= B, = C, =0, D, #0.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

Théoréme

Si a3y + b3y # 0, les coordonnées y des points critiques de (1) sont
donnée par les solutions de I'équation:

Ayt + Boy® + Gy? + Doy + B, =0, (5)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de x et donc
un point critique finie. Pour 3%0 + b%o = 0 l'équation n'est pas vérifiée et
pour a3, + b3, # 0 la multiplicité finie ms de (1) égale :
(i) 4 si seulment si A # 0.
(ii) 3 si seulment si A= 10, B, # 0.
(iii) 2 si seulment siA= B, =0, G, # 0.
(iv) 1 siseulmentsiA= B, = C, =0, D, #0.
(v) 0 siseulmentsiA=B,=C, =D, =0, E, #0.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

On peut remarquer que sous la transformation x «— y, a;; «— bj; puis
Cl2 = —(C13, C15 = —(C15, 23 = 23, €24 = —C36, C25 = —C35, C26 = —C34,
C45 = C56, Ca6 = C46-

En fait, si a3, + b3, = 0, alors P(x,y) =0 et Q(x,y) = 0 ont un facteur
commun y dans les termes du systeme quadratique, ce qui montre qu'ils
ont |'axe x comme direction asymptotique commune.

Université de Bordj Bou Arréridj (Institute) Champ de Vecteurs Différentiel




Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

On peut remarquer que sous la transformation x «— y, a;; «— bj; puis
Cl2 = —(C13, C15 = —(C15, 23 = 23, €24 = —C36, C25 = —C35, C26 = —C34,
C45 = C56, Ca6 = C46-

En fait, si a3, + b3, = 0, alors P(x,y) =0 et Q(x,y) = 0 ont un facteur
commun y dans les termes du systeme quadratique, ce qui montre qu'ils
ont |'axe x comme direction asymptotique commune.En conséquence, tous
les isoclines AP(x,y) + uQ(x,y) = 0, A + u? # 0 ont cette direction en
commun et du faisceau des isoclines (conique) ont un point de base infinie
a "aux fins de I'axe des x".
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Multiplicité des points critiques

On peut remarquer que sous la transformation x «— y, a;; «— bj; puis
€12 = —Q3, €15 = — (15, €23 = 3, (24 = —C36, €25 = —C35, 26 = —C34,
C45 = C56, Ca6 = C46-

En fait, si a3, + b3, = 0, alors P(x,y) =0 et Q(x,y) = 0 ont un facteur
commun y dans les termes du systeme quadratique, ce qui montre qu'ils
ont |'axe x comme direction asymptotique commune.En conséquence, tous
les isoclines AP(x,y) + uQ(x,y) = 0, A + u? # 0 ont cette direction en
commun et du faisceau des isoclines (conique) ont un point de base infinie
3 "aux fins de I'axe des x".Une direction asymptotique commune de
P(x,y) =0 et Q(x,y) = 0 correspond a un facteur commun dans

{ Py(x,y) = a0x? + +a11xy + aony?,
Qx(x,y) = byox? + +br1xy + boay?.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Indice de Poincaré des points critiques

Soit C une courbe fermé simple dans le plan de phase ne traverse pas des
points critiques de (1) et soit ¢ I'angle de (P, Q) avec I'axe positif x.
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Indice de Poincaré des points critiques

Soit C une courbe fermé simple dans le plan de phase ne traverse pas des
points critiques de (1) et soit ¢ I'angle de (P, Q) avec I'axe positif x.Alors,
I'indice I(C) de la courbe fermée C par rapport au champ du vecteurs

(P(x,y), Q(x,y)) est défini par ?—;’;, ou A¢ est la changment totale dans

¢(x,y) = tan~

1 Qlxy)
P
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Indice de Poincaré des points critiques

Soit C une courbe fermé simple dans le plan de phase ne traverse pas des
points critiques de (1) et soit ¢ I'angle de (P, Q) avec I'axe positif x.Alors,
I'indice I(C) de la courbe fermée C par rapport au champ du vecteurs

(P(x,y), Q(x,y)) est défini par ?—i, ou A¢ est la changment totale dans

=i Q(X:Y)

¢(x,y) = tan

Comme point (x, y) traverse C exactement une fois dans la direction
positive, I'indice I(C) peut étre calculer en utilisant la formule :

} dy ) Q ) 1 [PdQ— QdP
1 1 = - T
I(C) = 27T]{dt ?{dtan Plx.y )_27_[C S
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Définition

Un secteur hyperbolique est représenté par la figure (3.1). Il est
caractérisé par l'existence de deux orbites chaque orbite approche du point
critique dans une direction déterminée, de telle sorte qu'il existe un
voisinage du point critique délimitée par ces orbites dans lequel seules
orbites existent d’un voisinage pour t — 00 et t — —0.

Un secteur
hyperbolique
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Définition

Un secteur elliptique est représenté par la figure (3.2). il est caractérisé
par I'existence d’un voisinage du point critique contenant une boucle,
étant une orbite, définie sur —oo < t < oo et I'approche du point critique
pourt — —oo et t — 0.

Un secteur elliptique
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Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Types des points critiques finis

e En fait, I'application de ces méthodes a conduit a un corps
pratiquement définitive de connaissances sur les points critiques dans
les systémes quadratiques. Une distinction sera faite entre les points
critiques finis .

@ Soit (xp, yo) un point critique de (1), alors P(xp, o) = Q(x0, y0) =0,
puis une premiére division en classes des points critiques peut étre
obtenue en considérant le systéme localement linéarisé

{ x = Py(x0,y0)(x = x0) 4 Py (x0, ¥0) (¥ — ¥0).
¥ = Q«(x0,¥0)(x —x0) + Qy(x0,¥0) (¥ — y0)-
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Notons que A1, Ay des valeurs propres de la matrice
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il est bien connu que le produit A1 A, des valeurs propres de D égale

Université de Bordj Bou Arréridj (Institute) Champ de Vecteurs Différentiel 2013 32 /34



Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique
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Notons que A1, Ay des valeurs propres de la matrice
p— ( Px(x0.y0)  Py(x0.%0) )
Qu(x0.y0)  Qy(x0. y0)

il est bien connu que le produit A1 A, des valeurs propres de D égale

A(x0. y0) = Px(x0, 0) Qy(x0, ¥0) — Py (x0, y0) @x(x0. ¥0).

et son somme A1 + Ay égale a d(xo, yo) = Px(x0, y0) + Qy(x0, y0), qui est
également |'expression pour la divergence du champ de vecteurs (P, Q)

sur (Xo, yo).
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Notons que A1, Ay des valeurs propres de la matrice
p— ( Px(x0.y0)  Py(x0.%0) )
Qu(x0.y0)  Qy(x0. y0)

il est bien connu que le produit A1 A, des valeurs propres de D égale

A(x0. y0) = Px(x0, 0) Qy(x0, ¥0) — Py (x0, y0) @x(x0. ¥0).

et son somme A1 + Ay égale a d(xo, yo) = Px(x0, y0) + Qy(x0, y0), qui est
également |'expression pour la divergence du champ de vecteurs (P, Q)
sur (xp, ¥o0).Les cas suivant peuvent &tre distingués :
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@ Points critiques élémentaires, alors A(xp, yo) # 0.
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Types des points critiques finis

@ Points critiques élémentaires, alors A(xp, yo) # 0.
@ Points critiques semi-élémentaires, alors A(xp, yo) = 0, d(x0, yo) # 0.
@ Points critiques dégénérés, alors A(xp, yo) = d(x0, y0) = 0.

Le dernier peut étre divisé en :

@ Points critiques nilpotents, alors P7 + P2 + Q2 4+ Qf # 0 sur (x, yo)-

Université de Bordj Bou Arréridj (Institute) Champ de Vecteurs Différentiel 2013 33 /34



Chapiter 3 : Les points critiques des systéme quadratique

Types des points critiques finis

@ Points critiques élémentaires, alors A(xp, yo) # 0.
@ Points critiques semi-élémentaires, alors A(xp, yo) = 0, d(x0, yo) # 0.
@ Points critiques dégénérés, alors A(xp, yo) = d(x0, y0) = 0.
Le dernier peut étre divisé en :
@ Points critiques nilpotents, alors P7 + P2 + Q2 4+ Qf # 0 sur (x, yo)-

@ Points critiques dans systémes essentiellement homogene, alors
P2 + Pf + Q2+ Q% =0 sur (x0, y0)-
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Introduction générale

Les systémes dynamiques désignent couramment la branche de recherche active des
mathématiques, a la frontiére de la topologie, de ’analyse, de la géométrie, de la théorie
de la mesure et des probabilités. Les systémes dynamiques n’ont été étudiés en tant que
tels qu’assez tardivement. Ils sont néanmoins apparus assez to6t dans I’histoire scientique
puisqu’on peut les reconnaitre dans les premiers travaux de la mécanique donnant lieu
a des équations différentielles, les systémes dynamiques se sont développés et spécialisés
au cours du XIXe siecle.

En effet, vers la fin de ce siécle le mathématicien, physicien et philosophe francgais
Henri Poincaré avait déja mis en évidence le phénomeéne de sensibilité aux conditions
initiales lors de I’étude astronomique du probléme des trois corps. Toujours au XIXe
siécle, le mathématicien russe Alexandre Lyapunov effectue des recherches sur la sta-
bilité du mouvement. Il introduit I'idée de mesurer ’écart entre deux trajectoires ayant
des conditions initiales voisines, lorsque cet écart évolue exponentiellement on parle de
sensibilité aux conditions initiales.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premiére chapitre, nous consacrerons notre travail & 'introduction des élé-
ments fondamentaux associés aux systémes dynamiques en général.

Le second chapitre est consacré a des notions de base des portraits de phase, en
gardant ’accent sur les systémes du second degré.

Dans le dernier chapitre, on va étudiée les points critiques dans systéme quadratique

et la multiplicité finie m, étant la somme des multiplicités des points critiques finis (réels



ou complexes), on va énoncée les isoclines du systéme quadratique et leur propriétés aide a
obtenir les caracteres des points critiques au plus nous montrons qu’il existe une relation
entre les coniques centrales et les isoclines dégénéré et nous établissons les types des

points critiques finis.



Chapitre 1

Introduction aux systémes

dynamiques

On rappelle dans le premier chapitre, les résultats fondamentaux des équations diffé-

rentielles.

1.1 Champ de vecteurs

Définition 1 L’équation différentielle

T = f(t,l‘),

définit un champ de vecteurs f. On appelle champ de vecteurs une application qui o tout
pownt x associte un vecteur tangent en ce point. A tout champ de vecteur X, on peut
associer une équation différentielle & = X (x).

Une courbe intégrale de l’équation différentielle © = f(t,z) est un arc paramétré

dérivable v de [0,1] dans R™ qui vérifie



Une courbe intégrale admet donc en chacun de ses points x, un vecteur tangent f(t,x).

Remarque 1 Pour résoudre une équation différentielle il suffit donc de trouver toutes

ses courbes intégrales.

Définition 2 (groupe local et groupe global) Soit I un intervalle réel centré sur
lorigine et U un ouvert d’un espace vectoriel E. On appelle groupe local & un para-
meétre tout diffeomorphisme ¢ : (t,z) — ¢(t,x) de I x U sur E noté ¢,(x) = ¢(t,x) tel
que l'application t — ¢, de I dans E soit un homomorphisme de groupes qui vérifiée :

1. L’application ¢, soit l'identité.

2. L’application composée vérifie ¢, 0 ¢, = ¢, .

3. L’application réciproque est donnée par (¢,)~' = ¢_,.

On rappelle qu’un difféomorphisme de classe C? ¢, est une application bijective telle
que Uapplication ¢, et sa réciproque sont de classe CP. On définit un groupe (global) & un
parameétre en prenant pour l'intervalle I la droite réelle et pour l'ouvert U [’espace tout
entier E. A chaque champ de vecteurs, on peut associer un groupe local & un paramétre.
Pour un champ donné X, les courbes intégrales associées sont les courbes définies par les
fonctions v, (t) = ¢,(x). On appelle orbite d’un point x du champ X, la courbe intégrale
v.(t) passant par x. Inversement, a un groupe de paramétres,on peut associer le champ

de vecteurs

d
() = Zot.)|
t=0

qui est le vecteur vitesse de l’arc paramétré v, (t).

Définition 3 Un champ de vecteurs est complet si toutes les courbes intégrales mai-

males sont paramétrées sur 'ensemble des réels tout entier (i.e. t varie de —oo0 G +00).

Remarque 2 La différence entre local et global est essentielle. En effet, tout champ de
vecteurs engendre un groupe local a un paramétre de difféomorphismes, mais n’engendre
pas nécessairement un groupe global. Pour qu’un champ soit complet, il faut et il suffit

que ce champ soit engendré par un groupe (global) & un paramétre de difféomorphismes.
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Exemple 1 Le champ de vecteurs de classe C™ sur R?
0
X =2—
e

2

est associé a l’équation différentielle & = x* avec pour condition initiale x(0) = a (a # 0).

1l admet les courbes intégrales d’équations

a

comme ces solutions ne sont pas définies pour la valeur t = 1/a, le champ n’est pas

complet. Et pour le champ de vecteurs

0 0
X =x—— ,
3y 7oz
associé a I’équation différentielle
r=-Y,
y=ux,

admet comme courbes intégrales x(t) = wocost — ygsint et y(t) = xgsint + yocost. Le
champ est complet, car les courbes intégrales sont définies a tout instant. Les courbes in-
tégrales sont des cercles concentriques. Groupe a un paramétre est le groupe des rotations

planes d’angle t.

1.2 Inversion locale

Définition 4 (la matrice jacobienne) Lorsque f est une application différentiable de

R™dans R™, la différentielle de f = (f1, fa,..-fn) au point a = (ay, as, ...a,) est Uapplica-



tion linéaire définie par la matrice jacobienne

9 Ny
a—xl(a).. S (a)

Jacf(a) = (%) (a)=1] : :
Y Afn Ofn

——(a).. .. (a)

0y oz,

le jacobien est le déterminant de cette matrice.

Définition 5 (immersion) Une application f d’un ouwvert U d’un espace vectoriel de

dimension n dans un espace vectoriel E de dimension n + p de la forme

f=(filz1,...wn)s oo frgp(T1, o)),

est une immersion lorsque la dérivée de f est injective, c’est-a-dire lorsque la matrice
jacobienne est de rang n (on peut extraire une matrice carrée d’ordre n de déterminant

non nul).

Définition 6 (submersion) Une application f d’un ouvert U d’un espace vectoriel de

dimension n + p dans un espace vectoriel E de dimension p de la forme

f=(fi(z1, o nip)s - fo(@1, o Tngp)),

est une submersion lorsque la dérivée de f est surjective, c’est-a-dire lorsque la matrice
jacobienne est de rang p (on peut extraire une matrice carrée d’ordre p de déterminant

non nul).

Le théoréme suivant assure l'existence des solutions locales d’équation différentielle

dés que f est suffisamment réguliére.

Théoréme 1 (la difféomorphisimes local) Soit © un point de l'ouvert U pour laquel

le jacobien de f en ce point est non nul. Alors il existe un ouvert U’ inclus dans U et



contenant x et un ouwvert U"” contenant f(x) tel que la restriction de f a U' soit un
diffeomorphisme de classe CP de U' sur U". Autrement dit, on peut toujours inverser

localement la fonction f. Si de plus f est injective, alors f est un difféomorphisme global

de U sur f(U).

Le théoréme suivant permet de déterminer une réciproque locale et de calculer sa

dérivée.

Théoréme 2 (fonctions implicites) Soit f une application de R" dans R de classe C*
au voisinage du point a = (ay, ...a,) telle que f(a) = 0. Suppose que la dérivée partielle de
[ en x, au point a est non nulle f, (a) # 0. Alors pour un voisinage du point (ay, ...ap_1)
Uéquation f(xq,...x,) = 0 admet une solution unique h(xy,...x,_1) définie de intervalle
local |xg — a, xog + o X |11 — o, 21 + o X oo X |2y 1 — @, 1 + @ dans |z, — B, x, + (]
telle que

flz, . .xp_1, h(z1,..x0_1)) =0,

et dont la dérivée est donnée par

f:; (xl,...xn_l,h) ;, _l(xl,...a:n,l,h)
L diL’l — . z
! ($1,...In_1,h) ! (Z’l,...ﬂfn_l,h)

Tn Tn

dh(aﬁ, ...l’n_l) = —

d[L‘n_l.

Exemple 2 La fonction f(xz,y) = y° — 4y* + 4ay* — 2% s’annule au point (1,1). La
dérivée de f en y au point (1,1) est non nulle f;(1,1) = =3, par conséquent l’équation
f(z,y) = 0 admet une solution locale y = h(x) dont la dérivée vaut —2/3. La tangente

au point (a1, az) = (1,1) a pour équation y — a; = h'(z)(x — ag), soit y = —2x/3 + 5/3.
1.3 Equations différentielles linéaires
L’équation ou le systéme d’équations différentielles de la forme
X(t) = AX(t) + B(t),
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ol A est une matrice et B(t) une fonction continue admet une solution unique prenant

en t = ty la valeur xg, qui est donnée par :

t
X(t) = etz +/ e =94 B(s)ds.

to

Remarque 3 On a l’exponentielle d’une matrice est définie par la série

+oo An

Aoy
n!

n=0

le déterminant de l’exponentielle d’une matrice est égal a [’exponentielle de la trace de

cette matrice, qui est la somme des valeurs propres
det(e?) = ™™,

En pratique, on résout d’abord I’équation homogéne
X(t) = AX (1),

puis on détermine une solution particuliére de ’équation globale. L’ensemble des solutions
est obtenu par superposition de la solution de I’équation homogéne augmentée d’une
solution particuliere. L’équation homogéne se résout en mettant la matrice A sous sa
forme de Jordan, qui est, dans une base convenable, la somme d’une matrice diagonale
et d’une matrice nilpotente J = D + N. Si P désigne la matrice de passage A = P(D +
N)P~1, les solutions sont de la forme X (t) = PetPeN P~1X, ot P71 X, est un vecteur
arbitraire. Lorsque A est une matrice diagonalisable, la résolution de I’équation homogéne
s’effectue par un simple changement de variables. Puisque A est de la forme A = PDP~1,
I'équation X’ = AX est équivalente X’ = PDP~'X a’équation, soit en posant Y = PX,
cette équation devient PY’ = PDP~!PY soit en multipliant & gauche par I'inverse de
P, Y’ = DY. Cette derniére équation est un systéme diagonal qui se résout simplement

Ait

en y. = a;e™' ou les coeffcients «; sont des constantes arbitraires et les \; sont les valeurs
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propres de A. Le vecteur X, qui est relié au vecteur Y par la matrice de passage,est

donné par la formule X = P~'Y qui résout I’équation homogéne.

1.3.1 Equation différentielle de premier ordre

Les équations linéaires d’ordre p se ramenent a des systéemes d’équations.

2P 4 ap 127+ o+ a7’ + apr =0,

I’équation est équivalente au systéme

:Up_Q = Tp-1,

/ _ _ /
L xpfl =Tp = —Ap—_1Tp—1 — ... — 1T — ApT.

Ce systeme est de la forme matricielle X' = AX. Si on désigne par A, Ao, .., \,, les valeurs

propres de la matrice A, le systéme admet pour solution

x 1 1 1 creMt
X1 )\1 )\2 /\n 026)\21‘/
m [ = N N A czest

PP p Apt
Tp A, A cpe’?

ot les coeffcients c; sont des constantes. Les solutions sont donc de la forme

z(t) = creMt 4 .+ e

12



1.3.2 Equation différentielle de second ordre :

Dans le cas d'une équation du second degré, les racines du polynéme caractéristique

nous renseignent sur le type de solution. Considérons 1’équation
ai + bt + cx =0,
a cette équation différentielle est associé un polynéme P appelé polynome caractéristique
P(\) = aX* +b) +c.

Ce polynome P détermine I’équation caractéristique P(\) = 0 de I’équation différentielle.
Dans ’ensemble des complexes, les solutions de cette équation forment un espace vectoriel
sur ’ensemble des complexes de dimension 2.

Si le discriminant du polynome caractéristique est (A = b* — 4ac) non nul, 1’équation
caractéristique admet deux racines distinctes complexes \; et \y. Les solutions sont de la

Mt coe??t les coeffcients ¢; étant complexes. Si le discriminant est nul,

forme x(t) = cie
I’équation caractéristique admet une racine double A, et les solutions sont de la forme
z(t) = (c1 + cat)eM. Dans ensemble des réels, si le discriminant est strictement positif,
I’équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes A; et As. Les solutions

Mt coe?t Jes coeffcients ¢; étant réels. Si le discriminant est

sont de la forme z(t) = ce
nul, ’équation caractéristique admet une racine double A, et les solutions sont de la forme
2(t) = (c1 + cot)e. Enfin, si le discriminant est négatif, les deux racines sont complexes
conjuguées de la forme \; = a + 18 et \y = a — 13, de sorte que la solution est de la

forme z(t) = e™(c; cos Bt + ¢z sin Bt) équation qui peut encore s’écrire en introduisant un

facteur de phase z(t) = Ce®(cos 5t + ).

Remarque 4 Certaines équations non linéaires se raménent a des équations linéaires

par changement de variables.
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Exemple 3 Les équations de Bernoulli

i = p(t)e + q(t)a”,

les fonctions p et q étant continues. Lorsque o vaut 0 ou 1 I’équation est linéaire. Sinon,en

11—«

posant y = x~~%, on se rameéne a [’équation linéaire suivante

Y
11—«

=p(t)y +q(t).
L’équation de Ricatts
i = a(t)z® +b(t)x + c(t),

se ramene a une équation de Bernoulli avec o = 2, dés qu’on en connait une solution
particuliére x1(t). En effet, il suffit de poser x = x1 + y, et de reporter dans l’équation,

pour montrer que la variable y vérifie [’équation de Bernoulli suivante

g = a(t)a1(t) + b(t)y(t) + a(t)y’(t).

1.4 Points critiques :

Définition 7 Un point a est un point critique (stationnaire ou singulier, ou point fize)
de léquation différentielle © = f(x) associée au champ f, si f(a) = 0. Si h est une
fonction réelle définie sur un ouvert U contenant une variété M, on dit que a un point

de h est un point critique de sur M si la dérivée de h s’annule en a : h'(a) = 0.

Remarque 5 -La fonction h ait un extremum relatif en a, il faut que la dérivée de h en

a s’annule :

h'(a) = 0.

-La forme bilinéaire symétrique définie lorsque h est de classe C? sur le fibré tangent
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T,(M) par
O(u,v) = (10 §)"(0)(¢/(0) ™" (w), 1 (0) ™ (v)) = hess(u, v),

est appelée la hessienne de h en a. Soit (ey, ...e,) une base orthogonale de T, (M)
¢(€ia Bj) = ijCS’Lj

-Le point critique a est non dégénéré si la forme bilinéaire Hess est non dégénérée, c’est-
a-dire st aucun k; n’est nul. L’indice de 1 est [indice de Hess, c’est-a-dire le nombre de
k; strictement négatifs. Si tous les points critiques de h sur M sont non dégénérés, h est

appelée fonction de Morse.

Exemple 4 Soit & = (2% —4)(x —3). Les points d’équilibres sont solution de (z*—4) =0

et (x —3) =0, c’est-a-dire, x5 = 2, x5 = —2 et 2§ = 3.

Théoréme 3 Si M est une variété compacte et si h est une fonction de Morse, h a un

nombre fini de points critiques.

La caractéristique d’Euler-Poincaré de M (dim M = r) est liée aux points critiques

par la formule

X(M) = (=1 ¢;(h),

5=0
¢; est le nombre de points critiques de h d’indice j. Les ¢;(h) sont plus grands que les

nombres de Betti de M notés b;(M)

¢;(h) = b;(M).

1.5 Ensembles limites

Définition 8 Un point y est un point w-limite (a-limite) pour le flot o(t,x) associé a
Uéquation différentielle & = f(x) s’il existe une suite croissante de réels t,, (s, décroissant)

tendant vers Uinfini telle que lim p(t,,x) =y (lim p(s,,x) = y).
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Notation 1 -L’ensemble w-limite de x est I’ensemble noté par :

w(zr) = {y e R, 3J(t,) /oo, lim p(t,,x) = y}

n—oo

-L’ensemble a-limite de x est ’ensemble noté par :

a(r) = {y eR"  d(s,) \,—oo, lim ¢(s,,z)= y} )

n—oo

1.5.1 Ensembles invariants

Définition 9 -Un ensemble A est invariant si :
Vee A, o(t,x) € A, Vt.
-Un ensemble A est positivement invariant (resp.négativement invariant) si :
Vee A, o(t,x) € A, Vt>0 (t<D0).
-La courbe intégrale ou la trajectoire passant par x est [’ensemble
A(a) = | elt, o).
et la semi-tragectoire positive est I’ensemble

v(x) = Jelt o).

>0

-L’ensemble w-limite est l'intersection des fermetures des semi-trajectoires positives

wi)= ) 7).

yEy(z)
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Théoréme 4 L’ensemble A est invariant si et seulement si y(xr) C A, Vx € A.
Théoréme 5 Si w(x) est invariant et si y*(x) est borné, alors w(x) est compact.

Exemple 5 L’équation différentielle © = —x avec x(0) = 0 admet comme solution les
courbes x(t) = Ce™". Le flot associé est donc ¢(t,z) = Ce™". L’ensemble w-limite est
réduit a {0}. Six =0, a(xr) =0, mais si x est positif ou négatif, l'ensemble a-limite est

vide.

Exemple 6 Considérons le systéme d’équations

i =—y+z(l—a®—y?),
y=x+y(l—2%—19y?).

En coordonnées polaires, ce systéme équivaut a 1 = r(1 —1?). Les points d’équilibres sont
obtenus pour r = 0 et r = 1. L’ensemble w-limite est égal au cercle de rayon 1, si r est
non nul et se réduit & {0} si r = 0. L’ensemble w-limite est vide si r est plus grand que
1, c’est-a-dire a l'extérieur du cercle unité et est égal au point origine, si r est inférieur

al.

1.6 Stabilité au sens de Lyapunov

On considére ’équation différentielle # = f(¢,x) et on note p(t, z) le flot associé. On

suppose que l’équation admet une solution z(t) pour la condition initiale z(tg) = xo.

Définition 10 Le point d’équilibre x d’équation différentielle est :

1. Stable si :

Ve>0, 38>0:|u(ty) —ylte)] <8 = |z(t) —y(t) <e, Vt>to.
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2. Quasi asymptotiquement stable si :
2(to) ~ ylto)| < 6 = Jim |a(t) ~ y(0)] = 0.
3. Asymptotiquement stable si :
Vo> 0: |x(ty) —z(t)] <6 = tliglo |z (t, z9) — x(t)| = 0.

(si x est stable et quasi-asymptotiquement stable).

Remarque 6 Lorsque x est un élément de R", la notation des valeurs absolues repré-

sente la norme.

Exemple 7 L’équation différentielle donnée en coordonnées polaires 1 = 0, 0 =1, dont
les solutions 7 = rq, 0 =t + 0y sont des cercles parcourus & vitesse constante (égale a 1),

l’origine est stable, mais n’est pas quasi asymptotiquement stable.

Exemple 8 Les solutions de [’équation différentielle & = —x sont asymptotiquement
stables. En effet, les solutions sont de la forme x(t) = xoe~ %), Deuz solutions proches
vérifient

i [o(6) ~ y(8)] = Jim Joo ol = 0.

t—00
Remarque 7 Par changement de variables, on raméne l’étude de la stabilité au voisi-
nage de l’origine.
La fonction de Lyapunov V' associée a I’équation différentielle & = f(z) est :

1. Une fonction contintiment différentiable définie sur un voisinage ouvert U de 'ori-

gine.
2. Une fonction s’annule a lorigine V' (0) = 0.

3. Elle reste positive au voisinage de lorigine V' (z) > 0, Vz € U\0.
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Théoréme 6 1. Si V(x) <0, Vo € U\ {0}, alors lorigine est stable.
2. SiV(z) <0, Yz e U\{0}, alors Uorigine est asymptotiquement stable.

3. SiV(x) >0, Ve e U\{0}, alors Uorigine est instable.

Exemple 9 Loscillateur non linéaire i + ci +ax + bx® = 0 ou les constantes a, b, c sont

positives peut s’écrire sous la forme d’un systéme

T =y,

Y = —ax — cy — bad.

La fonction V(z,y) = 2az® + bx* + 2y est positive et de dérivée totale V (z, y) = —dcy?
toujours négative. V (x,y) est une fonction de Lyapunov sur tout ouvert borné contenant

Uorigine. Le point stationnaire (0,0) est par conséquent stable.

Exemple 10 Considérons loscillateur §j — ai(2z — 1) + 1 = 0 o0 a est une constante

positive. Ecrit sous la forme d’un systéme

T =y+a(x?—x),

y=uz,

Uoscillateur admet une fonction de Lyapunov V(z,y) = (2% + y?)/2 de dérivée totale
V(:c, y) = xi +yy = ax?(x — 1) toujours strictement négative au voisinage de 0. Le point

stationnaire (0,0) est par conséquent asymptotiquement stable.

Exemple 11 Considérons [’équation suivante

& =y+a?
v =x+y>

La fonction V(z,y) = (2® + 4®)/3 + zy est une fonction de dérivée positive

V(z,y) = (y+2°)° + (z + y*)>
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Le point de coordonnées (e, ) avec € > 0 vérifie la condition du théoréme, par conséquent

l’origine est un point instable.

Théoréme 7 Si & = f(z) a une linéarisation & = Ax ot A est le jacobien de f en
x =0, et si la matrice A a n valeurs propres distinctes dont chacune a une partie réelle

strictement négative, alors x = 0 est asymptotiquement stable.
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Chapitre 2

Portrait de phase

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va donné quelques notions de base sur les portraits de phase des
systéemes quadratiques dans le plan, ce qui indique que beaucoup & faire pour compléter

I'idée sur le sujet.

Définition 11 On appelle portrait de phase ’ensemble des projections dans le plan de
phase des solutions d’un systéme. C’est une représentation géométrique des orbites qui

fournit des informations essentielles sur les propriétés des systémes autonomes.

2.2 Systéme quadratique

Définition 12 Un systéme quadratique est un systéme autonome de second degré d’équa-
tions différentielles sous la forme

T = agy + a10T + any + axr? + anzy + agy® = P(x,y), (2.1)

¥ = boo + b1oT + bory + baoz? + bi1zy + boey® = Q(z,y).

Ou les fonctions v = x(t), y = y(t) sont des variables, avec” = L. et a;;,b;;(i,j = 0,1,2)

sont des constantes dans K (R ou C').
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Pour obtenir le portrait de phase d’un systéme autonome d’équations différen-
tielles dans le plan, nous utilisons la théorie de Poincaré-Bendizson sur le comportement
qualitatif d’équation différentielle dans le plan.

Les points ordinaires sont définis par P%(z,y) + Q*(z,y) # 0, et les points critiques
définis par P?(x,y) + Q*(x,y) = 0. Pour chaque point ordinaire (x¢,%o) sur le plan de
phase (z,y); il existe une unique orbite qui représente une famille de solutions de (2.1)

donné par

T = 37(ta$07 y07t0)7y = y(tv Zo, ?Joﬂfo),

satisfaites

x(to; 2o, Yo, to) = %o, y(to; To, Yo, to) = Yo-

Ou pour (zg, Yo), to donnés peut étre choisi rapportant la méme orbite passant par (zo, yo)

pour une valeur arbitraire de t;.

2.3 La sphére de Poincaré

Soit un systéme différentiel polynémial planaire

(les fonctions P et ) sont des polydmes de degré arbitraire des variables (z,y)),
Remarque 8 On a le degré m de (2.2) est le maximum des degrés de P et Q.

Nous considérons R? comme le plan dans R?® définis par (X,Y,7) = (X,Y,1). Et
la sphere S? = {(X,Y,Z) € R®: X% + Y2 + Z2 = 1} laquel nous appellerons ici sphére
de Poincaré; c’est tangent a R? au points (0,0,1). Nous pouvons diviser cette sphere

a Hy = {(X,Y,Z)e S5%: Z >0} (I'hémisphere nord) H_ = {(X,Y,Z) € S5%: Z <0}
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(I’hémisphere sud) et S; = {(X,Y,Z) € S? : Z = 0} ('équateur). Maintenant nous consi-
dérons la projection du systéme différentel (2.2) de R? sur S? donnée par les projections
centrales fT : R? — S? et f~ : R? — 52 Plus précisément, fT(x,y) (respectivement
f~(z,1)) est I'intresection de la ligne droite qui passe & travers un point de la plan R? et

I'origine avec le nord (respectivement, sud) hémisphere de S? (voir figure (1))

Figure 1 : Projection centrale de hémispheére de Sy sur

(fL‘, y)_plan

Ce type de projection centrale a ’avantage que les points critiques a l’infinis sont
étendus le long de I’équateur de la sphére Poincaré et sont donc a caractére plus simple
que le point critique & I'infini sur la sphére de Bendixson.

Alors il suit des traingles semblables dans figures (2), que les équations qui définissent
(x,y) par (X,Y, Z) est

X Y

7 V"7

Tr =

De la méme fagon, il suit que les équations qui définissent (X, Y, Z) par (x,y) est donnée

par
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avec

Figure 2 : Une section transversale de la projection

centrale de I’hémisphére supérieure

Nous obtenons les champs des vecteurs introduire dans chaque hémispheére. Le champ
de vecteurs sur H, est X = Df*(x,y)X(z,y), telque (X,Y,Z) = f*(x,y), et celui sur
H_est X = Dft(x,y)X(z,y), telque (X,Y, Z) = f~(z,y).

D’aprés la présentation sur le disque de Poincaré les points critiques a l'infini est

caractérisé par la condition § = 0, ou r et # des coordonnées polaires. Si (2.1) sont écrits

dans ces coordonnées sous la forme :

i = A1(0) + rBi(0) + r2C1(0),
0 = Ay(0) +rBy(0) +r2Cy(0),
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ou A;(0), B;(0), Ci(0), i = (1,2) des fonctions trigonométriques.

Définition 13 Deux portraits de phase sont qualitativement équivalentes s’il existe un
homéomorphisme entre les deux portraits de phase de telle sorte que, si deux points en
portrait de phase liée par une orbite, alors leurs images sont aussi liée par une orbite

dans autre portrait de phase.

Exemple 12 On considére le systéme suivant :

T =2zxy = P(z,y),

y=14y—2*+y*=Q(z,vy),

le portrait de phase de systéme (2.3) est donné par la figure (3).

Figure 3 : Le portrait de phase de
systéme (2.3).

Ce systéme admet quatre points critiques finis, deuz points réels (1,0) et (—1,0) et
deux points complezes (0,1(—1 + iv3)) et (0, (-1 - iv/3), plus, il existe trois points

critiques a linfini, un réel a 0 = %7‘((%7‘() et deux complexes ¢ 0 = arctan +i et § =
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arctan —i. Sauf pour l'orbite x = 0, tous les points sur l’orbite y sont des points a-limite
a4y = —o0 ainst que des points w-limite a y = oo, toutes les orbites contient d’un point
a-limite qui coincide avec un point critique fini vers un ensemble w-limite qui se compose
des points critiques reliés par des orbites par les points ordinaires. L’orbite qui coincide
avec l’axe y divise le portrait de phase en deux régions et sert donc comme un séparatrice
entre ces deux régions. Le moindre changement de P(x,y), cependant, par exemple pour

P(z,y) = 2zy + €, ou € est un petit paramétre, le portrait phase reste inchangé.

Ceci indique que la structure séparatrice des portraits de phase doit étre pris en
compte dans la description qualitative des portraits phases et que ’étude des phénomeénes
de bifurcation est nécessaire pour trouver la partition de ’espace des coefficients dans les

régions ou les portraits de phases sont qualitativement équivalente.

Exemple 13 On considérons le systéme suivant :

i=az(y+32),

y=x+y—2°,
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le portrait de phase est donné par la figure (4).

Figure 4 : Le portrait de phase de systéme
(2.4).

les points critiques finies sont situé a (0,0), (O,%) et (6,—%). Le quatriéeme point

d’intersection dégénéré hyperbole x(y + %) = 0 et la parabole d’équation x +y — 2y> = 0

est "a Uinfini " la direction asymptotique commune y = 0. Le point critique infinie "a

fin de Uaze x" correspond & un double racine, étant donné par Cy(0) = —sin®6f cost, et

deux coincidant points critiques infinis.

2.4 Orbites périodiques

Définition 14 On dit que la solution de systéme (2.1) est périodique si elle satisfaite :
z(t + T o, Yo, to) = x(t; To, Yo, to), (2.5)

y(t + T; w0, 0, to) = y(t; 7o, Yo, to),
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ol —oo < t < oo pour certains T > 0. Ils sont représentés dans le plan par une orbite

fermée. Tous les points sur l’orbite sont des points a-limite ainsi que des points w-limite.

Exemple 14 La région des orbites fermées pour le systéeme :

i=—1+2y+a2*+y%
Y Y (2.6)
y:_zxa

44

Figure 5 : La Région des orbites

est donné par la figure (5)

fermées pour le systéme (2.6).

la région délimitée par le point critique (0, —1—+/2) et la séparatrice (z* 413> —1)e¥ =

2(1+ \/5)6_1_‘/5 est complétement remplie par des orbites périodiques.
Exemple 15 Le systéme :

i =—1+2y+2>+ay+y>=Plx,y), (2.7)
j =20 — 1% = Q(x,y), '
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admet un cycle limite qui coincide avec le cercle d’unité (figure (6)

Figure 6 : Le portrait de Phase de systéme
(2.7).

Dans cet exemple, le cycle limite est un w-limite des orbites approchant de l'intérieur
ainst que de l'extérieur. Les cycles limites qui sont un ensemble a-limites ou a la fois des

ensembles w-limite peuvent également se produire dans les systémes quadratiques.
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Chapitre 3

Les points critiques des systémes

quadratiques :

3.1 Multiplicité des points critiques :

Définition 15 On dit que un point critique (xo, yo) d’un systéme quadratique (2.1) admet
un multiplicité m s’il existe des nombres ¢g > 0 et 69 > 0 tel que tout systéeme de
coefficients @, b; ;(i,j = 0,1,2) tel que |@; — asjl, |bi; — bij] < 0 < do admet au plus
m points critiques dans un voisinage (v — 9)* + (y — v0)* < €0 de (xo, o), et pour tout

€ < € etd < dg, il existe un systéme quadratique qui posséde au moins m points critiques

dans le voisinage (x — x0)*> + (y — yo)? < €.

Sim = 1le point critique est simple ou élémentaire. Perturbations dans les coefficients
ne conduisent a la présence continue d’un seul point critique élémentaire. En un tel point
les isoclines P(z,y) = 0 et Q(z,y) = 0 se coupent en un angle différent de zéro, et si le

point est situé dans (zo, yo) alors A(zo, yo) = Pu(0, 10)Qy(%0, Yo) — Py (20, Y0) Qz(T0, yo) #
0.
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L’écriture de ces isoclines comme :

P(z,y) = Pu(x0,y0)(x — 20) + Py(20,40) (Y — Yo) + 3 Pra(o, yo) (z — 20)*+
Py (0, y0) (x — x0) (Y — %) + 5 Pyy (0, %0)(y — y0)?> = 0,

Q(z,y) = Qu(x0,y0)(x — z0) + Qy(wo, Y0) (¥ — Yo) + 2Qua(20, o) (x — x0)*+
Quy (0, o) (x — 0) (Y — yo) + 3Qyy (w0, y0) (¥ — 10)> = 0,

en résult que les isoclines de (2.1), AP(z,y) + pQ(z,y) = 0, A% + pu? # 0, peuvent étre
écrites comme (AP, (2o, yo) + 1Qx (70, Y0)) (% — o) + (AP, (w0, Yo) + 1@y (20, 40)) (¥ — Yo)+
termes quadratiques = a(z — x9) + B(y — yo)+ termes quadratique = 0.

Cela conduit au systéme

AP, (20, Y0) + 1Qx (0, o) = v,
)\Py($07 3/0) =+ HQy(ﬂfmyo) = 57

et montre, avec un A(zg, y) # 0, que toute direction a(x — x0) + By — yo) = 0, a? + 32
# 0, correspond a une isocline unique a travers une point critique élémentaire.

Dans les points critiques avec multiplicité m > 1, ou des points d’ordre supérieur, la
condition A(zg,yo) # 0 n’est pas satisfaite. Puisque nous ne considérons pas des systémes
quadratiques dégénéres, le nombre de points critiques finis est fini alors que m # oc.
Depuis deux coniques (isoclines coniques) ont au plus quatre d’intersections différent des
points, la multiplicité d’un point critique dans un systéme quadratique est au plus ou

égal 4 4, alors 1 < m < 4.

Définition 16 La multiplicité finie my d’'un systéme quadratique est la somme des mul-

tiplicités de tout les points critiques finis (réels ou complexes).

Exemple 16 Considérons le systéme

b= —1+2%+172

Yy =xy,
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admet quatre points critiques finis sont (0,1), (1,0), (0,—1), (—1,0) donc my = 4.
Exemple 17 Considérons le systéme

x':—e2—|—x2—y2,

(3.1)
Yy =zy,

ot € € R. Pour € # 0, le systéme contient deux points critiques élémentaires réels (e,0)
et (—¢,0), et deur complexes élémentaires (0,i€) et (0, —ie), alors my = 4. Lorsque € — 0
ne prendre pas seulement les réelles, mais aussi les points critiques complexes coincident

avec l'origine et un point critique de multiplicité m = 4.

Théoréme 8 Sia2,+b2, # 0, les coordonnées x des points critiques de (2.1) sont donnée

par les solutions de l’équations :
A?LA + BlfL‘g + C’l{L‘2 + Dll' + E1 = O, (32)

pour toute solution correspond exactement une valeur finie de y et donc un point critique
finie. Pour a2, + b3, = 0 'équation n'est pas vérifiée et pour a2, + b2y # 0 la multiplicité
finie my de (2.1) égale :
(i) 4 si seulment si A # 0.
(i) 3 si seulment si A =0, By # 0.
(7ii) 2 si seulment si A= B; =0, C; # 0.
(iv) 1 si seulment si A= By =C; =0, Dy #0.
(v) 0 si seulment si A= By =C; =D, =0, E; #0.
(vi) oo si seulment si A= By =Cy =Dy =F; =0,C; #0.
Théoréme 9 Sia3,+b3, # 0, les coordonnées y des points critiques de (2.1) sont donnée

par les solutions de ’équation :

Ay* + Boy® + Coy® + Doy + Ey = 0, (3.3)
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pour toute solution correspond exactement une valeur finie de x et donc un point critique
finie. Pour a3, + b3, = 0 'équation n'est pas vérifiée et pour a3y + b3, # 0 la multiplicité
finie my de (2.1) égale :
(i) 4 si seulment si A # 0.
(ii) 3 si seulment si A =0, By # 0.
(7ii) 2 si seulment si A = By =0, Cy # 0.
(iv) 1 si seulment si A = By = Cy =0, Dy # 0.
(v) 0 si seulment si A= By = Cy = Dy =0, Ey #0.

(vi) oo si seulment si A = By = Cy = Dy = E5 =0,C5 # 0.

Théoréme 10 Si a3, + ady + b3, + b5, = 0, a3y + b3, # 0 la multiplicité finie my de (2.1)
égale :
(i) 2 si seulment si coscss # 0.
(ii) 1 si seulment si de tous co5 = 0, c35 # 0, ¢15 + 23 # 0, 0 co5 # 0,¢35 = 0,
c15 — Co3 # 0.
(7i) 0 si seulment si de tous ca5 = 0, ¢35 # 0, ¢15 + 23 = 0, c13 # 0 0U 95 # 0, ¢35 = 0,

ci5 —C3 =0, cia# 0 0l co5 =0, ¢35 =0, c15 # 0.

(iv) oo si seulment si de tous cas = 0, ¢35 # 0, c15+ Co3 = 0, 13 = 0 00 co5 # 0, ¢35 = 0,

cis — 3 =0, cio =0 0ot cg5 =0, ¢35 = 0, ¢15 = 0.

Dans ces théorémes on utilise les relations suivantes :
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A= CZ@ — C45Cs6,

By = 2cy5(co6 — 3C35) + 2¢56(Caa — 3C25),
By = —2¢y5(co6 — 5C35) + 2ca6(caa — 3025),
C1 = cag(Cas — 3C35) + Ca6(Caa — 5C25) — 2es6(3ca3 + 2¢15) + 2¢16Ca6,
Cy = Caa(Cag — 3C35) + Caalcaa — 5C25) — 3Ca6(3ca3 + 2¢15) + 2¢14C46,
Dy = —ca3c36 — 213C56 + 216(Cag — 3C25),

Dy = cy3¢24 + 2¢12C45 + 2c14(C34 — 5025),

IS 0%6 — C13C36,

_ 2
E2 = {4 — C12C24.

c12 = apobio — a10boo, €13 = aoobor — ap1boo, C14 = agobao — a20b00,
c15 = agobir — a11boo, €16 = aoobo2 — o200, €23 = a10bor — ap1bio,
Coa = a1obao — a0b10, Co5 = a1obi1 — aibio, C26 = a10bo2 — ao2bio,
34 = Ag1byo — agobor, €35 = agibiy — anbor  ca5 = agobin — ayiboo,

Ca6 = A20bo2 — p2b20, €56 = 11002 — Ap2b11-

D’ailleurs, il exist les relations suivantes :

C12C34 + C14C23 = C13C24, C12C35 1 C15C23 = C13C25, C12C16 + C16C23 = C13C26,
C12C45 + C15C24 = C14C25, C12C46 1 C16C24 = C14C26, C12C36 + C16C25 = C15C26,
C13C45 1 C15C34 = C14C35, C13C46 T C16C34 = C14C36, C13C56 1 C16C35 = C15C36,
C14C56 + C16C45 = C15C46, C14Cs6 1 C16C45 = C15C46, C23C46 + C26C34 = C24C36,

C23C56 1 Co6C35 = C25C36, C24Cs56 + Co6Ca5 = C25C46, C34C56 T C36C45 = C35C46-

On peut remarquer que sous la transformation x «+— y, a;; «+— b;; puis c12 = —ci3,

C15 = —Ci15, C23 = C23, C24 = —C36, C25 = —C35, C26 = —C34, C45 = C56, C46 = C46-
: . 2 _ _
En fait, si af, + b5y = 0, alors P(x,y) = 0 et Q(z,y) = 0 ont un facteur commun y

dans les termes du systéme quadratique, ce qui montre qu’ils ont ’axe x comme direction
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asymptotique commune. En conséquence, tous les isoclines \P(x,y) + uQ(x,y) = 0,
A? 4 p? # 0 ont cette direction en commun et du faisceau des isoclines (conique) ont un
point de base infinie & "aux fins de I'axe des x". Une direction asymptotique commune

de P(z,y) =0 et Q(z,y) = 0 correspond & un facteur commun dans

Py(z,y) = ax?® + +anzy + agey?,
Qa(z,y) = boox? + +b11 7y + boay?.

Théoréme 11 Les expressions

Py(z,y) = agx® + +anzy + apy?,
Qa(z,y) = boox? + +b117y + boay?.

admet un facteur commun si et seulement si A = 036 — cy5056 = 0. Le facteur commun

est :

1. Linéaire si ¢j5 + g + 25 # 0, alors il y a un point de base infini du faisceau de
coniques, représentant les isoclines dans la direction donnée par csysx + c46y = 0
si cgs # 0, et cypx + 56y = 0 si cs¢ # 0, (Cette direction peut aussi s’écrire
(ca5 + ca6)x + (56 + ca6)y = 0).

2. Quadratique si ¢35 + cig + 2 = 0, alors il y a deux directions (peut étre coincider

ou complexe) dans lesquelles il ya des points du base infini, ceux-ci étant donnée

par Py(z,y) =0 et/ou Qa(x,y) = 0.

Démonstration 1 Nous pouvons écrire

Py(z,y) = (oqx + B1y)(aor + Bay) = araex” + (o1 fy + aaf3))zy + 518217,
Qa(,y) = (3 + B3y)(ux + B,y) = asoux® + (a3, + aufs)ry + B34y,
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avec, oy, 3, € Cy1=1,2,.4.alors on a

Cq5 = Oé1a3(@254 - a452) + CY2044(04153 - 04351)7
Ca6 = 103384 — a3, 3,

Cs6 = 5254(04153 - 04351) + 5163(04254 - 05462)a

de sorte que

e — Cascse = (a1 — asBy) (1 By — uBy)(efs — asfy) (s, — aufly).

Ainsi Py(x,y) = 0 et Q2(z,y) = 0 ont un facteur commun (linéaire ou quadratique) si et
seulement si A = cig — ca5056. On suppose maintenant qu’il existe au moins un facteur

commun linéaire, alors pour o = oy = as, B = B = B3 il suit que

C45 = 042(04254 - 04452)7
cas = af(azfBy — aufsy),
Cs6 = ﬁ2(0é2ﬁ4 - Oé4ﬁ2)a

s’il existe un seul facteur linéaire commun, puis a3, —aufy # 0, et 247 # 0, 2+ 26+
c2q # 0. Si en dehors de ax + [y il existe une autre (peut-étre le méme) facteur linéaire
en commun, puis asfly — aufBy = 0 et 5 + 3 + 26 = 0.51 cu5 # 0, alors a3y + b3y # 0

et a?, + b3, # 0 et de P(x,y) = 0,Q(x,y) = 0, il peut étre obtenir les isoclines

2 _
C14 + Co4 + C34Y — Ca5Y — Ca6y” = 0,

2 2 _
C15 + Co5T + C35Y + Ca5x” — Cs6y” = 0,

ayant une direction asymptotique commune donnée par cysx + cagy = 0, de méme, si

cs¢ 7# 0, la direction asymptotique commune peut s’écrire cygx + cs6y = 0.
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3.2 Indice de Poincaré des points critiques :

Indépendamment de sa multiplicité, I'indice de Poincaré est également une propriété

intéressante pour caractériser un point critique.

Définition 17 Soit C' une courbe fermé simple dans le plan de phase ne traverse pas
des points critiques de (2.1) et soit ¢ U'angle de (P, Q) avec laxe positif . Alors, l'indice
I(C) de la courbe fermée C par rapport au champ du vecteurs (P(x,y), Q(x,y)) est défini

par %, ot A¢ est la changment totale dans

_ an—l Q(:U7y)
¢(xa y) =1t P(I‘, y)

)

Comme point (z,y) traverse C' exactement une fois dans la direction positive, [’indice

I(C) peut étre calculer en utilisant la formule :

1 L dy 1 1 Q(z,y) 1 [PdQ — QdP
I(C) = —¢dtan ' -~ = — pdtan ' =2 = —p—0
(©) 27 MG T on an P(z,y) 2w P2 4+ Q?

C c C

Remarque 9 On utilise la formule de Bendizson i = 1+ %(e —h), ot e est le nombre de
secteurs elliptiques et h le nombre secteurs hyperboliques au point critique adjacent pour

déterminé lindice de Poincaré.

Un secteur hyperbolique est représenté par la figure (7). Il est caractérisé par I’existence
de deux orbites chaque orbite approche du point critique dans une direction déterminée,
de telle sorte qu’il existe un voisinage du point critique délimitée par ces orbites dans
lequel seules orbites existent d’un voisinage pour { — oo et t — —o0.

Un secteur elliptique est représenté par la figure (8). il est caractérisé par l'existence
d’un voisinage du point critique contenant une boucle, étant une orbite, définie sur —oo <

t < oo et ’approche du point critique pour t — —o0 et t — o0.
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Figure 7 : Un secteur

hyperbolique Figure 8 : Un secteur elliptique

Théoréme 12 Si le nombre de points critiques finie et infinie est fini,alors i, = 1.

Figure 9 : La courbe C'

Démonstration 2 Considérer, comme il est représenté par la figure (9), une courbe C
composé de cercle de Poincaré moins la partie coupé par le cercle de rayon autour de
chaque € point critique sur le cercle ainsi qu’une partie de ces cercles situés a disque de

Poincaré. Déterminer la rotation du champ de vecteur lorsque la courbe C' est traversé

38



dans le sens antihoraire. Comme la partie de C' coincidant avec la cercle de Poincaré se
compose d’orbites, de la rotation du champ de vecteurs sur cette partie tend a 2w comme
e — 0 contribution O. de la rotation sur les cercles autour de l’infinies points critiques
ont tendance & —2mw; car ils sont traversés dans le sens horaire direction. Le résultat

découle de 2m — 2m; = 2miy.

3.3 Types des points critiques finis

Comme on a déja vu le comportement des orbites prés d’un point critique est un pro-
bléme local, c-a-d la notion d’une limite peut étre utilisé, pour étudier quel type possible
de points critiques des systémes quadratiques, on trouve des méthodes disponibles.

En fait, I'application de ces méthodes a conduit & un corps pratiquement définitive
de connaissances sur les points critiques dans les systémes quadratiques. Une distinction
sera faite entre les points critiques finis .

Soit (zg,Yo) un point critique de (2.1), alors P(xo,%0) = Q(zo,%) = 0, puis une
premiére division en classes des points critiques peut étre obtenue en considérant le

systéme localement linéarisé

& = Pp(70,Y0) (7 — 7o) + Py(T0, %0)(y — %0),
¥ = Qx(70,Y0) (7 — 7o) + Qy(T0, Y0) (¥ — Yo)-

Notons que A{, Ay des valeurs propres de la matrice

Py(x0,10)  Py(w0,v0)
Qx(70, Yo) Qy(anyﬂ)

il est bien connu que le produit A\; Ay des valeurs propres de D égale

D—

A(2o,90) = Pro(0,%0)Qy(T0, Y0) — Py(T0, Y0) @z (0, Y0),

et son somme A + Ay égale & d(zo,y0) = Pu(z0,%0) + Qy(z0,%0), qui est également
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I’expression pour la divergence du champ de vecteurs (P, Q) sur (xq, yo). Les cas suivant

peuvent étre distingués :
1. Points critiques élémentaires, alors A(zg,yo) # 0.
2. Points critiques semi-élémentaires, alors A(zg,yo) = 0, d(xg, yo) # 0.
3. Points critiques dégénérés, alors A(zo, yo) = d(xo, yo) = 0.
Le dernier peut étre divisé en :

1. Points critiques nilpotents, alors P? + P2 + Q3 4 Q; # 0 sur (o, o).

2. Points critiques dans systémes essentiellement homogeéne, alors P2 —l—P; +Q? —i—Q; =

0 sur (zo, Yo)-

Points critiques élémentaires

Une discussion sur les points critiques élémentaires peuvent étre trouvés dans plu-
sieurs ouvrages (voir section (3.1)), nous rappelons certains comportements qualitatives
factorielles. La base des orbites prés des points critiques élémentaires qui se produisent
dans les systémes du second degré sont représenté dans la Figure (10).

Si A(zo, yo) < 0, le point est un selle (Figure (10a)), il a quatre secteurs hyperboliques
et les séparatrices approchent du point différent angles, I'indice de Poincaré est égal a
—1.

Si A(zg,yo) > 0 'indice de Poincaré est égal a +1, pour cette raison, il est souvent

appelé un antiselle. autre distinction donnons :

1. Si A(zo,y0) < 3d*(o,Yo) le point est un nceud avec deux directions qui s’approche

les orbites (Figure (100)).

2. Si A(mo,yo) = 3d*(wo,yo) est le point un nceud avec une ou un nombre infini de

directions qui s’approche les orbites (Figure (10c¢,d)).

3. Si A(zo,y0) > 3d*(xo, Yo), le point est une foyer ou centre (Figure (10e, f)), selon les
termes du quadratique. En fait, I’étude du conditions sur les termes quadratiques

pour les figures suivantes
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(a) (b) (c)

%6 @

Figure 10 : Le comportement qualitatif des orbites pres des

points critiques élémentaires des systémes quadratiques

En effet, on va étudier les conditions sur les termes quadratiques pour lesquelles le
point critique est un centre. Dans la figure (10) les fleches se dirigent dans la direction
lorsque t augmente, ce qui donne les cas de noeud et de foyer stable, le cas instable
correspond & l'inversion des fleches. Pour le point selle et le point centre dans I'instabilité

n’est pas affectée par I'inversion des fleches.

Remarque 10 Pour les différent types des points critiques nous utilisons les notations

suivants e~

un selle , un antiselle e et pour les points critiques complexes . Pour les
oints d’ordre supérieur, nous allons utiliser la notation m’, si le point est réel et c° si
) @’ q

complexe, i signifie alors la valeur de sa l'indice Poincaré et ¢ son multiplicité.
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Points critiques semi-élémentaires :

Si un systéme quadratique contient un point critique semi-élémentaire, par un dépla-

cement, il peut étre transformé a 'origine et le systéme peut s’écrire :

. 2 2
T = Q0x” + a1y + ag2y”,

U =1y + byz?® + br1zy + boat®.

Si A(xo,y0) = 0 peut étre écrit comme

Az, y) = 2a07 + a1y + +2¢452% + desgry + 2056y = 0.

Il existe quatre types des points critiques semi-élémentaires :
(i
(ii

(iii

m3 : un second noeud de selle, si agg # 0.

) mgl : une troisieme selle, si asg = 0, a11b99 > 0.
) ma : un troisieme noeud, si asy = 0, a11byg < 0.

(iv mg : un quatriéme noeud, si agg = a1 = 0, agabsg # 0.

Points critiques nilpotents :

Si un systéme quadratique contient un point critique nilpotent (¢, o) par un chan-

gement, il peut étre transféré a 'origine et le systéme peut s’écrire

& =y + a2 + a2y + ao2y?,

Y = baox® + by1xy + boay®.
En raison laquelle le vecteur propre de la matrice D de coefficients correspondant & la
partie linéaire est orientée selon I'axe x. Ceci s’applique également a toutes les orbites
approchent du point critique. peut-étre, tous les isoclines sont en (0, 0) également dirigé

le long de 'axe x et peut étre représenté par

Y+ (ago + kbzo)ﬂc2 + (a11 + kbi1)zy + (age + kbo2)y2 =0,
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ol —oo < k < 0o. La fonction A(x,y) = 0 peut étre écrite comme

—262037 — blly + +2C45.’172 + 4C46£L’y + 2056y2 =0.

Il existe quatre types de points critiques nilpotents dans les systémes quadratiques :

(iv)

m3 : un second point de rebroussement, si bog # 0 .

ms L un troisieme selle, si byy = 0, aseby; < 0 .

m3 : un troisiéme point avec un elliptique et un secteur hyperbolique; si byy = 0,
asebip > 0.

mY : un quatriéme noeud de selle, si by = by = 0, asgbez # 0.

Les points critiques nilpotents est représente par la figure (11).

1. Pour byy > 0 le point critique nilpotent représent par (a) dans la figure (11).

)
2. Pour ay < 0 le point critique nilpotent représent par (b) dans la figure (11).
)

(11)

( (11)

3. Pour agg > 0 le point critique nilpotent représent par (¢) dans la figure (11).
( (11)

4. Pour agyg > 0 le point critique nilpotent représent par (d) dans la figure (11).

Le comportement des isoclines et la courbe A(z,y) = 0 dans (0, 0) est similaire & celui

prés d’un point critique semi-élémentaire.
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Figure 11 : Les points critiques nilpotents dans les systémes

quadratiques

Dans le point m3 1'origine isocline coupe (0,0) en deux différent trajectiores réels ou
complexes, les autres isoclines en (0,0) tangent a 'axe x. La courbe A(z,y) = 0 coupe

I'axe x en (0,0) transversalement.

' et m3 l'origine isocline se compose d'une

Dans les troisiemes points de ’ordre mg
branche traversant (0,0) & I’axe x et une branche coincidant avec ’axe x. Tous les autres
sont en isoclines (0, 0) tangente a 1’axe x et y ont une valeur non nulle égale de la courbure.
La courbe A(x,y) = 0 est tangent a 'axe x de I'autre coté et a la courbure opposée.

Dans un m isoclines sont en (0,0) tangente & 1'axe z et, en dehors de lorigine

isoclines, y ayant la méme courbure non nulle. La courbe A(z,y) = 0 se compose de deux

branches qui coincidant avec I'axe des = et une transversale a I'axe x.
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Les points critiques essentiellement homogénes dans les systémes quadra-

tiques

Si un systéme quadratique admet un point critique (xg,yo) telle que A(zg,yo) =
d(z0,y0) = 0 et d’ailleurs en (xg, ) il ya P2 + Py2 + Q2% + Qz = 0, alors par un décalage

du point critique peut étre transfére par systéme homogéne suivante :

§l/
4

A<0,¢45<0,055<0, m=4,i=-2

A o

e A

A0, m=4,i=0

Figure 12 : Les systémes quadratiques essentiellement homogeéne
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. 2 2
T = QX" + a1 xy + ap2y”,

U = baoz? + byiwy + boay?.

Nous rappelons que c¢45 = agobir — a11b20, Ca6 = a20bo2 — ao2bao, cs6 = a11bo2 — ap2011,€t

A = 25 — cy5056, et A # 0 si (0,0) est le seul point critique. Ensuite, nous pouvons

distinguer les cas suivants pour la structure topologique prés du point critique.

(i)

(iii)

Si A <0, cy5 + g6 < 0 alors Cy(0) = 0 il existe un, deux, ou trois solutions réelles
différentes représentant chacun une solution de ligne droite passant par (0,0) et
produisant six secteurs hyperboliques. L’indice de Poincaré est égal a —2, alors le

point est m; 2.

Si A > 0 alors Cy(f) = 0. Il existe un, deux, ou trois solutions réelles et deux
solutions complexes. Il existe deux secteurs hyperboliques avec au moins un angle
d’ouverture 7. Dans ce dernier cas, il existe deux secteurs paraboliques entre les

secteurs hyperboliques. L’indice de Poincaré est égal a 0, alors le point est mj.
yp q g 4

Si A <0, ¢45 + c46 > 0 alors Cy(f) = 0 du deux solutions et, deux solutions com-
plexes possibles. Il existe deux secteures elliptiques, quelle que soit ’angle d’ouver-
ture < 7. Dans ce dernier cas, il existe deux secteurs paraboliques entre les secteurs

elliptiques. L’indice de Poincaré est égal a 2, alors le point est m3.

Figure 13 : Le secteur

parabolique
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Un secteur parabolique est représenté dans la figure (13). Il est caractérisé par I'exis-
tence de deux orbites chacune approchant le point critique dans le méme direction telleque
il existe un voisinage du point critique délimitée par ces orbites dans lequel seules orbites
existent qui abordent également le point critique cette direction. Ces orbites soit tout

approche du point critique pour ¢ — oo ou pour tout t — —oo.

3.4 Isoclines des systémes quadratiques

Dans cette section nous éffectuons une étude systématique de ces isoclines et com-
ment étudions la connaissance de leurs propriétés aide & obtenir les caractéres des points

critiques.

Définition 18 Les isoclines de (2.1) sont donnés par :

AP(z,y) + pQ(x,y) = Aago + 1boo + (Aaig + pbio)z + (Aagr + pbo1)y (3.4)

+(AXago + pbao)x® + (Aary + pbir)zy + (Aage + pboz)y* = 0.

Ou A\ € R, N2+ 12 # 0 ce qui est un faisceau de coniques (a Uoccasion X et p

peuvent également prendre des valeurs complezes).

Pour des valeurs réelles de A et p de ’équation (3.4) de type elliptique, parabolique
ou hyperbolique selon D; < 0, = ou > 0, respectivement, ou le discriminant est donné

par :

D1 = ()\Clu + Mbn)Q — 4()\&02 + ,ub()z)()\ago + Mbgo)

(3.5)
= (a}; — 4a20002)A* — 2(2a20b02 — a11b11 + 2a0zb20) A + (b7, — 4baoboa) 1.

Considérée comme fonction de et ’équation (3.5) de type élliptique, parabolique ou
hyperbolique selon que Dy < 0,= 0, ou > 0 respectivement, ou le discriminant Dy est

donné par
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Dy = 4(2@20602 —ay1bin + 26L02520)2 - 4(@%1 - 46120@02)(5%1 - 4520502)

(3.6)
= 16(61216 — C45C56) = 1614,

ou

C45 = Aob11 — @112, cag = ag0bo2 — ag2bao, cs6 = a11bo2 — ap2bi1.

Maintenant

Si A <0, de sorte que Dy < 0, Dy est positive ou négative pour toutes les valeurs de
(A, 1) # (0,0) I'un ou Pautre positif ou négatif. Tous les isoclines sont hyperboliques si
Dy > 0 et elliptiques Si Dy < 0.

La derniere étude indique, cependant que D; < 0 ne peut se produire, seulement les
isoclines hyperboliques sont possibles pour A < 0.

Si A =0, et (3.5) n'est pas dégénéré, en plus des isoclines hyperboliques ils existent
deux isoclines réels coincident de type parabolique, alors pour A = 0 et si (3.5) est

dégénérée, c-a-d
2 2
ajy — 4aspapy = 2a20boz — a11b11 + 2a02b20 = b7; — 4bagbo2 = 0.

Toutes les isoclines réels sont de type parabolique.

Si A > 0 ils existent d’isoclines réels de type elliptique et hyperbolique ainsi que deux
isoclines réels différents de type parabolique. Tous membres du faisceau de coniques,
étant les isoclines (3.4) de (2.1) passant par une base de points du faisceau, ils coincident
avec les points critiques du champ de vecteurs (P(zx,y), Q(z,v)).

Les éléments intéressant d’un faisceau de coniques sont ses coniques dégénérées et une
conique centrale. Une conique dégénérée se compose, de deux lignes réelles ou complexes,

se croisent en paralléles ou coincidant dans la partie finie ou I'infnie du plan.
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La conique centrale est le lieu géométrique des points milieux des coniques dans le
faisceau. Notre objective est donc de trouver la relation entre les différents types des
isoclines dégénérés et le caracteére d'une part avec les propriétés de points critiques tels

que le nomber la position relative et le caractére, d’autre part.

Exemple 18 Nous distinguons les différents types des isoclines selon le signe du discri-

manant D1 soit les isoclines :

Plx,y) =zy+y*+z—2y =0,
Q(z,y) = 6xy +y* — bz —y =0,

Visocline G(x,y) = AP(z,y) + pQ(z,y) = 0 est donné par :
G(z,y) =ay+y* +x—2y —56zy +y* —5r —y) =0
ou N =1, u = —5 son discriminant est donné par : Dy = —224 < 0, donc l’isocline est

de type elliptique.

Faisceau des isoclines, conique centrale et les isoclines
dégénérés

Les coniques dégénérées du faisceau de coniques constituées par les isoclines (3.4) et

déterminés par le calcul de Hessien H de P(z,y) + Q(z,y) = 0 ot H est donné par :

Aago + ptboo %(/\am + pbio) %(Aam + piboy)
(Aaig + pbig)  Aagg + f1bag %()\011 + pib11)
(Aao1 + pbor) %O\an + pb11)  Aaog + fibos

NI= N

Ainsi

aN? + BN+ y i + 5P =0 (3.7)
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o = QpoA20002 — %aooa% + }1@%0%2 + iamaman + ia?nazo,

B = agoao2bao + aoo@20bo2 + a20a02bo0 — %aooallbll - iailboo - %a10a02b10
—ia%obm + %awanbm + ialoambu + iamanblo - %a10a02b10 - }lagﬂzo,
v = aoobaoboz + ap2booba0 + a20b02000 — }laoob% - %anboobn

1.2 1 1 1 1 1,2
— 3052010 — 5a10b10b02 + 7a11010001 + ;G01b10b11 — 5a10G02b10 — 5GG1A20,

0 = boobaoboz — %boobfl + %lb%obw + iblobmbn + ib%1b2o-

Si a # 0, u = 0 n’est pas solution de (3.7) et nous écrivons :

EROREIORE S

7 (i) 53(5>2+25i+5—0. (3.9)

1

Alors

Et (3.8) admet des racines double ou triple si f <é> =f (é)en lequel meéme la condi-
T T

tion D = 0, ou

D=

G (29074 7 = 4(307 = )35 - 7). (3.10)

A
De la condition supplémentaire f” (—) = 0 on peut constate qu’une racine triple prévint
1

si 3ary + 3% = 0 et une racine double (plus une racine simple) si : 3ay + 8% # 0.
—p 3 B 7

. . ) A . :
La racine triple est donnée par — = — et ceci se produit pour — = — = —.
Lo 3« g v 36

La racine double est donnée par

A _ 9oy +5v)

o 2(6% —3ad)’

et se produit pour D = 0, 3ay + % # 0 On peut encore démontrer que (3.8) a:
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1. Trois racines réelles simples, si D < 0,

2. Une racine réelle simples et deux racines complexes conjuguées si D > 0.

Si @ =0, u = 0 est une solution de (3.7) et I’équation peut étre résolue comme une
équation quadratique si 8 # 0, est comme équation linéaire si § = 0,7 # 0 et elle a une
solution triple p =0si g =~ =0.

En fin si a« = f = v = 6 = 0 ’équation est dégénérée.

Les trois paires solutions (\, i) de (3.7) chacune détermine une conique dégénérée qui
soit de type hyperbolique, étant alors constituée par 'intersection de deux lignes réelles
de type elliptique, puis constitués par l'intersection de deux lignes complexes coupant en
un point réel, ou de type parabolique, alors constituée de deux lignes paralleles, réelles
différentes, coincider ou complexe ; aucune une ou deux de ces lignes peuvent étre situés
a I'infini. Donc il existe six lignes isocliniques.

Si (3.8) est dégénérée (A, i), tout les paires des solutions et il existe un nombre infini
des isoclines dégénérés. Le lieu géométrique des points milieux des faiseaux de coniques

AP(z,y) 4+ pQ(z,y) = 0 sera indiquée comme conique centrale du faisceau et donné par :

A(wo,y0) = Pu(wo, yo)Qy(l"m Yo) — Py<x0a Y0)Qx (0, Yo) (3.11)

1 1
= (33— 2 (034 — 5@5) T+ 2 (026 - §C3s> Y + 2c457% + degemy + 2046y

Evidemment le type de la conique centrale est déterminé par le signe du déterminant

A = 64216 — C45Cs56.
1. Si A < 01l est de type elliptique,
2. Si A = 0 de type parabolique

3. Si A > 0 de type hyperbolique.

La conique centrale est dégénérée si H = 0, ou H est le déterminant de I’Hessiene
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1

H = —4623(036 - 045056) — 2[645(026 - 5035)2 + (312)

1 1 1,

+2c46(C26 — 5635)(034 - 5025) + cs6(c3a — 5025) ]
Le centre de la conique centrale est situé dans (z.,y.) = —;iA(Bl, Bs) ,tandis que
A(xe,y.) = —H/4A (sont de signe invariant par translation et rotation des axes de

coordonnées). Par une translation de telle sorte que le centre de la conique centrale
est a l'origine, et une rotation telle sorte que les axes se trouvent le long des axes de

coordonnées, pour H # 0, A # 0 (3.11) peuvent étre écrit sous la forme :

=1 1
ou S; (i =1,2) sont les racines :
St = C45+ Cs6 = \/(045 + ¢56)% + (€36 — Ca5Cs6) (3.14)
De
S2 — 2(645 + 656)5 — 4(04216 — C45C56) = 0 (315)

Montrant le troisiéme signe invariant c45+ cs6, invariant par translation et de rotation.
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Conclusion

L’objectif de ce mémoire, est de faire un survol théorique sur les systémes différen-
tiels planaires, on étudier I'allure des trajectoires (stabilité des solutions) des systémes
linéaires et non linéaires. D’autre part on a traiter les types des points critiques finis
des systémes quadratiques et leurs multiplicités pour obtenir le portrait de phase, et la
notion de la multiplicité finie m,plus I'indice de Poincaré des points critiques. Finale-
ment, nous éffectuons I'étude systématique des isoclines des systémes quadratiques et
comment étudions la connaissance de leurs propriétés aide a obtenir les caracteres des

points critiques.
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