Université Mohamed El Bachir El Ibrahimi de Bordj Bou Arrérid]j
Faculté des Mathématiques et de I'Informatique

Département de Mathématiques

u B Faculté des
1 I Mathématiques et
d’Informatique

Mémoire
Présenté par
NEFNAF KENZA

Pour I'obtention du diplome de
Master

Filiere : Mathématiques

Spécialité :Analyse Mathématique et applications

Theme

Les méthodes proximales pour 'optimisation non différentiable

Soutenu publiquement .Septembre 2020 devant le jury composé de

Université de Bordj Bou Arréridj Président
ADDOUNE. ISMAILE MCA Université de Bordj Bou Arréridj Encadreur

Université de Bordj Bou Arréridj Examinateur

Promotion 2019/2020



Remerciement

En premier lieu, je tiens a remercier tout particulierement, mon directeur de mémoire Mr
Addoune.Ismaile, pour m’avoir donné 'opportunité de découvrir le monde passionnant de la

recherche.

Je tiens a remercier les membres de jury pour leur participation a I’évaluation de ce travail

et qui ont bien voulu ma honneur par leurs présences.

Je voudrais remercier tous les enseignements du Master Mathématique et Applications de
I'université BBA qui ont contribué a notre formation.

Enfin, un grand Merci a ma famille en commencant a bien entendu par mes parents pour
m’avoir toujours soutenue et conseillée et je remercier mes amis et mes colleges qui on toujours

été la pour moi. Leur soutien inconditionnel et leurs encorbellements on été d’une grande aide.



Table des matiéeres

Introduction générale

1 Notions de base

2

1.1 Eléments d’analyse convexe . . . . . . . ...

1.2

1.3

1.1.1
1.1.2
1.1.3
1.14
1.1.5
1.1.6
1.1.7

Ensemble convexe . . . . . ... oL Lo
Enveloppe convexe . . . . . . ...
Fonctions convexes . . . . . . . . ..o
Sous-différentiel de fonctions convexes . . . . . . .. ... L.
Transformée de Fenchel ou fonctions conjugués . . . . . . ... ... ...
Regles de calcul sous-différentiel . . . . . . . .. ... ... 0.

Généralités sur 'expansivité . . . . . . .. . ..o

Opérateurs monotones . . . . . . . . . . Lo

1.2.1

Définition et Exemples . . . . . . . ... L oo

Opérateur Monotone Maximal . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...

1.3.1
1.3.2
1.3.3

Résolvante d'un opérateur monotone . . . . . . . .. ... ... ... ..
Zéros d’un opérateur monotone . . . . . . .. ... ...

Suites Fejér-monotones . . . . . . .. ... Lo oL

Algorithmes Proximaux

2.1 Opérateur proximal . . . . . . . . . ..

2.2

2.1.1
2.1.2

Propriétés élémentaires . . . . . . . . ...

Calcul d’opérateurs proximaux . . . . . . . . . . . . oo

Les algorithmes proximaux pour 'optimisation non-différentiable . . . . . . . . .

2.2.1
2.2.2
2.2.3
2.24

Algorithme du point proximal . . . . . . . . ... ... .. L.
Algorithme d’optimisation : Forward-Backward . . . . . .. .. ... ..
Algorithme d’optimisation : Douglas-Rachford . . . . . . .. .. ... ..

Algorithme des directions alternées . . . . . . . .. ... ... ... ...

13
16
19
20
22
23
25
28
31
33



Conclusion

Bibliographie

54

55



Introduction générale

Les algorithmes d’optimisation sont généralement écrits pour minimiser une fonction. Si
I’on désire maximiser une fonction, il suffira de minimiser son opposée. Nous nous intéressons
aux méthodes d’optimisation adaptées au cas ou la fonction a minimiser est convexe mais non
différentiable. De maniére général, les méthodes pour 'optimisation non différentiable s’inspirent
largement des méthodes différentiables.

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux méthodes proximaux pour résoudre des problemes

d’optimisation non différentiable qui s’écrivent sous la forme :

(1)

Minimiser F(x) = fi(x) 4+ -+ + fu(2),
r e R"™
Ou fy, fa,- -+, fm sont des fonctions convexes ne sont pas toutes différentiable. Il y a une
classe spécifique d’algorithmes qui peuvent résoudre le probleme d’optimisation (1).

Pour m = 2, la fonction F' que nous voulons minimiser n’est pas différentiable, car certains
algorithmes dits de splitting permettent de minimiser la somme de fonctions en alternant des

opérations élémentaires utilisant chacune des fonctions prises séparément.

Ce mémoire est divisé en deux chapitres. Le premier chapitre est consacré au rappel de
quelques notions de base sur la convexité et d’autre part on présente les outils spécifiques
d’optimisation non lisse comme le sous différentiel et les opérateurs monotones. Nous étudierons
ensuite les conditions d’optimalité dans le cadre non lisse. Dans le deuxieme chapitre, on
s'intéresse a l'opérateur proximal et ses propriétés. Nous étudierons plusieurs algorithmes
proximaux et leur cadre d’applications, l'algorithme du point proximal, ’algorithme Forward-
Backward et I'algorithme Douglas-Rachford ainsi que ’algorithme des directions alternées. Pour
conclure cette partie nous verrons comment un méme probleme peut étre réécrit de plusieurs
manieres et ainsi étre résolu via divers algorithmes. On termine ce mémoire par une conclusion

finale.



Chapitre 1

Notions de base

1.1 Eléments d’analyse convexe

1.1.1 Ensemble convexe

Définition 1.1
Soit A une partie de R™. On dit que A est convexe s’il contient tout segment dont les extrémités

sont dans A, c’est a dire :

Ve,y € A et X €]0,1], Ar+ (1= Ny € A. (1.1)

Exemple 1.1

1) Tout ensemble affine pour qui la relation (1.1) est vraie pour tout X € R, est convexe.

2) Les boules de R™ sont convezes.

(a) Un ensemble convexe. (b) Un ensemble non convexe.

Définition 1.2 (Demi-espaces)
Soit H un hyperplan affine, soient f une forme linéaire non nulle sur R™ et a un réel tels que

H={z e R"|f(z) =a}.



On appelle demi-espaces associés a 'hyperplan H les ensembles

D, ={z e R"|f(x) <a} et D_={x € R"|f(z) > a}.
Les demi-espaces stricts associés a [’hyperplan H sont les ensembles

D ={z eR"|f(z) <a} et D" = {z € R"|f(z) > a}.

Ces ensembles sont convezes.

Proposition 1.1
On a les propriétés élémentaires suivantes :
1. Si A et B sont deux convexes de R™ et \i, Ay deux réels, alors My A+ X\ B est un conveze
de R".
2. 5t (A))jes est une famille quelconque de convezes de R™, alors NjcyA; est un conveze de
R™.
3. Si A est un conveze de R™ et f: R™ — R™ est une application affine, i.e. f(x) =Cx+0b
pour certains C € R™™ et b € R™, alors f(A) est un conveze de R™.
4. On appelle polyédre convere de R™ un ensemble de la forme {x € R" : Az < b}, ou
A R™ — R™ est une application linéaire, b € R™ et l'inégalité Ax < b se comprend com-
posante par composante : (Ax); < b;, pour touti € {1,-,-,-,-,m}. C’est donc l'intersection
d’un nombre fini de demi-espaces. D’aprés ce qui précéde, c’est un convexe.

Définition 1.3 (Combinaison convexe)

Soient x1,...,xE un nombre fini des points de R™ et \y,..., \x des réels tels que

k
A>0 Vi=1,...,k avec Z)\i:]--
i=1
On dit que
k
i=1

est une combinaison convexe des points x;.

1.1.2 Enveloppe convexe

Définition 1.4
Soit S un ensemble de R™. L’enveloppe convexe de S est l'intersection de toutes les parties

convezxes contenant S, par conséquent c’est le plus petit conveze contenant S, on le note conv(S).

Proposition 1.2
L’enveloppe convexe de S est I’ensemble de toutes les combinaisons convexes d’éléments de S ot

k k
CODV(S) = {Z)\lﬂfl, )\z Z 0, x; € S,Z)\Z = 1}
i=1

=1
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Preuve

Comme conv(S) est convexe, cet ensemble contient toutes les combinaisons convexes de ses
éléments, donc en particulier celles des éléments de S.
Inversement, il est facile de voir que I’ensemble des combinaisons convexes des éléments de S

est un convexe. Il contient donc conv(S) qui est le plus petit convexe contenant S. [

Théoréme 1.1 (Carathéodory)
Soit S un ensemble non vide d’un espace vectoriel de dimension finie n, alors tout élément de
conv(S) s’écrit comme combinaison convexe d’au plus n + 1 points d’éléments de S.

1.1.3 Fonctions convexes

Dans cette section, on présente quelques propriétés des fonctions convexes. Les fonctions

considérées seront définies sur R™ a valeurs dans R ou R = RU {+£o0}.

On définit le domaine de la fonction f de la fagon suivante :

Définition 1.5 (Domaine d’une fonction)
Le domaine d’une fonction f, noté dom(f), est défini par

dom(f) ={z € R": f(x) < +o0}.
Exemple 1.2 Soit f :R — R

—o00 st <0
flz) =< 2?2 si 0<z<1

+oo st x>0
alors dom(f) =] — 00, 1].

Définition 1.6
Soit f : R™ — R une fonction, l’épigraphe de f est l’ensemble de R™ x R défini par :

epi(f) = {(z,r) e R" xR : f(x) <r}.

Définition 1.7
Soit f : R™ — R, on dit que f est convexe si et seulement si son épigraphe est un ensemble

conveze de l'espace R*1.

Exemple 1.3 Soit f : R — RU {400} une fonction définie par

+00 st <0

flo) = —Vx st x>0.

La fonction f est convexe car son épigraphe est un ensemble conveze de R? (voir Figure 1.2).
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FIGURE 1.2 — L’épigraphe de la fonction f de 'exemple (1.3).

Théoréme 1.2

Soit f: R" — RU{xoo} une fonction. f est convexe si est seulement si
FO@+ (1= Ny) S Af(@) + (1= Nf@y) Yo,yedom(f), A€ol (12)
Si Uinégalité (1.2) est stricte si x # vy, on dit que f est strictement convexe.

Preuve

On suppose que f est convexe. Soient z,y € dom(f) et A €]0,1[, si f(x) = —o0 ou f(y) = —o0
(on ne peut pas écrire (z,—00) € epi(f) ou (y,—o0) € epi(f)) dans ce cas il faut écrire
(xz,r) € epi(f) VreR,

Mz, r)+ (1 = N)(y, f(y)) € epi(f) pour tout r

Alors,
fAr+(1—=Ny) <Ar+(1—=X)f(y) pourtoutreR,

en faisant, tendre r vers —oo, on obtient f(Ax + (1 — A)y) = —oo. Par conséquent 'inégalité
(1.2) est vérifiée.
les points (z, f(x)) et (y, f(y)) appartiennent a I’épigraphe de f qui est convexe, donc

M, f(z)) + (L= M)(y, f(y)) € epi(f).
Par suite
AMa, f(z) + (1= N(y, f(y) = Az + (1 = Ny, Af(z) + (1 = A) f(y)) € epi(f),

on obtient alors
fOz+(1=XNy) <Af(z)+ (1 =N f(y).

Réciproquement, Soient (x,r1) et (y,r2) deux éléments de 1’épigraphe de f et A €]0, 1], alors
flx) <rp. (1.3)

fy) <o (1.4)



En multipliant I’équation (1.3) par A, et '’équation (1.4) par (1 — \) et en additionnant le tout
on obtient
AM(@)+ 1 =X f(y) < Ari+ (1= Mra.

D’apres la relation (1.1), on a
fAz+ (1 =Ny) <Ay + (1= N)ra.

Donc
A+ (1 =Ny, Ary + (1 = X)) = Az, m1) + (1 = N)(y,r2) € epi(f).

Exemple 1.4

1) La fonction constante f = oo est un cas particulier de fonction convexe, dont [’épigraphe et le

domaine sont vides.

2) La fonction f : v € R — 2% est une fonction strictement convexe car géométriquement la
corde entre deux points distincts du graphe se trouve strictement en dessous du graphe. Mais

f:x €R — |x| nest pas strictement conveze.

Théoréme 1.3 (Caractérisation différentielle de la convezité)
Soit S C R™ un ensemble convexe ouvert non vide et f : S — R une fonction différentiable. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) f est conveze.

(b) Les hyperplans tangents sont des minorants
fy) = f(@) +(Vf(z),y —z) V(z,y) eR* xR (1.5)

(c)
(Vf(y) = Vf(x),y—x)>0 V(r,y) € R" xR" (1.6)

La relation (1.6) nous dit que l'opérateur gradient d’une fonction convexe est monotone.

Preuve
On montre, d’abord I’équivalence entre (a) et (b). Supposons que la fonction f soit convexe sur

S. Soient z et y deux points de S, on a alors
fOy+ (1 =N2) < Af(y) + (1= N f(x), YA€, 1] (1.7)
La relation (1.7) est équivalent & la suivante
[+ My =) = f(x) < Xf(y) = f(z), YA€0,1],

donc
Flx+ Ay —Afv)) —f@) (f(y) — f(x)).




En passant a la limite quand A — 0™, on obtient le résultat annoncée.

Réciproquement, supposons la relation (1.5) vérifiée et montrons la convexité de la fonction
f sur S. Soient x et y deux éléments de S, A €]0,1[ et z = Az + (1 — Ay € S. En utilisant
I'inégalité (1.5) on obtient
(Vf(z),z = 2) + f(2) < f(=).

(Vf(2),y —2)+ f(2) < f(y).

Soit encore :

(Vf(z), X =Nz —y))+ fOz+(1-=Ny) < f(=).
(VI(2), My —2)) + fAz + (1= Ny) < f(y).

En multipliant les deux inégalités par A et (1 — \) respectivement puis en additionnant, on

trouve I'inégalité de convexité,
fAz+(1—=Ny) < Af(x)+ (1 —AN)f(y), pour tout A €0, 1].

Ensuite, montrons (b) < (c¢)
Supposons que f est convexe sur S et soient = et y deux points de S. On obtient d’apres (1.5)
que

f(z) > fy)
> f

(Vf(y),z—y) (1.8)
(x) +(V

+
+(Vf(z),y — ). (1.9)

Le résultat s’obtient en sommant les inégalités (1.8) et (1.9).

Réciproquement, soient = et y deux points de S. Nous allons montrer que I'inégalité (1.6) a
lieu par conséquent f sera convexe d’apres I'inégalité (1.5). D’apres le théoréme de la moyenne,
il existe z = Az + (1 — \)y €]z, y[ tel que

(VI(2),y—x) = fly) = f(z). (1.10)
En appliquant la relation (1.8) aux points x et z on obtient

(Vf(z) = Vf(x),z—x)>0. (1.11)
Or z—2=(1—X)(y —x), on en déduit donc que l'inégalité (1.11) est équivalente a

(Vf(2) =Vf(x),y —x) = 0. (1.12)
Par conséquent, on obtient

(VI(2),y —a) 2 (V[(z),y — ). (1.13)

Les relations (1.10) et (1.13) donnent

fly) = f(x) +(Vf(x),y — ).
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Ce qui prouve la convexité de f sur S. [ ]

Proposition 1.3 (Caractérisation de second ordre de la convezité)

Soit f : R* — R wune fonction deux fois différentiable, elle est convexe si et seulement si
V2f(x) = 0 pour tout v € R™ (i.e. la hessienne de f est semi-définie positive en tout point
reR")

Définition 1.8 Une fonction f:R"™ — RU {+o0} est dite fortement conveze s’il existe p > 0
tel que

n n /‘L
V(z,y) € R" xR, fhr + (1= Ny) < Mf(2) + (1= Nf(y) = A0 =N o=y |*.
Remarque 1.1 Toute fonction fortement convexe est strictement conveze.

Proposition 1.4
Soit S CR™ un ensemble convexe ouvert non vide et f : S — R une fonction.

1) Sila fonction [ est différentiable, et [ est u-fortement convexe sur S si et seulement si
1
F) 2 f@) + (Vf(@)y =)+ Slly—=l*  pour tout z,y € S.

2) Si f est deux fois différentiable et f est u-fortement convexe sur S si et seulement si
pour tout x € S on a

(h,V2f(z)h) > p|lh||*>  pour tout h € R™. (1.14)

Exemple 1.5 On donne quelques exemples de fonction fortement convexe
a) La fonction f(x) = ||z||* est fortement conveze.
b) La fonction f(x) = —log(x) n'est pas fortement convexe sur R . Par contre, elle l’est sur

tout intervalles [a,b],0 < a < b. Sa constante de forte convexité est alors égale d 1.

Preuve

a) Pour montrer que la fonction z — 1||z||* est fortement convexe, il suffit d’utiliser( 1.14) de
la proposition précédente. En effet, V2 f(x) = I et (h,Ih) = ||h||* Vh. Donc z — 3|z|?
est fortement convexe de rapport 1.

b) On utilise la méme proposition pour montrer que la fonction f(z) = —log(z) n’est pas
fortement convexe sur |0, +oo[. En effet, f'(z) = =1 et f"(z) = 5.

Soit 1 tel que

(h, f"(z)h) > ph* = h*f"(z) > ph* Vo >0,YheR
1

= 0> p.( en faisant tendre x vers + o0)

Dong, il n’existe pas de p > 0 tel que (1.14) est vraie.
Si S =la,b]aveca >0, 1/2>>p V€ |a,b] alors, u <infoc,<p1/2% = 1/b%

11



Définition 1.9 (Fonction propre)

Une fonction convexe f : R® — R est dite propre si elle n'est pas identiquement égale d 400
(f £ +00) et f(x) > —o0 pour tout x € R™. Autrement dit, si epi(f) # () et ne contient pas de
droite verticale .

Définition 1.10
Soit f: S — R une fonction. On dit que f est semi-continue inférieurement (s.c.i), en un point
xo € dom(f) si

liminf f(z) > f(xo),

T—T0

ou, en utilisant le langage des suites : pour toute suite (x,) convergeant vers xo on a

lim inf f(z,) > f (o).
Remarque 1.2

* Toute fonction continue sur R™ est semi-continue inférieurement.
* L’ensemble des fonctions convezes, s.c.i et propres est noté I'o(R™).

Théoréme 1.4 Soit f:R" — R. Il y a équivalence entre

(a) f ests.c.i.
(b) epi(f) est un ensemble fermé de R,

(¢) pour tout a € R, les ensembles de niveau lev,(f) = {x € R", f(z) < a} sont fermés.

Preuve
On montre que (a) implique (b). On considére une suite (xy, ax) C epi(f) qui converge vers un
point(z, ) alors,

e i > i fe) o
«= Jp e =iminfon = il fm) 2 f(@)

donc, (z, ) € epi(f). Ensuite, on montre que (b) implique (c). Soit a € R tel que lev,(f) soit
non vide et soit (zx) C lev,(f) une suite qui converge vers un point x. Alors,

Vk e N*,  (x,«) € epi(f).

la condition (b) implique que (x,«) € epi(f), c’est a dire que x € lev,(f). Enfin, on montre que
(¢) implique (a). Supposons donc qu’il existe un point x tel que f ne soit pas s.c.i en z. Alors, il
existe une suite (zy) telle que

xp —x lorsque k— +oo et f(x) > llimlnff(:):k)
—+o00

donc, il existe une sous-suite (xy,) et un réel g tels que
xp, = x  lorsque [ — +oo et f(xy,) = B < f(z).

Soit a € |3, f(x)[. pour [ suffissamment grand, posons | > L, f(xy,) < o < f(z), donc lev,(f)

contient la suite convergente (zy,) et non sa limite. n

12



Propriétés 1.1
Soient fi et fo deux fonctions convexes s.c.i et a > 0. Les fonctions suivantes sont convexes et
semi-continue inférieurement :

1) f(z) = afi(a).

2) f(z) = (fi + f2)(z) et dom(f) = dom(f) N dom(f2).

3) f(z) = max{fi(x), fo(x)} et dom(f) = dom(f;) N dom(fs).

1.1.4 Sous-différentiel de fonctions convexes

Le sous-différentiel joue un rdéle fondamental dans l'optimisation non différentiable. On
s'intéresse dans ce qui suit a 1’étude des propriétés de cette application ainsi que la relation qui
I’a lie a la transformée de Fenchel.

Définition 1.11 (Sous-gradient et sous-différentiel)
Soit f : R"™ =] — 0o, +00| une fonction convexe et propre, un vecteur n € R"™ est appelé sous
gradient de f au point o € dom(f) si

f(x) > f(xo) + (n,x —x0)  pour tout x € R". (1.15)

L’ensemble de tous les sous gradients de f en xg est appelé sous différentiel de f en xq. Il est
noté par df(xo).

Interprétation géométrique : La fonction affine définie par ¢(x) = f(xg) + (n,x — x0) est
majorée par f. Le sous-différentiel Of(xy) est formé par toutes les directions des hyperplans

d’appui qui passent par le point (o, f(xo)) et restent sous le graphe de la fonction f.
Définition 1.12 On dit que f est sous-différentiable en xy si Of (xy) # <.

Exemple 1.6

* Toute fonction convexe différentiable est sous-différentiable et on a 0f(xo) = {V f(x)}.
Si f =) -I|* Alors 8f(x) = Id(z) = {x}.

* Soit A C R™ un ensemble convexe et fermé, on définit la fonction indicatrice de A comme

0 st x€A
xa(r) = ,
+00  s1non.

Le sous-différentiel de xa au point x est le cone normal de A en x : Oxa(x) = Na(z) ou
Na(zo) ={n e R, (n,x —x9) <0 Ve A}

*x Soit f :x € R |z|, on calcule les sous-gradients de f en tout point x € R (voir
Figure 1.3)

{-1} si x<0
of(x) = { {+1} si x>0
[—1,+1] s x=0.

13
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FIGURE 1.3 — Sous différentiel de la fonction z — |z|.

Proposition 1.5
Le sous-différentiel Of(xy) est un ensemble convexe et fermé.

Preuve
Soient g; et gy deux éléments de df(xy). On a Yy € R™ :

f(y) > f(xo) + (91,9 — o)

f(y) > f(xo) + (g2, y — o).

Soit o € [0,1]. En multipliant la premieére inégalité par « et la deuxieme par (1 — a) et en

sommant, on obtient :

f(y) = f(wo) + (agr + (1 — a)ga, y — x0).

Alors, ag; + (1 — a)ga € Of(xp). Reste a montrer que Of (o) est fermé. Soit (&x)ren+ C 0f (o)

une suite qui converge vers un point £&. Pour tout y € R" et tout k£ € N*|

f(y) = f(@) + (&rsy — o).

puisque (.,y — xo) est continue, on peut passer a la limite dans l'inégalité ci-dessus, alors

§ € 0f(wo). u

Définition 1.13 (Dérivée directionnelle d’une fonction convexe)
Soit f: R" — RU{+o0} une fonction. Soit xq € dom(f) et d un vecteur non nul de R". La
dérivée directionnelle de f en xy dans la direction d, qu’on note f'(xq,d), est donnée par la

f(zo+td) — f@o)'

limite suitvante

Proposition 1.6
Soit f: R" — RU {400} une fonction convexe. Si xy € int(dom(f)) alors f'(zo,d) existe pour
tout d € R".

400 st x<0 .
Exemple 1.7 f(z) = ot f: R — R est une fonction convexe tel que

—Vr si x>0.

14



dom(f) = [0, +oo[ et int(dom(f)) =]0, +o0].
On prend xqg = 0,d =1 donc

i f(@o+td) — f(wo)

— — 11In
t—0t+ t t—0+ t t—0t+ ¢

Proposition 1.7
Soit S C R™ un ensemble convexe d’intérieur non vide et f : S — R une fonction convexe, alors
pour tout xy € int(dom(f)) on a

f'(xo,d) = max{(n,d) | n € Of (z0)}, VdeR"

Proposition 1.8
Soit f: R" =] — 00, +00] une fonction convexe et propre, soit x € dom(f) alors
i) dom(0f) C dom(f).

i) on suppose que x € dom(0f), alors f est semi continue inférieurement.
Preuve

i) Puisque f est propre, f(z) = 400 = 0f(z) = @.
it) On prend u € df(x), donc f(y) > f(x) + (u,y —z) pour tout y € R™. D’ou
liminf f(y) > liryll)igff(x) + (u,y — x) = f(x).

Y—T

Remarque 1.3
Le sous-différentiel peut ne pas exister sur le bord du domaine car si xy € int(dom(f)) Alors
Of(xg) # O, par exemple la fonction f(xr) = —+/x sur RT est conveze et fermée, mais le

sous-différentiel n’existe pas en 0 car si
uwedf(0) f(x)> f(0)+ (u,x—0) V.

Done, f(z) > ur x € R= —\/r > ux ‘v’x>0$—% > u. Alors, si v — 07, u < —o0
impossible.

Théoreme 1.5
Soit f : R® — R une fonction convexe et s.c.i. Le point xo est un minimum de f sur R™ du
probléme f(xo) = mingern f(x) si et seulement si 0 € Of (xq).

Preuve

Si 0 € df(xg), alors f(x) > f(xo) + (0,2 — x9) > f(x0) pour tout x € dom(f) donc xy est un
minimum de la fonction f. Réciproquement, si f(z) > f(zo) et d’apres l'inégalité (1.5) on
obtient 0 € Of (o). |
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1.1.5 Transformée de Fenchel ou fonctions conjugués

La fonction conjuguée, aussi appelée transformée de Fenchel ou transformée de Legendre-
Fenchel est utilisée par exemple pour calculer le sous-différentiel d’une fonction convexe. Elle a
été introduite par Mandelbrojt en 1939 puis précisée par Fenchel en 1949, cette transformée

généralise la transformation de Legendre(1787).

Définition 1.14 (Conjuguée Convexe)
Soit f : R" — [—00, +00]| une fonction. Sa conjuguée f*: R™ — [—o0,+00] est définie par :

f(u) = sup {(u, z) — f(z)}. (1.16)

reR™

C’est l’enveloppe supérieure de la famille des fonctions affines
lm(u) :3<U,$>'—(f($).
La bi-conjuguée de f est la conjuguée convexe de f*, définie par :

S (@) = sup {(z, u) — f*(u)}.

ueR™
Exemple 1.8
1 . .
= st x>0 —2v/—u st u<0
1) Soit f:x+— <" = f*ru— -
+00  stnon +00 st u > 0.

Puisque f*(u) = sup,ep{zu — f(x)}. Donc, on calcule

Tu—= 81 x>0

—00 st x<0.

1

> Siu=0,sup,.o(zu — ;) = sup,-q _i —=0.

> Siu<0,f(z) =ur—2 alors f'(x) =u+ 5 =0 & = —us 1 =+/—u alors
V-u

r=— )
u
Maintenant, on remplace x dans (xu — i), alors on obtient

() —2v/—u st u<O0
u) =
400 st u > 0.
—1—-u? s Ju|<1

+00 si u|>1

2) Sifrx—V14+22 alors f*1uw—

3) Soit p €|1,4+00| et q le conjuquée de p (i.e %+ % =1), Alors (I% |- |P)* =

Q=

Proposition 1.9
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1. L’épigraphe de f* est lintersection des épigraphes des fonctions l,, l’ensemble epi(f*) est
donc conveze fermée.

2. Si f € To(R™) alors f* € T'o(R™).

3. Si f est paire alors f* est paire.

Théoréme 1.6 (Théoréme de Moreau-Fenchel)

Soit f: R"™ =] — 00, +00] une fonction propre. f est convexe et s.c.i si et seulement si f** = f.

Preuve
Voir [1] n

Proposition 1.10 Soient f,g: R" — [—o00,+0o0| deux fonctions, alors on a

[> f*** — f*'

Preuve
Voir [1] u

Théoréme 1.7 Soit f : R — RU {+o0} une fonction convexe et propre. Il y a équivalence
entre

(a) u € df(x).
(b) f(x)+ f*(w) = (u, z).

Si de plus f** = f, les conditions (a) et (b) sont équivalentes d
(¢c) x € 0f*(u).

Preuve

On montre d’abord ’équivalence entre (a) et (b), on utilise la définition de sous gradient.

uwedf(zr) & VzeR" f(z)> f(z)+ (u,z — )
& VzeR" (u,x)— f(x) > (u,z) — f(2)
& (u,z) — f(2) = sup{(u, 2) — f(2)} = f*(u) (on a toujours (u,z) < f(z) + f*(u)).

z€R™

& fla) + () = (u,z).

De plus, on montre 1’équivalence entre (a) et (c).

uedf(z) < [fH(u)+ flz)=(uz).
< ffw)+ [ (r) = (u,z).  (car [ =f)
& e dft(u).
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Proposition 1.11 Soit f : R" — [—o0, +00], on a les propriétés suivantes :
1) f*(0) = — inf f(R).
2) —x € ffR") & f=+0 e ff=—0
3) Si f* est propre, alors f est propre.
4) Soit u € R™, alors
frw) = sup {(z,u) — f(z)} = sup {(z,u) —e}.

rzedomf (x,€)€epi(f)

Preuve

On montre seulement la propriétés 4), soit f(z) < € alors

fi(u) = sup{(z,u) = f(z)} = sup  {(z,u) -}, (1.17)

FISING (z,€)€epi(f)
Ve > 0,3z, € dom(f): [f"(u) —e < (xe,u) — f(z.).

Or (z, f(z.)) € epi(f), on obtient alors

(e, u) = flze) < sup  {(w,u) —r}.
(z.7)€epi(f)

Par suite

ff(u) < sup {{x,u) —r}+e Ve>D0.
(z,r)€epi(f)

En faisant tendre € vers 07 on obtient

fflu)y < sup  {(x,u) —€}. (1.18)
(z,€)€epi(f)
Le résultat s’obtient en utilisant (1.17) et (1.18). u

Proposition 1.12 (Inégalité de Fenchel-Young) Soit f : R" — |—o00,+00| une fonction
conveze et propre, alors

fl@)+ f*(u) > (x,u) pour tout (x,u) € R" x R". (1.19)

Preuve
Soient x et u deux éléments de R™. Puisque f est propre, il existe xg € R" tel que

—00 < f(zg) < +o0.
Par suite on a pour tout u € R”

f(u) = sup{{u,x) = f(2)} = (z0, u) = f(w0) > —o00.

xER”

Soit © € R”, si f(x) = 400 alors f(z) + f*(u) = 400 et I'inégalité est vérifiée. Si f(x) € R,
alors la relation (1.19) découle directement de la définition de f*. ]
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Remarque 1.4 Si f:R" =] — 0o, +00|, alors f = f* & [ = %H -2

Supposons que f est donnée par f(x) = ||ull?>, on a alors

. 1
f*(w) = sup {(z,u) = S|l[I*}
TER™
La fonction g : x — —1||z|? + (x,u) est fortement concave, Vg(z) = —z +u=0=z = u.

1 1 1
£() = () = Slhull® = ) = 3l = Sl

Ensuite on montre que f = f* = f(z) = 1|z

Si f:R" = [—o0,+00] on a f =400 & f* = —o0 impossible. puisque f = f* et
s’il existe xqg tel que f(xg) = —oo alors f* = sup{(z,u) — f(x)} > (xo,u) — f(x0) = +00,

Done, si f : R" — [—o00,+00] est telle que f = f* alors la fonction f est propre (f # +0o0).
L’inégalité de Young-Fenchel donne

flz)+ f () > {x,u) pour tout (x,u) € R" x R".
Par suite si on choisit x = u, on obtient
2(2) > (w,7) = el = () > Gl =6(z). (1)
D’aprés la Proposition (1.10), on obtient
f) = £@) < 6@ = Sl (@)

Alors (1) et (2) donnent f = ¢.

1.1.6 Regles de calcul sous-différentiel

Proposition 1.13 Soit f une fonction convexe différentiable sur son domaine . Alors
Vz € int(dom(f)),0f (x) = {V f(x)}.

Preuve
Pour tout o € [0,1] et y € R™, on a

flx+aly—2) <(1—a)f(z)+af(y).

Alors,

D’ou Vf(z) € 0f(x).
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Inversement, soit u € 0f(z) et y € R™, on a
fla+ay) > f(x) + (u,z+ay — ),
alors, pour tout a € [0, +o0[. En effet

(Y F(x),y) = lim LY = (@)

a—0 o

> (u,y).

D’ou
(Vf(zr) —u,y) >0 pour tout u € R".

En prenant y = u — V f(z), on obtient |[u — V f(z)||> < 0. Donc, on déduit que

u=Vf(z).

Proposition 1.14
Soit f une fonction conveze et s.c.i, soit A : R™ — R™ un opérateur linéaire et b € R™. La
fonction ¢p(x) = f(Ax + b) est convezxe s.c.i et pour x € int(dom(¢)),

06(x) = ATOf(Az +b).

Proposition 1.15
Soit (fi)1<i<m des fonctions convezes et s.c.i. Alors la fonction

f(x) = max fi(z)

1<i<m

est aussi conveze et s.c.i de domaine dom(f) = N, dom(f;) et Yz € int(dom(f)), on a

0f (x) = conv{dfi(x) : f(z) = fi(z)}.

Proposition 1.16 [//

Soit (fi)1<i<p une famille de fonctions convexes, s.c.i et propres. On a

8(210: fi)(x) D i@fi(:c) pour tout x € R™.

i=1

De plus si Ni<i<pint(dom(f;)) # O alors on a égalité.

1.1.7 Généralités sur 'expansivité

Définition 1.15 Soit C C R™ non vide et A : C — R™.

VA est non-expansive si ||Ax — Ay|| < ||z —y|| (Vz,y € C).
Vv A est fermement non-expansive si

(Ve € C)(Vy € C) (z—y, Az — Ay) > || Az — Ay|?,
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L’inégalité ci-dessus est équivalente a
[Az — Ay|l* + [|(1d = Az — (Id = A)y|* < [lv —y|*  (Vz,y € C).
Puisque

Az — Ay|]® + ||(Id — A)x — (Id — A)y|]> = || Az — Ay|®> + ||z — y|* + |Az — Ay|* — 2(z — y, Az — Ay)
= 2||Az — Ayl — 2(x — y, Az — Ay) + ||z — y||* < ||z — y|*

Done, ||Az — Ay|]* < (z —y, Az — Ay).
On note que tout opérateur fermement non-expansif est non-expansif.

Définition 1.16 Soient C' C R"™ non vide, A : C — R™ et 5 € ]0,+00[. Un opérateur A est
B-cocoercif si A est fermement non expansif,i.e ;

(Ve € O)(Vy € C) (2 —y, Az — Ay) > B Az — Ay|*.

Définition 1.17 Soient C' C R™ non-vide et o € ]0,1[. Un opérateur A : C' — R" est a-

moyenné s’il existe un opérateur R : C' — R"™ est non-expansive tel que
A=(1-a)ld+ aR. (1.20)
Ou bien, si

(V(z,y) € C?) ||Az — Ay|]* + Z2(|(Id — A)zw — (Id — A)y|* < ||z — >, (1.21)

On a I’équivalence entre (1.20) et (1.21). En effet,

IRz — Ry|l* = |(25H) dw + S Az — (“5H)Idy — S Ayl
= (5% (@ —y) + (A — Ay)||?
= (e =yl + JllAz — Ay|? = (1 = D)l Az — Ay — (z — y)|]*.(1.22)
En multipliant ’équation (1.22) par «, on obtient
alllz =yl = Rz = Ryll*) = |z — y|I* — ||Az — Ay||* — ((52)|(7d — A)z — (Id — A)y|>.

Puisque a(||z — y||* — ||Rz — Ry||*) > 0, alors on conclut I'inégalité (2).

Proposition 1.17

e Un opérateur a-moyenné est non-expansif.

e Un opérateur est fermement non-expansif si et seulement si il est %—moyenné.
e Soient X €]0,1/a[ et A est a-moyenné alors (1 — A\)Id + AA est Aa-moyenné.

Preuve
Voir[1] n
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Proposition 1.18 Soient C' C R™ non vide et m un entier strictement positive. L’ensemble
I ={1,...,m}, soient (T})icr : C — C une famille d’opérateurs et (c;) un réel dans |0, 1[, tel
que pour tout i € I,(T;) est a;-moyenné et

m
T=T---T, -
' T
maX;eg o
Alors, T est a-moyenné.
Preuve
Voir[1] u

Proposition 1.19 Soient C C R" non-vide et 8 € |0,400[. Un opérateur A : C' — R" est
[-cocoercif et v €]0,20[ alors,

(Id —~vA) est (55)moyenné.

Preuve

On a A est fermement non expansif (car A est S-cocoercif) alors SA est %—moyenné. Il existe

(Id+R)
2

donc un opérateur R : C' — R” non expansif tel que A = . Alors, on obtient

- T
Id=yA= (1= go)ld+ 55(-R)

(—R) est une opérateur non expansif, en déduit que

(Id —~A) est (55) moyenné.

1.2 Opérateurs monotones

Définition 1.18 ( Opérateurs multivoques ) [/

Soient X et'Y deux ensembles. Un opérateur multivoqgue T de X dans Y est un opérateur
qui a chaque v € X associe un sous-ensemble T'(x) de Y. Un tel opérateur est aussi appelé
multifonction, et on note : T : X =Y ouT : X — 2V,

Les ensembles

graph(T) = {(z,u) € X xY|u € Tz}
dom(7T) = {z e X|T(x)# o}
Im(T) = {y|Fz:y € T(2)} = Usenn)T'(2),

sont appelés graphe, domaine et image de T respectivement.

L’inverse d’un opérateur multivoque est défini par
T~ (y) ={z € X|y € T(x)}.
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ou de fagon équivalente
z €T (y) & (2,y) € graph(T),

On a les relations suivantes :

domT ' =Im(T), Im(T""=domT, (T')'=T.

1.2.1 Définition et Exemples

Définition 1.19
Soit A : R™ — 28" une multifonction (ou application multivoque). A est dite monotone si

(V(z1,u1) € graph(A)) (V(z2,us) € graph(A)) (uy — ug, xy — x9) > 0,
On note que pour tout x € R"™, A(x) est une partie de R".

Exemple 1.9 Pour n =1, A une application univoque est monotone si et seulement si elle est
croissante car en posant u; = f(x1),us = f(x2)

(T2 —x,up —up) 2 0= (22— 21)(f(22) — flz1)) 2 0.
T2 > w1 = f(22) — flz1) 20= f(z2) 2 f(z1).

Proposition 1.20

Soit f: R™ =] — 00, +00] une fonction convexe et propre, alors Of est monotone.

Preuve
On prend (z,u) et (y,v) dans graph(9f). Alors, d’apres la définition (1.15). on a

(u,z —y) + f(y) = f(2). (1.23)
(vy —2) + f(z) = f(y). (1.24)
En additionnant les inégalités (1.23) et (1.24), on obtient (z —y,u — v) > 0. n

Proposition 1.21 Soit A : R™ — R" une application linéaire, :
1) A est monotone si et seulement si A est semi-défini positif (s.d.p )(i.e., si pour tout
(x e R") (Az,z) >0).
2) A monotone < A+ AT monotone & AT monotone.
3) ATA AAT, A — AT AT — A sont monotone.

Preuve

1) On montre que si A est monotone alors A est s.d.p.

A est monotone donc (Az — Ay, z —y) > 0. En prenant y = 0, on obtient
(Az,z) >0 VreR= Aestsdp.
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Inversement, si A est s.d.p alors
<A‘T —Ay,x—y) = <A(Jf—y),l’—y> = <AU7U> > 0 V.T,y S IRn7

A est monotone.
2) (V(i[fl, .CI?Q) e R" x Rn) <.771 — X9, Aﬂﬁl — A.CI?2> > 0.
(Vz € R") 2(x, Az) > 0.
(Vz € R") (x,Az) +(ATx, 2) > 0.
(Vo € R") (z,(A+AN)z) > 0.

A+ AT monotone.

A monotone

=
=
=
=
=

3) On montre que AT A monotone VA;

Vo (z,(ATA)x) = (Az, Ar) = ||Az|* > 0.

Définition 1.20 Un opérateur A : R® — 28" est strictement monotone si
(V(z1,u1) € graph(A)) (V(zg,uz) € graph(A)) z1 # x9 = (ug — ug, 1 — x9) > 0.
e Tout opérateur strictement monotone est monotone.

Exemple 1.10
1) A est un opérateur strictement monotone si et seulement si A est définie positive.

2) Soit f : R — R une fonction strictement croissante si et seulement si f est strictement
monotone.

Définition 1.21 Un opérateur A : R™ — 28" une multifonction est 3-fortement monotone si
(V(z1,u1) € graph(A))(V(zo, uz) € graph(A))  (uy — ug, 11 — 22) > B || 11 — a2 ||
ot 3 un nombre réel strictement positif

Propriétés 1.2 Soient A : R — 28" et B : R™ — 28" deuxs opérateurs monotones. Les
opérateurs suivants sont monotones :

1) Ax B:R" x R™ — 28" *E™ (3 y) s Az x Ay = {(u,v)|u € Az,v € Bx}.

2) A+ B:x—{u+v|ue€ Az,v € Bz} si R* =R™.

8) ATBA:zw— {ATv,v € B(Ax)} si A € L(R™",R™).

Proposition 1.22 Soit A, B : R" — 28" deux opérateurs monotones et v € R, .
AL yA et A+ ATBA
sont monotones.
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1.3 Opérateur Monotone Maximal

Définition 1.22
L’opérateur A : R" — 28" un monotone mazimal si l'une des deux conditions suivantes est
vérifiée :
(i) A est monotone et il n’existe pas d’opérateur monotone B : R™ — 28" qutre que A tell
que graph(A) soit inclus dans graph(B).
(i) A est monotone et pour tout (x1,u;) € R" x R™,

(x1,u1) € graph(A) < (V(zg,us) € graph(A)) (x; — 2z | ug — ug) > 0.

L’équivalence des deux définitions :

(i) = (i)

Soit (z1,u1) € R™ x R™ tel que I'inégalité ci-dessus soit satisfaite. Soit B tel que graph(B) =
graph(A) U {(x1,uq)}. si A est monotone, B est monotone tel que graph(A) C graph(B) et
d’apres la condition (i), on a B = A = (x1,u;) € graph(A).

(ii) = (i)

Si B monotone et graph(A) C graph(B), alors
(V{1 1) € graph(B))(V(zs, us) € graph(A)) (21 — 3 | w1 — un) > 0
la condition (i7) implique alors que (z1,u;) € graph(A). D’ou B = A.

Propriétés 1.3 Si A et B deuz opérateurs monotones mazimauz de R dans 28" tel que l'une

des propriétés suivantes soient vérifiées
1. domB =R"
2. domA Nint(domB) # &
3. 0 € int(domA — domB)

alors A+ B est monotone mazimal.

Proposition 1.23 Si A: R" — R" un opérateur monotone et continue, alors A est monotone

mazimal.

Preuve
Soit (z1,u;) € R?, tel que(w; — 9, u; — Azy) > 0 pour tout zo € R”. En posant

To =X + *(Ul — Al‘l)
n

(up — Axy,up — Axzg) = —n{xy — x9,u7 — Azg) > 0.
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Donc,

Erf (ug — Axq,up — Azg) = (ug — Axy,ug — Axq)

= ||U1 — ACL'1||2 S 0.

Dot u; = Az;. [

Exemple 1.11 Soient T : R" — R™ une application non-expansive et o € [—1,1] alors Id+ oT

est monotone maximal.

Preuve
Pour tout (z,y) € R x R, alors

((Id+aT)z = (Id+ aT)y,z - y) Iz = yll* — (T2 = Ty, z — y)

v

le—y " =lall Tz =Tyllllz—y |
(I=Ta])lz—y[*>0.

v

Id + oT est un opérateur monotone continue sur R”, donc il est maximal d’apres la proposi-
tion (1.23). n

Proposition 1.24

1
2
2) Si A:R™ — R™ est B-cocoercif alors A est monotone maximal.

1) A:R™ — R" est un opérateur c-moyenné avec o €0, 5], alors A est monotone mazximal.

Preuve

1) A est continue. De plus, pour tout (z,y) € R” x R",
[Az — Ay||* + 22| (Id = A)z — (Id = A)y||* < [lo — y|*,

équivalent a
[Az — Ay[* + 52 |2 — y — (Ax = Ay)|]* < [lz — y]*.

Alors, on obtient
0 <Az — Ayl + (1 = 20) ||z — y|I* < 2(1 — @)z — y, Az — Ay).

2) On a l'opérateur A est S-cocoercif si fA est fermement non expansif, il est monotone
maximal d’apres 1).

Proposition 1.25 Si A : R" — 28" un opérateur monotone mazimal de domaine borné alors
A est surjectif (i.e, Vu € R*, 32 € R" |u € Azx).
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Théoréme 1.8 (Minty)
Soit A : R™ — 28" un opérateur monotone. Alors A est monotone mazimal si et seulement si

Im(Id+ A) = R".

Preuve
Premiérement, on suppose que Im(/d + A) = R™ et fixons (z,u) € R™ x R, tel que

(V(y,v) € graph(A4)) (x —y,u—v) > 0. (1.25)
Puisque Im(Id + A) = R", il existe (y,v) € R™ tel que
veAyetx+u=y+ve (ld+ A)y. (1.26)
D’apres (1.25) et (1.26) on a,
0<(y—zv—u)=(y-zz-y=-|ly—zf <0
Dot y =z et v = w alors, (z,u) = (y,v) € graph(A) et donc A est monotone maximal.

Inversement, d’apres la propriété de la fonction de Fitzpatrick (i.e, Fa(z,u) > (x,u)) d'un

opérateur monotone définie par

Fy:R"xXR" — [—00,+0]
(I’,U) — sup (<ya u> + <l‘, U> - <y,U>
(y,v)€graph(A)
= (z,u) — inf  (z—y,u—v).

(y,v)E€graph(A)

Donc,

2Fy(z,u) + (@, w)* = 2Fa(@,u) + [lo|* + [Jull®
2(w,u) + [|z]* + [|ull®

|l + ulf?

0.

Vv

v

Par conséquent, il existe un vecteur (v,y) € R” x R" tel que

(V(z,y) € R" X R"),  Fa(z,u) + ;II(SC,U)II2 > Sl u) + (v y)lI*.

N | —

Alors

(V(z,u) e R" x R")  Fy(x,u)

v

1 1
Sl + G, v) + Slyll® + g, )

Z I(yv U) + <£L‘,?J> +1<ya u)
(V(z,u) € graph(A4)) (z,u) > §||U||2 + (@, v) + §Hy||2 + (Y, u)
> —(y,v) + (z,v) + (y, u).



On a A est un opérateur monotone maximal donc en déduit que v € Ay, alors on obtient

2(y,v) = vll* +2{y, v) +llyll* +2{y, v)
0 [vI1* + 2y, v) + lyll* = lly + o[> = —v =1y.

v

On conclut que, 0 € (Id+ A)y C Im(Id + A). Maintenant, on fixe w € R" et on définit un
opérateur monotone maximal B : R® — 28" : 2+ —w + Az. Alors, le raisonnement ci-dessus
montre que 0 € Im(Id + B) et par conséquent w € I'm(Id+ A). u

Proposition 1.26 Soit A : R" — 28" un opérateur monotone maximal et pour tout x € R"
alors, Az est conveze et fermé.

Preuve
On pose = € domA,

Az = N(y.v)egraph(a) it € R™[(z — y,u —v) > 0}.

Donc, Ax est I'intersection de convexes fermés. [

Théoréme 1.9 (Moreau) Soit f : R" —] — 00, 4+00| une fonction convexe, propre et semi-

continu inférieurement, alors Of est monotone mazrimal.

Preuve
Voir [1] u
1.3.1 Résolvante d’un opérateur monotone

Définition 1.23 Soit A : R® — 28" une application et v € Ry,. La résolvante de A est
Uapplication multivoque J4 : R™ — 28" définie par

Ja=(Id+ A" (1.27)
L’approximation de Yosida de A d’indice v est définie par

1
A =—(Id—J,,).
gl

Proposition 1.27 Soit A : R" — 28" un opérateur monotone. Alors,
o J,, etlId—J,, sont fermement non expansive et monotones maximales.

e YA :R™ — R" est vy-cocoercive, monotone mazimal et y~'-Lipschitz continuos.

Preuve
Voir [1] n

Corollaire 1 La résolvante de A est %—moyenné d’aprés les Propositions (1.27) et (1.17).
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Proposition 1.28 Soient A : R™ — 28" un opérateur monotone mazimale et v €]0, +oo[. Pour
tout x € R", il existe un unique p € R" tel que x —p € yAp et on a p = J, .

Proposition 1.29 Soient A: R" — 28" v € R, et p € R". Alors
a) dom(J,,) = dom"A = Im(Id + vA) et Im(J,,) = dom(A).
b)pedoerep+yAp e x—peqAp < (p,7 ' (z — p)) € graph(A4).
¢) p€ Axr & p € A(x — yp) & (x — yp,p) € graph(A).

Proposition 1.30 (Inverse d’un résolvant) L opérateur A : R™ — 28" est monotone maxi-
mal et v un réel strictement positif, alors

Jyar = (Id —~Jy14 0y 1d).

En particulier,
Ja-1 = 1Id— Jy.

Preuve
Pour tout x € R”,

p=Jya1v & T€ (Id+~A"Y)(p)

& Y z—peAp
peA( (z —p))
v lp ey A(y T (e - p))
vl e (Id+~y7tA) (v e = p))
v @ —p) = Ja(y )
p=1a—yJy1aly ).

(1 A

Proposition 1.31 (Calcul de la résolvante)
Soit A : R™ — 28" un opérateur monotone maximal et x € R™.
1) Soit B : R™ — 2% ["opérateur définie par B(z) = A(z' — z) pour tout z € R"™, on a alors
Jp(2) =z 4+ Ja(z' — 2).
2) Soit B(z) =2’ + A(z). On a Jp(z) = Ja(2' — 2).
8) Soit v € [0, 40| et B=A+ald. On a Jg = Jayay-1a0 [(1 +a) ' 1d].

Preuve
Soit x et p dans R",
l)p=Jpreoar—pecAp—2)c(r—2)—(p—2)€Alp—2) < p—2z2=Ja(x —2).
Q) p=Jpresr—pez+Aps (x—2)—peAp & p=Jalz —2).
3y p=Jprsr—pedptapsr—(1+apedps (l1+a)'z—pe(l+a)tdp s
p= J(1+a)—1AO[(1+Oé)_1SL’].
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Définition 1.24 Soit B : R" — 28", L’ensemble des points fizes de B est défini
Fix(B) = {xr € R" | x € Bz}.

Définition 1.25 Soit A un opérateur monotone et v un réel strictement positif, on définit la

résolvante réfléchie par
Ry=2J4—1d.

Théoreme 1.10
Soit D un sous ensemble non vide dans R™, T : D — R™ une application. Notons A =T"1 — Id.
Alors

1) T est fermement non expansive si et seulement si R = (21 — Id) est non expansive.

2) T = Jy.

3) T est fermement non expansive si et seulement si A est monotone.

4) T est fermement non expansive et D = R™ si et seulement si A est monotone mazimal.

Preuve

e On montre que 7 est fermement non expansive si et seulement si R = (27" — Id) est non

expansive. Il est facile de vérifie que
IRz — Ry|* = [|2T% — 2Ty|* + |lo — y||* = 2(Tz — Ty, x — y). (1.28)
si T est fermement non expansive alors la relation (1.28) entraine,

IRz — Ry|* < 2(x—y,Tx—Ty) + |z —y|* = 2(Tx — Ty,x — y)

< le =yl
Si on suppose que R est non expansive alors la relation (1.28) nous donne,
2|Tz = Tyl + llz — ylI* = 2(Tx — Ty, x — y) < ||z — y|*,

on obtient donc,
Tz — Ty|]* < (v —y, T — Ty).

e Pour montrer 2) on utilise (1.27), alors
Ja=Id+ A '=Id+T '~ Id) ' =T.

e Troisiemement, on suppose que 7" est fermement non expansive et on prend (z,u) et (y,v)

deux éléments de graph(A), alors on obtient
r=T(x+u)ety="T(y+v).
Par conséquent,
(x—yu—v)y=(T(x+u)—T(ly+v),Id=T)(x+u) — (Id—T)(y +v)) > 0.
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qui prouve la monotonie de A.
Maintenant, si A est monotone et x et y € D alors x — Tx € A(Tx) et y — Ty € A(Ty)
donc

(Tx —Ty,(xr —Tx) — (y — Ty)) > 0 implique que T" est fermement non expansive.

e Dernierement, d’apres 3) et le Théoreme 1.8 on a A est monotone maximal si et seulement
si
R" =Im(Id + A) =Im(T™"') =dom T = D.

1.3.2 Zéros d’un opérateur monotone

Définition 1.26 Soit A : R" — 28" un opérateur monotone. L’ensemble des zéros de A, noté
zer(A), est
zer(A) = A7'0={r ¢ R" | 0 € Ax}.

Proposition 1.32 Soit A : R* — 28" un opérateur mazimal monotone. Si l'une des hypothéses
suivantes est vérifiée

a. A est surjectif.

b. dom(A) est borné,
alors zer(A) # ().

Propriétés 1.4 Soit A : R" — 28" un opérateur mazimal monotone. alors zer(A) conveze et

fermé.

Preuve
On a si A un opérateur monotone maximal alors Az est convexe et fermée et zer(A) = A710 est

un convexe fermé (car A~! est monotone maximal). ]

Proposition 1.33 Soient A : R™ — 28" un opérateur monotone et v €]0,+o00[. On a

Fix(J,,) = zer(A).
Preuve

VxeR") 0€Ar & 0€rAx
& ze(ld+~yA)x
& rc(ld+~yA) 'z
& x=J,7.

Proposition 1.34 Soit A : R" — 28" un opérateur strictement monotone. zer(A) contient au

plus un élément.
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Preuve
zer(A) contient deux point distinct qu’on note x et y. Alors, 0 € Az,0 € Ay, puisque A est
strictement monotone. On obtient,

0=(x—y,0-0)>0.
Ce qui est impossible. [

Proposition 1.35 Soient A, B : R* — 28" deuz opérateurs et v € Ry,. Alors
1) zer(A+ B) = dom(AN(—B)).

2) On suppose que A est monotone et B est au plus un élément alors,

zer(A + B) = Fix(J,, o (Id — vB)).

Preuve
Y 0€ Az + Bz < {(Ju € Bz) —u € Ax}
& Axn(—Bz) # 2.
2) 0c Az + Br < —Bze Az

& x—vyBr ex+ Az
& xve((Id+~A) " o(Ild—~B))x
& x=(Jy,o(ld—vB))z.

Définition 1.27
Une fonction différentiable f : R™ — |—o00, +00| est dite de gradient L-Lipschitz sur un sous-
ensemble C' de R™, pour L > 0, si

(V(z,y) € C?) IV f(2) = Vi)l < Lllz —yl. (1.29)
Proposition 1.36 [7/

Soit f: R™ — |—00, +00] une fonction propre telle que, pour tout x € R™, f(x) = g(x) + h(x),
ot g est une fonction propre différentiable sur domf et h est une fonction propre. On a alors

(Vo € domf) Of(x) = Vg(x)+ Oh(x).

Lemme 1.1 (Lemme de descente) Soit f : R™ —] — 0o, +00] une fonction différentiable a

gradient L-Lipschitz, elle satisfait

(Va,9) €R" X RY) f(y) < f(&) + (V(x)y — )+ 5 Iy — ol
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Preuve
Pour tout (z,7) € R™ et t € R, soit ¢(t) = f(z + t(y — x)).¢ est différentiable et

¢'(t) =(Vf(z+tly—z))y—z).
On a alors

61— 6(0) = [ &ty

1

fly) = flx)+ t:0<Vf(:C+t(y—x)),y—x)dt.

= S+ [ (VS iy~ ) - V@) + V) y - )t

= J@) V@) y - a) + [ (Vi — ) -~ V() - 2t

d’apres l'inégalité de Cauchy Schwartz et (1.29),

&) < F@ i@y -a+ [ Lyl

= @) (V@) -z |

Définition 1.28 L’opérateur T : R™ — 28" (un opérateur multivoque) est dit Lipschitz continu
sur' V- (ensemble ouvert V- C R™) s’il est continu et si de plus, il existe une constante L > 0 telle

que pour x1,xe €V et yy € T'(x1), il existe yo € T(x2) satisfait

Iy = ya [[S L[ 2y — s |-

1.3.3 Suites Fejér-monotones

Définition 1.29 Soit (x,) une suite d’éléments de R™ et D C R". (z,) est une suite Fejér-
monotone par rapport a D si

(Ve e D)(Vn e N) ||zpi1 — x| < ||z — ||

(Vx € D), la suite (||z, — x||) est décroissante .

Exemple 1.12

1) Toute suite (x,) croissante et majorée dans R de limite ¢ est Fejér-monotone par rapport
[0, +o0o[ (voir Figure 1.4).

2) Soit D un sous ensemble non vide de R" et T : D — D un opérateur non-expansif tel que
FixT # @. Soit xy € D, on définit la suite (x,) par x,.1 = Tx,. Alors, (z,) est Fejér-monotone
par rapport a Fix T
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FIGURE 1.4 — Preuve de I'exemple (1.11).

Propriétés 1.5 Si (z,)nen est une suite Fejér-monotone par rapport ¢ D C R™ alors
a) (z,) est bornée.
b) Pour tout x € D, (||z, — x||) converge.

¢) (dp(xn))nen est décroissante et convergente.

Preuve
Voir [1]
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Chapitre 2

Algorithmes Proximaux

2.1 Opérateur proximal

L’opérateur proximal en un point x € R" a été défini par Moreau en 1965 [3]. Pour une

fonction f convexe, s.c.i et propre et v € ]0, +00[, il existe un unique p € R" tel que

yeR”

1 1
fp) + - llp = all* = inf (f(y)+glly—rc||2)-

Définition 2.1

o Soit f: R" — RU{+o0} une fonction conveze, s.c.i et propre. On appelle opérateur
proxzimal de f, qu’on note proxy. L opérateur défini par

) 1
proxs(u) = argmin (f(x) + §||a: — u||2)
zeR?

e Soit f € To(R™). L’enveloppe de Moreau de parameétre vy €]0, 00| de f est

1
Y £ .M . : - 2
f:R %R-xHyggn(f(y)Jthy z[?).

2.1.1 Propriétés élémentaires

Proposition 2.1
Si f: R" = RU{+o0} une fonction convexe, fermée et propre. proxy(x) est bien défini (existe et

unique) pour tout x € R™ car la fonction (f(z) + §|lz — ul|?) est strictement convexe et coercive.
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De plus, il est caractérisé par

u = proxs(x).
< 0e€0f(u)+u—=.
sSu=Id+0f) ! (x).
& u = Jys(x).

Proposition 2.2 (Caractérisation)

Soit f une fonction convexe sur R™, (x,u) € (R™)?,

u=proxs(z) & Vy € R" (y —u,xz —u) + f(u) < f(y).

Preuve
(=) Supposons que u = proxs(x). Soit p, = ay + (1 — a)u o y € R et a €0, 1] alors en

utilisant la définition de I'opérateur proximal puis la convexité de f, on obtient

F) 4 Sl —ul? < Fpa) + 120 —
< afly) + (1 - )f(u) + 172 —ut alu )

D’ou )
F(w) < af(y) + (1= a)f(w) = aly —w.z = u) + Fllu— ||
Alors,

=z —u) + f(u) < ) + 5 Iy — ul®

Le résultat s’obtient en faisant tendre « vers 0.
Réciproquement, si on suppose que (y — u,z — u) + f(u) < f(y) pour tout y € R", on a alors

flw)+172|z —ul* < fly)+ 12z —ul® + (u—y,z — u)
< fly)+1/2)lx —ul? + (u—y,x —u) + 1/2]ju — y|?
= fly)+1/2]|z —y|.

donc, d’apres la définition de 'opérateur proximal on déduit que u = prox(z). [ ]

Une propriété importante des points fixes de I'opérateur proximal est la suivante.

Proposition 2.3
Soit f:R" — RU {400} une fonction conveze et propre définie sur R™. Alors

Fix(proxy) = argmin f.

i.e., x* = proxs(z*) si et seulement si x* € argmin f.

Preuve
=) Si #* est un minimiseur de la fonction f, i.e., f(z) > f(«*) pour tout x € R™, alors

f@)+ 172z —a"l3 > f(@") = f(=") + (1/2) 2" — 2”|]3
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pour tout x € R donc, z* minimise la fonction z — f(x) + (1/2)||z — z*||3. On obtient
x* = proxs(z”).

<) Soit z* tel que proxs(z*) = x*, donc z* est un minimiseur de la fonction g définie par

D’apres le Théoreme 1.5 ou 0 € dg(z*). Or
dg(x) = of (x) + (x — a7).
En particulier dg(z*) = df(z*), on obtient 0 € df(z*). Alors x* € argmin f. u

Proposition 2.4 (Contraction et expansivité)
Soit f : R™ — R une fonction convexe, propre et fermée. Alors les applications prox; et

Id — proxy sont fermement non-expansives, c’est a dire

(V(z,y) €R" xR") [|prox;(z) — prox;(y)||* + [|(z — prox;(x)) — (y — prox; () |I* < [z — y[*.

En particulier, ces deux opérateurs sont non-expansif (1-Lipschitz).

Preuve
Soit (z,y) € R™ x R™, si on note p = proxs(x) et ¢ = proxy(y) alors d’apres la Proposition 2.2
on a

(g—p,x—p)+ fp) < f(@) et (p—q,y—q) + flg) < fp)

En additionnant ces deux inégalités on obtient

0<(p—q,(r—p)—(y—q)-
On conclut

lz—yl> = lp—q+@—p)— (-9’

lp—all? + Iz —p) = (y—I*+2p—q.(x —p) — (y — q))
> lp—aqlP+l(z—p) - -9l
[prox s (x) — prox;(y)||* + ||(z — proxs(z)) — (y — prox;(y))|*.

Proposition 2.5 (Identité de Moreau)
Soit f: R™ — RU {+o0} une fonction convexe et s.c.i. Alors

x = proxs(x) + proxs-(z).

Preuve
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On note u = proxs(x) et v = x — u. Le vecteur u satisfait
0 € df(u)+u—x alors v —u € df(u) soit encore v € 0f (u).
On a donc u € 9f*(v) soit encore  — v € f*(v) ou v = prox«(x).

Alors, on conclut = v+ v = x = prox(x) + prox s« (z).

Propriétés 2.1
Pour tout i € {1,...,k}. soit f; € To(R™), pour tout (z1,...,x;) € R™ x --- x R™. Sj

flzy, ... xp) = Zfz(xl)

Alors

proxs(zy, ..., o) = (proxy, (1), ..., proxy, (z)) = (proxy,(;))1<i<k-

2.1.2 Calcul d’opérateurs proximaux

> Si f(z) = «, alors proxy = Idgn.
car, on a proxy(u) = argmingeg. (f(z) + 5[z — ul]*) = w.
> Si £(z) = a2
u;, —a siou; < a.
(proxs(z))i = 4 0 st |w [<a

u,+a siou; > —a.

Pour f(z) = a|z| on a prox;(u) = argmin,cg.(a|z| + 3(z — u)?). En posant que F(z) =

alz| + 3 (2 — u)? donc,

(x—u)—a si z<0.
0€dF(z)=(r—u)+adlz]| = —u+a[-1,1] si z=0.

(x —u)+« si z>0.

e r—u—a=0=>zr=uta=uta<0=u< —a.donc,si u < —a alors prozs(u)

U+ o.
e [—a,a] —u=[-a—wu,a—u|] pour tout x = 0.
er—u+a=0=z=u—a>0. Donc, siu>a= prors(u) =u—a.
uta st ou<-—a.
proxs(u) =40 si —a<u<a.

u—«a Sl ou>a.

on a (prox;(u)); = (proxy,(vi)).
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> Si f est une fonction indicatrice d'un convexe fermé C' dans R™ défini par

0 sixzeC.

+o00  sinon .

(Ve e R")  1.(z) =

Son opérateur proximal est la projection euclidienne de x sur C. En effet,

prox;(r) = argmin |lu — x5 = Po(x)
ueC

> En particulier, si f est une fonction convexe et différentiable alors 'opérateur proximal
de f au point x est caractérisé par ’équation implicite suivante

p=prozs(z) = Vf(p)+p ==

En effet, p = argmin, f(y) + ||y — «||? si et seulement si V f(p) +p — 2 = 0.

Par exemple si f(z) = 3||Az — b||? ot A est une matrice m X n et b € R™

p=(Id+ATA) (z+ ATb).

Selon les propriétés de A il est plus ou moins facile de calculer p. Il existe des situations
ou ce calcul peut étre fait de maniere rapide, c’est le cas par exemple si on dispose d’une
transformée rapide pour diagonaliser AT A. C’est évidemment le cas si A est une matrice
orthogonale. Si on ne dispose pas d’algorithmes rapides, on peut utiliser des algorithmes
itératifs qui donneront des valeurs approchées du prox en un nombre fini d’étapes.

> Si f(x1,22) = fi(x1) + fa(xe) Vopérateur proximal de f s’exprime simplement & partir de
ceux de f; et de fy dans la mesure ou les minimisations sur x; et x5 sont indépendantes,

ainsi
pI"OXf(l‘l, CC?) = (prOXﬁ ('Tl)v Proxpy, (‘T?))
Propriétés g(x) prox,(z)
Translation flx—2), zeR" z + proxs(x — 2)

Changement d’échelle  f(px), p € R* Iprox e ¢(px)

Enveloppe de Moreau 7 f(z) = inf egrn f(y) + %Hx —yl|>v>0 ﬁ[’ym+pro><(1+v)f(x)]




2.2 Les algorithmes proximaux pour ’optimisation non-
différentiable

L’opérateur proximal est central pour la résolution des problemes d’optimisation non dif-
férentiable. Les méthodes proximales sont utilisées pour la résolution de quelques classes de
problemes telle que :

1. Algorithme du point proximal.

2. Somme d’une fonction convexe différentiable et d’une fonction convexe non-différentiable.

3. Somme de deux fonction convexe, propre et s.c.i.

4. Algorithme des directions alternées.

2.2.1 Algorithme du point proximal

Algorithme de point fixe

Dans la section des opérateurs proximaux, on a montré que x* est un minimum de la fonction
f si et seulement si x* est un point fixe de 'opérateur proximal. Ce dernier est un opérateur
non-expansif. L’algorithme du point fixe appliqué a un opérateur non expansif ne converge pas
en général. Si on I'applique a 'opérateur —Id qui est non expansif on obtient la suite (z,,) telle
que Tn+1 = —x, qui oscille entre zy et —xy. Mais, si on prend N un opérateur non-expansif et
lopérateur T'= (1 — a)ld + aN ou « €]0, 1] alors, les points fixes de N et T" sont les mémes,
i.e.,

Tpr1 = (1 —a)z, + aN(x,)

c’est a dire
Tr=z = (l—a)r+aNzx

r = x—oar+alNx

ar = aNxr < Nz =zx.
L’opérateur T est un opérateur a-moyenné alors cet opérateur est non expansif. Donc

1Tz —Ty|| = ||(1-a)z+aNz—(1—-a)y+aNy|

(1 = a)(z —y) + a(Nz - Ny)||

(1 —a)llz =yl + | Nz — Ny]|

(1—a)||lz —y| +allz —y|| = ||xr —y||. (carN est non expansif )

IAN N

Théoréme 2.1

Soit C'C R™ un convexe, fermé et non vide. Soit T : C — C' un opérateur non expansif tel que
FixT # @. Soit zy € C,
(Vn e N) z,41 =T (x,).

40



Si ||T () — zu|| = 0 alors la suite (x,)nen converge vers un point five de T

Preuve
Pour tout n € N et y un point fixe de 'opérateur 1" alors

201 = yll < (I T2n = Tyl < [l = yl|

Alors, la suite (x,,)nen est Fejér-monotone par rapport a FixT et (||, — y||) est décroissante
donc bornée, ainsi la suite (z,,) est bornée. Soit (x,, )ken une sous-suite de (x,)nen telle que z,,
converge vers x’. comme ||T'z,, — x,, || — 0 alors, T2’ = 2’ et 2’ € FixT. Puisque la suite (z,,)
est Fejér-monotone par rapport a FixT', on obtient que la suite (||z, — 2'||) est décroissante,
comme la sous suite (||z,, — 2’||) converge vers 0 alors la suite (||z, — 2’||) converge aussi vers 0.
D’ou, la convergence de la suite (z,,) vers un élément de FixT. ]

Ceci suggere immédiatement la méthode proximal la plus simple :

L’algorithme du point proximal est aussi appelé algorithme d’itération proximal ou algorithme
de minimisation proximal comme son nom l'indique est ’algorithme qui consiste a appliquer de

maniere récursive I'opérateur proximal de la fonction A f pour minimiser f sur R™.

Soit f: R™ — R U {400} une fonction convexe, propre et s.c.i, alors 'algorithme est défini
par

(g € R")  @py1 = proxys(xy).

ol A est un réel strictement positif. Une telle suite converge vers un minimiseur de f, il suffit

pour cela d’appliquer le Théoreme 2.1. En effet, z,1 = argmin f(z) 4+ 3;||z — 2,/ alors,

1 1
f(xns1) + ﬁHan —2,|]? < fz) + ﬁﬂx — |2 pour tout z € R".

De méme, on obtient

f(@nt1) + 21)\Hl’n+1 — l’nH2 < flzn) = f(zps1) < f(z) — 21>\”xn+1 - anQ < f(xn).

Alors, la suite (f(x,)) est décroissante et elle est minorée par inf f, donc elle converge car

1
llTng — 1‘nHQ < |f(xn) = f(@ns1)]
2\
Par passage a la limite, on obtient |f(z,) — f(2,41)| converge vers 0.

Théoréme 2.2 Soit f € T'\(R") telle que argmin f # &. Soit (Ay)nenn une suite de 0, +o00|
telle que

+o0

Z)\nz—i-oo et xg € R™.

n=0
Si, pour tout n € N,

Fasn = DrOxa s (22).

alors,

a) f(z,) — inf f(R™).
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b) (p)nen converge vers un point de argmin f.

Preuve

a) Soit z € argmin f, z,.1 = proxy, ;(z,) < Tn11 = (Id+ X\, 0f) () donc
(Vn € Nz, — 2,01 € \Of (Tp41).
D’apres la définition du sous différentiel, on a

(Z — Tnils Tp — xn+1>

£(2) 2 Flawn) + i

De méme, on obtient

Donc,

|Zn11 _ZH2 = |znp _xn+xn_z||2
_ 2 2
— il — — — —
”x +1 an + ”xn Z“ +2(Tn — 2, Tny1 $n>

lzn = 2[1* + ll2nss = zall® + 2020 + Tos1 = Tnsr = 2, Tngr — )

o = 212 4 [ = 2 = 2nis — 2all? + 202 = i1, 00 — T0pa)

< N = 2112 = #ngs = zl® + 22 [f(2) = f(2n11)]

< lwn = 2P = 20 [f (@np1) = f(2)]

< lwn = 2l = 20[f (2041) — inf £] (2.1)
<l — 2|7

La suite (x,) est Fejér-monotone par rapport a argmin f et d’apres 'inégalité (2.1) on a

k k

S () —int f] <D = 2l w2l
n=0 n=0
< lwo = 2l = e — 2%

On obtient,
> 20 [f(wni1) — inf f] < +o0.
n=0

Alors, f(x,) > inf f et la suite (f(z,)) est décroissante et minorée donc elle converge

vers /.
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e Si ¢ >inf f alors f(x,41) — € < f(x,y1) — inf f, en effet

> 2N, [f(a;nﬂ) — inf f} > > 2X\, (¢ —inf f)  pour tout n
n=0 n=0

v

2(¢ — inf f)(i M)

>  +oo.

On en déduit que ¢ = inf f et f(z,) — inf f(R"™).

b) La suite (x,) admet une seule valeur d’adhérence. En effet, si z et y sont deux valeurs
de la suite (z,), alors il existe deux sous-suites (z,,) et (z,,) qui convergent vers x
et y respectivement. Le sous suite (z,,) converge vers z et la fonction f est s.c.ien x
alors liminf f(x,,) > f(z) comme f(z,) — inf f alors liminf f(z,,) = inf f. Par suite,
f(z) <inf f. Ce qui montre que = € argmin f. Pour montre y € argmin f on a le sous
suite (z,,) converge vers y et la fonction f est s.c.i en y alors liminf f(x,,) > f(y) comme
f(z,) — inf f alors liminf f(x,,) = inf f. Par suite, f(y) < inf f. Ce qui montre que
y € argmin f.

(@, —y) = llon — 2l = 2w — ylI* + l2l* = llylI*.

Alors, (x,,x — y) converge vers une limite ¢ car les suites (||x, — z||) et (||z, — yl|)

convergent. Fn effet,

(pn,,x —y) converge vers (x,x—y) =~

(n,,x —y) converge vers (y,x —y) = L.

Donc, on obtient (z,x —y) = (y,x — y) alors ||z — y||> = 0 = z = y. Par conséquent,

(Zn)nen converge vers un point de argmin f.

2.2.2 Algorithme d’optimisation : Forward-Backward

L’algorithme Forward-Backward (FB) ou bien méthode de gradient proximal est un algo-
rithme qui permet de résoudre le probleme d’optimisation suivant :

trouver x* € aag&n (h(a:) = f(z) + g(:c)) (2.2)

ou
o f:R"™ — R est convexe, différentiable et a gradient L-Lipschitz i.e.,
(V(z,y) e R* xR") [[Vf(z) - V)l < Llz -yl

e g:R" — RU{+o0} est convexe et s.c.i qu’on peut calculer son opérateur proximal.
Cet algorithme consiste a alterner une descente de gradient explicite sur f et un opérateur

proximal sur g. On suppose que ce probleme admet au moins une solution. Les conditions

43



d’optimalité de ce probleme sont : 0 € dg(z) + V f(z) & =V f(z) € dg(x).

Proposition 2.6 Soient z* € R™ et A €]0,+00]. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) x* est une solution du probléme (2.2).
b) a* = prox),(z* — AV f(z*)). Cette equation est appelé I’équation de point fize.

Preuve
0eVf(x")+0g(z*) < —=Vf(z*)edg(z").
& ot = AV f(z") € ¥ + \dg(x™).
& 2" = (I +Ng) (I = A\Vf)(a*).
& o =proxy,(z* — AV f(z")).

D’apres la caractérisation de point fixe précédente, on définit un algorithme itératif permettant

de trouver une solution du probléeme (2.2) comme suit

(Descente de gradient proximale) (Vn € N)  x,41 = proxyg(x, — AV f(z,)).

Théoréme 2.3 (Algorithme de Krasnosel’skii-Mann)
Soit C' un ensemble convexe, fermé et non vide de R™. Soit T : C' — C' un opérateur non-expansif
tel que FixT # &. (A\y)nen une suite dans [0, 1] telle que

> Al =A,) = +oo.

neN

On a
g €C et (YneN) z, =z, + \(Txy — ).

Les propriétés suivantes sont satisfaites :
e (xz,) est Fejér-monotone par rapport a FixT.
o (Tx, — x,) converge vers 0.

o (x,) converge vers un point de FixT.

Preuve

e On montre la Fejér-monotonicité de la suite (z,) par rapport a FixT : (Vn € N)(Vz €
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FixT') on a

||xn+1 —:E||2 = Hxn+)‘n(Txn_$n) _xHQ (2.3)
= [[(1 =) (xn — ) + Ap(Tp — 33)”2

(1= X) ||z — :1:||2 + M| Ty, — :L‘||2 (=2 Tz — x4+ 2 — :16n||2

(1= Xo)||zn — :EH2 + M\|| Ty, — T:CH2 — (1 =) Tz, — anQ

< (=) |lwn — :L‘||2 + >‘n||$n - xHQ — An(1— )‘n)HTxn - anQ
< |lwn — xH2 — A1 =) T2y, — xn”z (2.4)
<l — %

e On montre que 7'z, — z,, — 0. D’apres 'inégalité (2.4) on obtient

YAl = ATy — 2| < [lzo — l* = logsr — z]|* < o — 2. (2.5)
neN

De plus, en utilisant 'hypothese que T est non-expansif on obtient

1TZns1 — Tnpal| = [[T2pg1 — Ty + (1= X)) (T2 — 2,) ||
[Zn1 — znll + (1 = M) [Ty — 20|

IN

= [Tz — 2.

Comme Y ,cny An(1 — \,) = +00 et que la suite (||Tz, — x,||)nen est décroissante on
déduit de (2.5) que (T'x,, — ,)nen tend vers 0.

e Soit (z,,) une sous suite de (z,) telle que (x,, )ren converge vers a’, comme Tz, — z,
tend vers 0, la suite Tz, — x,, — 0, en déduit que T2’ = 2’ = 2’ € FixT. Puisque la
suite (z,,) est Fejér-monotone par rapport a FixT', on obtient que la suite (||x,, — 2/||) est
décroissante, comme la sous suite (||z,, — 2'||) converge vers 0 alors la suite (||z, — 2'||)
converge aussi vers 0. D’ot, la convergence de la suite (z,,) vers un élément de FixT.

Proposition 2.7
Soient T : R™ — R™ un opérateur a-moyenné avec o €]0, 1] tel que FixT # & et (A\,)nen une
suite dans [0, 1] telle que

> (1= a),) = +oo.

neN
On a
(xg €R™) et (VneN) x,11=x,+ AN (Txy, — ).

Les propriétés suivantes sont satisfaites :
o (x,) est Fejér-monotone par rapport a FixT.
o (Tx, — x,) converge vers 0.
e (z,) converge vers un point de FixT.
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Preuve
L’opérateur T' étant a-moyenné alors il existe un opérateur R non expansif telle que

T =(1-a)ld+aR.

On note que, FixT' = Fix R. En posant, u, = a\,, on s’apercoit que u, € [0, 1] pour tout n € N.

Les itérations peuvent se réécrire

(VneN) z,01 = z,+ \(Tx, —x,)
= Xy + pn(Rx, — ).

Les résultats découlent alors du Théoréeme 2.3. ]

Proposition 2.8 Soit A : R* — 28" un opérateur monotone mazimal et B : R® — R™ un
opérateur 3-cocoercif ou B €)0,4o00[. Soient v €]0,20[ et 6 = min{l, /v} 4+ 1/2 et (Ay)nen une
suite dans [0, 9] telle que 3 ,en An(0 — N,) = +00.

Supposons que zer(A+ B) # @. Soit xg € R™ et

n — n_Bn
(Wneny (T tmTIOE

Tpi1 = T + A (Jyayn — 2n).
Alors, la suite (x,)nen converge vers un point de zer(A + B).

Preuve
Soit T'= Jys 0 (Id —yB). D'un coté, on a J, 4 est %- moyenné d’apres le Corollaire 1. Et d'un
autre coté, la Proposition 1.19 implique que Id — vB est (;—ﬁ)—moyenné. Pour tout « € R",

reFixTer—yBrex+vyA<0€y(Ax + Bzr) < 0 € Ax + Bu.
D'ou FizT = zer(A + B) # @. De plus, pour tout n € N
Tl = Tp + M(Tzy — 24).

On en déduit que T est a-moyenné d’apres la Proposition 1.18 avec

2 2 2 2 1
o = 1 = 3 = - = — = —,
]-+ max{%7%} ]-+ max{l,%} 1—’_2r1/11r1{17 %} 25 5

Le résultat découle alors du précédent. [ ]
Remarque 2.1 Quand B =0 et A\, = 1, on retrouve [’algorithme du point proximal.

Corollaire 2 Soit f € T'g(R™) et g une fonction convexe différentiable de gradient 1/3-
lipschitzien ou B €0, +oo[. Soient 7, €]0,28] et 6 = min{l,%} + 5 et (An)nen une suite
dans [0, 9] telle que

S (6= A,) = +oc.

neN
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Supposons que argmin(f + g) # . Soit xy € R™ et

Yn = Tn — fYan(xn>

(Vn € N)
Tp+l = Tp + An {prOX’Ynf(yn) - xn:|

Alors, la suite (x,)nen converge vers un minimiseur de f + g.

Preuve
Le résultat s’obtient en utilisant la Proposition 2.8 avec A = df et B = Vg et en remarquant
que zer(J0f + Vg) = argmin(f + g). [

Interprétation Majoration-Minimisation (MM)

On interpréter la méthode de gradient proximal par I’algorithme Majoration-Minimisation,
alors pour tout k£ € N et d’apres le Lemme 1.1, on obtient

1
g(x) < glxw) + (Vg(ae), z — xp) + %Hx — )2
1 —~
< gla) + (Vg(a), v — ap) + %Hfﬂ —a|* = fou(x, 2p).
On en déduit

flx) + g(x) < (@, z) + f(2) = g, (2, 73) pour tout .

On minimise une majoration de f + g qui est ¢, (z, xy).

Tp41 = argmin g, (z, xy).

Alors, on obtient

0 € 0f (xs1) + Valar) + = (wrp — o0)

0€ Z20f(wh) + EVg(w) + (Trst — z1)
Yk 2 2

v — V() € (Id+ O (@)
v = (Id+ B0 (@i — TVg(a)

Tis1 = prowsy f(w — 2 V()

r et ¢ ¢ 2

T = proxg, f (v — BVg(zr)).

Remarque 2.2 Si les suites (7,) et (A\,) vérifiant la relation y,\, < B pour tout n, alors la
suite (f(xn) + g(x,)) est décroissante. En effet, pour tout n € N, définissons p,, = prox.¢(z, —
YV g(x,)), on a en choisissant 0 < A, <1

f(xn—&-l) = f((l - )‘n)xn + )\npn) < (1 - /\n)f(*rn) + )‘nf(pn)- (2'6)
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Par ailleurs, d’aprés le lemme de descente,

1
9(Tnt1) < 9@n) + (Vg(@n), Tni1 = 2n) + 53l En11 - z* (2.7)

Enfin, d’apres la définition de 'opérateur proximal,

1 1
Yo f (Pn) + S llpn — 0 + YV (@)||? < f () + 5%3||V9(:En)||2-

On en déduit

Puisque xyv1 — xp = Ay(Pn — ), 0N @

1 .
)‘nf(pn) + <v9(xn)v Tnt1l — $n> + §7n1>‘n1|’xn+1 - an2 < /\nf(xn) (2'8)

Par l'addition des équations (2.6), (2.7) et (2.8), on obtient;

Fnis) + 9(ner) + 30 N = B Dss =l < F(o) + glan)

Done, si v, ' A0 — 871 >0 ou v\, < B, la suite (f(z,) + g(xn))nen est décroissante.

n

2.2.3 Algorithme d’optimisation : Douglas-Rachford

Dans cette partie on souhaite résoudre le probléme

win F(r) = min (f(z) + 9()).
ou les fonctions f et g sont convexes, propres et s.c.i. Ici on ne fait pas d’hypotheses de
différentiabilité sur f. On remarque dans le cas de 'algorithme Forward-Backward les points
fixes d'un certain opérateur sont les minimiseurs de F' et pour l'algorithme Douglas-Rachford,

les minimiseurs sont les images par un opérateurs de ces points fixes.
Proposition 2.9 Soient A : R* — 28" et B : R* — 28" deux opérateurs monotones et

v €]0,4+00[. On a
zer(A+ B) = Jyp(Fix(Ry 4 Ry g)).
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Preuve

0 € yv(Ax + Bx) (3z€R") ze~Az et —z € B
(JyeR") z—yevyArety—x € yBx
20 —y € (Id+~yA)x et v = Jy5y
r=J,,(Rgy) et x = Jypy

Ry\(Rygy) =22 — Rygy =y et = Jopy

(O T

(Jy € FixRy \R\5) == Jpy.

Proposition 2.10
Soient A, B : R™ — 28" deux opérateurs monotones mazimaux. Soit v €]0, +0o[ et s0it (Bn)nen
une suite dans [0, 2] telle que Y, cxn 5n(2 — 5,) = +00. Supposons que zer(A + B) # &.

Soit xg € R™ et
Yn = JypTn
(Vn € N) 2y = Joy 4 (2Un — Tn)
Tyl = Ty + Bn(zn - yn)

Les propriétés suivantes sont satisfaites :
1) x, — 2’ € R".
2) (yn) et (2,) convergent vers J,px' € zer(A + B).

Preuve
L’opérateur T' = R, R, est non expansif puisque R, et R,y le sont. Aussi, d’apres Proposi-
tion 2.9 on a zer(A + B) = J,5(FixT') qui est non vide. Par suite 'ensemble FixT est non vide.
De plus, on a pour tout n € N.
Tpp1 = Tn+ BulJyp (2020 — T0) — Jypy)

= @+ BulJya (Rypn) — Jyps]

= Tnt %[2J7A<R7an) — Rypn — ]

= o, + 2Tz, — 2,)

= xn+ M\(Txy — z4).

D’apres le Théoreme 2.3 avec A\, = ’%", on obtient que Tz, — x, — 0 et z, — 2’ € FixT.

Montrons maintenant que les suites (y,) et (z,) convergent vers J,zz' € zer(A + B). Pour tout
n e N,

Zn = Yn = Jya2ypTn — ) — JigTn
255 (Ryptn) — Ryptn — 2n

1
2
= Tz, —=,) —0.
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Jyg est continue, on a y, — J,g2' € zer(A + B) et puisque 2z, — y, — 0, on a aussi que
2y = Jypt’ € zer(A+ B). |

Théoréme 2.4 Soient f et g deux fonctions dans U'o(R™) telles que argmin(f + g) # &. Etant
donné v €0, 4+00| et (Ay)nen une suite d’éléments de [0, 2] telle que Y, cn An(2 — \y) = +00.

Considérons la suite (z,,) définie par :

Soit rg € R et
Yn = PTOXygTn
Zp = ProXr(2yn, — )

Tpi1 = Ty + )\n(zn - yn)

On suppose que l'une de ces trois hypotheses est vérifiée :
a) (ridom(f)) N (ridom(g)) # @.
b) g est polyédrique et dom(g) Nridom(f) # .
c) f et g sont polyédrique et dom(f) N dom(g) # @.
Alors, il existe x € R™ tel que
1) prox,,x € argmin(f + g).
2) (z,) converge vers .

3) (yn) et (z,) convergent vers prox.,x.

Preuve

Le résultat s’obtient en utilisant la Proposition 2.10 avec A = 0f et B = 0dg qui sont des
opérateurs monotones maximaux d’apres le Théoreme 1.9. De plus, on a J,9f = prox, s d’apres
la Proposition 2.1 et argmin(f + g) = zer(A + B). ]

Remarque 2.3 L’algorithme de Douglas-Rachford peut étre exprimé de plusieurs manieres
dans la littérature. Il est fréquent par exemple que les paramétres X, soient fizés a 1, l’algorithme

s’exprime alors de la maniére suivante

Yn = PrOX.yy,
(Vn € N) Zp = ProxX~ f(2y, — x,)

Tn+l = Tpn + 2n — Yn-

Mais en se passant de la variable z, on obtient alors la description des suites (T )nen €t (Yn)nen
de la maniére suivante

(VTL > 1) Ty = Tp_1+ prOX’Yf(Qyn—l - xn—l) — Yn—1,
- Yn = PIOXqq(Tn).

On peut aussi introduire comme variable auxiliaire w, = prox,s(2y,—1 — Tn_1), changer 'ordre
de mise a jour des variables et réécrire l’algorithme

Up = prOX’Yf(Qyn—l - xn—l)
(Vn >1) Tp = Tpo1 + Up — Yn_1,

Yn = PrOXqg(Tn_1 + Up — Yn_1).
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Beaucoup de choix sont possibles, on peut citer pour terminer un changement de variables qui
apparait quelque fois dans la littérature : w, =y, — T,, on a alors

Up, = PrOXqf(Yn—1 + Wn—1)
(VTL > 1) Yn = prOX’YQ(U'n - wn—1)7
Wy = Wp—1 + Yn — Un-

Toutes ces formulations sont ainsi équivalentes.

2.2.4 Algorithme des directions alternées

L’algorithme des directions alternées (en englais Alternating Direction Method of Multipliers

ou ADMM) est un algorithme pour résoudre un probleme d’optimisation de la forme

Minimiser (f:(21) + fa(z2))

('7:17'732)

1) 9 se
All’l + AQIQ == b,

ou A; et Ay sont deux applications linéaires a valeurs dans R™, b un vecteur de R™, f; et fo
deux fonctions convexes, propres et s.c.i. C’est un cadre général qui contient le cas zo = x1 et
méme zo = Axy. Nous présentons ici I’algorithme sans en donner de preuve de convergence dans
un cadre général. Nous verrons que dans le cas particulier ou Ay = Id, Ay = —Id et b =0, c’est
a dire le cas x1 = xo, cet algorithme se réduit a ’algorithme de Douglas-Rachford.

e Algorithme ADMM : Soit (29, 29) € R", soit v > 0 et 2° € R™. On définit les suites

(2] )nen, (T5)nen et (2")nen de la maniére suivante :

ot = argmin, fi(z) + (z"71, Ajz) + % | Ajz + Ayt — b ||?
(Vn > 1) {ay = argmin, fo(y) + (2", Agy) + o5 || At + Aoy — b [
2" = 2" 4y (A + Agzh —b).

Cet algorithme permet de résoudre le probleme au sens suivant :

Théoréeme 2.5 Si f et fo sont deux fonctions propres, s.c.i, convexes et coercives, alors
1. La suite (fi(x]) + fo(ah)) converge vers la valeur minimale de fi + fo.
2. Les suites (x7) et (x}) convergent.
3. La suite (At + Azl — b) tend vers 0.

La démonstration de cette théoreme dont la preuve la plus simple consiste a montrer que

résoudre (1) est équivalent a résoudre un probleme dual par un algorithme de Douglas-Rachford.

On peut cependant faire plusieurs remarques sur cet algorithme :
e Son nom vient du fait qu’il peut étre vu comme une variante d’un algorithme connu sous
le nom de méthode du Lagrangien augmenté. Si on remplace les mises a jours de z; et x5
par une mise a jour conjointe

) . 1
(z],23) = ?Yg)mmfl(l‘) + faly) + (2" Ajz + Agy) + ZHAM + Aoy — b||*.
z,y)ER™
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On retrouve la méthode du Lagrangien augmenté qui consiste a pénaliser les contraintes
avec d’une part un multiplicateur de Lagrange z et un terme quadratique. Un des
probléme de cette méthode et qu'une telle minimisation conjointe est souvent tres difficile
a réaliser. L’ADMM découple ce probleme en optimisant d’abord sur la premiere variable
21 puis sur la variable x,.

e La variable z peut étre interprétée comme un multiplicateur de Lagrange qui est mis a
jour a chaque étape.

e Dans le cas particulier ou A; = Id, Ay = —Id,b =0 et v = 1, 'algorithme peut s’exprimer

a l'aide d’opérateurs proximaux, plus précisément il devient,

-1 _ n—l)

x} = proxy, (v 2
xy = proxy, (zh + 2"71)

2" =2 4 (2 — ah).

ce qui est bien une des formes du Douglas-Rachford.

e Dans un cadre général, aucune des deux premieres mises a jour n’est simple a effectuer.
Si Ay = Id la mise a jour de z; revient a un calcul de 'opérateur proximal de f;, méme
chose si Ay = Id pour la seconde mise a jour. Si 'un des deux opérateurs n’est pas
I'identité, il faut souvent utiliser un algorithme itératif pour effectuer la minimisation.
On a alors des boucles internes. Chaque situation doit étre étudiée au cas par cas, en
fonction des fonctions f; et fy et des opérateurs A; et A,. les performances de ’TADMM
dépendront alors des choix qui seront faits pour réaliser ces 2 minimisations. On peut
noter toutefois que les deux problemes de minimisation peuvent étre traités par FB
si on dispose des opérateurs proximaux de f; et fo. En effet le terme quadratique est
différentiable et son gradient est explicite.

ADMM linéarisé

Si on considére un probleme de la forme

argmin f(z) + g(Az),
zeR?
ou A est un opérateur linéaire quelconque et que g n’est pas différentiable, on ne peut a priori
pas utiliser ni FB, ni Douglas-Rachford ou ADMM directement méme si on dispose de forme
explicite des opérateurs proximaux de f et g. En revanche on peut réécrire ce probleme de la

maniere suivante pour utiliser un ADMM.

argmin f(xq1) + g(x2).

xo—Ax1=0

Dans ce cas, Ay = Id et une mise a jour de 'TADMM se calcule via un opérateur proximal et
Pautre doit étre traitée a part, soit en utilisant des propriétés de 'opérateur A, soit en utilisant

FB. On peut également réécrire ce probleme de la maniere suivante

argmin f (1) + g(22) + zy—na, (¥1, T2).

1,22
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Si on considere fi(x1,z2) = f(z1) + g(z2) et fo(x1, o) = Gpy—nae, (T1,22), on peut appliquer un
Douglas-Rachford, en effet 'opérateur proximal de f; s’exprime simplement a partir de celui de
f et de g (voir la section sur le calcul des opérateurs proximaux) et 'opérateur proximal de
I'indicatrice est une projection sur un espace vectoriel. Cette projection nécessite la résolution
d'un systéme de la forme prox = (Id + ATA)™1z qui peut étre plus ou moins facile selon
I'opérateur A mais il est toujours possible de le résoudre au moins de maniere approchée. On
peut noter que cette maniere de réécrire le probleme est également possible méme si A = Id, on
peut alors appliquer un Douglas-Rachford non pas sur f et g mais sur f(x1) + g(x2) d’'un coté

et sur une indicatrice de ’autre.

23



Conclusion

Ce mémoire a pour objectif de présenter de nouvelles méthodes pour la résolution des
problémes d’optimisation non différentiable, parmi ces méthodes les méthodes proximaux. Ces

derniéres sont présentés en détail par Combettes et Pesquet en 2011 et plus récemment par
Parikh et Boyd en 2013.

On a étudié les méthodes proximaux par 1’aide 'opérateur proximal. La premier méthode
est 'algorithme du point proximal qui consiste a appliquer 'opérateur proximal d’une fonction
de maniere récursive pour minimiser une fonction. L’algorithme du gradient proximal permet de
trouver les minimiseurs d’une somme de deux fonctions convexes, propres et fermés 'une étant
supposée différentiable. L’algorithme de Douglas-Rachford consiste a minimiser deux fonctions
convexes, propres et semi continues inférieurement, ainsi que ’algorithme des directions alternée

dans un cadre général.

Enfin, les problémes de convergence et la théorie des opérateurs proximaux (et monotone)
sont bien détaillés par Bauschke et Combettes en 2011.

Malheureusement, on a pas le temps de faire une étude numérique de ces méthodes afin de
voir leur efficacité.
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