
Université Mohamed El Bachir El Ibrahimi de Bordj Bou Arréridj
Faculté des Mathématiques et de l’Informatique

Département des Mathématiques
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Amrouche Meriem
Khalfa Soumia

Pour l’obtention du diplôme de
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Résumé

Dans ce mémoire on a donné la définition de distribution et les
propriétés élémentaires en se basant sur les fonctions localement

sommables .

On a introduit la convolution de fonction puis de distribution et
quelques propriétés en citant l’équation de convolution .

On a vu comment utiliser la notion de distribution tempéré pour la
transformation de Fourier avec quelques exemples important .
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Introduction

La théorie des distributions fut formalisée par le mathématicien français
Laurent Schwartz entre 1944 et 1950. Une distribution est un objet qui généralise
la notion de fonction. la théorie des distributions ajoute la notion de dérivée à toute
les fonctions localement intégrables , elle est utilisée pour formuler des solutions
à certaines équations aux dérivées partielle elles sont importantes en physique et
en ingénierie où beaucoup de problèmes discontinus conduisent naturellement à des
equations différentielles dont les solutions sont des distributions plutôt que des fonc-
tions ordinaires .

• La Transformation de Fourier est un exemple d’outil mathématique créé pour
les besoins de la physique .
Les physiciens ont été souvent en avance sur les mathématiciens .Dès 1889 Rayleigh
utilisait ,dans une étude de rayonnement ,la formule dite de Plancherel dont les
conditions de validité n’ont été énoncées par ce dernier qu’en 1910.

• Depuis longtemps également les physiciens ont failler attendre Sobolev (1936)
et surtout L.Schwartz (1950) pour disposer d’une théorie mathématique rigou-
reuse des distributions ,il nous a semblé nécessaire de donner ici au moins une idée
élémentaire de cette théorie .
Grâce aux distributions ,la convolution et la transformation de Fourier deviennent
des outils mathématiques d’une puissance insoupçonnée .D’abord limitée à la phy-
sique théorique ,l’utilisation symétrique des distributions se répond de plus en plus
dans des disciplines expérimentales comme l’électronique ou l’optique .

• L’objectif de cette étude est de résoudre quelconque problème de physique
qui en était difficile à résoudre par les fonction usuelle ainsi la convolution et la
transformation de Fourier .

1. Dans le premier chapitre on a mentionner beaucoup de détails sur les pro-
priétés les plus importantes comme la dérivé de dirac et Heaviside, et nous
allons discuter des opérations effectuer sur les distribution.

2. Dans le deuxième chapitre on a étudier la notion de produit tensoriel de
deux fonctions sommables et par suite on a bouté à la convolution de deux
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distribution et en particulier la convolution de distribution de dirac avec une
distribution quelconque .

3. Le troisième chapitre est consacré à l’étude de transformé de Fourier aux
sens de distribution et en particulier les fonctions périodique telle que cosinus
et sinus .
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Chapitre 1

Fonctionnelle et espace D des
fonctions tests

1.1 Espace Vectoriel Des fonctions D(Ω)
Définition 1.1. Si Ω est un ouvert de Rn, on désigne par D(Ω) l’espace vectoriel
des fonctions de ϕ(Ω) à support compact contenu dans Ω
Ω peut être RN lui-même.

1.2 fonctionnelle
Définition 1.2. On dit que l’on a une fonctionnelle T sur l’ensemble de fonctions
de tests, si à chaque fonction ϕ de D(Ω) on peut associer un nombre complexe notée
〈T, ϕ〉 et on écrit :

T :
{
D(Ω) −→ C
ϕ 7→ T (ϕ) = 〈T, ϕ〉

Exemple 1.3.

T :
{
L1(R)→ C
f → 〈T, f〉 =

∫
f(x)dµ(x)

1.3 Espace des fonctions tests D :
Définition 1.4. Soit f une fonction définie sur R le support d’une fonction f sur R
par l’adhérence de l’ensemble des x telle que f(x) est non identiquement nulle. Au-
trement dit, c’est le plus petit ensemble fermé en dehors duquel f est identiquement
nulle.

supp(f) = {x ∈ R : f(x) 6= 0}
Définition 1.5. On désigne par D(Rn) ou D est l’ensemble des fonctions indéfiniment
dérivable à support borné

D = {ϕ ∈ C∞ : suppf borné}
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Cet ensemble s’appelle espace de base et ses éléments fonctions de base (ou fonctions
tests).

Exemple 1.6. La fonction f : R −→ R définie par :

f(x) =
{
e−

1
x2 si x > 0

0 si x ≤ 0

est de classe : C∞ si x < 0, toutes les dérivées de f sont nulles.
si x = 0 les dérivées à gauche de f sont nulles si x > 0 on a :

f ′(x) = 2
x3 e

− 1
x2 , f”(x) = 4− 6x2

x6 e−
1
x2 , · · · , f (k)(x) = p(x)

x3k e
− 1
x2

où p(x) est un polynôme dès lors :

lim
x→0+

f (k)(x) = p(0) lim
x→0

e−
1
x2

x3k = p(0) lim
u→∞

u3k
2
eu

= 0

Il suffit d’appliquer plusieurs fois la règle de l’Hôpital. enfin si x = 0, les dérivées
a droite de f sont nulle :
f (k)(0) = 0 ∀k ∈ N. En effet, procédons par récurrence sur k pour k = 0 , c’est
évident. Supposons que f (k)(0) = 0 et montrons que : f (k+1)(0) = 0 on a :

f (k+1)(0) = lim
x→0

f (k)(x)− f (k)(0)
x− 0 = lim

x→0
p(x) e

− 1
x2

x3k+1 = p(0) lim
x→0

e−
1
x2

x3k+1 = 0

ainsi f(x) est indéfiniment dérivable.

Exemple 1.7. La fonction ϕ défini par :

ϕ(x) =
{

0 si |x| ≥ 1
e

1
x2−1 si |x| < 1

est une fonction de D ayant sur support [−1, 1].

1.4 Topologie de D
Définition 1.8. Une suite (ϕn)n>0 de fonction de D converge vers une fonction ϕ
lorsque n tend vers l’infini si :

1. il existe une ensemble borné B (indépendant de n) de R tel que pour n > 0
, supp(ϕn) ⊂ B.

2. pour tout entier k ≥ 0, la suite des dérivées (ϕ(k)
n )n converge uniformément

sur R vers ϕ(k).
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1.5 Définition de distribution
On appelle distribution toute fonctionnelle linéaire continue T sur l’espace D

dans C, c’est-à-dire pour toute ϕ de D
ϕ→ 〈T, ϕ〉 .

Exemple 1.9. Soit f : R→ R (ouC) une fonction localement sommable
Montrer que f(x) engendre une distribution dans R : Tf définit par :

〈Tf , ϕ〉 =
∫
R
f(x)ϕ(x)dx,∀T ∈ P (R).

1. Linéarité :

〈Tf , αϕ1 + βϕ2〉 =
∫
f(x)(αϕ1 + βϕ2)dx

=
∫
f(x)αϕ1dx+

∫
f(x)βϕ2dx

= α
∫
f(x)ϕ1dx+ β

∫
f(x)ϕ2dx

= α〈Tf , ϕ1〉+ β〈Tf , ϕ2〉.

2. Continuité :
ϕ

(j)
k → ϕj

limk→∞ sup[0,t] |ϕ
(j)
k (x)− ϕ(j)| = 0

ϕk → ϕ⇒ 〈Tf , ϕk〉 → 〈Tf , ϕ〉
〈Tf , ϕk − ϕ〉 → 0

|〈Tf , ϕk − ϕ〉| = |
∫ b

a
f(x)(ϕk − ϕ)(x)dx|

≤
∫ b

a
|f(x) ϕk(x)− ϕ(x)|dx

≤
∫ b

a
f(x) dx sup[a,b]|ϕk(x)− ϕ(x)| = 0

1.6 L’espace D′ des distribution :
Définition 1.10. L’ensemble des distribution sur Ω sera noté D′ qui n’est autre que
le dual de l’espace vectoriel topologique D(Ω).
Soit T ∈ D′(Ω) et ϕ ∈ D(Ω) ;
la valeur de T en ϕ sera notée :
T (ϕ) ou 〈T, ϕ〉
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1.6.1 Propriété :
Les distributions forment un espace vectoriel noté D′ c’est-à-dire on va définir

la somme de distributions par :

〈T1 + T2, ϕ〉 = 〈T1, ϕ〉+ 〈T2, ϕ〉

et
〈λT, ϕ〉 = λ〈T, ϕ〉

où : T, T1 et T2 ∈ D′(Ω)
ϕ ∈ D(Ω) et λ ∈ C

1.7 Fonctions localement sommables :
Définition 1.11. Une fonction f : Rn → R (ou C) est dite localement sommable si
elle sommable sur tout ensemble borné K de Rn, c’est à dire si :∫

k
|f(x)| dx < +∞

on dit aussi qu’elle est localement intégrable.

Proposition 1. Deux fonctions localement sommables définissent la même distri-
bution si et seulement si elles sont égales presque partout.

1.8 Distribution régulière
Définition 1.12. De toute fonctions f : R −→ C est localement sommable on as-
socie une distribution noté Tf définis par :

∀ϕ ∈ D : 〈Tf , ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
f(x) ϕ(x) dx

Toute distribution qui n’est pas régulière est dite singulière.

Exemple 1.13. La fonction de Heaviside est localement sommable et on peut lui
associer une distribution régulière noté TH :

H(x) =
{

1 si x ≥ 0
0 si x < 0

〈TH , ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
H(x) ϕ(x) dx =

∫ +∞

0
ϕ(x) dx =

∫
k
ϕ(x) dx

est une distribution régulière
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Exemple 1.14. L’exemple le plus usuel de distribution singulière est la distribution
de Dirac noté δ et définit par :

∀ϕ ∈ D : 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0).
Généralement, on définit la distribution de Dirac au point a et on note δa la distri-
bution définit par :

∀ϕ ∈ D, 〈δa, ϕ〉 = ϕ(a)

1.9 Support d’une distribution
Définition 1.15. Les ensembles ouverts pour lesquels une distribution T est nulle,
telle que 〈T, ϕ〉 = 0 pour tout ϕ à support dans un de ces ouverts. La réunion de
tous ces ouverts forme un ouvert. C’est le plus grand ouvert où T est nulle . Son
complémentaire, qui est fermé est appelé support de la distribution T.

Exemple 1.16. soit a ∈ Rn, donc :
O(δa) = Rn − {a}
d’où : supp(δa) = {a}
soit ω = R \ {a} et ϕ ∈ D(R)
supp(ϕ) ⊂ R \ {a}
on a donc ϕ(a) = a,donc 〈δa, ϕ〉 = 0
donc δ(a) n’est pas nulle sur R car il existe des fonctions ϕ ∈ D(R) telles que :

〈δa, ϕ〉 6= 0
donc R \ {a} est le plus grand ouvert sur lequel δa est nulle. donc supp(δa) = {a} et
ϕa a support compact.

Proposition 2. soit a ∈ L1
loc(Rn), alors

supp(Ta) = supp(a)

1.10 opérations sur les distributions

1.10.1 Translation
soit f une fonction sommable et f la distribution qui lui est associée. on veut

déterminer la distribution associées à f(x − a) où a est une constante. Posons par
définition
(Taf)(x) = f(x− a) on a pour tout ϕ ∈ D

〈Taf, ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
(Taf)(x) ϕ(x) dx =

∫ +∞

−∞
f(x− a) ϕ(x) dx

13



En posant y = x− a on obtient :

〈Taf, ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
f(y)ϕ(y + a)dy

=
∫ +∞

−∞
f(y)(Taϕ)(y)dy

= 〈f, Taϕ〉.

Et généralement, pour une distribution T ou a : 〈TaT, ϕ〉 = 〈T, Taϕ〉 soit explicite-
ment :

〈T (x− a), ϕ(x)〉 = 〈T (x), ϕ(x− a)〉.

Exemple 1.17. Pour tout ϕ ∈ D(Ω) on a :

〈Taδ, ϕ〉 = 〈δ, T−aϕ〉
= T−aϕ(0) = ϕ(h) = 〈δa, ϕ〉

d’où :
Taδ = δa

1.10.2 Transposition :
f localement sommable f̃ : x → f(−x) transposée de f distribution associée à

f̃ . on a :

〈T
f̃
, ϕ〉 =

∫
f(−x)ϕ(x)dx =

∫
f(y)ϕ(−y)dy = 〈Tf , ϕ̃〉

Définition 1.18. La transposée d’une distribution T . noté T̃ est la distribution
définie par :

〈T̃ , ϕ〉 = 〈T, ϕ̃〉

Remarque 1. Ceci permet de définir des distributions paires et impaires comme
pour les fonctions.

1.10.3 multiplication des distributions
Le produit de deux distributions arbitraires n’est pas toujours défini. si une dis-

tribution est définie par une fonction localement sommable f(x), le produit f 2(x)
n’est pas forcément sommable. par exemple la fonction f(x) = 1√

x
est localement

sommable mais f 2(x) = 1
|x| n’est pas sommable à l’origine. dans ce qui suit, nous

allons définir le produit d’une distribution T par une fonction g de classe C∞ suppo-
sons tout d’abord que cette distribution soit associée à une fonction f(x) localement

14



sommable. on a pour ϕ ∈ D

〈gf, ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
g(x) f(x) ϕ(x) dx = 〈f, gϕ〉

Rappelons que gϕ ∈ D.

Définition 1.19. Le produit d’une distribution quelconque T par une fonction g de
classe C∞ est défini par :

〈gT, ϕ〉 = 〈T, gϕ〉, ∀ϕ ∈ D

le produit gT définit une distribution . En effet soient ϕ1, ϕ2 ∈ D et α, β ∈ C on a :

〈gT, αϕ1 + βϕ2〉 = α〈gT, ϕ1〉+ β〈gT, ϕ2〉

Donc gT est linéaire pour la continuité on a par hypothèse
ϕk → ϕ Donc gϕk → gϕ et dès lors

lim
k→∞
〈gT, ϕk〉 = lim

k→∞
〈T, gϕk〉 = 〈T, gϕ〉 = 〈gT, ϕ〉

Lemme 1. soit g une fonction indéfiniment dérivable. On a :

g δ = g(0) δ

Démonstration. ∀ϕ ∈ D , 〈gδ, ϕ〉 = 〈δ, gϕ〉 = g(0) ϕ(0) = g(0) 〈δ, ϕ〉 = 〈g(0)δ, ϕ〉
d’où le résultat :
En particulier, xδ = 0, l’équation x T =0, de distribution inconnue T, a pour
solutions les multiples de la distribution de Dirac.

Exemple 1.20. Si δ est la distribution de Dirac à l’origine et g ∈ C1 alors :

g δ = g(0) δ , gδ′ = g(0) δ′ − g′(0) δ

en effet, soit ϕ ∈ D , on a :
〈gδ, ϕ〉 = 〈δ, gϕ〉 = g(0) ϕ(0) = g(0)〈δ, ϕ〉
De même,on a :
〈gδ′, ϕ〉 = 〈δ′, gϕ〉 = −〈δ, g′ϕ+ gϕ′〉 =−〈δ, g′ϕ〉 − 〈δ, gϕ′〉
d’où :
〈gδ′, ϕ〉 = −g′(0) ϕ(0)− g(0) ϕ′(0) = −g′(0) 〈δ, ϕ〉+ g(0) 〈δ′, ϕ〉 .

1.10.4 Dérivation des distributions
Définition 1.21. On appelle dérivé T’ d’une distribution T, la fonctionnelle définie
par la relation

〈T ′, ϕ〉 = −〈T, ϕ′〉, ϕ ∈ D

15



Proposition 3. Toute distribution admet des dérivées de tout ordre qui sont aussi
des distributions .

Démonstration. Soient T une distribution et ϕ ∈ D.on a par définition ,

〈T ′, ϕ〉 = −〈, ϕ′〉, 〈T ′′, ϕ〉 = −〈T ′, ϕ′〉 = 〈T, ϕ′′〉, · · · 〈T j, ϕ〉 = (−1)j〈T, ϕ(j),

où ϕ′, ϕ′′, · · · , ϕ(j) existent car ϕ ∈ C∞. On montre que T (j) est une distribution .
Elle est linéaire : soient ϕ1 , ϕ2 ∈ Det α, β ∈ C , on a

〈T (j), αϕ1 + βϕ2〉 = α〈T (j), ϕ1〉+ β〈T (j), ϕ2〉

Pour établir la continuité de T (j) ,on suppose que la suite (ϕk) converge dans D vers
ϕ .Alors, par définition

(
ϕ

(j)
k

)
converge uniformément vers ϕ(j) et par conséquent

〈T j, ϕk〉 = (−1)j〈T, ϕjk〉.

converge vers

(−1)j〈T, ϕ(j)〉 = 〈T (j), ϕ〉

.

Exemple 1.22. La fonction de Heaviside est définie par :

H(x) =
{

1 si x > 0
0 si x < 0

et détermine une distribution notée H .Au sens des fonctions, la dérivée de H(x)
n’existe pas au point x = 0. Mais au sens des distributions, on a pour ϕ ∈ D

〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −
∫ +∞

0
ϕ′(x)dx = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉

car ϕ(+∞) = 0. Par conséquent , H ′ = δ , donc la distribution H a pour dérivée la
distribution de Dirac. remarquons qu’il n’est pas nécessaire de préciser la valeur de
H(x) pou x = 0, qui est un ensemble de mesure nulle .
Par réitérations, on obtient

H(m+1) = δ(m),m ∈ N

.

Exemple 1.23. soit sgn(x) = |x|
x

.
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〈f ′, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉 (1.1)

= −
∫ +∞

−∞

|x|
x
ϕ′(x)dx (1.2)

= −[
∫ 0

∞

−x
x
ϕ′(x)dx+

∫ +∞

0

x

x
ϕ′(x)dx] (1.3)

= −[
∫ 0

−∞
−ϕ′(x)dx+

∫ +∞

0
ϕ′(x)dx] (1.4)

= −[−[ϕ(x)]]0−∞ + [ϕ(x)]+∞0 (1.5)
= −[−ϕ(0)− ϕ(0)] = 2ϕ(0) (1.6)
= 2〈δ, ϕ′〉 = (sgn)′ = 2δ (1.7)

1.10.5 convergence dans D′(Ω) :
On définira la convergence des suite dans D′(Ω).

Définition 1.24. soit Ω un ouvert de Rn, {Tn}n∈N une suite de distribution sur Ω
et T ∈ D′(Ω), on dit que {Tn}n∈N converge vers T quand n → +∞ au sens des
distributions si et seulement si :

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈Tn, ϕ〉 −→
n→+∞

〈T, ϕ〉

cette notion de convergence est donc une convergence simple on écrira dans cette
situation : limn→+∞ Tn = T ou Tn → T quand n→ +∞ dans D′.

Théorème 1.25. Si (Tn)n>0 est une suite de distribution sur Ω tel que :
∀ϕ ∈ D(Ω) : limn→+∞〈Tn, ϕ〉 existe
Alors la forme linéaire T sur Ω définie par :

∀ϕ ∈ D(Ω), 〈T, ϕ〉 = lim
n→+∞

〈Tn, ϕ〉

est une distribution sur Ω et Tn → T quand n→ +∞ .

Exemple 1.26. Soit fn(x) = einx , n ∈ N et x ∈ R alors la suite {fn(x)} ∈ D′(R)
et qui converge simplement vers 1 si et seulement si x = 2kπ
k ∈ Z ; mais elle converge vers zéro dans D′(R)
En effet pour ϕ ∈ D(R), une intégration par parties nous donne :

〈fn, ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
einxϕ(x)dx = lim

n→+∞

−1
in

∫ +∞

−∞
einxϕ′(x)dx = 0

1.11 Distributions tempérées :
Définition 1.27. UNe fonction est dite à décroissance rapide si et seulement si

∀ k et i entier xkϕ(i)(x) −→
x−→+∞

0
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Ainsi par exemple exp(−x2) ∈ S mais 1
1+x2 /∈ S .

Définition 1.28. On appelle distribution tempérée toute application linéaire conti-
nue définie sur S et à valeur dans C .Cet ensemble est le dual de S et on le note
donc S’.

Remarque 2. on a remarqué précédemment que pour une suite de D(R), la conver-
gence dans D(R) implique la convergence dans ϕ(R) alors si T appartient à ϕ′(R)
on a, à plus forte raison, T ∈ D′(R). on a donc : ϕ′(R) ⊂ D′(R)
Inversement, on peut se demander à quelle condition une distribution de D′(R) peut
se prolonger en une distribution tempérée.

Proposition 4. pour qu’une distribution définie sur D(R) puisse se prolonger une
distribution sur ϕ(R) il faut et il suffit que T soit une forme linéaire continue sur
D(R) pour la convergence de ϕ(R).
ce qui signifie que, pour que T ∈ D′ se prolonge en une distribution tempérée, il faut
et il suffit que pour toute suite {ϕn}ndansD(R) qui converge vers 0 dans ϕ(R)
soit : ∀(p, q) ∈ N2, limn→+∞ supx∈R|xpϕ(q)

n | = 0
on doit avoir 〈T, ϕn〉 → 0
quand cette condition est nécessaire. pour démontrer qu’elle suffit, on s’appuie sur
la densité de D(R) dans ϕ(R) car alors T se prolonge de façon unique en une forme
linéaire continue sur ϕ(R).

1.12 Distribution à plusieurs dimensions
Définition 1.29. D’une façon analogue, on peut définir des distributions à n di-
mensions comme fonctionnelles sur l’espace D(Rn) des fonctions de Rn dans C
indéfiniment dérivables sur Rn et à support borné.

Exemple 1.30. la distribution régulière associée à une fonction f : Rn → C loca-
lement sommable est définie par :

∀ϕ ∈ D(Rn); 〈Tf , ϕ〉 =
∫
· · ·

∫
f(x1 · · · xn)ϕ(x1 · · ·xn)dx1 · · · dxn.
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Chapitre 2

Convolution

2.1 Produit tensoriel :

2.1.1 Produit tensoriel de deux fonctions :
Définition 2.1. soient f et g deux fonctions localement sommable respectivement
sur Rm et Rn

Le produit tensoriel (ou direct) de f et g est une application notée f⊗g définie par :

f ⊗ g : Rm × Rn −→ R ; (x, y) −→ (f ⊗ g)(x, y) = f(x) g(y)

On prouve que f⊗g est localement sommable sur Rm×Rn. En effet, soit k un borné
de Rm × Rn on a :∫

k
|(f ⊗ g)(x, y)|dx dy ≤

(∫
k
|f(x)|dx

)(∫
k
|g(y)|dy

)
< +∞

donc f ⊗ g détermine une distribution et on a, pour tout ϕ ∈ D(Rm ×Rn), x ∈ Rm

, y ∈ Rn

〈f ⊗ g, ϕ〉 =
∫
Rm×Rn

(f ⊗ g)(x, y)ϕ(x, y)dxdy (2.1)

=
∫
Rm×Rn

f(x)g(y)ϕ(x, y)dxdy (2.2)

=
∫
Rm

f(x)dx
∫
Rn
g(y)ϕ(x, y)dy (2.3)

=
∫
Rn
g(y)dy

∫
Rm

f(x)ϕ(x, y)dx (2.4)

(2.5)

en vertu du théorème de Fubini, ces relations s’écrivent encore sous la forme.

〈f ⊗ g, ϕ〉 = 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉
= 〈g(y), 〈f(x), ϕ(x, y)〉〉
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En particulier, si ϕ(x, y) est de la forme :

ϕ(x, y) = u(x)v(y) avec u ∈ D(Rm) et v ∈ D(Rn)

alors :

〈f ⊗ g, u⊗ v〉 =
∫
Rm×Rn

f(x)g(y)u(x)v(y)dxdy

=
(∫

Rm
f(x)u(x)dx

) (∫
Rn
g(y)v(y)dy

)
= 〈f, u〉 〈g, v〉

Exemple 2.2. Le produit tensoriel des fonctions :

f(x) =
{

1 si x > 0
0 si x < 0 g(y) =

{
1 si y > 0
0 si y < 0

est donné par :

(f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y) =
{

1 si x > 0 et y > 0
0 si x < 0 et y < 0

Considérons deux distributions

S ≡ Sx ∈ D′(Rm) et T ≡ Ty ∈ D′(Rn)

2.1.2 Produit tensoriel de deux distributions :
On a deux fonctions localement sommable f et g :

h = f ⊗ g

ϕ ∈ D(R2) (indéfiniment dérivable, à support borné sur R2 )

〈Tf⊗g, ϕ〉 =
∫ ∫

f(x) g(y) ϕ(x, y) dx dy

=
∫
f(x)

(∫
g(y) ϕ(x, y)

)
dx

= 〈Tf (x), 〈Tg(y), ϕ(x, y)〉〉

Définition 2.3. Soient S et T deux distributions sur R , on appelle produit tenso-
riel (ou produit direct) de S par T la distribution notée S⊗T définie sur D(R2) par :

〈S(x)⊗ T (y), ϕ(x, y)〉 = 〈S(x), 〈T (y), ϕ(x, y)〉〉
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Exemple 2.4. Produit tensoriel des distributions ξ , ψ ∈ R :

〈ξ(x)⊗ ψ(y), ϕ(x, y)〉 = 〈ξ(x), 〈ψ(y), ϕ(x, y)〉〉

= 〈ξ(x),
∫ +∞

0
ϕ(x, y)dy〉

=
∫ +∞

0
ϕ(0, y)dy

Lemme 2. Le produit tensoriel de deux distributions est commutatif continu, asso-
ciatif. de plus si S et T sont deux distributions sur R, pour tout i ∈ N alors :

∂ix (S(x)⊗ T (y)) =
(
∂ixS(x)

)
⊗ T (y)

∂iy (S(x)⊗ T (y)) = S(x)⊗
(
∂iyT (y)

)

2.2 Produit de convolution :

2.2.1 Produit de convolution de deux fonctions :
Définition 2.5. Le produit de convolution de deux fonctions localement sommable
f et g est définit par h noté :

h(x) =
∫
f(x)g(x− t)dt

Symboliquement : h(x) = f(x) ∗ g(x) Le mot ”produit” se justifie aisément si l’on
remarque que :
i) l’opération est commutative, car en posant θ = x− t il vient :

h(x) =
∫
f(x− θ)g(θ)d(θ) = g(x) ∗ f(x)

ii) l’opération est distributive par rapport à l’addition (linéarité de l’intégrale) :

f(x) ∗ [g1(x) + g2(x)] = f(x) ∗ g1(x) + f(x) ∗ g2(x)

2.2.2 Produit de convolution de deux distributions :
Définition 2.6. Soit f et g deux fonctions localement sommable on aura :

〈f ∗ g, ϕ〉 =
∫

[f ∗ g]ϕ(t)dt =
∫
ϕ(t)

∫
f(τ)g(t− τ)dτdt

Soit, si f ∗ g existe :

〈f ∗ g, ϕ〉 =
∫ ∫

f(τ)g(t− τ)ϕ(t)dtdτ
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ou encore, en posant x = τ et y = t− τ :

〈f ∗ g, ϕ〉 =
∫ ∫

f(x)g(y)ϕ(x+ y)dxdy

on est ainsi amené à définir le produit de convolution de deux distribution S et T
par :

〈S ∗ T, ϕ〉 = 〈S(x) · T (y), ϕ(x+ y)〉
où S(x) · T (y) est le produit direct des distributions S et T .
Théorème 2.7. Le produit de convolution d’une distribution S(x) de support A par
une distribution T (y) de support B a un sens si pour x ∈ A et y ∈ B , x+ y borné
entraine que x et y sont séparément borné.
Théorème 2.8. Le produit de deux distributions est défini si l’une des deux est à
support compact .
Si les deux sont à support compact, leur produits de convolutions l’est aussi.
Exemple 2.9.

i) Pour que le produit de convolution de deux distributions S ∗ T ait un sens, il suffit
que l’une des deux distributions soit à support borné.

Le produit de convolution d’une distribution s(x) de support A par une distribu-
tion T (y) de support B a un sens si, quelle que soit la bande E parallèle à la 2ème
bissection E ∩ A × B est borné.

ii) Les distributions à support borné forment un espace vectoriel S’ dans lequel la
convolution à toujours un sens.

iii) Les distributions à support ”borné à gauche” (respectivement borné à droite)
forment un espace vectoriel que l’on notera D′+ (respectivement D′−) dans lequel
la convolution à toujours un sens .
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2.3 Convolution et distribution de Dirac :
Soit T une distribution quelconque et δ la distribution de Dirac à l’origine ; par

définition :

〈δ ∗ T, ϕ〉 = 〈δ(x)T (y), ϕ(x+ y)〉 = 〈T (y)〈δ(x), ϕ(x+ y)〉〉

= 〈T (y), ϕ(y)〉
d’où : δ ∗ T = T de même on peut montrer que :T ∗ δ = T

Théorème 2.10. La distribution de Dirac δ à l’origine joue le rôle d’unité pour le
produit de convolution.

2.4 commutativité et distributivité :
Définition 2.11. Le produit de convolution est commutatif. cela découle immédiatement
de la définition :

〈S ∗ T, ϕ〉 = 〈S(x)T (y), ϕ(x+ y)〉
et de la commutativité du produit direct
De même, le produit de convolution est distributif par rapport à l’addition par suite
de la distributivité du produit direct.

Définition 2.12. on peut définir le produit de convolution de trois distributions R, S
et T par :

〈R ∗ S ∗ T, ϕ〉 = 〈R(x)S(y)T (z), ϕ(x+ y + z)〉
Ce produit n’a un sens que si x + y + z borné entrâıne que séparément x, y, y sont
bornés . Dans ce cas l’associativité du produit direct entrâıne l’associativité du produit
de convolution

Remarque 3. Si cette condition n’est pas vérifiée, il se peut cependant que (R∗S)∗T
avec des résultats différents pratiquement on pourra utiliser le théorème suivant

Théorème 2.13. Le produit de convolution est associatif si tous les produits deux
à deux ont un sens.

2.5 Dérivée d’un produit de convolution :
Définition 2.14. δ′ étant la dérivée de la distribution δ, par définition :

〈δ′ ∗ T, ϕ〉 = 〈δ′T (y), ϕ(x+ y)〉

= 〈T (y)〈δ′(x), ϕ(x+ y)〉〉
= −〈T (y), ϕ′(y)〉 = 〈T ′, ϕ〉
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d’où le résultat :
δ′ ∗ T = T ′

On démontrerait de même , pour la dérivée d’ordre m :

δ(m) ∗ T = T (m)

Théorème 2.15. Pour dériver m fois une distribution, il suffit de la convoler par
la dérivée d’ordre m de la distribution de Dirac δ

supposons encore que T soit de la forme T = R ∗ S dans ce cas :

T ′ = δ′ ∗ T = δ′ ∗R ∗ S

le double produit ayant un sens s’écrit :

T ′ = [δ′ ∗R] ∗ S = R′ ∗ S

ou bien :
T ′ = R ∗ [δ′ ∗ S] = R ∗ S ′

Corollaire 2.16. Pour dériver un produit de convolution, il suffit de dériver un des
facteurs

Définition 2.17. (Algèbre de convolution) : On appelle algèbre de convolution,
tout espace vectoriel de distributions contenant δ et sur lequel on peut définir le
produit de convolution d’un nombre fini quelconque de distributions

2.6 Résolution d’un équation de convolution
Soient A et B deux distributions données appartenant à une algèbre de convo-

lution A.

Définition 2.18.
a) On appelle équation de convolution , toute équation de la forme A ∗X = B, où
X est une distribution inconnue appartenant à A.
b) On appelle inverse A−1 de A dans A, toute solution X de l’équation A ∗X = δ
, où δ est la distribution de Dirac. on dit que A−1 est une élémentaire de l’équation
A ∗X = B.
le problème consiste à étudier l’existence et l’unicité de la solution X dans l’algèbre
de convolution A.

Proposition 5. Si A possède un inverse A−1 dans une algèbre de convolution A,
alors cet inverse est unique et l’équation A∗X = B , B ∈ A , a une solution unique
donnée par X = A−1 ∗B.
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Démonstration. En effet, A admet un inverse unique car si A∗X = δ avait une autre
solution Y dans A , on aurait A ∗ Y = δ ou on compte tenu de la commutativité,
Y ∗ A = δ . dès lors,

Y = Y ∗ δ = Y ∗ (A ∗X) = (Y ∗ A) ∗X = δ ∗X = X

On déduit par convolution des deux membres de l’équation

A ∗X = BparA−1que : A−1 ∗ A ∗X = A−1 ∗B

c’est-à-dire :
X = A−1 ∗B

Exemple 2.19. Montrons que :

(δ′ − cδ)−1 = H(t)ect

où c ∈ CetH(t) est la fonction Heaviside . en effet, on a :

(δ′ − cδ) ∗H(t)ect = δ′ ∗H(t)ect − cδ ∗H(t)ect

=
(
H(t)ect

)′
− cH(t)ect

= H ′(t)ect

= δect

= δ
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Chapitre 3

Transformé de Fourier

3.1 Transformé de Fourier des fonctions :
Définition 3.1. La transformée de Fourier d’une fonction f ∈ L1(R) est définie
par :

F(f) : R −→ C

f −→
∫ +∞

−∞
f(t)e(−2πivt)dt

On écrira symboliquement

f̂ = [F ]ouf̂(v) = F [f(x)]

L’intégrale existe puisque | e(−2iπvt) |= 1 .La transformation est évidemment linéaire
.
La transformation conjuguée est définie par :

F(f)(x) =
∫ +∞

−∞
f(t)e(2iπvt)dt = f̃(t)

Table De transformées de Fourier usuelles :

Fonctions Transformée De Fourier Remarque(s)
π(ax) 1

|a|sinc
(
ζ
a

)
e−axH(x) 1

a+2iπζ Re(a) > 0

e−a|x|
2a

a2 + 4π2ζ2 Re(a) > 0

e−a|x|sign(x) −4iπζ
a2 + 4π2ζ2 Re(a) > 0

Remarque 4. ‖f̃‖∞ 6 |f‖1 Ce qui montre la continuité de F si fn −→ f dans
L1(R)(au sens de ‖‖1),f̂n −→ f̃ dans L∞(R) (au sens de ‖‖∞ norme de la conver-
gence uniforme). De même pour F .
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Théorème 3.2. Toute fonction intégrable (au sens de Lebesgue) possède une trans-
formé de Fourier qui est une fonction continue ,bornée et tendant vers 0 lorsque | v |
tend vers l’infini .

Exemple 3.3. La fonction ”porte” notée Π est défini par :{
si t ∈ [−1

2 ,
1
2 ] Π(t) = 1

si t /∈ [−1
2 ,

1
2 ] Π(t) = 0

comme f est paire , si v 6= 0, on a :

F(Π)(v) = 2
∫ 1

2

0
Π(t) cos(2πvt)dt = 2

[
sin(2πvt)

2πv

] 1
2

0
= sin(πv)

πv
(3.1)

si v = 0 alors F(Π)(0) = 1 .La fonction F(Π) est donc prolongeable par
continuité en 0.
En conclusion :
La transformée de Fourier de la fonction ”porte” Π est la fonction définie de R dans
R par :

F(Π) : v −→ sin πv
πv

Cette fonction s’appelle sinus cardinal. Sa représentation graphique est donné
par :

Exemple 3.4. Soit a > 0 f : t −→ e−a|t|

la fonction f est paire :

F(f)(v) = 2
∫ +∞

0
e−at cos 2πvt dt

une double intégration par partie conduit à :

F(f)(v) = 2a
a2 + 4π2v2
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3.2 Inversion :
Définition 3.5. Soit f une fonction intégrable admettant une transformée de Fou-
rier f̂ elle-même intégrable. Alors ,en tout point x où f est continue on a :

f(x) =
∫ +∞

−∞
f̂(v)e2iπvxdv

Cette transformation est appelée transformée de Fourier inverse .On écrira symbo-
liquement
f(x) = F [f̂(v)] = F−1[f̂(v)] si f est continue en x et de manière générale ,si f est
continue :
f = F [f̂ ] = F−1[f̂ ] .
si f est continue par morceaux ,on peut donc obtenir f(x) à partir de f̂(v) presque
partout . si f n’est pas continue en x .on a plus généralement :∫ +∞

−∞
f̂(v)e(2iπvx)dv = 1

2
(
f(x+) + f(x−)

)
Théorème 3.6. Formule D’inversion si f et Ff sont dans L1(R) Alors :

F(F(f)(t)) = 1
2 [f(t+ 0) + f(t− 0)]

où f(t+ 0) et f(t− 0) représentent la limite à droite et à gauche en t .
si f est continue en t alors :

F(F(f)(t)) = f(t)
on peut écrire :

F(f)(v) =
∫ +∞

−∞
e−2iπvt f(t) dt⇐⇒ f(t) =

∫ +∞

−∞
e−2iπvtF(f)(v) dv.

Exemple 3.7. on choisit f : t −→ e−a|t| on a vu que :

F(f)(v) = 2a
a2 + 4π2v2

donc ,comme :

F(F)(t) = f(t) = e−a|t|

on obtient :∫ +∞

−∞
e2iπvt 2a

a2 + 4π2v2 dv = e−a|t| = 2a
4π2

∫ +∞

−∞
e2iπvt 1

a2

4π2 + v2
dv

posant u = −v et multipliant par 4π2

2a on obtient :

4π2

2a e
−a|t| =

∫ +∞

−∞
e−2iπut 1

a2

4π2 + u2
du
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ce qui signifie que la fonction t −→ 4π2

2a e
−a|t| est la transformée de la fonction h :

h : u −→ 1
a2

4π2 + u2

choisissons : α = a
2π on a donc :

h(u) = 1
α2 + u2 et F(h) : t −→ π

α
e−2παt

si nous choisissons α = 1 ,nous obtenons la transformée de Fourier de la fonction
t −→ 1

1+t2 qui est :

s −→ πe−2πs

3.3 Transformée de Fourier en cosinus et sinus :
Définition 3.8. Soit f une fonction de la variable réelle à valeur réelles ou com-
plexe . Il est comme que f peut se décomposer en somme d’une fonction pair p et
d’une fonction impair q :

∀x ∈ R , f(x) = p(x) + q(x)

Avec :
p(x) = 1

2 (f(x) + f(−x)) q(x) = 1
2 (f(x)− f(−x))

On a alors :

f̂(v) =
∫ +∞

−∞
(p(x) + q(x)) (cos(2πvx)− i sin(2πvx)) dx

d’où :
f̂(v) = 2

∫ +∞

0
p(x) cos(2πvx)dx− 2i

∫ +∞

0
q(x) sin(2πvx)dx

on écrit alors :
F [f(x)] = Fcos[p(x)]− iFsin[q(x)]

où Fcos et Fsin sont les transformées de Fourier respectivement en cosinus et
sinus définies par :

Fcos[f(x)] = 2
∫ +∞

0
f(x) cos(2πvx)dx ; Fsin[f(x)] = 2

∫ +∞

0
f(x) sin(2πvx)dx

lorsque la fonction f est à valeur complexe , il faut décomposer p et q en parties
réelles et imaginaires .
On Obtient alors la correspondance :
f(x) = partie réelle paire + imaginaire paire + réelle impaire + imaginaire impaire
f̂(v) = partie réelle paire + imaginaire paire + imaginaire impaire + réelle impaire
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Quelques propriétés :
f(x) paire −→ f̂(v) paire .
f(x) impaire −→ f̂(v) impaire .
f(x) réelle paire −→ f̂(v) réelle paire .
f(x) réelle impaire −→ f̂(v) imaginaire impaire.
f(x) imaginaire paire −→ f̂(v) imaginaire paire .

3.4 Propriétés :

3.4.1 Linéarité :

F [λf(x) + µg(x)] =
∫ +∞

−∞
(λf(x) + µg(x))e(−2iπvx)dx

= λ
∫ +∞

−∞
f(x)e(−2iπvx)dx+ µ

∫ +∞

−∞
g(x)e(−2iπvx)dx

= λF [f(x)] + µF [g(x)]

3.4.2 Transposition :

F [f(−x)] =
∫ +∞

−∞
f(−x)e(−2iπvx)dx

=
∫ +∞

−∞
f(y)e(2iπvy)dy

= f̂(−v)

3.4.3 Conjugais :

F [f(x)] =
∫ +∞

−∞
f(x)e−2iπvxdx

=
∫ +∞

−∞
f(x)e2iπvxdx

= f̂(−v)
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3.4.4 Changement D’échelle :

F [f(ax)] =
∫ +∞

−∞
f(ax)e−2iπvxdx

=
∫ +∞

−∞
f(y)e

−2iπvy
a

1
| a |

dy

= 1
| a |

f̂
(
v

a

)
, a 6= 0.

En d’autre termes, une dilatation dans le monde réel entraine une compression dans
le monde de Fourier et inversement .

3.4.5 Translation :

F [f(x− a)] =
∫ +∞

−∞
f(x− a)e−2iπvxdx

=
∫ +∞

−∞
f(y)e−2iπv(y+a)dy

= e(−2iπva)
∫ +∞

−∞
f(y)e(−2iπvydy

= e(−2iπva)f̂(v)

En d’autre termes , une translation dans le monde réel correspond à une déphasage
(proportionnel à la fréquence v ) dans le monde de Fourier .

3.4.6 Modulation :

F [e(2iπv0x)f(x)] =
∫ +∞

−∞
e(2iπv0x)f(x)e(−2iπvx)dx

=
∫ +∞

−∞
f(x)e(−2iπ(v−v0)x)dx

= f̂(v − v0).

Moduler la fonction f par une exponentielle imaginaire revient à translater sa trans-
formée de Fourier .
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3.5 Dérivation :

3.5.1 Par rapport à x :
Supposons f sommable , dérivable et à dérivée sommable par intégration par

partie , il vient alors :

F [f ′(x)] =
∫
f ′(x)e−2iπvxdx

=
[
f(x)e(−2iπvx)

]+∞
−∞

+ 2iπv
∫
f(x)e(−2iπvx)dx

= (2iπv)f̂(v)

plus généralement , on obtient :

F [f (m)] = (2iπv)mf̂(v).

De cette formule on tire ( on prenant des modules )

| 2πv |m| f̂(v) |6
∫
| f (m)(x) | dx.

et on conclut que plus f est dérivable , à dérivés sommables , plus f̂ décrôıt rapide-
ment à l’infini .
En effet ,si f est m fois dérivable et à dérivés m-ème sommable , f̂ décrôıt au moins.

3.5.2 Par rapport à v :

(
f̂(v)

)′
=
∫
f(x)e(−2iπvx)′dx

=
∫

(−2iπx)f(x)e(−2iπvx)dx

= F [(−2iπx)f(x)].

De manière générale , on obtient :

f̂ (m)(v) = F [(−2iπx)mf(x)].

Ce résultat conduit aussi à une majoration :

| f̂ (m)(v) |6
∫
| 2πx |m| f(x) | dx

et donc : plus f décrôıt à l’infini , plus f̂ est dérivable ( avec ses dérivées bornées ).En
effet , si f décrôıt en 1

xm
à l’infini ,alors f̂ est m fois dérivable ( car | 2πx |m| f(x) |

est alors sommable ) et sa dérivée m-ème est bornée.

32



3.6 Transformée de Fourier d’un produit de convo-
lution :

Théorème 3.9. Lors d’une transformation de Fourier un produit de convolution
est changé en un produit ordinaire :

F(f ∗ g) = F(f)F(g)

Il existe le résultat analogue pour la transformation de Fourier inverse :

F(f̂ ∗ ĝ) = 2πF(f̂)F(ĝ).

3.6.1 Preuve de Théorème :
Supposons f et g sommable telle que f ∗ g existe.

On a alors :

F [f ∗ g] =
∫
e(−2iπvx)

∫
f(t)g(x− t)dxdt

Le théorème de Fubini donne alors :

F [f ∗ g] =
∫
f(t)dt

∫
g(x− t)e−2iπvx)dx

et après le changement de variable y = x− t dans la seconde intégrale ,il vient :

{[f ∗ g] =
∫
f(t)e−2iπvx)dx

∫
g(y)e(−2iπvx)dy

d’où :
F [f ∗ g] = F [f ]F [g]

3.6.2 Lemme :
La fonction Λ Définie par :

Λ(x) =


1 + x pour − 1 ≤ x ≤ 0
1− x pour 0 ≤ x ≤ 1
0 pour | x |≥ 1

ayant le graphe suivant :
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On peut montrer aisément que Λ(x) = (Π ∗ Π) (x) et par suite on a :

F [Λ(x)] = F [Π(x)]2 =
(

sin(πv)
πv

)2

on aura le résultat suivant :

F [f.g] = F [f ] ∗ F [g]

3.7 Formule de Perseval-Plancherel :
La relation suivante à été établie par Perseval et généralisée par Plancherel aux

transformées de Fourier :

Théorème 3.10. Soient f et g deux fonctions de carré sommable .On a alors :∫
f(x)g(x)dx =

∫
f̂(v)ĝ(v)dv

En cas particulier important est le cas f = g c’est-à-dire :∫
| f(x) |2 dx =

∫
| f̂(v) |2 dv

3.7.1 Preuve de théorème :
on a :

∫
f(x)g(x)dx = F [fg]v=0

=
[
f̂(v) ∗ ĝ(−v)

]
v=0

=
[∫

f̂(t)ĝ(t− v)dt
]
v=0

=
∫
f̂(t)ĝ(t)dt
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En physique ,si f est une onde ou une vibration et si la variable x est temporelle
(x = t) alors

∫
| f(x) |2 dx peut représenter la puissance ( ou l’énergie ) totale dans

le domaine temporel et
∫
| f̂(v) |2 dv représente la puissance totale dans le domaine

fréquentiel .

3.8 Transformée De Fourier Des Distributions :
Définition 3.11. On va d’abord essayer de définir la transformée de Fourier pour
les distributions régulières. Soit donc f une fonction intégrable qui définit une
distribution régulière Tf est intéressons nous à la distribution régulière associée à
f̂ :
On a :

∀ϕ ∈ D, 〈Tf , ϕ〉 =
∫
f̂(t)ϕ(t)dt

=
∫ (∫

f(x)e−2iπxt)dx
)
ϕ(t)dt

Et on utilisant le théorème de Fubini pour intervertir les deux intégrales :

∀ϕ ∈ 〈T
f̂
, ϕ〉 =

∫
f(x)

(∫
e(−2iπxt)ϕ(t)dt

)
dx

=
∫
f(x)ϕ̂(x)dx = 〈Tf , ϕ̂〉

Le problème ici est que si ϕ appartient à D ,il n’y a raison pour que sa transformée
de Fourier ϕ̂ appartienne à D et donc 〈Tf , ϕ̂〉 n’a en généralement pas le sens . pour
obtenir une définition satisfaisante de la transformée de Fourier des distributions ,
on doit donc se placer sur un espace plus grand que D .

3.9 Espace S et transformée de Fourier :

3.9.1 Définition de l’espace S :
Définition 3.12. L’espace de Schwartz des fonction indéfiniment dérivable à décroissance
rapide est défini par :

S =
{
ϕ ∈ C∞,∀m,n ∈ N, Suppx∈R | xmϕ(n)(x) |<∞

}
Autrement dit :

S =
{
ϕ ∈ C∞, ∀m,n ∈ N, lim

|x|→+∞
| xmϕn(x) |= 0

}
ou ce qui revient au même , S est l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivable
telle que ϕ et toute ses dérivées décroissent plus rapidement que toute puissance de
1
|x| quand | x |−→ +∞ Notons que s est un espace vectoriel sur C ( si ϕ1, ϕ2 ∈
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s et α, β ∈ C alors αϕ1 + βϕ2 ∈ S ).Il est clair que :D ⊂ S ⊂ ϕ l’espace S est une
algèbre pour la convolution si f.g ∈ s .
Soit ϕ une fonction de S on a :
∀m ∈ N, ϕ̂m(v) =

∫
(−2iπx)me(−2iπvx)ϕ(x)dx et on en déduit que ϕ̂ ainsi que toute

ses dériver sont aussi à décroissances rapides. et donc on a :

Théorème 3.13. La transformation de Fourier est une application (linéaire et
continue) de S dans S.

3.10 Transformation De Fourier Des Distributions
Tempérées :

Définition 3.14. On appelle distribution tempérée ,toute fonctionnelle linéaire
continue définie sur S et à valeurs dans C .Les distributions tempérées forment
un espace vectoriel que l’on note S’(espace dual de S).On vérifie que : S’ ⊂ D’ .
Une fonctionnelle linéaire T sur S est une distribution tempérée si et seulement s’il
existe c¿0 et n ∈ N tel que pour tout ϕ ∈ S on dit :

| 〈T, ϕ〉 |6 c
∫ +∞

−∞
| ϕ(x) |n dx

Proposition 6. L’ensemble des distribution tempérées contient toutes les distribu-
tions à support bornée (E ′).

Exemple 3.15. ♦ les distributions de Dirac et ces dérivées
♦ les distributions régulières associées aux fonctions à croissance lente comme les
polynômes.
♦ les fonctions périodique localement sommables .

Remarque 5. La distribution régulière Texp n’est pas tempérées puisque la fonction
exponentielle croit trop rapidement à l’infini.

Théorème 3.16. Toute distribution tempérée T admet une transformée de Fourier
,notée F [T ] où T̂ qui est également une distribution tempérée , définie par :

∀ϕ ∈ S, 〈T̂ , ϕ〉 = 〈T, ϕ̂〉

Exemple 3.17. ♦F [T1] = δ〈T̂1, ϕ〉 =
∫+∞
−∞ ϕ̂(v)dv = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉. ( formule de la

transformée de Fourier inverse )
♦F [δ] = T1〈δ̂, ϕ〉 =〉δ, ϕ̂〉 = ϕ̂(0) =

∫+∞
−∞ ϕ(x)dx = 〈T1, ϕ〉

Définition 3.18. On peut définir une transformée de Fourier inverse comme pour
les fonctions
On a :

∀ϕ ∈ S, 〈F−1F [T ], ϕ〉 = 〈F [T ],F−1[ϕ]〉 = 〈T,FF−1[ϕ]〉 = 〈T, ϕ〉
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Proposition 7. Soit T une distribution tempérée on a alors :

�F [Tm] = (2iπv)mF [T ].

�F [T (x− a)] = e(−2iπva)F [T ].

�F [T (ax)] = 1
| a |

T̂
(
v

a

)
.

�F [e(2iπax)T ] = T̂ (v − a).

Théorème 3.19. Si T est une distribution tempérée à support bornée ( E’) alors sa
transformée de Fourier F [T ] est une distribution régulière associée à une fonction
indéfiniment dérivable .
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Conclusion

• Dans ce travail ,on a définis les opérations sur les distributions on commençons
tout d’abord par les définir sur les fonctions localement sommable et en suite on a
généralisé les définitions obtenue à l’ensemble des distributions .

• On a chercher à résoudre des équations différentielles en utilisant les distri-
butions opérateur différentiel et la convolution ,enfin on a abordé en particulier la
convergence des séries de Fourier .
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,France,2012.
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