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Introduction générale

Introduction generale :

Les problémes dynamiques en mécanique quantique non relativiste et relativiste sont d'un intérét
capital dans différentes branches de la physique et la chimie quantiques. En mécanique quantique
non relativiste, il faut résoudre I'équation de Schrddinger associée a un Hamiltonien comme premier
pas pour comprendre le comportement quantique du systeme physique qu'il décrit. Pour les
systemes stationnaires [1], I'équation de Schrodinger se réduit & une équation aux valeurs propres
apres séparation des variables d'espace et du temps. Les solutions de I'équation de Schrodinger
s'expriment alors comme des fonctions des variables d'espace multipliées par des phases
dépendantes du temps.

Pour les Hamiltoniens dépendant explicitement du temps, la résolution du probléme est souvent
plus compliquée voire méme impossible de fagon exacte, il n'est en général pas possible de résoudre
analytiquement I'équation de Schrodinger dépendante du temps. On est obligé de faire appel a des
méthodes approximatives dont chacune peut étre mieux adaptée pour certains types de potentiels.
La théorie des perturbations, I'approximation adiabatique et I'approximation soudaine [2].

Parmi les méthodes alternatives, débouchant sur des solutions exactes, il y a la méthode des
invariants qui a été initiée par Lewis et Riesenfeld [3]. Elle repose sur la résolution d'une équation
aux valeurs propres relative a un opérateur dit invariant et satisfaisant certaines conditions requises.
Il s'avére parfois que cette approche est plus convenable que la méthode directe reposant sur
I'opérateur d'évolution.

Dans cette mémoire, nous allons nous pencher sur la méthode des invariants et la méthode des
transformations unitaires pour résoudre exactement I'équation de Schrodinger relative au modéle de
Jaynes-Cummings dépendant du temps [4].

Nous commencons, dans le chapitre 1, par une description détaillée sur 1’équation de Schrédinger
dépendant du temps et les différentes méthodes utilisées pour la résoudre.

Dans le chapitre 2, nous présentons les deux méthodes : la méthode des invariants de Lewis-
Riesenfeld et les transformations unitaires qui nous servira dans le travail du chapitre 3.

Le chapitre 3, est consacré a la présentation détaillée de la résolution du probléeme du modéle de
Jaynes-Cummings dépendant du temps.

Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion.
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CHAPITRE 1: L’équation de Schrodinger dépendant du temps

1.1 Introduction

Dans le cadre de la mécanique classique, 1’état d’un systéme physique est bien défini par la
connaissance des variables dynamiques du systéeme, solutions des équations de Newton ou celles de
Hamilton et Lagrange, qui sont des quantités continues d’ou la continuit¢ des grandeurs qui

déterminent 1’état du systeme tel que I’énergie [5].

En mécanique quantique les phénomenes physiques sont décrits par la fonction d’onde, qui contient
toutes les informations sur 1’état du systéme et son comportement suit 1’équation de Schrodinger.
L’équation de Schrodinger [6] est 1’équation fondamentale de la mécanique quantique non
relativiste. Elle joue en mécanique quantique le méme rdle fondateur que 1I’équation de Newton en
mécanique classique ou les équations de Maxwell en électromagnétisme. Elle décrit 1’évolution

temporelle de 1’état d’un objet quantique représenté par une fonction d’onde.

1.2 Equation de Schrédinger dépendante du temps

La mécanique quantique postule qu’a un instant to fixé, 1’état d’un systéme physique

est défini par la donnée d’un ket |p(t,)) appartenant a I’espace des états de I’espace de Hilbert[1]

.En outre I’évolution dans le temps du vecteur d’état |y/(t)> est régie par 1’équation de Schrodinger

-2y ) =l ©) (L1)

Ou H(t) est I’observable associée a 1’énergie totale du systeme (I’opérateur hamiltonien

du systeme). Celui-ci est la somme des opérateurs d’énergie cinétique et potentielle :
pZ
H= >m + V(I‘, t) (12)

Ao o= , . , . . : :
Avec p= ;V, ou V est I’opérateur gradient et v(r,t) étant I’opérateur d’énergie potentielle

associée au potentiel d’interaction, éventuellement dépendant du temps.

L’opérateur hamiltonien dépend donc du temps si les potentiels qui entrent en jeu dépendent
eux-mémes explicitement du temps. Lorsque I'opérateur H ne dépend pas du temps, on est
ramené par séparation des variables spatiales et temporelle a une équation aux valeurs
propres, appelée équation de Schrodinger stationnaire. Par contre si [’hamiltonien est

fonction du temps, on est obligé de résoudre I’équation de Schrddinger dépendant du temps
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1.3 Superposition d’états

Puisque I’équation de Schrodinger est linéaire, il est évident alors que la somme de deux solutions
ou plus est aussi une solution. De la découle le principe de superposition [1], qui est 'un des
principes fondamentaux de la mécanique quantique, qui stipule qu’un systéme quantique pouvant

exister dans des états discrets Y, (r,t)(n € N) , peut également occuper 1’état superposé :

llj(t) = Zn an‘l—’n(t) (1.3)

Ou les a,, sont des coefficients complexes indépendants du temps, pourvu que la condition de

normalisation (1.3), qui s’écrit dans la notation de Dirac comme :
(POIY®) =1 (1.4)
Soit satisfaite.

1.4 Evolution temporelle d’un systéme quantique

On postule que I'évolution temporelle d'un systéme quantique [1] est linéaire de sorte qu'il existe

un opérateur U(t,t,) de I'espace de Hilbert H appelé opérateur d'évolution tel que :

Y@, t) = U(t, to)p (7, to) (1.5)

Par ailleurs, afin d'assurer la normalisation de la fonction d’onde, 1'opérateur d'évolution doit étre

unitaire
Ut(t, ty) Ut ty) =1 (1.6)
Oul est I’opérateur identité.

La definition (1.5) permet de montrer que I'équation de Schrddinger est également satisfaite par

I'opérateur d'évolution
ih= U(t,to) = H() U(t, to) (1.7)

Le calcul exact de I'opérateur U(t, t,) dans le cas ou I'hnamiltonien dépend du temps est en général
impossible, hormis quelque cas simples mais exemplaires, et on recourt le plus souvent aux

méthodes perturbation. En revanche. Si H est constant, on a

1
U(t, t,) = e (t-t0) (1.8)
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1.5 Mesures d’un état quantique, Incertitudes

A chaque grandeur physique susceptible d'étre mesuréee est associée un opérateur linéaire hermitien
A agissant dans I'espace de Hilbert et appelé observable. Les résultats possibles de la mesure de A
sont les valeurs propres de I’observable [1]. La probabilité de trouver la valeur a lors d'une mesure

de A effectuée sur un systéeme dans I'état quelconque |(t)) est alors :

P(0) = [{a|P(D)I? (1.9)

D'aprés le principe d'incertitude de Heisenberg il existe des grandeurs qui ne peuvent pas étre
déterminées simultanément avec une précision fini, et leur mesure modifie I'état du systeme. C'est le
cas de la position et de I'impulsion d'une particule, plus on augmente la précision sur la mesure de
position, plus on perturbe la vitesse, et réciproguement. Plus précisément, si on définit les
incertitudes sur ces mesures par les écart-types Ax et A, ils devront satisfaire 1'inégalité de

Heisenberg

Ax.Ap >

N |3

(1.10)

Et de méme pour les composante sur les axes y etz, les A sont maintenant parfaitement définis, et

désignent précisément les écarts- types
Ax = /(x)? — (x)? (1.12)
Ap = {/(p)* — (p)? (1.12)

Ou ( )désigne la valeur moyenne dans un état du systéeme. Par exemple, dans 1’état |¥(t)),
supposé normalise , d’un systéme évoluant a une dimension, les valeurs moyennes des puissances

de x et p, se calculent par :

(x) = [WP*(x, )x¥(x, t)dx (1.13)
(p) =¥ (x,0) (?%) W(x, t)dx (1.14)
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1.6 Méthodes de résolution

Différentes méthodes existent pour résoudre 1’équation de Schrodinger dépendante du temps exacts
et approximatifs. Le choix d’une méthode particuliére repose généralement sur la forme du potentiel
et sur celle de la fonction d’onde recherchée; pour cela on peut citer quelques méthodes

intéressantes qui ont une relation directe avec ce qui va suivre de notre travail.
1.6.1 Les méthodes exactes

1. Opérateur d’évolution

En général, résoudre 1’équation de Schrodinger (1.1) revient de trouver un opérateur linéaire, soit

U(t, ty)[7] qui vérifie :
Ut ty) =U*(t ty) (1.15)

Et qui est définit comme suit :
(1) =U t.1)|w (1)) (1.16)

Avec |W(t,)) représente 1’état initial du systéme.

Par définition, le role de cet opérateur est de déterminer 1’évolution de 1’état |W(t,)) a tout

I’instant t,
En injectant (1.16) dans 1’équation de Schrodinger (1.1), U(t, t,) vérifie I’équation différentielle
suivante :

ih%U(t,t0)= H(t)U(t,t, ) (1.17)

Avec la condition initiale :
Uty t,)=1. (1.18)

La méthode standard pour obtenir des solutions exactes de 1’équation de Schrodinger repose
essentiellement sur I’obtention de I’opérateur d’évolution, satisfaisant a 1’équation (1.17).lorsque
I’Hamiltonien dépend explicitement du temps, cette équuation peut etre intégrée formellement

entre t, et t et mise sous la forme :
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U(tt, ):1+%}H(t' W(t t)dt . (1.19)

2. Les transformations unitaires

En appliquant des transformations unitaire sur un systeme dépendant du temps on peut le rendre
indépendant du temps [2]. Il est important de se rappeler que pour décrire 1’évolution du vecteur
d’état [P (t)) dans I’espace de Hilbert, on doit choisir un systéme d’axes ou un référentiel. Le choix
de référentiel n’a pas de raison d’étre unique, c’est-a-dire que 1’on est libre de passer a un autre
systéme d’axes, chaque fois que 1’on change de référentiel, on change de point de vue et par

conséquent on observe le systeme physique sous un angle différent.

3. Lathéorie des invariants :

La théorie des invariants représente l'un des piliers fondamentaux dans I'étude des systémes
dépendant du temps [3]. Cette importance de la théorie des invariants relie au langage
mathématique puissant qui I'a caractérisé, et sur sa souplesse dans la solution de I'équation de
Schrédinger dépendante du temps. L'idée de base de la théorie des invariants est la dérivation d'une
relation simple entre les états propres de l'invariant et la solution de I'équation Schrédinger.

L'utilisation de la théorie des invariants de Lewis-Riesenfeld dépendants explicitement du temps a
été faite pour la premiere fois sur I'oscillateur harmonique de fréquence dépendante du temps et sur
une particule chargée dans un champ électromagnétique. A cause de son importance dans ce travail,

on va l'étudier avec plus de détails dans le chapitre 2.
1.6.2 Les méthodes approximatives :

Parfois, lorsqu’on ne peut pas trouver des résultats exacts [9], on fait appel aux méthodes
d’approximation, ces méthodes sont généralement trés puissantes et applicables a de
nombreux systemes physiques, elles sont beaucoup plus utilisées dans les domaines de la
physique appliquée ; telles que la physique du solide, physique des plasmas, 1’information

quantique...etc. Parmi ces méthodes on a :
e Lathéorie des perturbations dépendant du temps.
e [’approximation soudaine.

e [’approximation adiabatique.
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2.1 Introduction

Parmi les méthodes les plus puissantes et qui donnent des solutions exactes de 1’équation de
Schrddinger dépendante du temps, nous avons la méthode des invariants [3]. L’idée de base de la
théorie des invariants est la dérivation de la relation entre les états propres de I’invariant et la
solution de 1’équation Schrédinger. On peut trouver une transformation de phase dépendante du
temps pour chaque état propre d’un invariant telle que la fonction propre devient une solution de
I’équation de Schrodinger, et la phase est déterminée en résolvant une simple équation différentielle
du premier ordre.

L'autre technique, trés utilisée dans la résolution de I'équation de Schrodinger, dépendant du temps,
la méthode de transformation unitaire [8] qui a été utilisee avec succes pour résoudre une multitude
de potentiels connus en physique. L'avantage de cette technique est qu'il est possible de choisir
convenablement un opérateur unitaire de telle sorte que la nouvelle égquation soit facile a résoudre.

Nous allons présenter dans cette section plus ou moins en détails les différentes étapes de ces deux

méthodes.

2.2 La méthode des invariants

La théorie des invariants représente 1’un des piliers fondamentaux dans 1’étude des systémes
dépendant du temps. Cette importance de la théorie des invariants est reliée au langage
mathématique puissant qui la caractérise, et a sa souplesse dans la solution de 1’équation de
Schrédinger dépendant du temps. Dans cette partie de notre travail, on va donner quelques notions
essentielles concernant la théorie des invariants telle qu’elle a été introduite par Lewis et
Riesenfeld[3] dans le cas du spectre discret. A travers ces notions on peut, au moins, donner aux
lecteurs une idée sur I’importance de la théorie des invariants pour la résolution de I’équation de

Schrédinger dépendant du temps.

2.2.1 Exposition de la méthode

La théorie des invariants pour Hamiltoniens Hermitiens a été introduite par Lewis et
Riesenfeld(1969) [3], ou ils ont dérivé une simple relation entre les vecteurs propre de I’invariant et
la solution de 1’équation de Schrodinger.

On considere I’équation de Schrodinger suivante :
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ih 2 W (0) = HO)¥(D) (2.0)

Ou H est I’hamiltonnien du systéme, c’est un opérateur hermétique explicitement dépendant du
temps.
Supposons l'existence d'un autre opérateur hermitien dépend explicitement du temps qui vérifie la

condition:

L =24~ [LH] =0 (2.2)
Tel que :

1(t) = 17(¢t) (2.3)
En multipliant I'équation (2.2) par|W(t)), utilisant I'équation de Schrddinger (2.1) nous permettra de

déduire une relation importante :

ih = (11%(6))) = HE)U¥())) (24)

Ce qui implique que l'action de l'opérateur invariant sur le vecteur d'état de Schrddinger produit

une autre solution de I'équation de Schrodinger. Ce résultat est valable quel que soit la forme de
I'invariant.

Pour un opérateur hermétique quelconque, on peut espérer pouvoir trouver plusieurs invariants

vérifiant (2.2). Tous ces invariants justifient certaines propriétés qu'on va introduire dans ce

chapitre. Puis on va essayer dans certains cas de donner des invariants intéressants de point de vue

pratique. En disant comment ces invariants peuvent étre utile.
2.2.2. Valeurs propres de I’invariant I(t)

On suppose que l'invariant I(t) est un opérateur d'un ensemble complet d'opérateurs qui
commutent (ECOC) [1], Donc il existe un ensemble complet des états propres de I(t). On note les
valeurs propres de I(t) par A[3], et les états propres orthonormés associés a A par |4, k)ou k signifie
tous les autres nombres quantiques nécessaires pour spécifier les états propres de ce systéme.
Cependant I'équation aux valeurs propres de cet invariant s'écrit :

I(t) A, k)=A4 4,k
<ﬂ(b,)|k | /1',> k") |=5M>,5kk, (@5)
Ou est (A, k|A'k")le produit scalaire sur I'espace d'état.
Ces invariants I(t) ont un spectre constant au cours de temps. C’est a dire que les valeurs propres

de ces opérateurs sont indépendantes de temps. Pour prouver cette indépendance en différentiant

I’équation (2.5) par rapport a t on obtient:
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0 0
S|k + 1|4 k) = /1k)+/1 14, k) (2.6)
En multipliant (2.2) a gauche par |4, k) il vient
a1 1 _
Le produit scalaire de 1’équation (2.7) par (1A', k'| donne :
</1’ K|in 2, k> + (K THIA k) — (U, K| AH|A, k) = 0 2.8)
in <,1' K| 212, k> = DK HIALK) =0 2.9)
Pour :A" = 4
; 10|01 _
<,1 |20, k> —0 (2.10)
En prenant le produit scalaire de 1’équation (2.6) avec 1’état propre(4, k|, on obtient :
</1 K212, t> (A,k|l%|/1,k> - (A,k|g—j|,1,k> +/1</1,k|%|/1,k> 2.11)
<A,k|%|/1, k> +/1</1,k|%|/1, k> - </1,k|%|/1, k> +/1</1,k|%|/1, k> 2.12)
<A,k|%|)l, k> - <,1,k|% 2 k) 2.13)
Alors :
oA _ a1
i </1,k o )L,k> (2.14)
Ce qui implique :
oA _ al B
i </1,k u /1,k> —0 (2.15)

2.2.3. Vecteurs propres de I’invariant I(t)
Notre but est biens sur de trouver la relation entre la solution de I'équation de Schrddinger et les
états propres de l'opérateur invariant [3], pour ce faire, écrivons I'équation de mouvement pour le

vecteur a partir de I'équation (2.6) et appliquons la formule (2.15) on obtient :

A-n |/1 k) =212,k) (2.16)
Le produit scalaire de 1’équation avec le vecteur propre(A’, k'|est :

</1’,k’|(/1—1)%|/1, k> </1' K| 212, k> 2.17)
On obtient:

(A= X)X, K |HIA k) + Th <A’ K| 212, k) —0 (2.18)
Donc :
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(A= )X, K'|HIA k) = Th(A — A7) <7L’, k|22, k) (2.19)

Pour A # A’on déduit :
A K'|H|A, k) = Th <,1', K| 2|, k> (2.20)
Si I’équation (2.19) est valable pour A = A'aussi bien que pour A+ A’ alors on déduit
immédiatement que|A, k) satisfait I’équation de Schrédinger, c’est-a-dire,|A, k) est une solution

particuliére de 1’équation de Schrodinger.

Alors :
|4, k) = e @®ax|2, k) (2.21)
2.2.4. La phase totale
Nous avons vu que la fonction d'onde du systeme, peut étre cherché, a une phase globale prés
sous la forme d'un produit de deux fonctions chacune est relative a une variable.

Dans I'approche de Reisenfeld[3], nous supposons que le vecteur |A, k) est multiplié par un facteur
arbitraire dépendant du temps. Alors, on peut défini un nouveau ensemble de vecteurs propres de
I'invariant 1(t) défini par:

|4, k) = e @Oax|2, k) (2.22)
Ou a(t),, est une fonction réelle de temps arbitrairement choisie. |4, k),Cesont des états
propres orthonormales de I(t) associés aA , aussi bien que les|A, k). Si on choisit bien les phases
a(t),I'équation (2.20) sera vérifiée pour A = A'et donc I'objectif sera atteint. 1l faut juste avoir:
R 5,038 = (X, k| [ih = — H]|2, k) (2.23)
Donc on obtient :
Rk = (2, k|[ih= — H]|A, k) (2.24)
Mise a part ces changements de phase, on peut introduire la deuxiéme propriété importante de cet

invariant : tous les états propres de ces invariants sont aussi les solutions particulieres de 1’équation
du Schrodinger (2.1).

2.2.5. Solution général de I'équation de Schridinger

Du fait que chacun de ces nouveaux états propres satisfait 1’équation de Schrodinger [6], la

solution genérale est donnée par :

|W(r, ) = Xk Cue @Ok |4, k) (2.25)

Ou G, sont des coefficients indépendants du temps et correspondent | ¥ (7, ty)).

10
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[P (r,to)) = Tax Cae 0|2, k) (2.26)
Donc,|W(t)) est la solution générale de 1’équation générale de 1’équation de Schrédinger et sont

les états propres de I’invariant.

2.2.6 Comment trouver un invariant

Dans le cas d'un systéeme de dimension finie, il y a un résultat due au [10]qui a confirmé qu'un
systeme de la forme (1.3) soit exactement soluble, si et seulement si, lI'algebre de Lie engendrée par
I'opérateur H(t) soit de dimension finie. Cependant, plusieurs exemples d'intérét physique (comme
I'oscillateur harmonique), ont une algébre de Lie de dimension finie. Donc on se met 13, dans le cas
d'un systéme de dimension finie, sous I'nypothese d'avoir une algebre de Lie, engendrée par H(t),de
dimension finie. On va voir, comment cette hypothese peut nous aider a trouver I'ensemble des
invariants de notre systeme de Schrodinger.

Supposons par exemple que l'algébre de Lie engendrée par H(t) est donnée par I'ensemble des
opérateurs hermitiens

E={0,,0,,......... Oy | (2.27)
Avec l'opérateur hamiltonien H(t) s'écrit comme

H = %L, hiO; (2.28)
Ou les h; sont des coefficients qui peuvent dépendre du temps. Et O; sont des opérateurs.
Maintenant on construit I’opérateur invariant :

I(t) = X, a;(£)0; (2.29)

Ou les parametres{a;(t)} sont des fonctions réelles dépendant du temps. On exige que
I’ensemble des N opérateurs{0;}y (N = M) satisfasse les équations :

[H,0,] =XY.19i0,j = 12,...,N (2.30)
C’est —a-dire qu’une quasi-algebre est fermée avec des constantes de structure g;;.en
remplacant 1’équation (2.29) dans 1’équation (2.2) et en utilisant les relations (2.28),
I’opérateur!/ (t) devient un invariant si I’ensemble suivant d’équations du premier ordre a une

solution :

(Xi. + ifl_l Z?]:l gjl-ai = O,l = 1,2, ,N (231)
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CHAPITRE 2 : La méthode des invariants et les Transformations unitaires

2.3 Les transformations unitaires

Nous allons montrer dans ce paragraphe qu’un probléme physique décrit par I’hamiltonien H et le
vecteur d’état [ip)admet de multiples représentations équivalentes [8], obtenues en changeant a la
fois I’hamiltonien et le vecteur d’état.
Généralement, pour un hamiltonien dépendant du temps, on utilise des opérateurs unitaires
dépendants du temps qui transforment le vecteur d’état de la fagon suivante :

wlt) =ul7 () (232)
Du point de vue de la mécanique quantique, on dit que les états |y/(t)) et |i7(t)) sont équivalents, et
par conséquent décrivent le méme phénoméne physique, si |i7(t))satisfait aussi 1’équation de
Schrddinger pour un nouveau Hamiltonien Hermitien H .

En fait, en dérivant (2.32) partiellement par rapport a t et utilisant (1.1), on vérifie que |i7(t))

satisfait I’équation :

n 70 G agneu)-in 2= Ou e | 2.33)
Qui est du type Schrodinger avec :

F(t)=U(OH (t)J(t)+ihaUa:(t)U(t) (2.34)

Cependant, en imposant 1’herméticité de H(t), on s’apergoit que 1’opérateur U (t) doit étre unitaire,
c’est-a-dire :
U*(t)=U"(t) (2.35)

Ou encore :

U* (00 =uEu* ()= (2.36)
Ou I est I’opérateur identité.
On dit alors que I’opération (2.32) est une transformation unitaire. Elle assure la conservation du
produit scalaire des déférents états. En effet, en considérant la transformation (2.32) sur deux états

quelconques |y, (t)) et |w,(t)) de I’espace de Hilbert,

|7 () =U" (t)w (), i=1.2 (2.37)
Et tenant compte de la propriété d’unitarité (2.35), on obtient
<l/71(t)|§72 (t)> = <‘//1(t)|‘//2(t)> (2.38)

Qui signifie que le produit scalaire est conservé. Ainsi, ’interprétation probabiliste des vecteurs

d’état de 1’équation de Schrodinger est conservée dans une transformation unitaire.

12



CHAPITRE 2 : La méthode des invariants et les Transformations unitaires

Par ailleurs, pour que les deux systémes d’états, c’est-a-dire les |y, (t)) et leurs transformés | (t)) ;

soient complétement équivalents, il doit y avoir conservation des valeurs moyennes des
observables. Ainsi, partant de la définition de la valeur moyenne d’une observable A(t) (qui peut

dépendre explicitement du temps) dans un état | (t)) quelconque d’une représentation et tenant

compte de (2.37), on peut écrire

(v @A ) = (7 O QAL 7 0) (2:39)
Par conséquent, cette méme observable doit étre définie dans la nouvelle représentation comme
Alt)=U"(H)AU(t) (2.40)
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3.1Introduction

Le modéle standard de Jaynes-Cummings (JCM) [11] est considéré comme le modelé de référence
le plus élémentaire pour décrire 1’interaction des atomes a deux niveaux avec un champ
¢lectromagnétiques quantifiés dans 1I’approximation dipolaire.

Le but du travail de ce chapitre est de présenter la méthode des invariants conjointement avec les
transformations unitaires, pour résoudre I'équation de Schrodinger du modéle de Jaynes-
Cummings a deux niveaux d'énergie dépendant du temps avec un processus de photons imaginaires,

ou on a présenté les valeurs propres de I’invariant et on a calculé aussi la phase a partir de ’article

de XIAN [4],
3.2Hamiltonien de JCM

L’hamiltonien du modele de Jaynes-Cummings généralisé [4], donné par I’expression suivante :

H(t)=rolt)a’a+ %ha} (t)o, + 1 (tfa*o,e?™ +ac e 0] (3.1)

On voie que I’hamiltonien de JCM a trois composantes qui sont :

o1
Ho(t):ha)(t)a a+§7fza)0(t)az (3.2)

Hine (t) = hQO(t)[a+o'+e2ir(t) + ao._e—Zir(t)]

Ou  olt)est la fréquence du mode du champ électromagnétique couplé a I’atome, (t) est la

fréquence de transition atomique, Qo(t) est la constante de couplage, aet a*sont les opérateurs de
création et d’annihilation des photons du champ, les matrices {o,,o_ o, }sont les matrices de Pauli
standards qui décrivent le systéme a deux niveaux qui satisfaire les relations de commutation

suivantes : [o,, o, |=+o, et [0,,0 |=0,, on pose :n=1

Afin d’étudier le mouvement quantique de notre systéme nous devons résoudre 1’équation de

Schrédinger :
<) = Hw ) (3.3)

Parce que I'Hamiltonien est dépendant du temps, il est nécessaire de simplifier cette équation afin

de la résoudre. Pour cela .Nous allons présenter ici deux approches de résolutions qui consistent a

14
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procéder d’abord par des transformations unitaires adéquates pour transformer le probléme en un

autres probleme plus simple, ensuite la méthode des invariants.
3.2.1 Latransformation unitaire

Le but est d’utiliser une transformation unitaire approprié¢e de telle sorte a passer de I’Hamiltonien
(3.1) a un autre hamiltonien plus simple a résoudre. Pour ce faire, considérons la transformation
unitaire définie par :

lw(®)=U(t)y(t) (3.4)
Avec :

U(t)=e™ e (3.5)

La nouvelle fonction

y(t)) satisfait donc 1’équation de Schrédinger :

219 (0) =Ry ) (3.6)
Avec .
ﬁ(t):u+(t)H(tp(t)_mu+(t)§u(t) 3.7)

En utilisant les identités suivantes :

! 3.8
U*(t)o U(t)=o e (38)
On obtient :
H(t)=o(t)a*a+ E w, (t)+ /z}az +Q, (t)[a*me“”e”(t) + aa_e‘”e‘Z‘r(t)] (3.9)
Pour que H(t)ayant la forme la plus simple possible, il convient de fixer :
ut)=2r(t) et t)=1(t) (3.10)
Et par conséquent H(t) se réduit a la forme simple :
A= oftlaa+ E o (t)+1'"(t)}az +o,tfa‘o, +ac ] (3.11)

15



CHAPITRE 3 : Le modeéle de Jaynes_ Cummings

Pour gérer ce hamiltonien dans une formule algébrique, nous introduisons des générateurs SU(2) de

la forme :
2 ZL(IJVO'+ —ao:), (3.12)
2JA
S,=—+ (a'o, +ac ) (3.13)
2JA
1
Y= EGZ (3.14)
Avec :
A=a+a+%(l ~0o,) (3.15)
Satisfont les relations de commutation suivantes :
[Z..5,]=1%, (3.16)
[2,.5:]=1%, (3.17)
2.2 ]=1%, (3.18)
[4Y.]=0,i=123 (3.19)

et par conséquent ils forment une algébre de Lie fermée.
Alors, I'hamiltonien H(t) transformé est représenté comme une combinaison linéaire des opérateurs

%, tel que :

A= wlt)h + 20, (WA 5, +ioy (0)+ 0] + 2L, —@ (3.20)

Il est facile de trouver que :

[A1(1)]=0 (3.21)

Cela signifie que I'opérateur A a les mémes vecteurs propres que I’operateur invariant 1(t)

Donc on peut remplacer (2.25) dans (3.3), on obtient I'opérateur hamiltonien :
A(0)= ol + 22 WD Z, +o) + ot 21, - ) (3:22)

Avec les vecteurs et les valeurs propres de A sont :
Al W I (3.23)
|n-1) In-1)
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3.2.2 L’operateur invariant

Puisque H(t) est une combinaison lingaire de {>,,>,,>,}, on peut donc, selon la théorie présentée

dans le chapitre 2, construire un opérateur invariant sous la forme :
I(t):a(t)zl +,3(t)22 +7/(t)23 (3.24)

ou les fonctions ¢ (t), A(t), 7 (t) sont des fonctions réelles du temps qui seront choisies de telle

sorte a satisfaire I’équation de I’invariant :
alt) .
20yl (3.29

En tenant compte de les relations de commutation (3.16-3.19), il vient que :

[LH]- i{[{[a)o (t)+ o(t)]+ 20 @)i3() — 20V (O ()], + i{feoy () + 0]+ 20 )], +}
[2ivne, @) ()], (3.26)
Et par dérivation (3.24) par rapport a t nous avons encore :

A0 _ 4z, O, O (327)

En insérant les deux équations (3.26) et (3.27) dans (3.25) et identifiant les termes semblables entre

les deux membres, on obtient le systéme d’équations différentielles couplées suivant :

alt) =—{fap (1) + aft)]+ 20(@)}B(t) + 2dnhQy, (t)y (t) (3.28a)
A= il (0)+ ot)]+ 200)Jerlt) (3.28b)
#(t)=—2vnhQ, (t)elt) (3.28¢)
Nous présentons maintenant de nouveaux opérateurs tell que :
2=y H2,. (3.29)
Zy :Z]__i Zz (330)
2, =25 (3.31)

Satisfont les relations de commutation suivantes :
.2, =22, (3.32)
17
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DI LD I (3.33)
L’expression de I(t) sera donnée par :
1(t)=AL)Z, +A" (1), +(1)Z, (3.34)
Avec:
A(t):%[a(t)— i(t)]= ke, (3.35)
A (t)=%[a(t)+ i8(t)] = ke (3.36)
Avec:
1 2 2
k:E[a + 4] (3.37)
0= arctan% (3.38)

3.2.3 Valeurs propres et fonctions propres de I’invariant

On cherche les états propres de 1(t)correspondant a des valeurs propres réelles et indépendantes du

temps :
1) A1) =4 4.t) (3.39)

Pour accomplir ce but, procédons par une transformation unitaire dont le but est de réduire
1I’équation (3.39) en une nouvelle équation complétement indépendante du temps. Considerons donc

la transformation unitaire définie par :

&[zxe—im),zyemm]

V(t)=e 2 (3.40)

2k
Avec : c=arctan—
V4

En posant :

| 4t)=V(t)4.t) (3.41)
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En reportant (3.41) dans (3.39), il vient que :

[{t] 2.t)=4|4.t) (3.42)
Avec .

Ht)=v ItV ) (3.43)

On verifie aisément que les transformées des opérateurs=, , X, etx, sont données par :

V)T, V(t)=X, cos’ %— 3, €% sin? % -¥,e%sinc, (3.44)
V)T, V(t)=X, cos® % —-> e ?sin? % —-¥,esing, (3.45)
V(t)x,V(t)=X, cosc +%(ZX e 4y, eia), (3.46)

Ainsi, I’opérateur I (t)sera donné par I’expression :
[(t)=o, (3.47)
Par conséquent, les fonctions propres de I'opérateur &, correspondant aux valeurs propres[6]:

A4 =1 et A, =—1Sontdonnes par : [3 et Gj

Ainsi, par considérant les fonctions propres de l'opérateur A, on voit que les fonctions propres

normalisées correspondantes de I(t) sont donnés par :

A=l |Z0)= [' g>j (3.48)

bH=-1 ‘Z’t>:(|n(—)l>J (3.49)

Enfin, en utilisant (3.48) et (3.49) compte tenu de (3.40), les fonctions propres de 1’opérateur

invariant I(t) peuvent étre mises sous la forme :
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4=1JLQ=VQ{QW (3.50)
A, ==1]4.1) =V(t)(| i (21>j (3.51)

3.2.4 Phases globales et solutions du systeme

Les phases globales peuvent étre déterminées comme précédemment a partir de la relation qui

s’écrit ici comme

hL, (tji,t):[ih%— ﬁ(t))\%,t) (3.52)

Ou encore sous la forme :

njL, (t) A,t) =V +(t)(ih§ -H (t))v(t)u,t) (3.53)

On obtient finalement :
u,(t)= —ii [\/HQO ()42 )y(r) - {h[a)o (t)+ olt)]+ Zf(t)};/(z') +na(z)-6(r)c(z)sin C(z‘)}i r  (3.54)

Pour: A, =1 les solutionsy(t) sont données par :

v, () =

Pour: 4, =-1

}[\/HQO(T)lu((T) (r)—{h[ (t)+w(t)]+2f(t)} (r)+na)(r)—é(r)c(r)sinc(r)]dr n
e e ’ U@V (t n) (3.55)

na(e)a2(e (e 20 (e pno(e -4 (e sinel )]

|wa(t)h=e UV (t)@n(il)J (3.56)
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Conclusion generale

Conclusion générale

Nous avons présenté dans cette mémoire un travail théorique qui consiste en la résolution de
I'équation de Schrddinger pour un probléme de mécanique quantique non stationnaire qui est bien
connu dans 1’optique quantique « Le Modele de Jaynes-Cummings ». En effet, notre démarche
consiste a utiliser la méthode des invariants conjointement avec les transformations unitaires. Par
consequent, dans toutes les étapes de calcul le probleme est abordé toujours du point de vue
quantique.

Dans le probléme de Jaynes-Cummings dépendant du temps,nous avons utilisé la méthode
des transformations unitaires pour ramener le probléeme a un probleme simple a résoudre ensuite
nous avons construire une algebre de lie de I’operateur Hamiltonien , en utilisant une base composé
par des générateurs de 1’algebre de SU(2) ce qui nous a conduit a un nouveau Hamiltonien simple
et par la méthode des invariants de Lewis-Reisenfeld nous avons montré qu'il est possible de
définir un opérateur invariant composé par les mémes générateurs de 1’algébre de SU(2) ensuite, a
I’aide d’une transformation unitaire approprié, nous avons transformé l’invariant I(t) a un autre

operateur indépendant du temps dont ces valeurs propres sont (4, =1, 4, =-1). Finalement nous

avons systématiquement résolu I'équation aux valeurs propres correspondante et donc les solutions

de I'équation de Schrddinger.
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Résumé :

Dans ce travail, nous avons résolu I’équation de Schrodinger pour le modele de Jaynes Cummings
dépendant du temps. Nous avons appliqué la méthode des invariants conjointement avec les transformations
unitaires pour réduire le probleme a un probléeme simple a résoudre. Nous avons obtenu les valeurs propres et
les vecteurs de I’invariant et la forme finale des fonctions d'onde.

Mots clés : Jaynes Cummings dépendant du temps, Schridinger, La théorie des invariant

Abstract :

In this work, we solved the Schrédinger equation for the time dependent Jaynes Cummings model. We
applied the method of invariants together with the unitary transformations

to reduce the problem to a simple problem to solve. We obtained the eigenvalues and vectors of the invariant
and the final shape of the wave functions.

Keywords: Jaynes Cummings dependent on time, Schrddinger, the theory of invariant
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