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Notations

Soit GG un groupe, n un entier positif, X, Y deux parties non vides de GG et z,y, g des éléments

de GG. On utilisera les notations suivantes :

[z, y] = a7y ey = 27 1a¥; on 2¥ = y oy,
[z,y] = [z, yllr € X,y €Y) .

GO =G, GWM = G le sous-groupe dérivé de G.
G™ le (n + 1)¥"¢ terme de la série dérivé de G.

1n(G) =G, 7»(G) =4

Y (G) le n®m terme de la série centrale inférieure de G.

Zo(G) =1, Z,(G) = Z(G) le centre de G.
Zn(
G" = (z"/x € G) le sous-groupe engendré par la n®me

G) le (n + 1)*"¢ terme de la série centrale supérieure de G.

puissance des éléments de G.

Si Xet) sont deux classes de groupes, alors le produit XY désigne la

classe des groupes GG qui admettent un sous-groupe normal N € X tel que % ey.

Ci(X) le centralisateur de H dans G.

N¢(H) le normalisateur de H dans G.

N¢ lintérieur normal de N dans G.

H C G le sous-groupe H est caractéristique dans G.
HsnG le sous-groupe H est sous-normal dans G.
Cpe est le groupe quasicyclique.

HascG le sous-groupe H est ascendant dans G.

A est la classe des groupes abéliens.

C est la classe des groupes de Cernikov.

F est la classe des groupes finis.

LN est la classe des groupes localement nilpotents.
N est la classe des groupes nilpotents.

LF est la classe des groupes localement finis.

Z A est la classe des groupes hypercentraux.

Ni est la classe des groupes nilpotents de classe < K .



Introduction

Soit X une classe de groupes. On dit qu'un groupe G est un non-X-groupe minimal, si tous
sous-groupes propres sont des X-groupes et si G lui-méme n’appartient pas a X.
L’objectif est de chercher la structure des non-X-groupes minimaux.
Plusieurs auteurs ont étudié ce probleme dans le cas des groupes finis et les résultats les plus
importants ont été obtenus par G.A.Miller et H.Moreno en 1903 [4].
Ensuite, en 1964 ’étude des groupes non-X-minimaux a été réalisée pour la premiere fois dans le
cas des groupes infinis avec la parution de I'article de M.F.Newman et Wiegold [5] Cette derniere,
et bien qu’elle ne fut pas compléte, a incité plusieurs auteurs a étudier ce genre de problemes et
de nombreuses publications ont été faites dans ce sens et beaucoup de résultats sur les groupes
infinis non-X-minimaux, pour diverses propriétés (ou classes) de groupes X, ont été obtenus. Et
parmi les chercheurs qui ont étudié ce probleme, en 2015 F.DE.Giovanni et M. Trombetti [3] ont
étudié les groupes infinis de type infini minimaux non-hypercentraux.
Dans ce mémoire, on s’intéresse a ’étude des groupes dont tous les sous-groupes propres sont
hypercentraux. Ces travaux ont quelque peu progressé, notamment dans le cas de type fini. De
plus, on a obtenu quelques résultats dans le cas de type infini, on présente les résultats qu’ils
ont obtenus. Ainsi S.Azra qui a étudiée cette classe a trouvé d’autre résultats. Ce mémoire se
compose de trois chapitres.
Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions fondamentales a la théorie
des groupes. On commence par la notion de condition maximale et minimale sur les sous-
groupes. Apres cela, nous intéresserons aux groupes, sous-groupes, sous-groupes normaux,
les groupes de quotients,.....Puis on s’intéressera aux classes des groupes localement gradués,
nilpotents, localement nilpotents,...On terminera le chapitre le sous-groupe de Fratini et les
groupes hypercentraux.
Dans le deuxiéme chapitre, on présentera les résultats qui ce trouvent sur les groupes non-
hypercentraux minimaux de type fini avec quelques résultats trouvés par S.Azra. Plus précisément,
on établira que si GG est un groupe non-hypercentral minimal, alors G est un groupe parfait de

type fini nadmettant pas de sous-groupes propres d’indice fini et %

pite) est un groupe simple

infini.
Dans le troisieme chapitre, on présentera les résultats qui se trouvent sur les groupes non-

hypercentraux minimaux de type infini. Le résultat principal a été obtenu par F.De.Giovanni
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et M.Trombrtti[3], ils ont étudié les groupes infinis localement gradués, avec quelques résultats

trouvés par S.Azra.



Chapitre 1

Les notions fondamentales a la théorie

des groupes

Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques les notions principaux a la théorie des
groupes. D’abord on va introduire notion fondamentale sur la condition maximale et minimale
sur les sous groupes. Apres cela, nous intéresserons aux groupes (Sous groupes, Sous groupes
normaux, quotients, finis, abéliens, polycycliques), nilpotents et résolubles. Enfin, nous terminons

par le sous-groupe de Fratini et les groupes localement gradués et hypercentraux .

1.1  Groupes

Dans cette section on va introduire les notions des groupes.
Définition 1.1. Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition définie par :

(xxy) = xzxy.

7

On dit que la loi 7 * 7 définie sur G est un groupe si :

1) Laloi ” %" est une loi de composition interne sur G c’est-a-dire :
Ve,ye G:xxy €.
2) Laloi 7 x ” associative, c’est-a-dire :
Va,y,z € G: (x*xy)*z=u1xx*(yx*z).
3) G admet un élément neutre par rapport a 7 * 7 (noté e) c’est-a-dire :
JeeGVxeG:xxe=exx =1

4) Chaque z de G admet un élément symétrique x’ de G c’est-a-dire :
VeeG ' eG:xxa' =2" vz =e.

6



1.1. GROUPES 1.1

Exemple 1.1.
(1) (Q,+); (R,4+); (C,+); (Z,+); (Q/0,.); (R/0,.); (C/0,.) sont des groupes.

(2) (Z*, x) n'est pas un groupe car 2 n’a pas d’inverse (pourx) .

(3) (N, +) n’est pas un groupe car 8 n'a pas d’inverse (pour).
Remarque 1.1. Le cardinal de l’ensemble G est appelé l'ordre du groupe G noté | G |.

Définition 1.2. Un groupe est dit fini s’il possede un nombre fini d’élément dans ce cas, le

cardinal de G s’appelle : 'ordre du groupe G, il est noté O(G)(ou | G |).

Proposition 1.1. Soit (E,*) un groupe alors :
1) Sie et € sont deux éléments neutres pour " x 7 dans E, alors e = €.
2) V(x,y,2) EE? ixxy=a%2 —y=2
3) V(x,y,2) €EE3 :ysxx=zx1x— 2=y.
4)  Tout élément dans E admet un symétrique unique.
5) V(x,y) € B* :(xxy) =y trah
6) YVreE :(z7') =z
Démonstration :

1) On a e est l’élément neutre et €' € E.
=exe=exe =¢. (1.1)
Puisque € est [’élément neutre et e € E.
=exe = xe=ce. (1.2)
D’aprés (1.1) et (1.2) :

2) SoitVr,y,z € E,

rxy=xx2=>c ' x(zxy) =a 1 (zx*2).

Par lassociativité on a :

(x
= e*xYy =€*2.

=y =2z
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1.1

3) On pose que x admet deur symétriques x1 et xo dans (E,x) Alors :
TikT=¢
S L1 *¥T =Tk =T = L1 = Ta.
Tokx =¢€
( car z est régqulier).

4) Soient x ety dans E , y~' x 27! est linverse x x y

(xy)x(y ' xa™l) = ax(yxy)xa”

Donc :

(x*xy) =y txx
5) Soit x dans E alors :x~' € E alors,

(zH ek

bbb
o
:\
w
HH
8

Définition 1.3. (Ordre d’un élément).

Soient G un groupe et a un élément de G, 'ordre du sous groupe engendré par a est aussi I'ordre

de a, noté |a| = |(a)|.

Remarque 1.2. Si l'ordre de a est fini on dit que a est fini si non a est d’ordre infini .

Théoréme 1.2. Soient G un groupe et a un élément de G alors :

1) a est d’ordre fini si et seulement s’il existe m de (N*) tel que a™ = e.

2) Si a est un élément de G d’ordre fini, alors |a| est le plus petit entier positif n vérifiant

a> =e, t,e:



1.2. SOUS-GROUPES 1.2

la| = min{n € (N*)/a" = e}.

Proposition 1.3. Soit a un élément d’ordre fini n alors :

Remarque 1.3. Soient G un groupe et a un élément de G ; les trois conditions suivantes sont

équivalents :
1) a est d’ordre fini;
2) a~ ! est d’ordre fini;
3) VK € (Z),a” est d’ordre fini .

1.2 Sous-groupes

Définition 1.4. Soit (G, *) un groupe, H une partie non vide de G .
On dit que H est un sous groupe de G si H est aussi un groupe par rapport a la loi induite par

celle de G .
- La notation H < G est utilisée pour exprimer le fait que H soit un sous-groupe de G.

- La notation H < G est utilisée pour exprimer que H est un sous-groupe propre de G.

Comme ” % 7 est associative dans GG alors sa restriction & H est aussi associative.

Proposition 1.4. Soit H # 0 est un groupe de (G,*) s’il est stable par rapport a = et d

l’opération inversion, c’est-a-dire :

(1) H#0
(i1) Va,be Hyaxbe H
(i17) Vac Hya'ec H

Il est claire que si (G,*) est un groupe, alors H est un sous groupe de G.

Exemple 1.2. Soit (G,*) un groupe et H = {x € G;Vy € G,x xy = y*x}, alors H est un
sous groupe de G .
En effet,

W

i) Si e est l’élément neutre de " x 7, alors e € H car :

Vye G, exy=yx*xe=y.



1.3. CLASSE A DROITE,CLASSE A GAUCHE MODULO UN SOUS-GROUPE 1.3

it) Soient x,y € H, alors :

Vee G (zxy N*z = (wxy H*(z"HH

<
L
*
—~
N
i
~—
L
~—
@)
IS
3
*
D
VA
~
IS
VA
V2]
)
Q
S,
Q
~
.
e
Q)

= (z*2)xy ' car * estassociative

-1

)x2z " carx € H

Il
N
*
S

= z*(z*y ') car * est associative

ce qui montre que v xy~' € H.

De ) et ii) on déduit que H est un sous groupe de G.

Remarque 1.4. Sachant que si "e” est [’élément neutre d’un groupe (G, %), alors il commute
avec tous les éléments de G, de l’exemple précédent on déduit que si e est I’élément neutre d’un

groupe (G, *) alors, {e} est un sous-groupe de G .

Définition 1.5. Soit (G, %) un groupe, on dit que H est un sous groupe propre de G si H # {e}
et H#G .

Lemme 1.5. Soit E un groupe et {H; \ i € 1} une famille de sous-groupe de E, alors N;e;H;
est un sous groupe de E.
Démonstration : Vi € I,e € H; = e € Nicr H;,

a) Soit x,y € NierH;, Yi € I,x,y € H; alors :
rxy € Hi = xxy € NierH;.
b)Soit x € NierH;, alors :
Viecl,xreH, =2 e HVicl=a"'e€NeH,.
Proposition 1.6. Un sous-ensemble H d’un groupe G est dit sous groupe de G si et seulement
St :
- H est non vide .

-Vg,h € H= gh~' € H.

1.3 Classe a droite,classe a gauche modulo un sous-groupe

Soit G un groupe, H un sous groupe de GG. Pour chaque élément x € GG, on peut associer un

sous ensemble de G défini comme suit :

10



1.4. SOUS-GROUPE NORMAUX 1.4

xH = {zh/h € H} et Hx = {hxz/h € H} qui s’appelle classe a gauche et a droite modulo H
d'un élément z .

L’ensemble de toutes les classes a gauche modulo H sera noté (G/H), , ie:

(G/H), ={zH/x € G}
L’ensemble de toutes classes a droite modulo H sera noté (G/H )4, i,e :
(G/H)y={Hz/x € G}
Théoréme 1.7. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G alors :
)VeeG:xe H: (xeH=H)< (x € H).
i) Vo,y € G: (Hr = Hy) < (zy ' € H), et (tH =yH) & (7 'y € H).
i) G = Ugeg(vH) = Ugeq(Hz).
Définition 1.6. (L’indice d’un sous-groupe)
Soit G un groupe, et H un sous groupe de G .

Le cardinal de I’ensemble des classes & gauche modulo H (qui est le méme de celui de I’ensemble

des classes & droite) est appelle I'indice de H dans G noté |G : H| ou £.

Théoreme 1.8. Soit G un groupe, on a : H < K < G alors : |G : K| =|G: H|.|H : K|.

1.4 Sous-groupe normaux

Théoreme 1.9. Soient G un groupe et H un sous groupe de G alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

(1)¥Yg € G:gH = Hg;

(2)Vge G;Yhe H g 'he H;

(3)Vg e G:gthg € H;

(4)VgeG:g'Hg = H.
Définition 1.7. Si H un sous-groupe de G qui vérifie I'une des condition (1),(2),(3),(4), alors
H est dit sous-groupe normal de G et on note H < G.
Exemple 1.3.

1) Soit G un groupe, alors {e} <G et G IG.

2) Dans le groupe (N, +) tout sous-groupe est un sous-groupe normal.
Définition 1.8. ( Normalisateur d’un groupe )
Soient GG un groupe et H un sous-groupe de G .

L’ensemble Ng(H) = {g € G/g ' Hg = H} s’appelle normalisateur de H dans G .
Ng(H) est le plus grande sous groupe de G dans le quel H est normal .

11



1.5. GROUPES QUOTIENTS 1.6

Théoréme 1.10. Soit H un sous groupe d’un groupe G alors :
H<JG & Ng(H) =G.

Définition 1.9. (Groupe simple).
Soit G un groupe différent de {e}, on dit que G simple s’il n’admet aucun sous-groupe propre
normal.

Donc G est simple si et seulement si :

VH (HLG)e (H={e} ou H=G).

1.5 Groupes quotients

Définition 1.10. Si N est un sous-groupe normal d’un groupe G, le groupe quotient (ou groupe

facteur) de N dans G noté par :

G/N.

1.6 Groupe engendré par un ensemble, groupes de type

finis

1.6.1 Groupe engendré par un ensemble

Définition 1.11. Soit GG un groupe, X une partie non vide de G le plus petit sous groupe de GG

qui contient X est appelé sous-groupe engendré par X, il est noté par (X).

Remarque 1.5. (X) est lintersection de tous les sous groupes de G qui contient X .
(X) = N<n<ey .

Proposition 1.11. X étant une partie non vide d’un groupe G :

(X) = {af", 22, ... o fre (N*),z e Xy, F1,V1 <i <r}.

r

1.6.2 Groupes de type fini

Définition 1.12. Un groupe G dit de type fini, s’il peut étre engendré par un nombre fini

d’éléments ; i.e s’il existe xq, ...... , Ty € G tel que G = (xq, ..., z,).
Remarque 1.6. Un groupe fini est nécessairement de type fini mais la réciproque est fausse .

Théoréme 1.12. Soit G un groupe alors :

12



1.7. GROUPE PERIODIQUES, LOCALEMENT FINIS ET D’EXPOSENT FINIS 1.9

1)VX CG.
i) (X) ={e}) = X ={e} VX =0
i) ((X) = X) <= (X < G).

iti) ((X)) = (X).

2)VX,Y CG: (X CY) e (X) < (V).

1.7 Groupe périodiques, localement finis et d’exposent
finis

Définition 1.13. Soit G un groupe multiplicatif :
i) G est dit périodique, si tous ses éléments sont d’ordre fini; i.e Vo € G In € N*, 2" = 1.
ii) G est dit localement fini, si tout sous-groupe de type fini est fini.
iii) G est dit d’exposent fini, s'il existe n € N* tel que Vo € G, 2™ = 1. Le plus petit entier qui
vérifie cette condition est appellé I'exposent de G.
Théoreme 1.13. Soit G un groupe, H < G et N <G.

i) Si G est périodique (resp, d’exposent finis, localement finis), alors il est de méme pour H et
a

~
it) Si N et % sont périodiques (resp, d’exposent finis, localement finis), alors il est de méme

pour G.

Théoréme 1.14.
i) Tout groupe fini est localement fini.

it) Tout groupe résoluble périodique est localement fini.

Remarque 1.7. Si G est localement fini, alors G est périodique.

1.8 Groupes cycliques

Définition 1.14. On dit qu'un groupe G est cycliques s’il existe un élément a de G tel que

G = (a).

Proposition 1.15. G est cyclique si et seulement s’il existe un élément a de G tel que :
G={da"/ne€(Z)}.

Exemple 1.4. (Z) est cyclique engendré par +1 ou —1 .

Proposition 1.16. Tout groupe cyclique est abélien.

Remarque 1.8. Tous sous groupe d’un groupe cyclique est cyclique .

13



1.9. MORPHISME D’UN GROUPE 1.11

1.9 Morphisme d’un groupe

Définition 1.15. Soient G et H deux groupes, on appelle morphisme de groupe ou homomor-

phisme de groupes de GG dansH toute application ¢ : G — H satisfait :

Vg,9' € G ©(g9") = (9).0(9).

On dit que ¢ est un isomorphisme de groupes si de plus ¢ est bijective, un endomorphisme de
G si G = H, et un automorphisme du groupe G si c¢’est un isomorphisme de GG dans lui-méme,

¢’est-a-dire un endomorphisme bijective.

Définition 1.16. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes .

- On appelle image de ¢ le sous-ensemble .
Imp = ¢(G) ={¢(g),9 € G} C H.
- On appelle noyau de ¢ le sous-ensemble .

kerp = ¢~ ({en}) = {g € G, 0(g) = en} C G.

1.10 Théoremes d’isomorphismes

Théoréme 1.17. ( Le premier théoréme d’isomorphisme)

i) Si o : G — H est un homomorphisme de groupes, 'application 6 : (Kera)X — X* est un

isomorphisme de G/Kera d Ima.
it) Si N est un sous groupe normal d’un groupe G, l'application v : x — Nz est un homomor-

phisme de G a G/N avec le noyau N. (Ce v est appelé homomorphisme naturel ou canonique).

Théoréme 1.18. (Le deuxiéme théoréme d’isomorphisme) Soit H un sous-groupe et N
un sous-groupe normal d’un groupe G. Alors NNH<H et (NNH)x — Nz est un isomorphisme
de HHNNH a NH/N.

Théoréme 1.19. ( La troisiéme théoréme d’isomorphisme) Soit M et N des sous-

groupes normauz d’un groupe G et soit N < M. Alors

M/N <«G/N et (G/N)/(M/N) ~ G/M.

14



1.11. CONDITION MAXIMALE ET CONDITION MINIMALE SUR LES SOUS- GROUPHE$

1.11 Condition maximale et condition minimale sur les

sous- groupes

Maintenant on va introduire les notions de condition maximale et minimale sur les sous-

groupes. Ces notions sont tres utilisé dans 1’étude des groupes infini.

Définition 1.17.

(i) On dit que G vérifie la condition maximale sur les sous-groupes s’il n’existe pas de chaine

infinie strictement ascendante Hy < Hy < .... < H; < H;; 1 < .... de sous-groupes de G .

(ii) On dit que G vérifie la condition minimale sur les sous-groupes s’il n’existe pas de chaine
infinie strictement descendante H; > Hy > .... > H; > H; 1 > ... de sous-groupes de G .
On notera max (resp min) la condition maximale (resp la condition minimale) sur les

SOus-groupes.

Proposition 1.20.

(i) Un groupe G vérifie maz si, et seulement si, tout ensemble non vide de sous-groupe de G

admet un élément maximal .

(ii) Un groupe G vérifie min si, et seulement si, tout ensemble non vide de sous-groupe de G

admet un élément minimal .

Exemple 1.5.
(i) Tout groupe fini vérifie maz et min.
(ii) Les groupes cycliques infinis vérifient maz. En effet, On sait que mZ < nZ si, et seulement
st, n divis m ou m,n € (N*). comme les diviseurs de m sont en nombre fini, il en résulte

qu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-groupes de Z contenant mZ. D’ou le groupe cycliques

infinis Z satisfait la condition maximale.

(iii) Les groupes cycliques infinis ne vérifient pas min. En effet, on a Z > 27 > 47 > ... >
27 > 7 > . est une chaine strictement descendante de Z.
Le théoréme suivant nous donne une caractérisation des groupes vérifiant mazx, qui montre

que ces groupes jouent d’une tmportante propriété.

Théoréme 1.21. Un groupe G vérifie max si, et seulement si, tout sous-groupe de G est de type

fini.

Remarque 1.9. Tout groupe vérifiant min est périodique. En effet, soit G un groupe vérifiant
min. par l'absurde, supposons qu’il existe 1 # x € G tel que 0(z) = 0o, donc < x > est cyclique

infini, d’ ou toutes les puissances de x sont distinctes. Par suite on obtient
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G > (z) > (2?) > (z*) > ... > (nxh) > (x},) > ... est une chaine infinis strictement
descendante de sous-groupes de G, 0(x) < 0o et G est donc périodique.
Le théoréeme suivant nous donne quelque propriétés des groupes vérifiant mazx ou min.
Théoréme 1.22. soit G un groupe, H < G et N<G .
(i) Si G vérifie maz (resp min), alors H vérifie maz (resp min).
(ii) Si G vérifie mazx (resp min), alors G/H vérifie max (resp min).

(iii) Si N et G/N wvérifie maz (resp min), alors N vérifie maz (resp min).

1.12 Groupes abéliens

Définition 1.18. On dit qu 'un groupe (G, *) est abélien ou commutatif lorsque la loi de

composition interne de groupe est commutative c’est-a-dire :
Pour tout (a,b) € G*,a*b="0b*a.

Exemple 1.6.
- Le sous groupe d’un groupe G engendré par élément est abélien.
- Le groupe G'In(k) n’est pas abélien. Sin > 2
-(Z,4); (Q,4); (R, +) sont des groupes commutatifs [’élément neutre est 0 et l'inverse de x et
—x.

-Q\ {0}, R\ {0} muni du produit sont des groupes commutatifs I’élément neutre est 1, l'inverse

de x est L.
X
- L’ensemble C des nombres complexes muni de ’addition est un groupe abélien .

Remarque 1.10. Tout sous-groupe d’un groupe abélien est lui-méme abélien mais un groupe

non abélien peut contenir des sous-groupes abéliens aussi bien que des sous-groupes abéliens .

1.13 Groupes abéliens de type fini

Les groupes abéliens de type fini ont une structure assez simple comme dans les résultats
suivants.
Théoreme 1.23.
(i) Si G est un groupe abélien de type fini, alors G marz.

(ii) Un groupe abélien G est de type fini si, et seulement si, G est produit direct d’un nombre

fini de groupes cycliques d’ordre infini ou une puissance d’un nombre premier.

(iii) Tout groupe abélien périodique et type fini.
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1.14 Groupe divisible

Dans cette sous-section on introduit une classe importante de groupes abéliens.

Définition 1.19. Un groupe abélien G est dit divisble si pour tout élément g de G et tout
n € N* il existe un élément = de G tel que 2" =g¢g;i,e G" =G.
Exemple 1.7.

(i) Le groupe additif des nombres rationnels Q est un groupe divisible.

(i1) Le groupe quasicyclique Cyee est un groupe divisible.

(iii) Les groupes cycliques et les groupes d’exposant finis ne sont pas divisibles.

Dans ce qui suit on a une caractérisation des groupes abéliens divisible.

Théoreme 1.24. Soit G un groupe abélien. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) G divisible,
(i) G n’admet pas de sous-groupes propres d’indice fini,
(iit) G = G™ pour n € N,
(iv) G = GP pour tout nombre premier p.
Théoreme 1.25. Soit G un groupe, H < G et N 1G.
(i) Si G est divisible, alors G/N est divisible.

(ii) Si G est divisible ; alors H n’est pas nécessairement divisible (les sous-groupes des groupes

quasicycliques ne sont pas divisibles).

1.15 Groupe quasicyclique

H.Prufer a défini un type important de groupes abéliens qui jouent un role fondamentale
dans la théorie des groupes abéliens. Ces groupes s’appellent groupes de Pufer, ou groupes de

type P*°, ou encore groupes quasicycliques.

Définition 1.20. Soit P un nombre premier. On appelle groupe quasicyclique tout groupe G
engendré par des éléments ay, as, as, .... vérifiant al’ = 1,a£r1 = a; et a;a; = a;a; pour tous

1,7 € N*;ie

_ P_ 41 P _ _
G = (ai,a9,as,...|lay =1,a;,, = a; et a;a; = a;a;)

Le groupe quasicyclique sera noté Cp .

Remarque 1.11.
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(i) 1l est clair que le groupe quasicyclique est un p-groupe abélien infini.
(ii) L’ordre de tout élément a* du groupe quasicyclique est p'.
(1ii) Tout sous-groupe propre d’un groupe quasicyclique est cyclique d’ordre une puissance de p.

(iv) Tout groupe quasicyclique vérifie min car tous ses sous-groupe sont finis. Mais ne vérifie
pas max car il est la réunion d’une chaine infinie strictement ascendant de sous-groupe
cyclique d’ordre p,p*,p3, .....

Le théoreme suivant nous montre ['importance des groupes quasicycliques pour les groupes

abéliens.

Théoréme 1.26. Un groupe abélien G vérifie min si, et seulement si, G est produit direct d’un

nombre fini de groupes quasicyclique ou de groupes cycliques d’ordre une puissance d’un nombre.

1.16 Groupes nilpotents

Définition 1.21. Un groupe G est dit nilpotent s’il admet une série centrale finie, i,e une série

finie de sous-groupes normaux
ZIlZGOQqu...QGn:G

telle que G411 \ G; < Z(G \ G;) pour tout i, 0 < ¢ < n — 1. La longueur de plus coure série

centrale de G est appelée "classe de nilpotence de G".

Remarque 1.12.
(i) Toute série centrale est une série abélienne donc tout groupe nilpotent est résoluble.

(ii) Tout groupe nilpotent non trivial admet un centre non trivial, i,e si G # 1 est nilpotent,
alors Z(G) # 1 .

Exemple 1.8.
(i) Si G =1, alors G est nilpotent de classe 0.

(ii) Si G # 1 est abélien, alors G est nilpotent de classe 1. En effet Y : 1 =G, <G = G est
une série dont le quotient G\ 1~ G = Z(G) ~ Z(G'\ 1), donc Y est centrale.

(iii) Si G est un p-groupe fini; i,e |G| = p™ oun € N et p premier, alors G est nilpotent.
En effet, il suffit d’utiliser une récurrence sur |G|. si n = 1, alors |G| = p donc G
est cyclique, d’ou G nilpotent. Supposons que n > 2 et que tout p-groupe fini d’ordre
strictement inférieure a |G| = p" est nilpotent. Comme |G| = p", alors Z(G) =1, donc
|G\ Z(G)| < |G|. Par Uhypothése de récurrence G Z(QG) est nilpotent et admet la série
centrale 3 : Z(G)\ Z(G) = G1 \ Z(G) <Gy Z(G)<...< G\ Z(G) = G Z(G). Donc G
admet la série centrale > : 1 =Gy<1G1<....<4G. = G, ce qui implique que G est nilpotent.
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1.17 Groupe résoluble

Définition 1.22. On dit qu’'un groupe G est résoluble s’il admet une série abélienne fini de

sous-groupe, i,e s’il existe
il1=Gy<xGi1<...G, =G
tel que G;41/G; est un groupe abélien pour tout 0 <i <n — 1.

Exemple 1.9. 57 G est un groupe abélien, alors G résoluble car ) : 1<G est une série abélienne
de G .

Notons que les groupes résolubles de longueur dérivée au plus égale a 1 sont exacte-ment les
groupes abéliens, et les groupes résolubles de longueur dérivée au plus a 2 sont appelés les groupes

métabéliens.
Théoréme 1.27. Soit G un groupe résoluble, alors :
(i) Si H < G. alors H résoluble.
(ii) Si N <G, alors G/N est résoluble.
(iii) Si N <G. si N et G/N sont résoluble alors G est résoluble.

Lemme 1.28.
(i) Soient G un groupe, H et K deux sous groupes normauz et résolubles de G. Alors HK est

un sous-groupe normale et résoluble de G.

(7i) Le produit direct de deux groupes résoluble est résoluble.

1.18 Sous-groupe de Fratini

Définition 1.23. Soit G Un groupe. Le sous-groupe de Fratini, qu’on note Frat(G), est défini
comme l'intersection de touts les sous-groupes maximaux de G. Si G n’admet pas de sous-groupes

maximaux, alors Frat(G) = G.

Exemple 1.10.

(i) Si G est un groupe quasicyclique, alors Frat(G) = G.

(i1) On a Frat(Z) = {0} car les sous-groupes maximauz de (Z) sont de la forme p;(Z) o les
pi sont des nombres premiers, donc Frat((Z)) = Np,eppi(Z), ot p est l'ensemble de tous
les nombres premiers. Sin € Ny,eppi(Z), alors n € p;(Z)VP; € p, ce qui implique que p;
divise n pour tout p; € p, ce qui contradictoire. Dot Frat(Z) = {0}.
Rappelons qu’un élément g est dit un élément non-générateur de G si 'égalité G = (g, s)
implique G = (s), ou S est une partie de G.
A partir de ce rappel, on peut donner autre définition d’un sous-groupe de Fratini comme

le montre le théoréme suivante.
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1.19. GROUPE NILPOTENT GENERALISEE 1.20

Théoréme 1.29. Le sous-groupe de Fratini d’un groupe G, est l’ensemble des éléments non-

générateurs de G.
Lemme 1.30. Si N est un sous-groupe normal d’un groupe G, alors Frat(G/N) > Frat(G)N/N.
On a légalité si N < Frat(G).
Dans ce qui suite on a quelques propriétés du sous-groupe de Fratini dans sous-groupe fini.
Théoréme 1.31. Soit G un groupe fini.

(i) Si N<G,H <G et N < Frat(H), alors N < Frat(G).

(ii) Si K <G, alors Frat(K) < Frat(G).

(7ii) Si A est un sous-groupe abélien normal de G tel que Frat(G) N A =1 alors, il existe un

sous-groupe H tel que G = HA et HNA=1.

Remarque 1.13.

(1) Si G est de type fini, alors Frat(G) # G.

(ii) Frat(G) est un sous-groupe caractéristique de G.

Théoréme 1.32. (Wielandt) Soit G un groupe fini. Alors G est nilpotent si, et seulement si
G’ < Frat(G).

Lemme 1.33. (Argument de Fratini). Soit H un sous-groupe normal fini d’un groupe G.

Si P est un p-sous-groupe de sylow de H alors, G = HNg(P).

Proposition 1.34. Siun groupe G posséde un sous-groupe de fratini Frat(G) fini, alors Frat(Q)

est nilpotent. En particulier, le sous-groupe de Fratini d’un groupe fini est toujours nilpotent.

1.19 Groupe nilpotent généralisée

Soit X une classe de groupes. Par classe de X-groupe généralisée nous entendons une classe
de groupe 2 telle que tout X-groupe est un 2-groupe et tout 2-groupe fini est un X-groupe, i,e
FNQCXCQ. Dans cette section, on prend X = v la classe des groupes nilpotents.
La propriété de nilpotence admet un certain nombre de généralisations.On en présente ici

quelques unes.

1.20 Groupe localement nilpotent

Définition 1.24. Un groupe G est dit localement nilpotent si, et seulement si, tous ses sous-
groupes de type fini sont nilpotents. La classe des groupes nilpotent sera notée .

Il est clair que la classe des groupes localement nilpotents est une classe de groupes nilpotents
généralisée car

FNLN CN CLN.

20



1.21. GROUPE POLYCYCLIQUE 1.23

Proposition 1.35. La classe des groupes localement nilpotents est stable par passage aux sous-
groupe et auzr quotients.

On sait que le produit de deux sous-groupe normauzx nilpotents d’un groupe est nilpotent, c’est le
Théoréeme de Fitting. Un résultat analogue a été démontré par Hirsch-Plotkin pour les sous-groupe

normaux localement nilpotents d’un groupe.

Théoréme 1.36. (Hirsch-Plotkin).
Si H et K sont deuz sous-groupe normaux localement nilpotents d’un groupe normal localement

nilpotents d’un groupe G, alors HK est localement nilpotent.

Proposition 1.37.
i) Tout sous-groupe mazimal d’un groupe localement nilpotent est normal.

i) Tout sous-groupe normal minimal d’un groupe localement nilpotent est central.

1.21 Groupe polycyclique

Définition 1.25. Un groupe G est polycyclique s'il existe une suite décroissante finie (Hy)k=01..n

de sous-groupe de G telle que :

{1}=Hy<QH, ,<4..<H <H,
Les quotients Hy/Hy 1 étant cycliques (pourk = 0,1, ...... ,n — 1) si n est strictement positif.
Lemme 1.38. Les cycliques sont polycycliques.

Proposition 1.39. Tout groupe abélien de type fini est polycyclique.

1.22  Groupe localement gradué

Définition 1.26. Un groupe G est dit " localement gradués ", si tout sous groupe non trivial de
type fini de G admet une image finie non triviale ; ¢’est-a-dire, si V1 # H < G ou H est de type
fini, 3N, H telle que : N # H et H/N soit fini .

Exemple 1.11.

o Tout groupe localement fini est localement gradué; en effet si G est un groupe localement fini,
alors V1 # H < G ou H est de type fini, on a H/1 ~ H est fini.

e Tout groupe cyclique infini est localement gradué, car le groupe Z est localement gradué ; en

effet; on a nZ/2nZ ~ 7./27 est fini, ¥n € N*.

Théoreme 1.40. Soit G un groupe localement gradué.

Si chaque sous-groupe propre de G est localement nilpotent, alors G est localement nilpotent.
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1.23.  GROUPES HYPERCENTRAL : 1.23

1.23  Groupes hypercentral :

Définition 1.27.

(i) On appelle " série ascendante" dans un groupe G, un ensemble de sous groupe {Hz \ 8 < a}
indexé par des ordinaux inférieurs ou égaux a un ordinal } .

Telle que :

HO = 1 et Ha =G.
Hﬁl < Hﬁw st 61 < 52
Hg < Hgp

- Si A est un ordinal limite, alors H) = Ug<xHs on note :
l=Hy<H<...<Hg<Hgyy...Hy, =G

De plus, si H, < G. Pour tout ordinal 5 < «, la série précédente est appelée " série normal

ascendante’.

(ii) Un sous-groupe H d’'un groupe G est dit ascendant s’il est un terme d’une série ascendante
dans G.
Dans ce qui suit, on donne une généralisation de la série centrale finie, et on introduit une

généralisation de la classe des groupes nilpotents .

Définition 1.28.

i) Une série ascendante 1 = Gy <Gy <....G, = G est dite centrale si elle est normale et si
Gpi1/Gs < Z(G/Gp) pour tout ordinal § < a.

ii) Tout groupe admettant une série centrale ascendante est dit hypercentral .

iii) La série centrale supérieur d’'un groupe G, peut s’étendre de maniére transfinie comme suit :
Zo(G) =1, Zi(G)=Z, Zap1(Q)]Zu(G)=7(G/Za(G)

est Zx(G) = Up<rZa(G) ou « est un ordinal et A\ est un ordinal limite .

iv) Il existe toujours un ordinal 7 telle que Z.(G) = Z.+1(G) ce terme de la série centrale
supérieure est appelé 'hypercentre de G. Il est clair que tout groupe nilpotent est hyper-
central, et aussi tout groupe hypercentral et fini est nilpotent ; donc la classe des groupes

hypercentraux est une classe de groupes nilpotents généralisées.

Remarque 1.14. Il est clair que tout groupe nilpotent est hypercentral, et aussi tout groupe
hypercentral et fini est nilpotente, donc la classe des groupes hypercentrauz est une classe des
groupes nilpotents généralisée.

La proposition suivante fourni une deuxieme définition des groupes hypercentrauz.
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Proposition 1.41. Un groupe est hypercentral si, et seulement si, il est égal a son hypercentre.
Le théoreme suivant montre la relation entre un groupe hypercentral et un groupe localement

nilpotent.
Théoréme 1.42. Tout groupe hypercentral est localement nilpotent.

Lemme 1.43. Soit N un sous-groupe normal d’un groupe localement nilpotent GG. Si N est
hypercentral et soit % de type fini, alors G est hypercentral.
Proposition 1.44.
i) Un groupe G est hypercentral si, et seulement si, il est égal a son hypercentre.
it) Un groupe G est hypercentral si, et seulement si, chaque image homomorphe non-trivial de
G a un centre non-trivial.
Proposition 1.45. Soit G un groupe hypercentral.
i) Si1# N QG, alors NN Z(G) # 1.
it) Chaque sous-groupe de G est ascendant.

Théoreme 1.46. Soit N un sous-groupe normal d’un groupe G.

G

i) Si G est de type fini, alors il en est de méme pour 3.

it) Si N et % sont de types finis, alors G est de type fini.

Remarque 1.15. (Higman et H.Newmann et B.H Newmann) Si G est un groupe de
type fini et st H < G, alors H n’est pas nécessairement de type fini.

Théoréme 1.47. Soit G un groupe de type fini et soit H < G. Si |G : H| est fini, alors H est
de type fini.

Définition 1.29. Soit G un groupe.Un sous-groupe M de G est dit maximal, s’il 3H < G et
M < G, alors H= M, ou bien H = G.

Théoreme 1.48. Tout groupe de type fini admet un sous-groupe maximal.
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Chapitre 2

Groupes non-hypercentraux minimaux

de type fini

2.1 Introduction

Soit X une classe de groupes, On dit qu'un groupe G est un non-X groupe minimal, si tous
ses sous-groupes propres sont des X groupes, mais G lui méme n’est pas un X-groupe.
Les groupes non-X minimaux seront notés M NX.
L’objectif de ce chapitre est de présenter les résultat qui se trouvent sur les non-hypercentraux

groupes minimaux localement gradués .

2.2 Non-X-groupes minimaux

Dans cette section on donne quelques résultat sur les non-X-groupes minimaux de type finis

et de type infinis.

2.2.1 Groupes infinis de type fini

Avant de présenter les deux théorémes du Newman et Wiegold sur les M NN- groupe et

M NNg- groupe infini de type fini, on donne la définition suivante :

Théoréme 2.1. Si G est un MNN - groupe ou M NNy - groupe infini de type fini, alors %t(G)
est un groupe simple infini.
Théoréme 2.2. Soit G un M NN -groupe ou M NNy -groupe simple de type fini, alors :

i) L’intersection de toute paire de sous-groupes mazimauz est triviale.

it) Pour tout élément 1 # x de G, il existe un élément g de G tel que G = (x,x9).

ii1) G n’admet pas d’élément d’ordre 2.
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2.2. NON-X-GROUPES MINIMAUX 2.2

2.2.2 Groupes infinis de type infini

M.F.Newman et J.Wieglod [5] ont trouve ce résultat.

Théoreme 2.3. 5i G est un groupe dont toute paire de sous-groupes normaux propres engendre
un sous-groupe propre, alors g est soit un p-groupe cyclique, soit un p-groupe quasicyclique ;
donc c’est un p-groupe localement cyclique ; et G' = N;=97;(G).

M.F.Newman et J. Wiegold [5] ont obtenu une description compléte des groupes non-nilpotents
localement nilpotents possédant des sous-groupes maximauz et dont tous les sous-groupes propres
sont nilpotents.

Soient p un nombre premier, n un entier positif et r = 0,1. Notons B l’ensemble des groupes
B(p,n,r) ou B(p,n,r) est le groupe engendré par l’ensemble {b, hy, hs, .....} tel que ces éléments
vérifient les relations suivantes :

[hi,h] = [hs,0P] =1, ou 4,5 =12, ..

[hiz1,b] = h;, ou i=1,2, ..

[hi, 0] =1, 0" =11

Théoréeme 2.4.

i) Tout MNN - groupe localement nilpotent ayant des sous-groupes mazimaux est isomorphe d

un groupe de B .

ii) Tout groupe de B est un M NN -groupe localement nilpotent ayant des sous-groupes maxi-

maux.

i11) Deux groupes de B ne peuwvent pas étre isomorphes.

M.F.Newman et J.Wiegold n’ont pas traité le cas des AMN-groupes n’admettant pas de
sous-groupes maximaux. Mais en 1997 Howard Smith a étudié ce type de groupes. Il a démontré

les résultats suivants :

Théoreme 2.5. Soit G un groupe résoluble non-nilpotent dont les sous-groupes propres sont

nilpotents, et supposons que G n’admet pas de sous-groupes mazrimaux, alors :
i) G est un p-groupe dénombrable et g ~ Cpeo pour un certain premier p.
it) Tout sous-groupe de G est sous-normal.

i) (G"P # G', et toute image hypercentrale de G est abélienne ; en particulier, G' = v,(G)
pour tout n > 2.

iv) Tout sous-groupe radicable de G est central.

v) Le centralisateur de G' est abélien et G' est omissible (i.e si H < G tel que G = HG' alors

H = G); en particulier, G n’admet pas de sous-groupes propres d’indice fini.

vi) G' n'est pas la cloture normale d’un sous-groupe fini de G.
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2.3. GROUPES INFINIS DE TYPE FINI NON-HYPERCENTRAUX MINIMAUX 2.3

vii) L’hypercentre de G coincide avec le centre de G.

B.Bruno et R.E.Phillips ont classifié les groupes infinis dont tous les sous-groupes propres
sont dans la classe FN}, en se restreignant aux groupes localement gradué.

Théoréme 2.6. Soit K > 0 un entier. Les conditions suivantes dans un groupe localement

gradué G sont équivalentes :
i) G est un groupe minimal non-FN.

ii) G est un groupe minimal non-F A.
iit) G est de Cernikov, G ¢ F.A et tout sous-groupe propre est soit fini soit abélien.

2.3 Groupes infinis de type fini non-hypercentraux mini-

maux
Lemme 2.7. Soit G un groupe localement gradué non-périodique dont tous les sous-groupes

propres sont hypercentraux, alors G est hypecentral.

D’apres le lemme précédent, il est facile de montrer le corollaire suivant :

Corollaire 2.8. 57 G est un groupe minimal non-hypercentral localement gradué, alors il est

périodique.
Théoréme 2.9. "S.Azra" Si G est un M N ZA-groupe infini de type fini,alors :

i) G ne posséde aucun sous-groupe propre d’indice fini.

it) G est parfait.
Démonstration : Supposons que G est un M N ZA-groupe infini de type fini.

i) montrons par l'absurde, donc soit N un sous-groupe propre normal dans G, qui est d’indice
fini, et comme il est hypercentral, on déduit qu’il est nilpotent. D’ou G est nilpotent-par-fini,

il est localement gradué et mon-périodique car les groupes nilpotent-par-fini de type fini

périodique sont finis. Donc (d’aprés lemme 2.7) on a G est hypercentral ; contradiction.

i1) Soit G un groupe de type fini, Supposons que G soit non-parfait (G # G') comme % est
& admet une image finie non-triviale.

abélien donc il est localement gradué donc el
¥l
1.e il existe g N g tel que GE: soit fini, et comme
G

~

YRl
=l

donc il est fini.
On en déduit que G admet un sous-groupe propre d’indice fini.D’aprés le résultat précédent

G est hypercentral ; Contradiction.
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2.3. GROUPES INFINIS DE TYPE FINI NON-HYPERCENTRAUX MINIMAUX 2.3

Lemme 2.10. Si G est un M N ZA-groupe infini de type fini, alors G ne posséde aucun groupe
de quotient hypercentral non-trivial.

Démonstration : Supposons que G soit un groupe minimal non-hypercentral infini de type
fini, qui admet un sous-groupe propre N < G, tel que % est hypercentral, donc il est de type fini,
nilpotent, localement gradué, par la suite il admet une image finie non-triviale.

i.e il existe

zlz
N

zlQ
a
~
zlafzlo

soit fini.

D’autre part :

ZjjzIn
12
=

donc % est fini, on déduit que G admet un sous-groupe propre d’indice fini; contradiction (d’aprés

théoréme 2.9(7)).
Rappelons qu’un groupe G est dit non-parfait, s’il est différent a son sous-groupe dérivé; i.e

G#G.

Théoréme 2.11. "S.Azra" Si G est un M N Z A-groupe infini de type fini, alors ﬁt(@ est un

groupe simple infini.
Démonstration : Soit G un groupe infini de type fini minimal non-hypercentral. Montrons que

%t(c) est infini et simple. Comme G est de type fini alors il admet un sous-groupe mazximal,

donc G # Frat(G), et ( d’aprés théoréme 2.9(1)), on déduit que %t(G) est infin.

. . G )
Maintenant il reste de montrer que Fran@ " admet aucun sous-groupe propre normal. Supposons

N
Frat(G) est un sous-groupe normal dans

normal dans G alors il est hypercentral.

qu’il existe %M.Comme N est un sous-groupe propre

On a Frat(G) < N, donc il existe un sous-groupe M mazximal dans G tel que :
NCM

Or M est propre dans G donc M est hypercentral.
De plus, On a :

M<NM<@G

par la maximalité de M. On a G = MN, et on a :

G ~ MN M
N — N — NnM
par suite,
M
NNM
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est hypercentral et par conséquent :

% est hypercentral.

Contradiction( d’aprés lemme 2.10 (1))

Corollaire 2.12. Soit G un groupe infini de type fini minimal non-hypercentral, alors G est
minimal non-(hypercentral-par-fini).

Démonstration : Soit G un groupe infini de type fini qu’est minimal non-hypercentral.

On montre que G est hypercentral-par-fini, on a chaque sous-groupe propre dans G est hypercentral,
alors il est hypercentral-par-fini, et( d’aprés théoréme 2.9 (i)) c’est une Contradiction. D’ou G

n’est pas hypercentral-par-fini.

Corollaire 2.13. Soit G un groupe infini de type fini minimal non-hypercentral, alors G est
minimal non-(fini-par-hypercentral).

Démonstration : Soit G un groupe infini de type fini minimal non-hypercentral. On a chaque
sous-groupe propre dans G est hypercentral, alors il est fini-par-hypercentral.

Maintenant supposons que G est fini-par-hypercentral, il existe donc un sous-groupe normal N

tel que N soit fini % soit hypercentral ; Contradiction (d’aprés lemme 2.10 ).
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Chapitre 3

Groupe infinis de type infinis

non-hypercentraux minimaux

Dans cette partie, on présente les résultats qui se trouvent sur les groupes non-hypercentraux
minimaux de type infinis. Certains résultats ont été trouvés par de Giovanni et Marco Trombitti

et d’autre ont été trouver par Souad Azra.

Lemme 3.1. Soit G un groupe infini de type infini localement gradué, si G est minimal non-
hypercentral, alors il n’admet pas de sous-groupe propre d’indice fini.

Démonstration : Soit G un groupe infini de type infini M N ZA.Supposons que G admet un
sous-groupe normal propre qu’est d’indice fini, soit N.

D’aprés (définition 1.24) on a G localement nilpotent. Donc N est un sous-groupe normal d’un
groupe localement nilpotent et % de type fini, alors G est hypercentral; Contradiction (d’apreés
lemme 1.43)

D’apres le lemme précédent on peut conséquer le corollaire suivant :

Corollaire 3.2. Soit G un groupe infini MNZA. Si G est localement gradué, alors il est de
type infini.

Démonstration : Soit G un groupe infini MNZA, localement gradué. Supposons que G est
type fini, donc il posséde un sous-groupe propre d’indice fini; Contradiction (d’aprés théoréme

2.9(i))

Lemme 3.3. Si H et K sont deux sous-groupes normaux hypercentraux d’un groupe G, alors
HK est hypercentral.

Démonstration : Pour montrer que G est hypercentral, on utilise ( la proposition 1.4/4(ii)), i.e
on montre que Z(%) # {1} ot N est un sous-groupe normal propre dans G. Comme G = HK,

alors :

HK HN KN

G EN
N N N N
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il est clair que :

HN KN
= el = sont hypercentraux,

G . .
donc 3 est un produit direct de deux groupes normauz hypercentrauz.

On pose :

~ _ G _ HN KN

G=§3=7%""N
tel que :

¥ _ HN ., 77 _ KN
Si

H=A{1} ou K ={1}
donc :

ca implique que G est hypercentral d ot :

Z(G) # {1}
Maintenant, supposons que :
H# {1} et K # {1}
comme H, K sont hypercentrauz alors,
Z(H) £ {1} et Z(K # {1}
puis il est clair que :
Z(H)NZ(K) < Z(G)

- 51

On a:

SUPPoOSoNs que :

(d’apres proposition 1.45(i) )
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alors,

Contradiction.
D’ou :

d’autre part on a :

donc :

alors,

ca implique que,

Contradiction. Alors,

et comme
Z(H) # {1}
alors,
Z(G) contient un sous-groupe non-trivial.
D’ou :

Z(G) #1
En 2015 F.De.Giovanni et M. Trombetti ont publié quelque propriétés sur les groupes minimauz
non-hypercentraux dans Uarticle [3] pour démontrer l’équivalence entre les groupes minimauz non-

hypercentraux et les groupes minimaux non-hypercyclique, nous mentionnerons les caractéristiques

qu’ils ont étudiées sur les groupes infini de type infini minimal non-hypercentrauz.

Lemme 3.4. Soit G un groupe périodique tel que g est divisible, alors :
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i) Le centre Z(G) est le dernier terme de la série centrale supérieure de G.

ii) Chaque image homomorphe hypercentrale de G est abélienne. En particulier G' est le dernier
terme de la série centrale inférieure de G.
Démonstration :
i) Supposons que Z(G) # Z3(G), soit z € Z3(G) et z ¢ Z(G). On a
0:G— G
9 — 19,2 € Z(G)

est un homomorphisme. d’apres le premier théoréme d’isomorphisme

G £ Imb =[G, 2] avec [G, 2] < Z(Q)

Kerf

est un sous-groupe abélien d’exposant fini n tel que n l'ordre de z, donc :

G
Ker6

est abélien d’exposant fini mais,

est ausst divisible car :

Qo

9

3

1 G~
G' < Kerf et 25 ~ +&

Q

c’est une contradiction. D’ou :

2(G) = %(G)
ii) Soit G une image homomorphe hypercentral de G. Comme
G
el
est divisible, alors,
el
el
l’est aussi; et comme
=

est périodique, alors d’aprés [6, Partie 2 , théoréme 923/@ est abélien.
Maintenant on passe au résultat principal de ce travail, le théoreme a été obtenu par M.De

Giovanni et M. Trombitti et S.Azra.
Théoreme 3.5. Soit G un groupe infini localement gradué et minimal non-hypercentral, alors :
i) G est un p-groupe localement fini pour m certain nombre premier p.

it) G est hyperabélien.
iit) Si G' # G, alors % est un groupe de type p™.
w) Z(G) = Z,(GQ) et G' = v,(G)Vn > 1.
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v) Ce(G') est abélien.
vi) Chaque sous-groupe de G est ascendant.
vii) Si N est un sous-groupe propre normal de G, alors XN # G VX < G.

viii) G' n’est pas la cloture normale d’un sous-groupe fini de G.

Démonstration :

i) D’aprés théorémel. [0 et lemme2.7 , G est un groupe localement nilpotent périodique, il est

un p-groupe car G impossible d’écrire le produit de deux sous-groupes propres normaux.

it) Pour montrer que G est hyperabélien, montrons que chaque image homomorphe non-trivial
contient un sous-groupe normal abélien non-trivial. Soit G une image homomorphe non-
abélienne de G. Comme G est localement nilpotent, Gl'est aussi. Si G n’admet aucun
sous-groupe propre d’indice fini, alors il est abélien fini, c’est une contradiction. D ot
G admet un sous-groupe propre normal d’indice fini, soit H, H est hypercentral, donc

Z(H) # 1 est un sous-groupe abélien normal non trivial de G. Dot G est hyperabélien.
iti) Soit G un groupe infini MNZA, on a d’aprés (lemme 3.3) et (théoréme 2.3) & est un

p-groupe localement cyclique, donc % soit cyclique ou bien quasicyclique, Si % est cyclique

alors il admet un sous-groupe propre d’indice fini; Contradiction.

D’ou g est quasicyclique.
i) D’aprés (3) et lemme précédent.
v) Soit x,y € Cq(G") ; comme % est un groupe quasicyclique, alors,

% = Uien(a;G")
On a :
G yG' € g
donc :

3k, € N* lorsque, (zG') = (ar,G") et (yG') = (a,G")

SUPPoOSONs que :

donc :
(yG') < (xG)
ce qui implique qu’il existe n € IN* et il existe g € G’ tel que :
y=1"g

donc :

[z, y] = [z, 2"g] = [z, g] [z, 2")7 =1 et Ca(@)
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est abélien.

vi) Soit X un sous-groupe propre de G. Si X est mazximal, il est normal car G est localement
nilpotent. Maintenant supposons [’inverse, donc X est contenu dans un sous-groupe propre

Y de G. CommeY est hypercentral, alors,
X < Ny(X) < Ne(X)
ca implique que,
X < Ng(X)
d’ou chaque sous-groupe de G est ascendant.

vii) Supposons qu’il existe un sous-groupe propre X dans G tel que G = X N. Comme le produit
de deuz sous-groupes normauz hypercentrauz il est hypercentral, on déduit que NZ(G), et
on a XZ(QG) est propre dans G, car si G = XZ(G) donc :

_G  ~ x
Z(G) — XnZ(G)

est hypercentral. Donc :

% est abélien.
Alors,
G' < Z(G) = G est nilpotent.
Contradiction.

Supposons que Z < X NN et remplacons G par :

_G
()
On pose :
donc :
Z(G) = {1}

D’apres (4) X est ascendent dans G. donc X impossible contenu dans un sous-groupe

propre normal, donc l'ascendiaté de X dans G dépendre d’un ordinal limité X. Soit
X=Xo<X1<..< X, =G
la série ascendente. Alors,
G = UscrXa
et comme N est hypercentral, il existe B < X tel que :

X5 N 2(N) # {1}
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On a X NZ(N) est un sous-groupe normale hypercentral dans Xg donc :
Z(Xg)NZ(N) # {1}
mais ;
G = XN et Z(Xg)NZ(N) < Z(G)
mais ;
Z2(G) = {1}
c’est une contradiction.

viii) Supposons qu’il existe un sous-groupe fini de G, soit H tel que G' = HY. On a :

& _ HS _ HHG] . H
[H,G] — [HG] — [HG] — HN[HG]
donc :
G/
[H,G]
est un groupe fini, alors,
G
[H,G]

est fini-par-abélien, il est nilpotent-par fini, (d’aprés le lemme 3.1),

G
[H,G]

est nilpotent c¢’est une contradiction avec (i), d’ot :
G' = [H, (]
Ce qui donne;
HI[H,G| = [H,G]
ca implique que,
H < [HG]
donc il existe un sous-groupe fini K de G tel que :
H < [H, K]
on déduit que :
H<I[H., K]=1
pour chaque entier positif r, mais;
(H, K)
est hypercentral fini, il est nilpotent, d’ou :

H={1)
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c’est une contradiction. Les résultats suivants ont été montrés par S.Azra

Lemme 3.6. Soit G un groupe infini de type infini MNZA, alors G est minimal non-(fini-par-
hypercentral).

Démonstration : Soit G un groupe infini de type infini MNZA, supposons que G est fini-
par-hypercentral i.e AN < G tel que N est fini et % est hypercentral. Comme % est hypercentral,
périodique et F-parfait donc il est abélien, alors il est nilpotent puis il est fini-par-nilpotent ;
d’ou G est nilpotent-par-fini( car il est fini-par-nilpotent) par suite il est nilpotent d’ou G est

hypercentral ; Contradiction.

Proposition 3.7.

i) Soit G un groupe infini de type infini minimal non-hypercentral.

Si F'<aG tel que F est fini, alors % est minimal non-hypercentral et F < Z(G).

i) Soit G un groupe minimal non-hypercentral, alors G n’admet pas de sous-groupe mazimale.
Démonstration :

i) Soit G un groupe infini de type infini minimal non-hypercentral, supposons que % soit

hypercentral, comme F est un sous-groupe normal fini, alors G est fini-par-hypercentral ;

Contradiction donc % est minimal non-hypercentral. On sait que :

G _ Ng(F)
Ca(F) = Copy =T < Aut(F)

ot Aut(F') est le groupe des automorphismes de F. Comme F' est fini, alors,
Aut(F)
est fini aussi; d’ou :

G

Ca(F)
est fini, on a G est minimal non-hypercentral donc G n’admet pas de sous-groupes propres

d’indice fini, donc :
G = Ca(F)

donc tous les éléments de G sont commites avec les éléments de F', donc :
F < Z(G)

it) Soit G un groupe minimal non-hypercentral. On suppose que G admet un sous-groupe

mazximal N ; d’aprés (la proposition 1.37 (1)), il est normal dans G. Alors,
NG =G ou NG' =N
d’apreés (théoréme 3.5 (vii)), on déduit que;
NG =N

ca implique que ;
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G'<N
d’ou;
% est abélien.
Comme N est mazimal, % est simple donc on déduit que
% est un groupe cyclique fini.

C’est une contradiction avec (théoréme 3.5(iii)).

37



Conclusion

De ce que nous avons vu dans le premier et le deuxieme chapitre, nous concluons que les
propriétés qui caractérisent les groupes nilpotents presque les méme que celles des groupes
hypercentraux, qui sont considérés comme des groupes généralisés. La question qui se pose est

de savoir si tous les groupes généralisés de les groupes nilpotents vérifies les méme 7
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