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Introduction générale

Le terme méthode de Monte Carlo, qui sont des techniques probabilistes impliquant
calcul d'une valeur numérique a l'aide de méthodes stochastiques, trouves son dans les jeux de
hasard pratiqués a la ville de Monte-Carlo, ils ont été inventés par N. Metropolis dans les années
40 dans un article publié pour la premiere fois en 1949. Les méthodes de Monte Carlo se sont
avérées tres efficaces pour résoudre de nombreux problémes mathématiques en analyse

numerique et en physique.

On peut citer I'estimation de surfaces, le calcul d'intégrales multiples et la résolution
d'équations aux dérivées partielles, les problémes de diffusion et de transfert, ainsi que les
problemes a n corps en mécanique quantique et physique statistique ou ces méthodes sont
fréqguemment appliquées. Tout cela fait des méthodes de simulation Monte Carlo un choix

judicieux pour un grand nombre d’études.

Ce travail a pour but d’étudier certaines méthodes de Monte Carlo et leurs applications a
I’intégration multidimensionnelle et a la résolution d’équations différentielles partielles connues
comme 1’équation de Schrodinger pour les systémes a plusieurs particules en mécanique

guantique. Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre est une introduction aux méthodes Monté Carlo. On commence par
un rappel théorique sur les probabilités, les nombres aléatoires et comment générer des
échantillons de ces nombres. On introduit ensuite une méthode d’échantillonnage trés utilisé
dans les méthodes Monte Carlo et basée les Marches aléatoires et plus précisément les chaines de

Markov.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons une utilisation des méthodes de Monte Carlo,
ou il s'agit de I'évaluation des intégrales et en particulier des intégrales multidimensionnelles.
Dans la deuxieme partie du chapitre, nous verrons comment convertir un type particulier

d’équations différentielles en équations d'intégrales que 1’on peut résoudre a 1’aide de Monte



Introduction générale

Carlo. Nous présentons également une application concréte de cette technique dans 1’étude de

’oscillateur harmonique classique a l'aide d’un.

Le chapitre 3 est consacré a 1’é¢tude de la méthode Monte Carlo quantique par diffusion
(QDMC). Nous commencons par la présentation du formalisme de la méthode qui se base sur la
résolution de la forme intégrale de 1’équation de Schrédinger a 1’aide d’une fonction de Green
par calcul Monte Carlo. Par la suite et par souci de comparaison avec des solutions exactes, nous

présentons 1’application de la méthode QDMC a I’oscillateur harmonique quantique.



Chapitre | : Introduction aux méthodes Monte Carlo

1 Chapitre I: Introduction aux méthodes

Monte Carlo



Chapitre | : Introduction aux méthodes Monte Carlo

1.1 Historique de la méthode Monte Carlo

Le nom de la méthode provient de la ville Monte Carlo dans la principauté de Monaco. La
ville est associée aux roulettes de chance, un simple générateur de nombres aléatoires (1). C’est
en 1949 que le physicien gréco-américain Nicholas Metropolis et le mathématicien americain
d’origine polonaise Stanistaw Ulam publient I’article fondateur de cette méthode de calcul et lui

donnent son nom.

Parmis les problemes efficacement traités par la méthode de Monte Carlo, il y a les calculs
d’intégrales (multiples notamment) et les problémes de diffusion de collision et de mouvement
de particules dans un milieu matériel. Ceci est rendu possible par la propriété essentielle de
pouvoir simuler une grande variété de fonction de distributions. Pour étre plus exact, 1’idée de
procéder a des tirages aléatoires pour évaluer des intégrales compliquées était dans 1’air du temps
parmi la communauté des physiciens, mais 1’apport majeur de Metropolis & Ulam fut de
proposer la technique d’échantillonnage préférentiel, qui améliore largement I’efficacité de la
méthode. Pour I’anecdote, c’est dans le cadre des recherches du projet Manhattan sur le
développement de la bombe atomique que ces chercheurs (avec quelques autres dont notamment

John Von Neumann) avaient commencé a développer leurs idées.

Des développements importants des méthodes de Monte-Carlo furent 1’algorithme de
Metropolis — Hastings pour la simulation de certaines variables aléatoires en physique statistique
(travaux dus notamment a Marshall Rosenbluth en 1953 et a Keith Hastings en 1970), algorithme
qui a son tour fut la base de la méthode du recuit simulé (1983) pour trouver des extrema
globaux de fonctions définies sur des espaces de grande dimension. Plus récemment (2008), on a
aussi parlé des méthodes de Monte-Carlo a 1’occasion de leur utilisation dans des logiciels
joueurs de go (trés grossierement, 1’idée est que 1’ordinateur évalue la qualité d’une position en
imaginant que les joueurs terminent leur partie en jouant au hasard), ou ces méthodes ont permis
des progres spectaculaires. La dénomination « Monte-Carlo » provient simplement de 1’appel au

hasard dans les algorithmes, par allusion au célébre quartier de Monaco réputé pour son casino

).

1.2 Définition

On appelle méthode de Monte Carlo (M.C.) toute méthode visant a calculer une valeur

numérique en utilisant des procédés aléatoires, c’est-a-dire des techniques probabilistes. La

8
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méthode de Monte Carlo est une méthode d’approximation au sens statistique du terme. Il n’y a
pas de définition précise de ce qu’est une technique de type Monte Carlo, mais la description la
plus habituelle consiste a dire que les méthodes de ce type se caractérisent par 1’utilisation du
hasard pour résoudre des problemes centrés sur le calcul d’une valeur numérique (3). Ainsi, les
méthodes de Monte Carlo sont une classe de techniques qui peuvent étre utilisées pour simuler le
comportement d'un systeme physique ou mathématique, distingué a partir d'autres méthodes de
simulation par son aspect stochastique, c'est-a-dire non déterministe, le traitement statistique de
ce comportement aléatoire est a la base des méthodes de Monte Carlo et conduit a l'utilisation de

suites de nombres aléatoires dans les opérations arithméetiques.

1.3 Elément de base de Monte Carlo

La méthode Monte Carlo désigne une famille de méthodes algorithmiques visant a calculer
une valeur numérique approchée en utilisant des procédés stochastiques aléatoires basées sur les

principes de la théorie des probabilités et statistiques (4) que 1’on va résumer ci-dessous.

1.3.1 Variables aléatoire

Dans de nombreux cas, le résultat d'un événement aléatoire imprévisible peut étre
converti en une valeur numérique. Une définition simple d’un nombre aléatoire consiste a dire
que c’est une valeur numérique résultant d’un processus ou d’une expérience dont la valeur ne

peut étre prédéterminée par les conditions initiales et qu’elle est due au hasard.

Ainsi, pour chaque résultat élémentaire, il existe un nombre réel x; associé. Une sélection
aléatoire X de I'une des valeurs possibles x;, x,, ... est appelée une variable aléatoire. La

probabilité que la valeur x;soit choisie (5) est donnée par :
pi = P{X = x;}

Une variable aléatoire peut étre soit discréte ou continue. Dans notre étude nous allons

nous concentrer uniquement sur les variables continues.

1.3.1.1 Densité probabilité
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Soit X une variable aléatoire continue (appelée aussi variable a densité), qui peut
prendre toute valeur réelle dans lintervalle [a,b] . On définit une fonction
p(x) appelée densité de probabilité de la variable aléatoire X, telle que la probabilité d’obtenir

une valeur x dans ’intervalle [xq, x,] est : (6)

x2
P(x; <x<xp) = f p(x)dx 11

X1

Cette fonction p(x) vérifie la condition suivante, appelée condition de normalisation :

b
f p(x)dx =1 1-2
a
On introduit aussi la fonction de répartition F(x) qui donne la probabilité d’obtenir une valeur

inférieure ou égale a x :

X
F(x) = f p(x)dx’
La densité de probabilité représente la dérivé de la probabilité et de la fonction de répartition :

dP _ dF

P(x)=a—a 1-3

Ainsi la probabilité d’obtenir une valeur entre x et x + dx est égale a:

dP = p(x)dx 1-4

Variable aléatoire continue

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilité(€2). Nous disons que

la variable aléatoire X est continue s’il existe une fonction p definie sur R telle que

1. p(x) =0pourtoutx eR ;

10
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2. L’ensemble des points de discontinuités de p est finie et ces discontinuités sont de

premiére espece (la limite a gauche et a droite en chaque point existe) (7)

1.3.1.2 Espérance et variance

Espérance

Définition : Soit I un intervalle d’extrémités a et b, (—o < a < b < +00). Soit f une fonction

a valeur dans R définie et continue sur I et X une variable aléatoire reelle (v.a.r.).

f(X) admet une espérance mathématique E[f (X)] si et seulement si I’intégrale (8) :

+o0
f)p(x)dx
est absolument convergente et nous appelons alors cette intégrale 1’espérance mathématique (ou
la moyenne) de f(X) :
—+o00
EIFO0] = (F00) = | f(0p()dx 15
Propriétés

1. L’espérance est linéaire : pour tout a, B € R, et pour toutes v.a.r. XetY

E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y) 1-4

2. Si Xestune v.a.r. constante égale a a € R, c¢’est-a-dire pour tout ® € Q,
X(w) = a,alorsP(X = a) =1etEX) = a.

3. L’espérance d’une v.a.r. positive est positive. En particulier, si X > Y (ce qui signifie que

pourtout w € Q,X(w) = Y (w),alorsE(X —Y) = 0donc E(X) = E(Y).

L’espérance d’une Vv.a.r. X est un indicateur de “localisation" de sa loi : E(X) = “valeur
moyenne de X". Néanmoins, la connaissance de I’espérance mathématique donne peu de
renseignements sur cette v.a.r. Ainsi, il faut étudier «1’étalement » de sa loi, c’est- a-dire la

dispersion de la v.a.r. X autour de sa moyenne E(X)

11
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Variance et écart-type

Définitions : Pour rendre positifs les écarts entre X et son espérance E(X), un autre outil plus
facile a manipuler que la valeur absolue, est a notre disposition : la mise au carré. On ne va donc
pas calculer la moyenne des écarts mais la moyenne des écarts au carré. C’est ce qu’on appelle la

variance (8).

- La variance de la v.a.r. X est la quantité :

0% =Var(X) = E(X — EX))” = f (x — E(X))’ p(x)dx 15

—00

Afin d’étre en mesure de comparer, en termes d’ordre de grandeur, variance et espérance, il faut

prendre la racine carrée de la variance. C’est ce qu’on appelle I’écart-type.
- La racine carrée de la variance, notée o(X) = /Var(X), est appelée écart type de X.
Propriétés :

- La propriété suivante peut étre facilement démontrée :

var(X) = E(X2) — (E(X))* 16

-Var(aX + b) = a*Var(X) pour tout a, b € R. En particulier, Var(X + b) = Var(X).
Remarque :

Si X est une v.a.r. telle que E(X) = u etar(X) = o2, alors la variable Y = (X — B)/o est
d’espérance nulle et de variance 1. On dit que Y est centrée (d’espérance nulle) et réduite (de

variance 1.

1.3.1.3 Quelques lois de probabilité

Loi uniforme continue :

La variable aléatoire U est distribuée uniformément sur I’intervalle [a, b] si sa densité de

probabilité est constante sur cet intervalle (9) :
12
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Y
f(x)={ (b—a) six € [a,b]

0 sinon

On dit que U suit la loi uniforme et on note U — U(a, b). Par conséquent, sa fonction de

répartition est donnée par :

0 si x<a
X—a
F(x) = - si a<x<bh
1 six>b

Les principales caractéristiqgues numériques sont :
Espérance (Moyenne) : E(X) = (a + b)/2
Variance : Var(X) = % (a — b)?
Ecart type : = (b-a)/V12
Loi normale (ou Gaussienne) :

Une variable aléatoire X a valeur dans R suit une loi normale de parameétres e R et g > 0,

notee N (W, o), si X est une variable continue et admet pour densité de probabilité la fonction p, ,

suivante (7):

Puo (X) = - eXp[—%(x_“)z]

2mo? o

Elle admet la fonction de répartition suivante :

t
1 1,x— U2
F () = exp l— E( ) I dx .

Propriétés
1. Le graphe de py, a I’allure d’une courbe en cloche symétrique par rapport a x = |,

pointue pour ¢ petit, aplatie pour ¢ grand.

2. La fonction de densité d’une loi normale N (|, o) vérifie

13
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Puc (H + u) = Puo (H - u) 1-8

3. La fonction de répartition d’une loi normale N (|, o) Vérifie
Fe—x)=1-F,(u+x)
4. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (4, ). Nous avons
EX)=p et Var(X)=o?
Loi exponentielle :

Cette loi permet entre autres de modéliser la durée de vie de la radioactivité ou d’un

composant électronique (9)

La fonction de répartition de la loi exponentielle est

1—e™six>0
X >
f( ){O six<O0

et sa fonction de densité

_ {/13—/1" six=>0

p(x) 0 six<O0

Caractéristiques : E(x) = 1/, Var (X) = 1/2*

1.3.1.4 Généralisation a n dimensions

Densité de probabilité p(r)

Nous avons vu quelques éléments de probabilité pour une seule variable x. Pour plusieurs
variables, la généralisation est directe (4). Si 7 = (x1, X3, ... ... X, ) est un point de I’espace R", la
densité de probabilité est p() et I’élément de volume est dv = dx;dx; ... ... dx,. La probabilité

que 7 soit localisé dans un volume infinitésimal n-dimensionnel dv est :

14
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dP = p(r)dv Lo

Avec p(7) normalisée, ¢’est-a-dire :

|| v =1 o

Si les variables aléatoires x, (composantes du vecteur aléatoire 7 indépendantes les une des

autres) alors la densité de probabilité p(7) peut se factoriser sous la forme

o = [0 111

OuU g(x,) est une fonction d’une seule variable x, avec

+o0
[ gtz =1

On a alors
+o0
WQ p(r)dv = 1_[“ J glx)dx, =1 113

Espérance et variance

A n dimensions I’espérance d’une fonction f()est donnée par :

BIf®)] = (6) = [[[ f@pav 110

et la variance par :
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var(f(9) = (£ - E(f(F)))Z) = f f f (fH) - E(f(f‘)))2 p()dv L5

Loi des grands nombres

Soit (X,,n = 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d), ayant une espérance p et une variance o> Soit X la valeur moyenne empirique (ou

arithmétique) de X,,.

X, =

Sl

n
2.
i=1

Alors la suite (X,,,n > 1) converge vers I’espérance mathématique B = E(x) de la variable x.

C’est-a-dire :

n—-oo

Xi— EX)
i=1

:><:|
Il
[

1.3.2 Simulation Monte Carlo

1.3.2.1 Définition

De maniére générale, la simulation permet d’étudier et expérimenter un systéme donné
dont on connait mal les interactions complexes, de calculer les effets de certains changements
dans les interactions sur le comportement du systéme et d’expérimenter de nouvelles situations.
Les techniques de simulation MC vont nous permettre d’approcher numériquement ces calculs.

Lorsque dans la simulation intervient un élément aléatoire, on parle de simulation aléatoire (3).

Le principe de la simulation Monte Carlo

16



Chapitre | : Introduction aux méthodes Monte Carlo

Le principe de base d'une simulation Monte Carlo est d'utiliser un nombre aléatoire dans
une série d'équations probabilistes décrivant un systeme. Selon les paramétres constants de ces
équations, on obtient une réponse variant selon la valeur de ce chiffre aléatoire. Cependant, en
répétant 1’opération un grand nombre de fois, les réponses convergent. La précision de cette

solution augmente avec la quantité de nombres aléatoires utilisés dans ce processus (10).
L'utilisation des simulations Monte Carlo

L'utilisation des simulations Monte Carlo a débuté dans les années 1940 avec le début du
développement des armes atomiques et la méthode a été appliquée aux phénomeénes de transport
des particules de radiation dans un milieu matériel. L'idée d'utiliser les simulations aléatoires est
directement liée a la complexité des processus en question comme par exemple avec des
interactions radiatives dans un milieu donné ou [l'utilisation d'expressions analytiques
conventionnelles pour décrire ces interactions est limitée et nécessite souvent des approximations
(10). Parmi les principales applications des méthodes MC en physique, du coté empirique il y a
tout ce qui est interaction rayonnement-matiére (problémes de diffusion et de transfert) et du coté
calcul théorique on peut citer le calcul d'intégrales multiples et la résolution d'équations

différentielles en relation avec les problémes a n-corps en mecanique quantique.

1.3.2.2 Nombres pseudo-aléatoire

Il n’existe pas d’algorithme mathématique qui permet de générer des nombres
parfaitement aléatoires. On obtient uniquement des nombres qui se rapprochent de 1’aléatoire dit
nombres pseudo- aléatoire. Les nombres pseudo-aléatoire générés par ordinateur différent des
nombres aléatoire parfaits par le fait que lorsque le premier est arbitrairement choisi, toute la
suite est completement déterminée et reproductible. De ce fait, il est toujours nécessaire

d’appliquer des tests de qualité et vérifier les programmes dans lesquels ils sont utilisés (3)

On montre dans la figure (I-1) sous la forme d’histogrammes deux exemples de genération de
distribution aléatoire a I’aide du logiciel Maple, la premiére pour une distribution uniforme sur
I’intervalle [0,1] et la deuxieme pour une distribution gaussienne avec une variance o =1 sur

I’intervalle [-3, 3], le nombre d’événements générés est de 20000 événements.
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Figure 1-1 : Histogramme d’une distribution uniforme (a gauche) et d’une distribution gaussienne (a

droite) avec 20000 événements obtenue a 1’aide de Maple.

1.3.3 Génération de nombres aléatoires

Nous avons vu que la méthode Monte Carlo est basée sur I’utilisation des nombres
aléatoires, c’est-a dire tirés au sort (3). L’outil de base de la génération de nombre aléatoires en
général consiste en une séquence de nombres aléatoires indépendants et distribués selon une
fonction de distribution. Plusieurs méthodes numériques sont utilisées pour générer ces nombres

aléatoires.

1.3.3.1 Méthode de congruence

Une des formules les plus utilisées pour engendrer une suite de nombres pseudo-aléatoires a

distribution uniforme est la méthode de congruence. Elle est basée sur la séquence itérative (3):
x; = ax;_q1 + c[modulo m]

Ceci signifie que le nombre x. est égal au reste de la division par m dea.x, ,+c, OlUm,a, etc

sont des constantes. La séquence de nombres générés par cette relation a une période égale a m
sous certaines conditions vérifiées par les constantes. On a donc intérét a ce que la période soit la
plus longue possible. La plupart des calculateurs utilisent cet algorithme pour donner des

sequences de nombres pseudo-aléatoires a distribution uniforme sur[0,1]

1.3.3.2 Méthode d’inversion
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Elle est utilisée pour générer des distribution pour des densités non uniforme dont I’inverse de la
fonction de répartition est connue. Soit F une fonction de répartition définie sur un intervalle

[a, b], de fonction inverse (3)
F~1 = inf{t: F(t) = u} Pour tout ue]0,1[

Etant donné une variable aléatoire, notée U, qui suit la loi uniforme sur I’intervalle [0,1] alors la

variable aléatoire X = F~1(U) suit une distribution donnée par la fonction de répartition F

Normal Distribution
Cumulative Probatility

Uniform 1.0 Frobahility Density
distribution

0,8
x«U(0,1)

0,6

0,4

0,2

00 g 3 i E 5 1

X« N(m,s) Normal distribution

Figure 1-2 : Méthode d’inversion pour une distribution normale (fonction gaussienne)

Ainsi, a partir de nombres pseudo-aléatoires uy ... .....u, Simulés suivant une loi uniforme sur
I’intervalle[0,1], nous obtenons, en posant x; = F~1(w;), des nombres pseudo-aléatoires x; ... x,

simulant les réalisations d’une variable aléatoire de fonction de répartition F(x) (3).

1.3.3.3 Méthode de rejet

Lorsque I’on dispose d’une méthode pour simuler une variable aléatoire de fonction de densité
g(x), on peut a partir de la simuler une variable aléatoire continue d’une autre fonction de

densité f (x) . La méthode consiste a simuler d’abord la variable y ayant la densité g puis ou

accepte cette valeur générée avec une probabilité proportionnelle at

a(y)

Soit un constante ¢ > 1 telle que : % < c pour tout x
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et soit a(x) = %6[0,1]

Soit Y; une variable aléatoire de densite g et U; une variable aléatoire de loi uniforme
indépendant de Y;.Si U; < a(Y;), on pose X = ¥;. Si non, on rejette X; et on simule une autre

variable aléatoire Y, de méme densité g et on recommence (4).

Départ
. . . . Oui
Géneérer Générer un nombre A-t-on
y~-g » Aléatoire > . —— PoserX =V
7 v<fO ..
2(y)
Non

Figure 1-3 : L’algorithme de la méthode de rejet

1.4 Marches aléatoires

Plusieurs processus physiques tel que le mouvement Brownien, le transport des électrons
a travers un solide ou par exemple les erreurs cumulées dans un ordinateur sont modelés comme
des marches aléatoires. Il s’agit généralement de suivre en fonction du temps une chaine
d’événements {X,} dans laquelle 1’état suivant est déterminé soit uniquement par son état

présent soit par son historique proche ou loin (4).

1.4.1 Chaines de Markov

Beaucoup de calculs de type Monte Carlo, notamment en mécanique quantique avec les
méthodes Monte Carlo quantiques (QMC), sont basés sur des marches aléatoires dites chaines de
Markov. C’est une classe générale d'algorithmes pour la génération de nombres aléatoires (on
parle aussi de vecteurs aléatoires) et d'échantillonnage a partir d’une distribution de probabilité
donnée. Ces échantillons sont créés pour une densité de probabilité proportionnelle a une
fonction connue. Pratiquement, une chaine d’états dite de «marcheurs» est générée a partir d'un
ensemble de points arbitrairement choisis et suffisamment ¢éloignés les uns des autres et se

déplacent au hasard selon un algorithme qui recherche des endroits avec une contribution
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raisonnablement proportionnelle a la fonction de distribution pour générer les ¢léments suivants

de la chaine, leur attribuant ainsi des probabilités plus élevées.

Une chaine de Markov doit posséder la propriété de Markov suivante : 1’information utile
pour la prédiction de 1’état futur de la chaine est entierement contenue dans I’état présent du

processus et n’est pas dépendante des états antérieure.

Ainsi une chaine d’événements (X, n = 0) est une chaine de Markov si la loi de 1’état X,,, 1 ne
dépend des valeurs passées (X, ... ...., X) que par I'intermédiaire de X,, et n’a pas de relations

« directes » avec les états antérieures a X, .

Si E un espace probabiliste et Q = (Q(x,y); x,y € E ) une matrice de transition sur E. Une suite

(X,,,n = 0) de variables aléatoires est appelée chaine de Markov de matrice de transition @Q si,

pour tout xXq, X2, ... ... ,Xn (4):

P(Xn+1 = x/XO = xO;Xl = X1y eer e ;Xn = xn) = P(Xn+1 = x/Xn = xn) = Q(xn: x) 1-16

1.4.2 Algorithme de Metropolis-Hastings (MH)

L'algorithme de Metropolis-Hastings est une méthode de Monte Carlo par chaine de
Markov qui permet d’obtenir une séquence d'échantillons aléatoires a partir d'une distribution de
probabilité donnée m pour laquelle 1'échantillonnage direct est difficile a obtenir a condition que
I’on connaisse une fonction f proportionnelle a m. Cette séquence peut Etre utilisée pour
approximer la distribution (par exemple pour générer un histogramme) ou pour calculer une
intégrale sur cette variable (sous la forme d’une espérance mathématique). L'algorithme est

généralement utilisé pour I'échantillonnage a partir de distributions multidimensionnelles, en

particulier lorsque le nombre de dimensions est €levé. Le principe de 1’algorithme est le suivant

(4).

L'algorithme MH fonctionne en générant une séquence de valeurs d'échantillons de telle
sorte que, a mesure que de plus en plus de valeurs sont produites, la distribution des valeurs se
rapproche de la distribution souhaitée m. Ces valeurs sont produites de manicre itérative avec la
condition que la valeur suivante ne dépende que de la valeur actuelle de 1'échantillon (chaine de
Markov). Plus précisément, a chaque itération, l'algorithme sélectionne un candidat pour la
valeur d'échantillon suivante en fonction de la valeur actuelle. Ensuite, avec une certaine
probabilité, le candidat est soit accepté (auquel cas la valeur est utilisée dans l'itération suivante),
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soit rejeté (auquel cas la valeur candidate est rejetée et la valeur actuelle est réutilisée dans
l'itération suivante). La probabilité d'acceptation est déterminée en comparant la fonction f pour

la valeur actuelle a la distribution souhaitée 7.

Algorithme MH: Soit E un espace probabiliste et © une probabilité donnée sur Eque 1’on cherche
a échantillonner. soit une matrice de transition sur E de densité de probabilité QO appelée aussi
probabilité de proposition. Fixons Xo = xo ou xg est tel que m(xgy) > 0, puis construisons

(X, n = 1) de manicre itérative comme suit .

Supposons que X,, = x,,. on simule deux variables aléatoires indépendantes (et indépendantes

des simulations passées) Y,, et U,, avec :
Y, suit la loi Q,,, (pour tout y, P(X, = y) = Q(x¢,)).
U, suit une loi uniforme sur [0, 1].

On définit la probabilité d’acceptante :

m(y).Q(y, x)>
‘m(x).Q(x,y)

a(x,y) = min <1
et on calcul X,, ;41 de la fagon suivante :
SiU, < a(X,,Y,)alors on accepte la valeur et on pose : X114 =Y,

SiU, = a(X,, Y,)alors on rejette la valeur et on pose : X;,11 = X,

La connaissance de la loi @ n’est pas nécessaire si on connait une fonction proportionnelle /'~ x.
Le coefficient de proportionnalité va ainsi se simplifier dans la formule dea(x,y). En plus si la
distribution Q est symétrique Q(x,y) = Q(y,x) on obtient alors 1’algorithme original de
Metropolis :

a(x,y) = min <1, %)
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2 Chapitre II : Méthode Monte Carlo et

eguations integrales

23
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2.1 Introduction

L’une des applications les plus connues des méthodes Monte Carlo est le calcul numérique
des intégrales. Par exemple, comme on le verra au chapitre 3, en physique quantique des
systemes a n-corps et en physique statistique, la résolution de 1’équation différentielle de
Schrdodinger peut se faire en la transformant d’abord en une équation intégrale a 1’aide

notamment de fonctions de Green puis en appliquant les techniques d’intégration Monte Carlo.

Dans ce chapitre, nous présentons 1’application des méthodes de Monte a 1’estimation
numérique d’intégrales multidimensionnelles ainsi qu’a la résolution d’équations intégrales.
Dans un premier temps on va présenter deux méthodes d’intégration directe de Monte Carlo et
leurs généralisations & n dimensions. Par la suite, nous étudions I’utilisation de la méthode dans
la résolution des équations différentielles transformées en équations intégrales. Nous nous
intéressons au cas particulier d’équations différentielles linéaires du 2°™ degré en réalisant le

calcul sur un exemple concret de la mécanique classique.

2.2 Méthode d’intégration de Monte Carlo

2.2.1 Description de la méthode

L’utilisation d’une méthode de Monte-Carlo pour le calcul d’une intégrale de la forme

b
I =j f(X)dx 2-1

nécessite la mise sous forme d’une espérance mathématique la quantité que 1’on cherche a
calculer. En effet comme on a vu au chapitre I, ’espérance d’une fonction f(x) de la variable

aléatoire X est donnée par (4) :
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b
E[f(x)] = f FOOp(x)dx 22

la variable aléatoire X étant distribuée selon la densité de probabilite p(x). Pour pouvoir

calculer E[f(x)] il convient de savoir simuler une variable aléatoire X selon la loi p(x). On

dispose alors d’une suite (x;) (un échantillon) de N réalisations de la variable aléatoire X. Or

selon la loi des grands nombres un estimateur qui approxime E[f(x)] est donnée par la

moyenne arithmétique (ou empirique) de Y = f(x) sur les N réalisations xq, ..., x,,.

ff(x)P(x)dx = E[f(x)] = Zf(xl) Y 2-3

Ainsi un choix adéquat de p(x) permet d’estimer 1’intégrale.

2.2.1.1 Intégration avec échantillonnage uniforme

Soit X une variable aléatoire distribuée selon une densité de probabilité uniforme p(x) sur

I’intervalle [a, b] (4):

1

—a<x<

P(X)={b—a'a_x_b 24
0 , Sinon

avec .

+o0

J p(x)dx =1

—0

Dans ce cas ’intégrale (2-3) se réécrit :
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b
E[f(0)] = fb - f(x)dx = ff(x)dx = (b — a)E[f(x)] 25

Et donc :

N
b —
N az fx) 2-6
i=1

b
h= [ reodx ~

2.2.1.2 Intégration avec échantillonnage préférentiel

b
I1=1, =f f(x)dx
a
Soit p(x) = g(x) une densité de probabilité normalisé avec g(x) une fonction qui ressemble a

f&x)

76 reste sensiblement

f(x) (posséde une forme similaire), de telle sorte que le rapport y =

nstant (vari el r .
constant (varie peu e cte sur [a, b]

g doit étre normalisée :

j_:og(x)dx =1

En multipliant et en divisant par g(x) dans I’intégrale I; on obtient la nouvelle forme suivante :

2-7

(P f® i)
11— ; @p(x)dx—E ﬁl

L’estimateur de ’intégral I; devient :
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: fbf( i < 1 = £(x;)
= x)dx ~ — =
! a Ni=1g(xi)

_ (%)

= — 2-8
g(x)

y yx)

Ou (x4, x5, ..., x,,) est un échantillon indépendantes et identiquement distribué (i.i.d) selon la

nouvelle densité p(x) = g(x). La variance de I; est alors :

1 f0)\ _ (1N, (FG)) (1 (@)
Var(h) ~ Var (ﬁ; g(x; ) B (ﬁ) Z var (ﬁ) - (N) Nvar (M)
1
Var(l) = NVar(y) 2-9

Et son estimateur :

N
1 f(x;)
~ . — )2 ;= L
Var(ll) - N2 Zl(yl .'V) v Vi g(xi) 2-10
l:
Ainsi que son écart type :
1
0(11) = \/_ﬁa(y) 2-11

2.2.2 Généralisation aux intégrales multidimensionnelles

La généralisation de la méthode MC aux intégrales n-dimensionnelles de la forme :
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I, = HD f@)dv 2-12

peut se faire sans difficulté.

2.2.2.1 Cas d’un échantillonnage uniforme

Soit I’intégrale multidimensionnelle suivante :

I, = ffD f@)dv 2-13

Avec : f@) = f(xq, .., x,) etdv = dx; ...dx,.

Si on choisi un domaine cubique D = ([a, b], ..., [a, b]) € R" de volume V = (b —a)™. On

définit alors la fonction de densité de probabilité uniforme p(+) dans R™ par :

1
- —_— S
p(T) =1{(b—a)
0 , Sinon

i:a<x<b 914

Sachant que p(7) est normalisée :

WR p(P)dv = Lb __.pr(xl,....,xn)dxl dx, =1

On peut réécrire I’intégrale I,, sous la forme :
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h=(h—®”ﬂffGM@Mv=®—aWEU@H 215
D

Selon la loi des grands nombres, on peut estimer I’espérance de f(+) par la moyenne

arithmétique, donc :

I, = ﬂD f@)dv = (b;V—a)niZle(Fi) 2.16

2.2.2.2 Cas d’un échantillonnage préférentiel

Nous pouvons géneraliser cette technique a n dimensions de fagon assez naturelle. Soit

I’intégrale multidimensionnelle (2-14) :

h=ﬂbﬂﬂw

Soit p(7) = g(r) une densité de probabilité normalisé avec g(r) ressemblea f(r) sur D =

([a,b], ..., [a,b]) (i.e. f/g = cte).

avec :

[} atto -1

Si on insére p(7) dans I’intégrale I,, on obtient :

|l D, vy = g|FD
In—UD g(F)P(r)dV—E g(F)l 2-17

Alors I’estimateur de 1’intégral I,, par la méthode Monte-Carlo est :
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=[] s> 205

Ou (7,73, ..., 7,,) est un échantillon i.i.d. selon la densité g (7). La variance de I,, se calcul de la

méme facon:

1
Var(l,) = —Var(y) 2-19

Ainsi que son estimateur :

2-20

1< .,
Var(l,) = WZ(% -y
i=1

2.2.3 Convergence de la méthode Monte Carlo

Pour étudier la convergence de la méthode Monte Carlo, il faut évaluer 1’erreur qui est définie

par :

N
1 _
ey = E(Y) — Nz Y, = E(Y) - T 221
i=1

Avec Y =f(x) et EY)=pu= fab f(x)p(x)dx lespérance de f(x) d’écart type o=

JE(Y?2) — E2(Y).
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Soit y; = f(x1),y, = f(x), ..., ¥, = f(x,,) une suite de variables aléatoires réelles tel que

X1, X2, .., X, €St un i.i.d selon p(x).

Alors, la convergence de ’erreur € est assurée par la loi des grands nombres qui stipule que la

moyenne arithmétique :

_ 1
Y:NZYL' 2-22

Cette lois Converge «en probabilité » vers la moyenne stochastique (ou 1’espérance
mathématique) u = E(Y) = E[f(x)] lorsque N — 400, C’est-a-dire, quel que soit le nombre

positif e donnée :

I\IIEIc}oP(lgNI >€)=0 2-23

P étant la probabilité.

2.3 Monte Carlo et équations intégrales

2.3.1 Transformation d'une équation différentielle en une équation intégrale

Pour illustrer 1’utilisation de la méthode MC dans la résolution d’équations intégrales,
considérons un probléeme physique représenté par une équation différentielle. Dans notre cas on
va traiter I’exemple d'une équation différentielle ordinaire (ODE) linéaire du second ordre de la
forme (11) :

y +AX)Y +B(x)y = g(x) 2-24
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avec des conditions initiales

y(@) =y, y' (@) =y,

Voyons comment cette equation différentielle peut étre transformée en une équation intégrale.

En effet, partant de notre ODE (2-24) et en Intégrant entre a et x :
! x r x x !
Y@ == [ 4@y ©de- [ B@y©de+ [ g+,
a a a
Puis en intégrant la premiere intégrale de droite par parties, on obtient
! x ! x r
y (x) = —A(x)y(x) —f [B(x) — A (O)]y(O)dt +f g(®)dt + A(a)yo + ¥y
a a

En intégrant une seconde fois, on obtient

y(x) = f Ay (O dt - f du f B(t) — 4/ O]y (©)dt

a

+ [ au [ g+ 4@y + 316 @) + 30 225

Pour transformer cette équation en une forme plus claire, nous utilisons la relation suivante :

fxdu fuf(t)dt = fxf(t)dtfxdu = fx(x —Of(®)dt 226

En appliquant ce résultat a I'equation (2-25), on obtient
y0) == [ (4@ + (- OIBO - 4 ODy(©de

+ f (x — gDt + [A@yo + y5](x — @) + ¥ 227

Si nous introduisons maintenant les abréviations :

K(x.t) = (t —x)[B(t) — A ()] — A(t)
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fG) = f (x — g0t + [A@)yo + 751 — @) + v

L'éguation (2.27) devient :

Y00 = F(0) + f K(x. Oy (D)dt -

Cette équation est appelée équation de Volterra de seconde espece. Notons qu’elle est
équivalente 1’équation différentielle (2-24) et inclut implicitement les conditions initiales de
I'équation différentielle originale. On constate que la fonction K (x, t) joue un role similaire a la
fonction de Green d'une équation différentielle. Celle-ci apparait comme le noyau de I'équation

intégrale équivalente.

2.3.2 Application a I’oscillateur harmonique classique

Considérons l'oscillateur harmonique classique a une dimension obéissant a 1’équation

différentielle :

Y'+wly=0 2-29

Trouvons une équation intégrale équivalente a cette €équation avec les conditions aux limites

suivantes :
y(@ =10 y(0)=1
En utilisant la méthode précédente et par comparaison avec (2-24) , on a dans ce cas :
A(x) = 0, B(x) = w?, glx) = 0.

En substituant dans 1'Eq. (2-27), nous trouvons que l'équation intégrale correspondant a

I’oscillateur harmonique avec les conditions initiales ci-dessus devient :
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y(x) = x + w? fx(t—x)y(t)dt 2-30
0

Cette ¢équation intégrale (2.30) est équivalente a I'équation différentielle originale avec les

conditions initiales.

Par la suite, on va résoudre numériquement cette équation intégrale en utilisant I’intégration MC
et on va comparer le résultat avec la solution exacte de 1’équation différentielle (2-29). Cette

solution exacte est connue et donnée par :

y(x) = (1) sinw x

w

Dans nos calculs on va considérer w = 1. La solution exacte est alors
y(x) =sinx

Pour notre calcul Monte Carlo, la fonction y(x) va étre traitée comme une densité de probabilité.
Connaissant les conditions initiales sur la fonction y(x) et sa dérivée, cette densité va étre
approximée dans un premier temps par un développement de Taylor d’ordre 1 et normalisé sur

’intervalle [0, x].

Dans un 2°™ calcul on utilisera un développement de Taylor d’ordre 3 et pour finir on verra le

cas d’une approximation de la densité de probabilité par un fit polynomiale de degré 5.

Pour ces trois cas, I’intégration MC a été réalisée a 1’aide d’une programme Maple avec des

échantillons de N = 102, N = 103 et N = 10° points d’intégration.

2.3.2.1 Approximation de Taylor d’ordre 1

Apres normalisation de la densité p(t) sur [0, x] on obtient :

2 rx
yx) =x + %fo (t —x)p(t)dt

AvVec :
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2
p(D) = y(t) = —t
X
Dans ce cas I’intégrale va étre approximée par la moyenne numeérique et on obtient :
N
x% 1
y() = x+ 7N2<ti )
l=

Les t; étant genérés aléatoirement dans 1’intervalle [0, x] selon la distribution p(t). Apres calcul

a I’aide de Maple on obtient les trois figures suivantes :

Nb de pts MC=100. densité=Taylor 1 Nb de pts MC=1000, densité=Taylor 1 Nb de pts MC=100000, densité=Taylor 1

L P N S )

.
0.6+ N 0.6 A 0.6

044 . 04 044

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2
. . .
¢ MC

Exact ¢ MC

Exact ° MC

Exact

Figure 2-1: Calcul MC de la solution de P’EDO (2-30) pour trois échantillons avec une densité
approximée par un développement de Taylor de degré 1. La courbe en continue représente la solution

exacte de ’EDO de ’oscillateur harmonique.

2.3.2.2 Approximation de Taylor d’ordre 3

Pour améliorer la précision du calcul, nous avons essayé une densité de probabilité donnée par le

développement de Taylor d’ordre 3. Aprés normalisation de la densité sur [0, X] on obtient alors :

2 x4

yo) = x + (=L (t — X)p(t)dt
2 " 24) ),

AvVec :

x2 a7 t3
p(t) =y(t) = <7—ﬁ> <t —€>
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Dans ce cas aussi I’intégrale va étre approximée par la moyenne empirique et on obtient :

B 2 A\ 1w
y(x)—x+<7—ﬁ> N;m—x)

Apreés calcul a I’aide de Maple on obtient les trois figures suivantes :

2

038

06

04

024

Nb de pts MC=100, densité=Tayler 3

A

0 1 2
x

¢ MC Exact

Nb de pts MC=1000, densité=Taylor 3
o

i 2
x

+ MC Exact

Nb de pts MC=100000, densité=Taylor 3

I 2
x
© MC

Exact

Figure 2-2: Calcul MC de la solution de PEDO (2-30) pour trois échantillons avec une densité

approximée par un développement de Taylor d’ordre 3. La courbe en continue représente la solution

exacte de ’EDO de I’oscillateur harmonique.

2.3.2.3 Régression polynomiale de degré 5

Pour améliorer encore plus le calcul, on utilise comme densité de probabilité pour ce

3°™ cas un

fit polynomial (régression par les moindres carrés) de degré 5. Ce fit est mis a jours a chaque

itération. Ainsi, a I’itération m, le polyndme est réajusté sur les points des itérations précédents

(1,2,...m —1). On obtient ainsi les figures suivantes
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Nb de point MC=100, densité=Fit pely deg 3 Nb de point MC=1000, densité=fit poly deg 3 Nb de point MC=100000, densité=fit poly deg 3
o o ® T 3

0.8 084
.
064 Mo 0.6
044 0.44
9

024 024

T T T + T T T b T T

1 2 3 0 1 2 3 0 1 2
x x x

Exact * MC Exact ¢+ MC

¢ MC Exact

Figure 2-3: Calcul MC de la solution de PEDO (2-30) pour trois échantillons avec une densité
approximée par un fit polynomial de degré 5. La courbe en continue représente la solution exacte de

I’EDO de I’oscillateur harmonique.

Discussion des résultats :

Comme on peut le remarquer sur les trois figures ci-dessus et pour les trois types de
densité p(t) l’augmentation du nombre de point d’intégration N permet d’améliorer

I’approximation de la solution de I’équation différentielle.

On remarque aussi que si ’on compare maintenant les trois cas d’approximation de la
densité, on voit bien que le troisieme cas avec un fit polynomial de degré 5 présente un meilleur
choix pour la densité que les deux cas d’un polynéme de Taylor de degré 1 ou 3 pour lesquelles
les valeurs calculés commencent a s’éloigner de la solution exacte a partir de x ~ 1 alors que
pour le cas du fit ’approximation reste de bonne qualité dans toute I’intervalle [0, r]. Ce constat
est facilement expliqué par le fait qu'un développement de Taylor de petit ordre ne permet
d’approximer la fonction qu’autour du voisinage du point en considération alors qu’un fit permet

de le faire sur toute une région.
Avantage des méthodes MC :

Il faut noter que la résolution numérique des équations intégrales ainsi que le calcul
d’intégrales peut tout aussi se faire par les méthodes d’intégration classiques (dites déterministes,
tel que les méthodes de Newton-Cotes ou de Gauss). L’avantage des méthodes de Monte Carlo
ne se fait apprécier que pour des dimensions grandes pour lesquels un partitionnement du
domaine d’intégration implique, pour les méthodes déterministes, une augmentation

exponentielle du nombre de points d’intégration et du temps de calcul.
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En effet, et pour avoir une idée de I’importance de ce phénomeéne (appelé parfois
malédiction de la dimensionnalité) pour des intégrales a haute dimension, on montre dans les
figures ci-dessous les graphes représentant le nombre de point d’intégration N en fonction de la
dimension de I’intégrale n pour les trois méthodes classiques de Newton-Cotes (Rectangles,

Trapezes et Simpson) avec une subdivision d’intervalle de m=10.

Nb de subdivisons m=10

—— Rec z/ x.f'j
—— Trap {( !;'
—— Simp ’r,s'

Nb de points N

—_—
.
(=]
L IJII|llIJJlIIl| A Iy HH-HH IJI IJIIIllIJ]IIIlI s

10° 10’ 10°

dimension n

Figure 2-4 : Variations exponentielle du nombre de points d’intégration en fonction de la dimension (n)

pour les trois méthodes de Newton-Cotes et pour un nombre de subdivisions m=10 (4).

On voit bien qu’a partir des dimensions n ~ 30 (nombre de degrés de liberté spatiales pour une
dizaine de particules par exemple) le nombre de points d’intégration atteint les N ~ 10% ce qui

nécessite un temps de calcul tres long.

Ce qui est remarquable c’est que ce phénomene de la malédiction de la dimensionnalité ne se
produit pas avec les méthodes de MC qui ne nécessitent pas de partitionnement particulier mais
juste un échantillonnage sur le domaine d’intégration dont la taille N peut étre controlee evitant
ainsi des temps de calculs exorbitants. Méme si la convergence des méthodes MC est
relativement lente, la qualité de 1’approximation peut €tre par ailleurs améliorée en utilisant un

certains nombre de techniques tel que 1’échantillonnage préférentiel.
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3 Chapitre III : Méthode Monte Carlo quantique

par diffusion
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3.1 Introduction

Il existe plusieurs variétés de méthodes Monte Carlo dites quantiques (4) ou les calculs de
simulation de problémes physiques (notamment les problemes & n—corps) se basent sur un
schéma d’intégration de Monte Carlo plus ou moins différent. Dans notre travail, on s’est
focalisé sur la méthode Monte Carlo quantique par diffusion (QDMC). Celle-ci a été largement
utilisée dans I’étude des systémes a n-corps que soit pour des systetmes de bosons ou de
fermions. Par exemple, pour utiliser la méthode dans l'approximation dite a nceud fixe pour les
systémes a fermions, le développement de trés bonnes fonctions d'onde d'essai est nécessaire. Un
exemple de systéme de fermions est le gaz d'¢lectrons homogeéne (12). Les résultats pour le gaz
d'¢lectrons sont importants pour deux raisons ; ce sont les premieres données tres fiables pour
I'équation d'état d'un systéme a plusieurs électrons, et elles forment la base d'une méthode
d'approximation concurrente et trés largement utilisée, la "théorie de la fonctionnelle de la

densité" (DFT).

Parmi d’autres applications de QDMC et qui ont fait leurs preuves assez tot on peut citer le
calcul des énergies des molécules di-atomiques des ¢léments légers (allant du Li, au F;) (13).
Pour apprécier la nature de ces calculs, il faut comprendre que les différences d'énergie qui sont
importantes pour la chimie sont de I'ordre de 10> de I'énergie totale du systéme. Atteindre cette
précision dans un calcul Monte Carlo est la preuve d'une méthodologie sophistiquée. Le
deuxieéme point est que la précision est tres élevée, comparable aux méthodes « traditionnelles »
(basées sur de tres grands ensembles de base) ou méme meilleure dans certains cas lorsque

I’usage d’une fonction d'onde d'essai de qualité et bien optimisée est possible.

Comme on va le voir, I’approche QDMC en mécanique quantique permet de calcul 1’état
fondamental d’un systéme et implique I'échantillonnage d'une fonction de Green approximative
(5). En partant de I'équation de Schrodinger dépendant du temps, 1'usage d’un temps
« imaginaire » permet d’aboutir a une équation de diffusion dont la forme intégrale est traitée par

intégration Monte Carlo a 1’aide de marches aléatoires.

3.2 Equation de Schrddinger sous forme intégrale

Considérons une particule décrite par la fonction d’onde (7, t) obéissant a I’équation de

Schradinger dépendante du temps :
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ih%llp(t)) = H[y(t)) 31
Cette équation donne I’évolution dans le temps de la fonction d’onde (7, t) en utilisant un point
de vue différentiel. Il est possible d’adopter un point de vue intégral équivalent mais plus global
et qui permette de déterminer directement la valeur (7, t,) prise par la fonction d’onde en un
point 7, et a un instant t, donnés, a partir de la connaissance de toute la fonction d’onde

(7, t1) aun instant t; antérieur.

Comme on le sait, pour les systemes conservatifs (ou le potentiel V ne dépend pas explicitement

du temps) 1’opérateur d’évolution :

—LH tr—t
U(t,ty)) =e h (b2=t1) 32

Permet de relier 1’état du systéme |y (t,)) a I’instant t, a son état [(t;)) a un instant antérieur
.

[Y(t2)) = U(ty, t2) |9 (E1)) 3-3
3.2.1 Propagateur (fonction de Green) de I’équation de Schrodinger

Sachant qu’en représentation position |7) la fonction d’onde est donnée par :

Y7, 0) = (Fl()

Ona

Y(ia, t) = (BlP(ty)) = (B|U(ty, t) |[P(tr))

En introduisant la relation de fermeture
[ilde =1
On obtient :
V(i ty) = f<72|U(t2,t1)|71>(71|¢(t1))d171 = f<72|U(t2,t1)|771)1/)(771»t1)d771
C'est-a-dire :
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BT, ty) = f G (o T, b, )P (Fy, t1)dvy 24

AVec :

G(Fp, Ty, tp, ty) = (B, |U(ty, ty)|Fy) 3-5

L’équation (3.4) représente 1’équivalant de I’équation de Schrédinger (3-1) mais sous forme
intégrale. La fonction G (7,7, ty, t;) qui s’exprime en fonction de ’opérateur d’évolution est
appelée propagateur (ou fonction de Green) de I’équation de Schrddinger (14). C’est cette

équation intégrale que I’on va résoudre numériquement en utilisant 1’intégration Monte Carlo.

3.3 Formalisme de la méthode Monte Carlo quantique par diffusion
(QDMC)

Dans le but de calculer I’énergie et la fonction d’onde de I’état fondamental d’un systéme
quantique, I’idée de base de la méthode QDMC et d’¢liminer le nombre imaginaire i de
I’équation de Schrodinger pour la transformer en une équation de diffusion par un changement
de variable temporelle adéquat (temps imaginaire) puis a l’aide de la forme intégrale de
I’équation, appliquer les méthodes d’intégration MC a 1’aide d’une fonction de Green

approximative.

Considérons donc I’équation de Schrodinger dépendante du temps (3-1). En effectuant le
changement de variable : t — 7 = it (la motivation de ce changement apparaitra plus loin) et en
décalant I’origine des énergies d’une quantité positive E7 : E,, = E,, — Er (qui n’affecte pas les

propriétés du systéme) on obtient une équation différentielle de type diffusion (15) :

9 W@, .
iha—‘f = Hyp > m% = (H — E)Y(F.7)
a _>) -
- % = —D(H — Er)p(F 1) 36

Cette équation est une équation de diffusion avec une constante de diffusion : D = -

42



Chapitre Ill : Méthode Monte Carlo quantique par diffusion

3.3.1 Approximation de I’état fondamental

Utilisons la base des fonctions propre ¢,, de I’hamiltonien H : Hp,, = E, ¢,

Soit ¢, (t) les composantes de 1’état |1 (t)) sur la base |¢@,,)

MGIEDNACIS

n

BO) = ) @l

n

La relation de fermeture de cette base appliquée a 1’équation d’évolution de 1’état du systéme

entre I’instant O et t

[9(D) = U(E 0)1p(0)) = e 71 (0))
permet d’écrire :
VG0 = FHO) = [ Flonionle T O = ) 6 e T, ()
En termes des nouvelles variables it — 7, E, — E, — Ey et on obtient :
YED = ) cu@e H g, ()

Si Er < Ey < E; < E; < -+ I’exposant dans 1’exponentielle est négatif et le terme dominant de
la somme est le premier terme de 1’état fondamental (n=0), tout les autres termes vont décroitre

plus rapidement et peuvent étre négligés. On obtient ainsi I’approximation :

= —+(Eg—Ey) 2 =3
P(r, 1) = c,(0)e 7 @o(r) = Cte @ (1) 37

L’¢état fondamental du systéme peut donc étre approximé par 1’état évolué a I’instant 7. C’est la
motivation principale de 1’élimination du nombre complexe dans I’exponentielle permettant de

négliger les termes des états excités.
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3.3.2 Intégration Monte Carlo

Connaitre la fonction de Green pour un systéme quantique donné n’est pas une tache
évidente. Néanmoins, [’utilisation d’une approximation connue sous le nom de formule de

Trotter permet de simplifier la tache.

Si le systéme évolue a partir de ’instant t pendant une durée Jt, la forme intégrale de

I’équation de Schrodinger et sa fonction de Green permet d’écrire :

Y(7, t+ 6t) = f G, 7, 6O, t)dv' 3-8

i

Avec : G(7 7, 6t) = (F|U(t + 6L, O)|F) = (Fle w % |7")

Si maintenant on raisonne en termes de temps imaginaire i6t = 5t et avec le déplacement en

énergie introduit plus haut on obtient :
G(# 7', 61) = (F|le POt H=Er)| 71

2
Sachant que H = zp_m + V, on obtient I’expression :

pZ
| e—DST m—‘r(v—ET)

G(%, 1", 871) = (F |£7) 3-9

C’est la fonction de Green pour I’équation de diffusion.

Pour simplifier cette expression de la fonction de Green G (7,7, 67), utilisons la formule de
Trotter (12) qui stipule que pour 2 opérateurs quelconques A, B et un parameétre réel et petit a on

a:

o o
e®(A+B) L a2BaaAq7B 3-10

2
Ce qui donne pour : @ = —Dét A=:—m etB=V —Ey

P? -D§ P?
~D67 (g +V=E1)) _ o= T(V—ET)e—D&ﬁ -

D&
—-(V—Er)

e
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Donc:
—Dét P2 Dét
G(# 7', 67) = (Fle 2z VTEN e Pgm o7z V=ED) 20 211
Et finalement :
—Dé&t,,, . p2 D&t ., .
G(F F' 8‘() —e 2 T(V(r)_ET)<FIe—DSTm|l—Ly> e_TT(V(r')—ET) 3-12
) )

Il reste donc a trouver la fonction de Green du terme de milieu qui représente une particule libre.

Celle-ci est connue, elle est donnée par une fonction de Gauss (5) - (15).

1 _1G—)?
e 2 o°

pc (7,7, 6T) =
¢ 2mo?

-2 _ m
Avec o _(2nh2D5t)

La fonction de Green (3-12) du systeme est donc constituée de deux termes, la Gaussienne

pc (7,7, 8T) et un terme dit « rate term » que I’on va noter :

W@ i, 81) = e—DTST(V(F)+V(F')—ZET) 3-13

On a donc pour la fonction de Green :

G, 7' 6t) = p(¥, 7, 8Tt) W, 7', 87) 3-14

Dans une simulation, pour calculer une approximation de 1’état fondamental en résolvant

numériquement I’équation intégrale 3-4

YT, ty) = J G(7y, 7y, ta, )Y (7, t1)dv,

Avec la fonction de Green 3-14, on commence par une configuration et une fonction d’onde qui

approxime grossi¢rement 1’état fondamental, aprés un petit pas §t qui assure 1’applicabilité de la
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formule de Trotter, la résolution numérique de I’équation intégrale (3-4) s’appuie sur la
propagation d’une chaine de marcheurs aléatoires. Pour chaque vecteur # dans une
configuration donnée, un nouveau vecteur 7 est généré a partir de la distribution Gaussienne
p¢ et corrigé par le terme W. Aprés un grand nombre d’itérations (chacune a pas 7) le calcul

converge vers la fonction d’onde de I’état fondamental.

3.4 Application a oscillateur harmonique

Pour tester le schéma de Monte Carlo de diffusion et pouvoir faire une comparaison avec la
solution exacte, nous choisissons un systéme quantique connu qui est I'oscillateur harmonique a
une dimension dont les fonctions propres et niveaux d’énergies exactes sont disponibles. Pour
simplifier les équations, nous utilisons les unités atomiques (énergie mesurée en Hartree et
longueur en rayon de Bohr), 1’équation de Schrédinger indépendante du temps est alors la

suivante :

1 d? .
(——7+—w X >1/J(x) = EY(x) 3-15

Le spectre d'énergie (valeurs propre de 1’hamiltonien) est :

1
E, = hw (n + E) , n=201.23,.. 3-16

La fonction d'onde de I'état fondamental (n = 0) que I’on cherche a approximer par la méthode
DQMC est :

w .2
Po(x) = ;e 2 3.17

L'énergie est mesurés en Hartree et x en Bohr. Avec ces unités 1’énergie de 1’état fondamental a

approximer sera : Ey = 0.5

Résolution de I’équation intégrale :

Pour un potentiel harmonique, le terme W dans 3-13 s’écrit :
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D5t/1 1,
W(x,x' 6t) = e‘TT(E“’szJfE“’Z"Z‘ZET) 3-18

L’équation intégrale a résoudre par la méthode QDMC est alors la suivante :

AL o 22y
P, ty) = f pe (e, xp, 87) e 2@V A HRI2ED) 0 gy 319

Avec

2
_1(x1_x2) 2 (ZHhZA
o =

pG(xl,x2,61)=\/211176 2 o2 ) et A= Dot

La procédure de résolution dépend du paramétre A = D&t ou 8t est le temps discret. Pour
assurer la convergence, A doit donc étre petit pour une méthode d'intégration par pas comme

décrit précédemment.
Résultats et discussion :

Dans les figures ci-dessous nous montrons les résultats de notre calcul a 1’aide d’un
programme Fortran développé par Schattke et all (15). Le programme effectue un calcul de
I’intégrale 3-19 a I’aide d’un ensemble de marcheurs (chaine de Markov). La densité (fonction
d’onde initiale) est choisie comme une fonction uniforme sur ’intervalle [x=-4, x=4] (unité de
rayon de Bohr) avec un nombre total de points calculé égale a 100. La fréquence w est prise

égale a 1Hz. Le pas temporel A utilisé est de 4 = 0.01.

Avec ces parametres, la figure 3-1 représente le calcul de la fonction d’onde pour
plusieurs valeurs du nombre de marcheurs N = 10%, 2.10%, 5.10%, 10°, 10°, 10, avec comparaison
avec la fonction exacte (ligne continue). La figure 3-2 représente le calcul de 1’énergie de 1’état

fondamental pour chaque valeur de N, ces énergies sont aussi résumées dans le tableau 3-1.
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Caleul QDMC pour 10k marcheur Caleul QDMC pour 20k marcheur
0,018 0,018
. 1C + QDMC
0,016 - e 0,016 - Exact
—— Exacl xac
0,014 0,014 -
0,012 - 0,012 -
0,010 - 0,010 -
0,008 | 0008
. >
" 0006 - T 0,006}
0,004 | Son
0,002 -
0,002 2
anl Tt D eatoemesss 0,000
-0,002 L : - : :
0,002 :‘ '2 l; ; "‘ -4 -2 0 2 4
X
X
Caleul QDMC pour 50k marcheur Calcul QDMC pour 100k marcheur
0,018 0,018
0,016 0,016 -
0,014 - 0,014 -
0,012 - 0,012 -
0,010 0,010 -
0,008 0,008 -
PN >
0,006 + 0,006 +
0,004 - 0,004 -
0,002 0,002 -
0,000 0,000 -
-0,002 1 - 1 L 1 0,002 L 1 1 1 ! |
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X
Caleul QDMC pour IM marcheur Calcul QDMC pour 10M marcheur
0,018 0,018
- QDMC] r :
0,016 | Exact | 0,016 | © QDbMC
— Exact ‘
0,014 0,014
0,012 - 0,012 |-
0,010 0,010 +
0,008 - 0,008 -
> >
0,006 - 0,006 +
0,004 - 0,004
0,002 0,002
0,000 0,000
_0'002 L 1 1 1 1 _0‘002 1 1 1 1 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X

Figure 3-1:Calcul QDMC de la fonction d’onde de 1’état fondamental de 1’oscillateur
harmonique pour plusieurs valeurs N du nombre de marcheurs. La courbe en continue représente

fonction d’onde exacte.
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Nb de Marcheurs MC

10*

2x10%

5x10%

1x10°

1x10°

1x10’

Energie [Aw]

0.69337

0.5493

0.51908

0.48613

0.51376

0.5051

Tableau 3-1 : Valeur obtenu par calcul QDMC de I’énergie de 1’état fondamental de I’oscillateur

harmonique.

0,75

0,70

0,65

0,60

0,55 - ]

0,50

045 L . | . ol . |
10000 100000 1000000 1E7

Nbr de Marcheurs

Figure 3-2 : Calcul QDMC de I’énergie de 1’état fondamental de 1’oscillateur harmonique

D’aprés nos calcul et les figures ci-dessous ont peut faire les observations suivantes :

- Le calcul QDMC de la fonction d’onde de 1’état fondamental converge effectivement
vers sa valeur exacte.

- Le calcul QDMC de I’énergie de 1’état fondamental converge elle aussi vers la valeur
exacte Eq=0.5 Aiw. Ainsi avec un nombre de marcheur de N=10 on arrive a une énergie
Eo=0.5051 hw

- Une valeur minimale du nombre de marcheur de N=10° est nécessaire pour une bonne
approximation de la fonction d’onde.

- Le pas de calcul A est important pour une meilleur convergence rapide, plus A est petit
plus la convergence est meilleur.

- Un choix plus judicieux de la fonction d’onde initiale permet d’accélérer la convergence.
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Conclusion

Les méthodes de Monte Carlo sont une classe de techniques d’approximation stochastiques
(dites aussi non-déterministes) basées sur 1’utilisation de procédés aléatoires. Le traitement
statistique des variables aléatoires mises en ceuvre et la théorie des probabilités est a la base des
méthodes de Monte Carlo et permet de justifier ’efficacité de ces techniques de calcul. Les
domaines d’application de ces méthodes sont nombreux et treés riches notamment apres le

développement d’ordinateurs puissants.

Ce mémoire de master avait deux principaux objectifs. Le premier est 1’étude de
I’intégration Monte Carlo et son application a la résolution d’équations intégrales. Le deuxiéme
objectif est 1’étude de la méthode Monté Carlo quantique par diffusion et son application dans la
résolution de 1’équation de Schrodinger pour le calcul de I’énergie et de la fonction d’onde de

1’¢état fondamental de 1’oscillateur harmonique.

Aprés un premier chapitre consacré au principe de la méthode Monte Carlo et a un rappel
des notions de base de la théorie des probabilités et notamment la notion de variable aléatoire et
sa génération ainsi que la loi des grands nombres, nous avons présenté brievement dans la
premiére partie du chapitre 2 le formalisme de I’intégration Monte Carlo dont le principe est
I’approximation de I’intégrale mise sous forme d’une espérance mathématique par une moyenne
arithmétique sur un échantillon de N points. La 2°™ partie du chapitre 2 a été consacré aux
équations intégrales (qui sont un autre point de vue pour la résolution des équations
différentielles) et comment utiliser la méthode Monte Carlo pour résoudre ces équations. Une
application a I’oscillateur harmonique classique en utilisant un programme Maple nous a permis
d’apprécier 1’efficacité de cette technique sous certaines conditions et on a vu comment
I’intégration MC est plus efficace que les méthodes classiques lorsqu’il s’agit d’intégrales a

haute dimension.

Dans le chapitre 3 nous avons présenté 1’une des méthodes Monte Carlo les plus utilisé
dans les calculs de simulation en mécanique quantique, il s’agit de 1’approche QDMC qui permet
de calculer 1’état fondamental d’un systéme en utilisant I’intégration MC par I'échantillonnage
d'une fonction de Green approximative. En effet, comme on I’a vu, I'équation de Schrddinger
dépendant du temps, peut étre transformée en une équation intégrale et I’'usage d’un temps
« imaginaire » permet d’aboutir a une équation de type diffusion dont la forme intégrale est

traitée par intégration Monte Carlo.
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Conclusion

Comme application de la méthode QDMC, nous avons traité le cas simple de 1’oscillateur
harmonique quantique & une dimension. Le but était de retrouver les propriétes de 1’état
fondamental (énergie et fonction d’onde) a I’aide d’un programme fortran. Comme on a pu le
voir, la convergence des calculs de la méthode QDMC est assurée et elle est meilleure avec des
échantillons de marcheurs de plus en plus grands (N > 10°) a condition de choisir une petite
valeur du pas 4. Ainsi, a des erreurs statistiques pres, les bonnes valeurs de 1’énergie et de la
fonction d’onde de 1’état fondamental ont été obtenues. Un meilleur choix d’une approximation

initiale de la fonction d’onde permettra sans doute d’améliorer ce calcul.
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Résume :

Ce mémoire est consacré a 1’étude de la méthode Monte Carlo et son utilisation dans
la simulation en mécanique quantique. L’intégration Monte Carlo d’équations différentielles
par des procédés stochastiques est a la base de la technique et de son application a la
résolution de I’équation de Schrodinger. Ce travail a 2 objectifs : Le premier est 1’étude de
I’intégration Monte Carlo et son application a la résolution d’équations intégrales. Le
deuxiéme objectif est I’étude de la méthode Monté Carlo quantique par diffusion (QDMC) et
son application dans la résolution de I’équation de Schrodinger dans un cas concret qui est
I’oscillateur harmonique.

Mots clés : Monte Carlo, variable aléatoire, équations intégrales, fonction de Green, équation de diffusion,
l"oscillateur harmonique

Abstract :

This thesis is dedicated to the study of the Monte Carlo method and its use in
simulation in quantum mechanics. The Monte Carlo integration of differential equations by
stochastic methods is the basis of the technique and its application to the solution of the
Schrodinger equation. This work has 2 objectives: The first is the study of Monte Carlo
integration and its application to the solution of integral equations. The second objective is to
study the Quantum Diffusion Monte Carlo (QDMC) method and its application in the solution
of the Schrédinger equation in a concrete case which is the harmonic oscillator.

Keywords: Monte Carlo ,random variable, integral equations, Green function, diffusion equation, harmonic
oscillator.
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