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Introduction

La programmation semi-définie (S DP) est un domaine important et récent de la program-
mation mathématique surtout dans les années 90, grace a son utilisation vaste et on la trouve
dans plusieurs domaines, notamment : I’architecture, ingénierie électrique,...

Le probléme SDP est une généralisation de la programmation linéaire (PL), la program-
mation quadratique et d’autre part est un cas particulier de plusieurs problemes d’optimisation
comme la programmation quadratique semi-définie, qui acte sur I'ensemble des matrices sy-
métriques semi définies positives donc ’ensemble des contraintes est un cdne non polyédrique
ce qui fait les méthodes classiques simpliciales ne sont pas valables. Pour cela, on utilise les mé-
thodes de points intérieurs qui ont été initialisées pour la premiere fois par Karmakar en 1984
[13]. Plusieurs algorithmes ont été développés pour la programmation linéaire [12}24]], la pro-
grammation quadratique [[1I] et la programmation semi-définie SDP [[15][18] (19,23} 25,27, 29].
Ainsi que, la programmation quadratique semi-définie [2].

Les méthodes de points intérieurs peuvent étre classifiées en quatre types :

— Méthodes affines.

— Méthodes projectives.

— Méthodes de réduction de potentiel.

— Méthodes de la trajectoire centrale.

Dans ce travail, on s’intéresse a la méthode de la trajectoire centrale (T C) de type primal-
dual qui a été présentée pour la premiére fois par De Klerk en 1998 [[19], son direction est dit
direction classique. Plusieurs travaux pour avoir des nouvelles directions et nouvelle mesure
de proximité.

Notons que plusieurs travaux ont été réalisés pour résoudre le probleme SDP, ou des
algorithmes de type T C basés sur les fonctions noyaux [4] 8, 29, 30] et d’autres basés sur les
transformations algébriques [6, 14} [17, 29] ont été développés.

Kheirfam [14] fait 'extension d’étude de Darvay en 2016 [7] qui basée sur la transformation
algébrique 1(t) = t — Vt.

On s’intéresse a I’étude du travail de Kheirfam pour voir de nouvelles directions.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

e Dansle premier chapitre, on présente un rappel sur des notions fondamentales d'usage
fréquent par la suite, a savoir ’analyse matricielle, 'analyse convexe ainsi que la pro-
grammation mathématique.

e Le deuxiéme chapitre est consacré a la programmation semi-définie et le développe-
ment d’un algorithme T C de type primal-dual a petit pas, on utilise le schéma de symé-
trisation de Nesterov-Todd et on termine ce chapitre par I’analyse de la complexité de
cet algorithme dans [14]).
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e Dans le troisieme chapitre, on présente les tests numériques appliqués sur quelques
exemples semi-définie pour montrer I'efficacité de cet algorithme.

On terminera ce mémoire par une conclusion générale.



Notations

R" :  L’espace des vecteurs réels de dimension 7,
R :  L’orthant positif de R",
R">" :  L’espace vectoriel des matrices réelles de taille (m x n),
AT :  Le transposé d’'une matrice A € R"*",
ajj :  Elément de la matrice A € R"*",
S = {(X: XeR™ X=XT},
A>0(A>0) : A estune matrice semi définie positive (définie positive),
A<0(A<0) : A estune matrice semi définie négative (définie négative),
SY = {(X:XeS" X>0},
St = {(X:XeS" X>0},
Ai(A) : Lai®valeur propre de A € R"™",
Amax(4) = maxA;(A), si 1;(A)eR, Vi, (1;(A) e C),

1
Amin(A) = min};(A), si A;(A) e R, Vi, (1;(A) € C),

1
Tr (A) = Y a;; =) A;(A), (latrace d’une matrice A € R™"),

1 1

p(A) = max]|A;(A)], (le rayon spectral de A),

1
IAIIE = Tr(AAT)=Y Ya},

t]

Il1A]l, = 4/p(ATA),la norme spectrale de A,
AeB = Tr(ATB), YA,Be R,
A% :  Laracine carrée de la matrice A > 0,
AL :  L’inverse d’'une matrice réguliere A,
A~B : Il existe une matrice inversible P telle que A = PBP1; (semblable),
I :  La matrice identité d’ordre n,
diag(x) = X la matrice diagonale avec X;; = x;,
X ) . Le k'®™ terme d’une suite de matrices.



CHAPITRE 1

Notions et préliminaires

ﬁ) ans ce chapitre, nous allons introduire certaines notions et résultats de calcul matriciel
et quelques propriétés des matrices symétriques et semi-définie positive ainsi que des
notions de base de I’analyse convexe et de la programmation mathématique.

1.1 Produit scalaire, normes et matrices

Dans cette partie, on présente quelques notions d’analyse matricielle.

1.1.1 Produit scalaire et normes (Frobenius)

Définition 1.1.1. Le produit scalaire usuel de deux vecteurs x ety de R" est défini par :

n

(x, )= in?i =xTy.

i=1
o Produit scalaire sur ’ensemble des matrices carrées réelles :

Définition 1.1.2. Soient A, B € R"™", le produit scalaire de A et B noté A e B est défini par :

n n
AeB=Tr(ATB) = ZZa,-jb,-j ~BeA.
i=1 j=1

e La notion de norme vectorielle :

Définition 1.1.3. La norme vectorielle est une application de R" dans IR, notée par || . || et
vérifie les conditions suivantes :

1. VxeR", ||x||=0< x=0.
2. YAeR, VxeR", || Ax||= |A ] x|
3 Vx,yeR" |x+pl<llx|l+lv].
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e La norme matricielle :

Définition 1.1.4. Soient A, B € R™" | lapplication || . || : R™" — R, est appelée norme matri-
cielle si elle vérifie les conditions suivantes :

L |Al=0 A=0, YA e R™",

2. [[aAll=lalllAll, Va e R

3. ||A+BJ| < ||A||+]|Bll, YA, B € R™",
4. [[AB[I<|[A[|B]l, YA, B € R™".

On note que les normes matricielles usuelles pour tout A € R"*" sont :

n n
n n
4 ”1“?35‘[;_1 i [ A llo= r?alx[;l laij [ et | Allo= \Jp(ATA)

la derniére norme est appelée la norme spectrale. On utilisera également la norme de Frobe-
nius :

1A= VAeA =

Si A= AT, alors on obtient les résultats suivants :

| Alle=y/Te (ATA) = [Tr (42) =

et
14 l2= \Jp(A2) = max | 4;(4) ]

de plus
IAlL<IAllr< Vil Al

et pour toute norme matricielle on a :

p(A) <[l A1l

1.1.2 Matrices (semi-) définies positives

Définition 1.1.5. Soit A € R™".
— A est dite semi-définie positive si et seulement si: xT Ax > 0, Vx € R".

— A est dite définie positive si et seulement si : xTAx>0, VxeR",x = 0.
e Propriétés des matrices (semi-) définies positives :

Théoréme 1.1.1. Soit A € $", les conditions suivantes sont équivalentes :
1. A S (resp AeS,).
2. Amin(A) 2 O(/\min(A) > O)-
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3. APeR™": A =PTP (resp AP € R™", rg(P)=n, A=PTPD).

Proposition 1.1.1. Soit A € S, alors il existe une matrice unique B € S, telle que A = B2,
1
et on la note souvent par B = A2. De plus, B est appelée la racine carrée de A.

Dans la suite, on s’intéresse aux matrices symétriques semi-définies positives. On définit sur
S$" Pordre de Lowner par :

A»>»BoA-B>0, (resp A>B& A-B>0),
etona:

Proposition 1.1.2. Soient A,B € 5}, alors :
1. A+ B> B.
2. ASBA? » 0.
3. Tr(AB) < Tr(A)Tr (B).
4. Tr(AB) > 0.

Lemme 1.1.1. Soient A, B € S}, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Ae B=0.
2. AB=0.
3. 5(AB+BA)=0.

Lemme 1.1.2. Soient A,B € §'}. Alors :

/\min(A)/\max(B) < Amin(A)Tr (B) <AeB< /lmax(A)Tr (B) < n/\max(A)/\max(B)~

1.2 La convexité

La notion de convexité est un outil mathématique d’importance pour I’étude des problémes
d’optimisation. Dans cette partie, on présente quelques notions de base .

1.2.1 Ensembles et applications affines

e Ensembles affines
Définition 1.2.1. Un sous-ensemble F de R" est dite affine si :

Vx,yeFetVAcR:(1-A)x+ Ay eF.

On dit aussi que F est une varriété affine (linéaire).

e Applications affines
Définition 1.2.2. Une application f est dite affine sur F C R" si :

Vx,yeF et VAeR: f[(1-A)x+Ay]=(1-A)f(x)+ Af(p).

Side plus f(0) = 0 alors f est linéaire. Plus généralement tout fonction affine f définie sur F C R"
s’écrit sous la forme :
f(x)=cTx+d, ot ceR" et d R

8
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1.2.2 Ensembles et Fonctions convexes
¢ Ensembles convexes

Définition 1.2.3. Un sous-ensemble C de R" est dit convexe si :
Vx,yeC:[xy]={(1-A)x+ Ay, Le[0,1]}cC.

Autrement dit, si le segment de droite joignant deux points quelconques x, v est entierement inclus

dans C.
e Fonctions convexes

Définition 1.2.4. Soit C un ensemble convexe, on dit que f : C C R" — IR est convexe sur C si
fl=-Dx+Ay]<(1-A)f(x)+A)f(p), YA€[0,1], Vx,y e C.

Si I'inégalité est stricte pour x, p € C, x # p et A €]0, 1|, f est dite strictement convexe sur C
C’est a dire

fIA=-Nx+Ay] < (1 - A)f (x) + Af ().
Enongons maintenant, COne convexe :

e Cones convexes

Définition 1.2.5. Un sous-ensemble K de R" est appelé Céne si
R.K CK,
c’est a dire
VxeK,VA>0:AxeK.

Si KN (=K) = {0}, K est dit cone pointé, avec —K = {—x,x € K}. Si K est convexe, on U'appelle
cone convexe.

1.3 Programmation Mathématique

1.3.1 Définitions

Dans cette partie, on donne les outils de base d’un probléme d’optimisation. On rappelle
certaines définitions importantes.

e Probleme d’optimisation
Sous sa forme générale, un probleme d’optimisation s’écrit comme suit :
{ min f(x)
X

xeC,

ou f : R" — IR continue, @ # C C IR" est I'ensemble des contraintes.
Si C =R", ce probléme est appelé probléeme d’optimisation sans contraintes.

e Programme mathématique



Chapitre 1. Notions et préliminaires

Un programme mathématique est un probléme d’optimisation qui consiste a trouver une so-
lution du probléme qui maximise ou minimise une fonction donnée sous un ensemble des
contraintes.

En général, un programme mathématique est défini par :

) { min f (x)

x€eD,

ou f : R” — IR une fonction continue est appelée fonction objective, D C IR" est 'ensemble
des contraintes. Souvent D est présenté comme suit :

D={xeR"g(x)<0,i=1,..,mhj(x)=0,j=1,..,p},

avec g;, h; dont des fonctions de R" — R.
e Solution réalisable :

Un point x° est dit solution réalisable de (PM) s’il vérifié les contraintes (c’est a dire x° € D).
e Contrainte saturée :

Une contrainte d’inégalité g;(x) < 0 est dite saturée en X € D si g;(x) = 0.
Une contrainte d’égalité /1;(x) = 0 est par définition saturée en tout point x de D.

e Solution optimale globale :
Tout point x* € D satisfaisant
f(x")< f(x), VxeD,

est appelé solution optimale globale.
L’ensemble des solutions optimales globales de (PM) est noté par :

arg 2161151f(x).

e Solution optimale locale :

Tout point x* € D satisfaisant
f(x")< f(x), Yxe DN,

ou 9 est un voisinage de x*, est appellé solution optimale locale.
L’ensemble des solutions optimales locales de (PM) est noté par :

loc riélgf(x).

On a toujours :

arg gleglf(x) Cloc gleglf(x).

1.3.2 Classification des problémes mathématiques

On classifie le probleme (PM) a partir de deux propriétés principales a savoir la convexité
et la différentiabilité de la fonction objective et les contraintes.

o (PM) est différentiable si les fonctions f, g;, h; sont différentiables.
o (PM) est convexe si f, g; sont convexes et h; sont affines.

On note que si (PM) est convexe, alors tout optimum local est un optimum global.

10
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1.3.3 Qualification des contraintes

La Qualification des contraintes est satisfaite pour tout X € D dans I'un des trois cas sui-
vants :

e Les contraintes sont affines (D est un polyédre convexe).
e La condition de Slater : Si D est convexe (c’est a dire g; sont convexes et /1; sont affines)
et int (D) = 0 c’est a dire

Ax": g;(x%) < 0 et hj(x%) =0, Vi, j.

1.3.4 Existence et unicité d’'une solution optimale
e Existence

Théoreme 1.3.1. (Weirstrass) Si f est une fonction continue sur D C R", D est compact (fermé
et borné), alors (PM) admet au moins une solution optimale x* € D.

Corollaire 1.3.1. SiD C IR" est non vide et fermé et si f est continue et coercive sur D (c’est a dire
f(x) — +o0 lorsque||x|| = +c0), alors (PM) admet au moins une solution optimale.

e Uniciteé

Si f est strictement convexe et I’ensemble D est convexe, alors si (PM) admet une solution

optimale, la solution est unique.

Remarque 1.3.1. La stricte convexité assure l'unicité de la solution et non lexistence de ce der-
nier.

1.3.5 Conditions d’optimalité

La définition suivante dite de Karush-Kuhn-Tucker (K.K.T) donne une condition nécessaire
d’optimalité du premier ordre.

Définition 1.3.1. (Karush-Kuhn-Tucker)

Supposons que les fonctions f, g;, h; sont C! dans un voisinage de X € D et que les contraintes
vérifient une des trois conditions de qualification ci-dessus. Si f a un minimum local en X sur D
alors il existe A € R"™ et y € RY tels que :

Z/\ Vg (x Z;A]Vh

Aigi(x) = O,Vz =1,..,m
h](}) = O,V] = 1,...,p.

(K.K.T)

Les quantités A; et y; sont appelées multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange.

Définition 1.3.2. (Le lagrangien)
Le lagrangien d’un programme mathématique (PM) est défini par :

L(x,A,p) = Z/\zgz Zy] j(x), AieRy, pj € R

11
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Remarque 1.3.2.

— Si les contraintes de (PM) ne sont pas qualifiées en X, les conditionsde (K.K.T) ne s’ap-
pliquent pas.

— Si (PM) est convexe, les conditions de (K.K.T) sont a la fois nécessaires et suffisantes pour
que X soit un minimum global.

1.4 Méthodes de Newton

1.4.1 Principe de la méthode

Soit F : R” — IR" une fonction continue, différentiable et soit J(x) la matrice jacobienne
de la fonction F. Alors nous considérons le systéme non linéaire suivant :

F(x) =0.
A partir d’un vecteur x° de R” et I'utilisation de la formule suivante :
=5k [T R,
on construit une suite de point définie par :
NS NS

ot d¥ est le vecteur de direction, solution du systéme :

12



CHAPITRE 2

Programmation convexe semi-définie et méthode de points intérieurs

@ ans ce chapitre, on s’intéresse a résoudre un probléme convexe semi-définie (SDP) dont
I'inconnue est une matrice symétrique semi-définie positive X € S$”. Pour cela, on dé-
veloppe un algorithme de trajectoire centrale (T C) de type primal-dual basé sur une nouvelle
direction, et on termine par la convergence de I'algorithme et ’analyse de sa complexité.

2.1 La programmation semi-définie

Rappelons que $" est 'ensemble des matrices symétriques de taille (n x n).
On désigne par :

— $!! I'ensemble des matrices symétriques semi-définies positives.
S} ={A € S": A est semi-définie positive (ou A > 0)}.
— S, ensemble des matrices symétriques définies positives.
S}, ={A € S": A est définie positive (ou A > 0)}.

La programmation semi-définie (SDP) est une généralisation de la programmation linéaire
(PL). En comparant avec la programmation linéaire standard le vecteur de variables x € IR
est remplacé par une matrice variable X € $''. Autrement dit, le cone de I'orthant positif x > 0
est remplacé par le cone des matrices semi-définies positives X > 0.

2.1.1 Position du probléme

Probléeme primal

Soient deux entiers naturels m, n avec m < n, un vecteur b € R” des matrices C, A; € $",
i=1,..,m.
Un programme semi-définie sous forme primale est un probleme d’optimisation donné par :

m)}nCoX
(P)y A;eX=0b;,i=1,..,m,
X eSSl

13
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e L’ensemble des solutions réalisables primales

On note
ﬁa = {XESz:AiOX:bi,i = 1,...,1’]’1},

Ff={XeS", :AeX=b,i=1,.,m),

L’ensemble des solutions réalisables (et strictement réalisables, respectivement) pour (P).
e Valeur optimale primale

La valeur optimale primale du probléme (P) est définie par :

val(P)=inf{CeX:A;eX=0b;,i=1,.,m, X e85}

X

e Solution optimale primale

On dit que X~ est une solution optimale primale de (P) si :

X* € Fp etval(P) = C o X*.

Probléme dual
Pour obtenir le probléme dual de (P), on considere la fonction Lagrangienne
L:$"xR" — R
définie par :

m

L(X,p)=CeX+) (bi-AieX)y;

=1

le dual de (P) est donné par :

in L(X,y) = maxH(y),
{}r}gﬂ%}rg&% (X,) max (v)

ou

H(y) =minL(X,y),y € R",

XeS!
m

R A, , m
_)%%{C.X+;(b, A,oX)yl},yeIR,

m
—min{|C- A leX+bTyl, v eR™
gég%{[ ;Vz il® 3/} y

Finalement, on obtient :
m
bTy si [C— A >0
H(})): y [ ;% 1|7~ )
—00 sinon
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Chapitre 2. Programmation convexe semi-définie et méthode de points intérieurs

Donc le dual est un programme semi-défini donné par :

max b’
®.2) Y
m

(D) yiAi +/7Z=C >
i=1
ZeSetyeR"
ou I'inconnu est (y,Z) € R" xS
e L’ensemble des solutions réalisables duales

On note

m
FD:{ZESﬁet})GIRmiZyiAi-i-Z:C};
i=1

m
fg:{ZeSLetyeIRm:ZyiAi+Z:C},
i=1

L’ensemble des solutions réalisables (et strictement réalisables, respectivement) pour (D).

e Valeur optimale duale

La valeur optimale dual du probléme (D) est définie par :
m
val(D) = sup{bTy : Z%’Ai +Z=C,yeR"etZe SZ}
®.2) i—1

e Solution optimale duale

On dit que (y*, Z") est une solution optimale duale de (D) si :
(v',Z%) € Fpy etval(D) = bTy".

2.2 Domaines d’application de la programmation semi-

définie

Ces derniéres années, la programmation semi-définie (SDP) devient I'un des problémes

les plus étudiés grace a leurs applications en différents domaines comme :
— Probléme de programmation non linéaire.
— Optimisation combinatoire.
— Programmation quadratique avec contraintes quadratiques.
— Optimisation quadratique non convexe.
— Probléemes géométriques en formes quadratiques.
— Norme spectrale d’'une matrice.
— Optimisation des valeurs propres.

— Approximation de Tchebychev.

15



Chapitre 2. Programmation convexe semi-définie et méthode de points intérieurs

2.3 Dualité en SDP

2.3.1 Saut de dualité

Définition 2.3.1. Soient X € Fp et (y,Z) € Fp, alors la différence

val(P)—val(D)=CeX—-b"y,

m m
=|) vAi+Z[eX-|) AieX|y,
i=1 i=1
m m
= ZyiAi eX+ZeX— ZAi o X |v;,
i:l 121
=/ZeX,
=XeZ,
est appelée le saut de dualité des probléemes (P) et (D).
Maintenant, on a :
e Dualité faible
Théoreme 2.3.1. [31] Pour toute X € Fp et (y,Z)e Fpona:
XQZ:COX—bTyZO.
Preuve. Soient X € Fp et (y,Z) € Fp, alors :
m
C.X—bT}} = COX—Zbi})Z’,
i=1
m
=CeX—) p;A;0X,
i=1
m
=|C- ZyiAi [ X,
i=1
=7ZeX>0, car X etZ €S,
la derniére inégalité découle de la Proposition|[1.1.2] Donc
CeX-bTy>0,VXeFetV(y,Z)e Fp.
Ce qui achéve la preuve. ]

e Dualité forte
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Chapitre 2. Programmation convexe semi-définie et méthode de points intérieurs

La programmation linéaire (PL) et la programmation (S DP) ont une structure trés simi-
laire, mais certains résultats de la dualité en (PL) ne sont pas valable en (SDP), la dualité forte
qui n’est pas vérifiée sauf si la stricte réalisabilité de I'un des deux problémes est préservée.
On explique cela dans le théoréeme suivant :

Théoréme 2.3.2.

1. Si le probléme (P) est strictement réalisable i.e., X € F, alors val (P) = val (D). Si en
autre, val (P) est fini, alors I’ensemble des solutions optimales duales de (D) est compact
non vide.

2. Sile probléme (D) est strictement réalisable i.e., 3(y, Z) € F; alors val (P) = val (D). Sien
autre, val (D) est fini, alors I’ensemble des solutions optimales primales de (P) est compact
non vide.

2.3.2 Hypothéses

Pour résoudre les deux problémes (P) et (D), on suppose qu’ils vérifient les hypothéses
suivantes :
-Hypothése 1. Condition d’indépendance : Les matrices [A1,A,,...,A,,] sont linéairement
indépendantes.
-Hypothése 2. Condition de points intérieurs (CPI) : on suppose qu’il existe un point primal-
dual strictement réalisable (X 0 yO, Z O), en autre terme ce point vérifie

AiOXO :b,-,izl,...,m

m
Y vlai+2° =C,
}1(201,20 €S, ety’ e R™
On rappelle que le probléme (P) consiste a minimiser la fonction :
f(X)=CeX,
sous ’ensemble des contraintes
Fp={A;eX=b;,i=1,.,m XeS}},

qui s’écrit comme l'intersection d’un céne convexe non polyédrique noté par (X € $7) et des
contraintes linéaires {A;eX = b;, i = 1,...,m}. Donc Jp est convexe et comme Fp est d’intérieur
relatif non vide, alors la condition de Slater est satisfaite (c-a-d Fp est convexe et F;" # ).
De plus, la fonction objective f(X) est deux fois différentiable et convexe c’est a dire

Vf(X)=C, V*f(X) = 0.[18]

Par conséquent, le probléme d’optimisation (P) est convexe et différentiable, a contraintes
qualifiées. Alors les conditions d’optimalités de (K.K.T) sont nécessaires et suffisantes et s’écrivent

comme suit :
A;eX =b;,i=1,..m,

m
(K.K.T) viAi+Z =C,

i=1
X.Z ZO,X;ZESZI
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qui équivalent a :

AiOX :b,-,izl,...,m,

m

ZyiAi+Z =G, (2.1)
i=1

XZ =0,X,Ze5.

L’idée principale des méthodes de points intérieurs primal-dual est de remplacer la condition
de complémentarité XZ = 0 par XZ = ul , ou pu > 0. Par cette substitution, nous obtenons

AjeX =b;, X>0,i=1,..,m,
m
) viAi+Z =C,Z>0 (2.2)
i=1
XZ =ul,u>0,

ou XZ = ul est’équation de centralité.

Le systeme admet une solution unique, notée par (X (u), y(u), Z(p)) pour p > 0 (p fixé)
qui étudié par [[16| [20], définie la trajectoire centrale qui converge vers la solution optimale
quand p tend vers 0 [17,9]). En supposant que les matrices A;, i = 1,...,m sont linéairement
indépendantes.

2.4 Nouvelle direction cherchée

e Fonction matricielle

Définition 2.4.1. Soient X € $" et

X = Q' diag (11(X), ..., An(X))Qx,
la décomposition spectrale de X, ot Qx est orthogonale. La fonction matricielle p(X) est définie
par:
P(X) = Qx' diag (P(A1(X)),..., P(A,(X))Qx-
On note que la fonction (X) est bien définie lorsque (t) est bien définie pour chaque valeur
propre de X et

P (X) = Q' diag (¥ (A1(X)),. § (1(X))Qx-
La Définition est appelée Théoreme de Décomposition Spectrale d'une matrice symé-
trique. Elle nous permet de faire 'extension de la définition d’une fonction ¢ : R — IR a une
fonction de $" dans $" [[11]].
Afin d’obtenir des nouvelles, Darvay [7]], a remplacé I'équation de centralité XZ = ul par
XZ
P (—) = 1(I), ou 1P(.) est une fonction matricielle définie a partir d’une fonction réelle conti-

I

ntment différentiable 1 : Rt — IR™ qu’on suppose I'inversible 1)~! existe. Donc le systéme
(2.2) s’écrit sous la forme suivante :

A eX =b, X>0,i=1,..,m,

m
ZyiAi+Z =C,Z>0
i=1

XZ
1/’(7) = P(I).

(2.3)
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En utilisant la méthode de Newton pour résoudre le systéme non linéaire (2.3), on obtient le
systéme suivant :

AiOAX :O,izl,...,m,

m
AV;A; + AZ =0,

; yl 1 (24)
XZ XAZ+AXZ+AXANZ

l’b( W p ) =v(0

ou AX, Ay, AZ désigne les directions cherchées.
En appliquant ( [29], Lemme 2.5) sur la troisieme équation du systéme (2.4) et en négligeant la

terme AXAZ, on obtient
XZ A XZ\[XAZ +2AXZ
27+ =(I).
e e

Par conséquent, on a le systeme suivant :

AiOAX =0,i=1,..,m,
AV A +0NZ =0,
L Lyt 29
-1
Sonrr A2 ool

On note que AZ est symétrique d’aprés la deuxiéme équation du systéme (2.5) mais AX
n’est pas forcément symétrique. Alors pour traiter ce probléme, Todd et all [26] introduisent
une matrice P inversible comme suit :

A;enX =0,i=1,..,m,
m
AYiAi+AZ =0,
5 o oo
-1
[ XZ XZ
AX+PAZPt = y(¢ (—)) (1,[)(1)—1,[)(—))2‘1.
4 g
Dans ce travail, on s’intéresse au schéma de symétrie de Nesterov-Todd :
1 1 1 -1 1 =1 1 1.1 =1
P:=X2(X2ZX2)2 X2 =272(22XZ2)2Z7, (2.7)

ouPeS't.
1
On définit D = P2. La matrice D est utilisée pour mettre a I’échelle, les deux matrices X et D

au méme la matrice V qui vérifie :

1 1
V:=—D'XD'=—DZD. (2.8)

VE VH

On note que les matrices D et V sont symétriques et définies positives . De plus, on a
2 L iep-1)( L [
Vi=|—=D XD —DZD|=—-D " XZD,
VH Vi Z
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et
1 1
Dy := —D'AXD™!, D, := —DAZD, (2.9)
Vi Vi
on peut facilement vérifier que le systéme (2.6), s’écrit sous la forme suivante :
A; e Dy =0,i=1,..m,
m —
ZAyiAi + DZ =0, (2.10)
15X + DZ = Pv,
ou .
Ai = ﬁDAID’ 1= 1,...,m
et

Py = pD~ (DY (VD) (1) - Dyp(V)D ™)z D7
— Notons que [A],A,, ..., A,,] sont aussi linéairement indépendants.

— De plus, les directions Dy et D sont symétriques est vérifiants :

1 m
DyeDy; =Dy eDy = —<AX,— > AY;A;),
i=1

- ZA% ;o AX)

, ot A;eAX =0,

=0,

donc les nouvelles directions cherchées sont orthogonales.
Pour les différents choix de 1, on obtient des valeurs différent pour Py, par Ross et al [24] pour
la programmation linéaire (LO).

e Sit(t)=talors Py = V! -V qui est étudié par [17] pour SDP.

e Sit(t) = V't alors Py = 2(I — V) présenté par Darvay [6] pour LO et Wang et Bai [29]
pour SDP.

En 2016, Darvay [7] a proposé une méthode de points intérieurs suivant la trajectoire
centrale pour les problémes (LO).

o Sip(t)=t- Vt, alors Py = 2(V — V?)(2V —I)7!, qui est étudié pour Darvay [6] pour
(LO) et Kheirfam [14] pour SDP.

Dans ce mémoire, on s’intéresse par p(t) = t — \t et I'étude de Kheirfam [14] pour résoudre
un probleme SDP.

V24 VP, =V2+(2V2-2V3)2V-I)!
=V2v-1)v-I)t+@vi-2v3)v-I)!
=V2[2V-1)+2(I-V)]2V -1)7}
=V22v-1)*!
=[V242V -2V +I-1]2V-I)"
= [V -1)+(V-1)?](2V -1)7!
=I+(V-1)’2v-I)7!
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D’apres le théoréme spectral pour les matrices symétriques [31], et puisque V € §%, on ob-
tient :

V= QT diag(/\l(V),..., A(V)Q,

o1 Q est une matrice orthonormale (QT = Q') qui diagonalise V. Alors :

(V -1)? = QT diag (1, (V) = 1),..., (A,(V) - 1)) Q.

et
1 1

20, (V)=1"""2A,(V) -1 )Q'

2V -1)"!' = QT diag (

De plus, on obtient :

V2+vpP, -1 = (V-1)*2v-I)7},
T ((a(V)=1)2  (A,(V)-1)?
= d yuees . 2.11
Q lag( N Wi I 211
S 12 . (t - 1)2 1 . 1
Considérons la fonction f(t) = TR t > 5 c’est facile de montrer que f (£) > 0, Vt > 5 et

par conséquent d’apres le Théoréme ona(V-I)?(2V-I)"' €S",donc V2+ VP, I > 0.
lorsque

1
Amin(V) > 2 (2.12)
D’autre part, on a:
i 0 (2.13)
— > U .
4
De (2.12) et (2.13) on déduit que par A,,;;,(V) > 3, alors :
P2
ViiVP, > 1- ZV‘ (2.14)

2.4.1 La mesure de proximité

Pour I’analyse de 'algorithme, on définit une mesure de proximité o(X, Z; yt) comme suit :
I[Pyl
2

Puisque les directions Dy et D, sont orthogonales et d’apres la troisieme équation de (2.10)),
ona:

5(V):=8(X,Z; ) := =I(V-V2V -7 (2.15)

IPy[IZ = IDx + DzIIz = IDxIZ + D12
On peut vérifier que :
oV)=0eV=I1XZ=ul (2.16)
Par conséquent, la valeur de 6(V') est considérée comme une mesure appropriée de la distance

entre le triple (X, y,Z) donné et (X(u), v(u), Z(u)). Apres un pas complet de Nesterov-Todd
(NT), le nouveau itéré est donné par :

X, = X+aX.

v+ AY. (2.17)
Z, = Z+NAZ.

2
+
[l
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Notons que la recherche d’une solution optimale primale-duale est équivalente a mettre le
saut de dualité X e Z vers le zéro, cela est exprimé par la mise a jour du parameétre y via :

pr=(1-60)u, 0<O6<1.

e Si O dépend de n, alors 'algorithme est dit a petit pas.
e Si 0 est indépendant a n, alors I'algorithme est dit a grand pas.

Par la suite, on présente un Algorithme primal-dual a petit pas pour SDP.

2.4.2 Algorithme

On présente un algorithme de trajectoire centrale (T C) de type primal-dual basé sur une
nouvelle direction cherchée pour SDP.

Algorithme réalisable Trajectoire Centrale (TC) de type primal-dual pour SDP

Début Algorithme
Données
Parameétre de précision € > 0;

1
Parametre de proximité 5,0 < <1 (défaut p= E) ;

Paramétre 6,0 <0 < 1 (défaut 0=

271%);

Initialisation :
. 0,0 —~0 fred 0 ~0.,,0 XOZO 1
Soit (X", v", Z") vérifiant CPI tel que o(X", Z"; u°) < B, Apin 1> 2
J2
X0e 20
parametre de barriere ;40 = hd etk=0;

tant que X*) o Z(K) > ¢ faire
résoudre le systéme et calculer (AX, Ay, AZ) de (2.9);
(X(k+1),y(k+l)’z(k+l)) = (X(k),y(k),Z(k)) + (AX, AY, AZ);
p D= (1-0)u®, etk =k +1;
fin tant que
fin Algorithme.

Algorithme 2.4.2

2.4.3 La convergence de 'algorithme et ’analyse de la complexité

Pour I’analyse de I’algorithme, on introduit la notation

Qv =Dx—Dy.
Ainsi, on a
Py + Py, -
Dy = V2QV, D, = V2QV’
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et
P2 aY
DyDy, + D;Dy = VTQV (2.18)
Puisque
DX.DZ :DZ.DX :0,
ona
IQulIZ = IDx = DzIIF = IDxIIZ +IDZIIE = IPy Iz = 45(V)?. (2.19)

Maintenant, on a besoin de quelques résultats techniques qui sont nécessaire pour montrer la
strict faisabilité du nouveau itéré.

Lemme 2.4.1 ([18]], Lemme 3.3.1). Soit X(«) := X+ aAX, Z(a) = Z + anZ tels que X > 0,
Z>0.Siona:
det (X(a)Z(a))>0,Va €[0,a].

Alors X(a) > 0et Z(a)>0,V0<a <a.

Lemme 2.4.2 ([18]], Lemme 3.3.3). On suppose que Q € S, et M € R™" une matrice anti-
symétrique. On a : det (Q + M) > 0. De plus, si A;(Q+ M) e R,i =1,...,n, alors :

0< /\min(Q) < /\min(Q +M) < /\max(Q +M) < /\max(Q)'
ce qui implique Q + M > 0.

Notons que la convergence de I’algorithme et ’analyse de la complexité est faite par Kheirfam
[14]
Par la suite, on montre la faisabilité du pas Nesterov-Todd complet.

Lemme 2.4.3 ([14], Lemme 5.3). Soit 6 := 0(X,Z; u) <1 et suppose que A, (V) > % Alors :
X, >0, Z,>0.
Preuve. Pourtout 0 <a<lona:
X(a)=X+arX, Z(a)=Z+arZ.
En utilisant et (2.9), on obtient :

X(a)Z(a) = (X+arX)(Z+anz),
= XZ+a(XAZ+2aXZ)+a’aXAZ,
= uD(V*+a(DxV +VDy)+a’DxD,)D7},
~ (V2+a(DxV +VDy,)+a’DxDy),
= Q(a)+M(a), (2.20)

ou
1
Q(OC) = 'lxl(‘/2 + (XV(DX + Dz) + Ea‘?‘(DXDZ + Dsz)),

et
1
M(a) = pa (va — VDX + Ea(DXDZ —Dsz))
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On peut facilement voir que la matrice M (a) est anti-symétrique. D’autre part, en utilisant la

troisiéme équation de (2.10) et (2.18), on obtient :

p2_ 2
Qla)=pu VZ+avp, +a2VTQV),

P2—Q2
=u V2+01VPV+012¥+0¢V2—CYV2 ,
P2_ 2
=u (1—a)V2+a(V2+VPV)+a2VTQV),

P2 P2_ 2
z(l—a)V2+a(I—Zv)+a2VTQV,

2 2
:(1—a)V2+a(I—(l—a)%—a%),

ou l'inégalité est devienne de (2.14). De plus, comme 0 <a <1,ona:

P2 2 P2 2
H(l—a)szV—a% <(1-a) ZV +a % ,
F F F
Py - P .
(- | B +aHQV Qv ’
4 4 r
P12 2
<(l-a) v +aH& ,
2 |lp 2 I
1Py II?
< car|Pyl=lQyl,
=52 < 1.
Cela implique que (2.19). On obtient :
PZ Q2
I-(1-a)Y-a=Y>0,
(1-a)f—a—

et comme V2 > 0, alors Q(a) > 0. Et d’apres le Lemme ona:

det (X(a)Z(a)) = det (Q(ar) + M(a)) > 0.
En plus, puisque X(0) = X > 0 et Z(0) = Z > 0, Lemme [2.4.1]implique que X(1) = X, > 0 et
Z(1)=Z, > 0. Ce qui achéve la preuve. O
2.4.4 La convergence quadratique de la mesure de proximité

Lemme 2.4.4 ([14], Lemme 5.4). Si o :=90(X,Z;pu) < % et Ayin(V)> % alors :

- 362V1 - 62
T (2VI=02-1)(1+V1-062)

Xy, Zs 1)
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Preuve. Puisque 0 <1 et A,,;,(V) > %, du Lemme , on déduit que X, > 0 et Z, > 0. De
(2.20) avec a = 1, (2.18) et (2.11), on obtient :

X,Z,
p

P2_ 2
V2+VPV+V—QV+M,

P2_ 2
Vv (2\/+

I+(V-D)?Qv-I)'+ 1

M, (2.21)

ouM =DxV-VDx+ % (DxDz—DyDyx) est une matrice anti-symétrique. D’autre part, d’apres
la définition de Py, on a :

P\% 2 2 -2
- = ViI-vrev-nz,

= VXI-V)*@ev-I)tev-1T,

~ (V2QV-I)H((v-D1*2v -1 (2.22)

De (2.21) et (2.22), on obtient :
v - X+Z+,
H
PZ 2
~ I+(V2+2V—I)V‘2ZV—%+M. (2.23)

De la condition A,,;,(V) > %, on déduit que :
Anin(VE+2V =1) 2 Apin(V)2+2X,i(V) = 1,

>1+11
4 ’

> 1>0
4 ’

c’est-a-dire, la matrice V2 + 2V — I est symétrique et définie positif. Par conséquent, d’aprés

le Lemme et (2.23),on a:

P2 Q2
Dnin(VeP?) = A I+(V2+2V—1)V—ZZV_TV+M),

P2 2
Apin | T+ (V24+2V -1V 2L - &)

>
4 4
p2 Q2 2
> ApinlI+(VE+2v-nv2L |- =X]|
4 4
2
Qy
> 1-||1=Y|
> 4|
1
> 1-ZlQvlis
= 1-6% (2.24)
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ou la derniére égalité découle de (2.19). De ’hypothése 6 < % et (2.24), on déduit que

Maintenant on a :

Xy, Zy, 1)

ou les inégalités découlent du fait que la fonction f (f)

IA

V3 1
/\min(v+) > 7 > E
(Ve = (Vo)?)(2V, = 1) 1||F,
||V<1—V><I+V><I V)@V =D,
VeV =D (Ve + D7 = (V)P
Z( A(V)(1 = Ai(V,)?) )“
N @L(V) =D+ 4(Ve)) |
/\min(V+) - %
B Vo) DL+ TV [ 20 AV
Sl - (VI (2.25)
2V =62 —1)(1+ V1-062) B
i est décroissante po
R N

tout t > 5. Comme (V2 +2V —I1)V=2 =1+ (2V —1)V~2 < 2I, donc d’aprés (2.23), on obtient :

-

(

V+)2”F

IA

IA

IA

<

P2 2
"(I—ZV—VZ)V‘Z—V+&—M )
4 4 s
PZ 2
2 ZV + |%—M ,
F F
2 P_‘% + Q_‘z/
4 4 ’
F F
5 Py - Py (QV'QV
4 |If 4 F
P 2 2
PP llov I
4 4

ou la derniere inégalité devient de (2.19), et la seconde inégalité devient de I'inégalité suivante :
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Q%/ 2_ n Q%/ 2 B n Q‘z/ 2
5o = Som)] = (|
i=1 i=1
_ 5 ’
BRI
B Q\' Qo 2Qb T
= Tr T) +TM +M 4 MM ,
- 4 4 s
2 2

comme —MT + M TTV est anti-symétrique et MM est semi-définie positif, on obtient la

derniére inégalité. En remplacgant (2.26)) dans (2.25)), on obtient :

5(X,, Z,; ) < 36°V1 22
P T - 1)1+ Vi o?)
Ce qui acheéve la preuve. [

Le corollaire suivant montre la convergence quadratique de la mesure de proximité avec
le pas de Newton complet.

Corollaire 2.4.1. Sid < % alors :

(X, Zsp) < 52,

9-343
2

t

Preuve. Soitd < s alors: V1 -62> /11 = \/gz %g,commelafonctionf(t) = 2t-D)(1+b

est décroissante pour ¢ > 1 alors

Sz s 20 3B
(%5— )(1+‘/7§) (V3-1)(2+V3
3v3(V3 +1)(2 - V3)62
(V3-1)(V3+1)(2+V3)(2-V3)’

3V3(2V3 -3 +2-/3)82

B (3-1)(4-3) ~
_3V3(V3-1)8?

- : ,

_ 23V 30,

2
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Chapitre 2. Programmation convexe semi-définie et méthode de points intérieurs

2.4.5 L’influence du nouveau itéré sur le saut de dualité

Dans le lemme suivant, on analyse I'influence du pas de Nesterov-Todd le saut de dualité.

Lemme 2.4.5 ([14], Lemme 5.5). Soit 6 =: (X, Z; u), apreés le pas de Nesterov-Todd. On a :

X, 0 Z, < u(6*+n).

Preuve. En utilisant (2.18), (2.21) et I'orthogonalité des matrices Dy et D, on obtient :

X,

oZ, = puTr(V )

= yTr(V +VPy+DxDy+DyzDx+ M),

= uTr(V*+ VP, +M),

= uTr(I+(V-1?QV-1)"+M),
(I

= pTe(I+(V-D1°@2V-I)7),

ou la derniere égalité découle du Lemme et le fait que M est anti-symétrique. Maintenant,
d’apres (2.22)) et ’égalité précédente, on déduit :

2
X,eZ, = uTr (I+ (2V—I)V‘2p—V),

4
P2
puTr (I+ZV), carI+(2V—I)V_2 <1,

N
y(n+ . )

= un+ 52),

IA

Ce qui achéve la preuve. O

2.4.6 Lamise a jour du parametre y

Par la suite on montre I'influence de la mise a jour du p sur la nouvelle proximité apres un
pas de Nesterov-Todd complet.

Lemme 2.4.6 ([14], Lemme 5.6). Soit 6 = (X,Z;p) < %,/\min(V) > % et uy = (1 -0)u, ou

V.
0<6<1. Alors /\min(—+) > % et

Vv1-6
V3(vn6 +35)
Xy, Zispy) < 3"
3V1-0+V3(1-6)-2(1-6)2
1
De plus, si 0 = 27 et n > 4, alors on obtient 5(X,, Z; py) < %
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Chapitre 2. Programmation convexe semi-définie et méthode de points intérieurs

Preuve. Puisque A,,;,(V) > 1 ,0< 5 2 et d’aprés la preuve du Lemme , on obtient
Ain(V,) > % Ce qui imphque que :

V. 1
/\mzn(\/li—Q) = /\miﬂ(v-f—)’

>

Afin de simplifier la notation, on définit :

Par conséquent, on obtient :

v, v, \2)/ 2v. !

Xy, Zispy) = H \/1—6_ \/1—9) )(m_l) F;

= IV, = (Vo)) 2V, = D)7 Y,

= VoI - V)T + VI + V)2V, + 12,

= V.V, =D I+ Vo) (I = V),

EN At A IR ek

B [11(<A<\7> ><1+A1~(V+)>) ’

< Auinl V) I~ 72l

(2Amin(Ve) = 1)(1 + Apyin(Vi) = 1))
/\mm( A =6)I - V|l

VI=0(24,in (V) = V1 =0) (V1 =0 + A, (V.
Wnl— = V2l

x/1—e(2\/1—52—\/1—9)(V1—9+V1—52)'

(2.27)

ou la premiére inégalité est due a la fonction f(t) pour t > % est décroissante

t
T 2t-1)(1+1t)
et la deuxieme inégalité découle de (2.24) et le fait que la fonction :

t V1-6
h(t) = est décroissante pour ¢ > >

(2t—V1-0)(t+V1-0)
De5<%,ona 1- 52>Ialors

h(\/1—62)<h(ﬁ)— V3
T2 343(1-0)-2(1-06)

En utilisant (2.26), on obtient :
(=)= VZle < Ollls+ 1= Ve,

<
< Vno+ 362
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Chapitre 2. Programmation convexe semi-définie et méthode de points intérieurs

En remplacant ces deux bornes dans (2.27), on obtient :

V3(\/n6 + +62)
3VI—0+V3(1-0)-2(1-0)>

Ceci complete la preuve de la premiere partie du lemme.

Xy, Zispy) <

W

Pour prouver la deuxiéme partie, on considére g(t) =

1
avec 0 <t <1, qui
3t+V3t2 213
est décroissante sur l'intervalle |0, 1].

1
,n > 4. Alors, avec t = V1 -0 > 112, on obtient
27+/n >

g(V1-0)< g(,/%) ~ (0.3667. Donc, pour 6 < %, on obtient :

Maintenant, on suppose que 60 =

IA

g(V1-0)V3(v/n +38%),

1 3
0.3667\/§(E+Z),

0.4998 < l
2

Xy, Zis )

IA

1R

Ce qui acheve la preuve. ]

Remarque 2.4.1. Lemme[2.4.6 montre que I’algorithme 2.4.2 est bien défini, dans le sens que
les conditions X > 0,Z > 0, A,,i,(V) > % et 0(X,Z;p) < % sont maintenues dans toutes les
itérations.

2.4.7 Analyse de la complexité

Le lemme suivant donne une borne supérieure pour le nombre total d’itérations produites
par cet algorithme.

Lemme 2.4.7 ([14], Lemme 5.7). On suppose que X° et Z° sont strictement réalisables,
X% 20
0 _

U et 6(X0,ZO;]JO) < % De plus, soient Xk et Zk étre litération obtenue apres k

itération. Puis l'inégalité X* ¢ Z¥ < € est satisfait si :

1, (#0n+3)
k> 9 log (T :

Preuve. D’apres le Lemme |2.4.5, on obtient :
Kook kf, .1 kof, .1
XeZ"<u (n+1):(1+6) U (n+1).

Puis I'inégalité X* e ZK < ¢ satisfaite si :

(1 —Q)k,uo(n+ i) <e.
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Chapitre 2. Programmation convexe semi-définie et méthode de points intérieurs

En prenant des logarithmes, on obtient :
0 1
klog(1-0)+ logp (n+1)§ log €.

Puisque —log (1 — 0) > 0 pour O < 1, alors I'inégalité ci-dessus est valable si :

1 ,uo(n+}1)
> = 4
k_Qlog( -

Cela complete la preuve. [

Théoréme 2.4.1. On suppose que X° = Z° = I. De plus, soient 6 =

1
,n >4, alors algo-
27 &
rithme 2.4.2 nécessite au plus :

ofare )

itérations.

Preuve. De X = ZY = I, on obtient ,uo = 1. Par conséquent, en utilisant le Lemme et

1
0=——,
27+/n

n > 4, on obtient le résultat. O
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CHAPITRE 3

Tests numériques

ﬁ) ans ce chapitre, on s’intéresse aux expérimentations numériques issues de ’application de
I’algorithme 2.4.2 sur des problémes convexes semi-définis. Nous avons utilisé le Langage
MATLAB 8.4 (R2014a) sur Intel(R) Core(TM) i5 CPU M460 (2.53 GHz) avec 6,00 Go RAM. On

note par :
e O(X,Z; ) : la mesure de proximité qui est associée a 'algorithme 2.4.2.
o (X999 2% : un point initial strictement réalisable et vérifie 5(X°,Z% u®) < % pour

X0 o 70
* >0etf =

1
l’algorithme 2.4.2, avec u° = .
g 4 27
e (X*,v%,Z%) : la solution optimale du probléme primal (P) et dual (D), respectivement.
e iter : le nombre des itérations produites par I’algorithme 2.4.2.

e CPU: le temps d’exécution d’un algorithme en seconde.

3.1 Exemples a taille fixe

Exemple 1. [30]
On considére le probleme SDP, avecm =3, n =25,

01 0 0 0 0 0-220
1 2 0 0 -1 0 2 1 02 -2
A;={0 0 0 0 1| A=[-21 -20 1,b_{2],
00 0 -2 -1 2 0 0 00 -2
0 -1 1 -1 -2 02 1 02
2 2 -1 -1 1 3 3 -3 1 1
2 0 2 1 1 35 3 1 2
As=|-1 2 0 1 0[,C={|-33 -1 1 2
-1 1 1 -2 0 1 1 1 -3 -1
1 1.0 0 -2 1 2 2 -1 -1
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Chapitre 3. Tests numériques

La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

1
1].
1

Pour cet exemple, on prend e =107, u® =1 et (X%, 2% u%) = 0 < %
La solution optimale primale-duale obtenue est :

X=1,2%=Tety"=

[ 0.0714 -0.0718 0.0168 0.0649 —0.1583]
-0.0718 0.0724 -0.0183 -0.0602 0.1676
X*=(0.0168 -0.0183 0.0103 -0.0084 -0.0772{,
0.0649 -0.0602 -0.0084 0.1481 0.0056
—-0.1583 0.1676 -0.0772 0.0056  0.6021 |

[ 1.4338 0.5754 -0.0295 -0.4043 0.2169 |
0.5754 1.0956 0.3401 0.2169 -0.1121
Z*=1-0.0295 0.3401 1.1874 0.2169 0.0478 |,
-0.4043 0.2169 0.2169 0.2831 -0.1415
| 0.2169 -0.1121 0.0478 -0.1415 0.0957 |

v* =[0.8585,1.0937,0.7831]".

La valeur optimale pour les deux problémes est egale a —1.0957.
e Résultats numériques (Exemple 1)

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les différents tailles testées.

iter | CPU
787 | 1.1006
Exemple 2.
Soit le probléme (SDP) ou, m = 3,n =5,
1 0 0 0O 100 00
0 -1 00O 02000 2
Ay=|0 0 1 0 0[,A,=|0 0 0 O O,b:[4],
0O 0 010 00010 2
0O 0 00O 0 000D O
00 0O0O O -4 0 0 0 O
01000 0O -7 0 0 O
A3=|0 0 0 0 Of,C={0 O O O Of.
00 0O0O O 0O 0 0 -4 0
0 00 01 0O 0 0 0 O

La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

-1
X0=1,2%=Tet " = {—4].
-1

33



Chapitre 3. Tests numériques

Pour cet exemple, on prend € = 107, ;40 =1 eté(XO,ZO;;AO) =0< %

La solution optimale primale-duale obtenue est :

13333 0 0 0 0
0 06667 0 0 0
X'=| o0 0 0 0 0o |,
0 0 0 13333 0
0 0 0 0 13333
00 0 00
00 0 00 ~0.3333
Z*=|0 0 03333 0 0 ,y*[3.6667].
00 0 00 0
00 0 00

La valeur optimale pour les deux problémes est egale a —15.3333.

e Résultats numériques (Exemple 2)

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les différents tailles testées.

iter | CPU
787 [ 0.7182
Exemple 3.
On considére le probléme SDP, avecm =3, n =6,
1 0 0 0 0 0] 1 0 0 0 0O
0 -1 00 00 010000 5
0 01000 001000
Al‘o 0 0100’A2‘000000’b‘H’
0 0 00 0O 000010
0 0 0 0 0 O] 000000
2 0 0 0 0 0] -2 0 0 000
020000 0 -2 0 00 0
4|00 1000 _fO 0 -1000
37loooo oo "0 0O 0 000
0000UO0O 0 0 0 0 0 0
0 0000 1 (0 0 0 000

La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

0
X0=1,2%=Tet yo—[—ll.
-1

Pour cet exemple, on prend e = 107>, u® =1 et 5(X°, 2% %) = 0 < %
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La solution optimale primale-duale obtenue est :

1.7811 0 0 0 0 0]
0 07396 0 0 0 0
wo| 0 0 09585 0 0 0O
0 0 o o0 o0 of
0 0 0 0 05207 0
0 0 0o 0 0 0
00 0000
000000 0
4+_[00 0000 *:[0‘
00010 07 :
0000O0UO0O B
0 00001

La valeur optimale pour les deux problémes est egale a —6.
e Résultats numériques (Exemple 3)

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les différents tailles testées.

iter | CPU
875 | 0.8647
Exemple 4.
On considére le probléme SDP, avecm =3, n =15,
1 0 0 0O 2 0 000
01 000 0 -1 000 3
A;=|0 01 0 0f,A,=|0 0 0 O O,bz[Z],
00 0O00O0 0O 0 010 4
00 0O00O 0O 0 0 00O
1 0 0 0O -3 0 0 0 O
02000 0O -1 0 0 O
Az3=|0 0 0 O Of,C=l0 O O 0 Of.
0 00 0O 0O 0 0 0O
0 0 0 01 0O 0 0 0O

La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

-1
X0=1,7%=Tet y° = {—1].
-1

Pour cet exemple, on prend e = 107>, u® =1 et (X%, 2% u%) = 0 < 1

2
La solution optimale primale-duale obtenue est :

1.6 0 0 00O 00 0 00
0 1. 0 00 00 0 00
X*={0 0 02 0 0|,Z*=|0 0 0.0001 0 Of,
0 0 0 00 00 0 1 0
0 0 0 00 00 0 01
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v* =[-0.0001,-1,-1]7.

La valeur optimale pour les deux problemes est egale a —6.
e Résultats numériques (Exemple 4)

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les différents tailles testées.

iter | CPU
663 | 0.5678
Exemple 5.
Soitm=3,n=2>5,
2 0 000 1 0 0 0 O
01 00O 02000 4
A;=10 01 0 O|,A,=(0 0 0 O O,b:[éll,
0 00 0O 00010 2
0 00 0O 0 00O00O
00 0O00O0 -2 0 0 0 O
01 000 0 -3 0 0 O
A;=|0 0 0 0 Of,C={0 O 0O O Of.
0 00O00O 0 0 0 -4 0
0 0 0 01 0O 0 0O 0 O

La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :
-1

X0=1,72%=Tet 0 =|-1].

-1

Pour cet exemple, on prend € = 1072, ]40 =1 eté(XO,ZO;yO) =0<=.
La solution optimale primale-duale obtenue est :

1.3333 0 0 0 0 00 0 0 0

0 1.3333 0 0 0 00 0 0 0

X' = 0 0 00 0 |[,Z°=|0 0 0.3333 0 0
0 0 00 0 00 0 1.3333 0

0 0 0 0 0.6667 00 0 0 0

0

La valeur optimale pour les deux problémes est egale a —6.6667.

~0.3333
y* =|-1.3333].

e Résultats numériques (Exemple 5)

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les différents tailles testées.

iter | CPU
787 | 0.8669
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3.2 Exemple a taille variable

Exemple 6.
Soientn =2m, b(i)=2,i=1,..,m, et

I lsii=j=k ouj=k=i+m,
Ai(j, k)_{ 0 ailleurs.

.| -lsii=j eti<m,
C(l'])_{ 0 ailleurs.

La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

2-y sii=j=1,.,m,
X, )={ vy sii=j=m+1,..,n,
0 ailleurs,

S=1 sii=j=1..,m,
Z%i, j) = 5 sii=j=m+1,..,n,
0 ailleurs,
1
0
y (1):__11:11 ,ym,
)4

(4-V8)
2 B
Pour cet exemple, on prend € = 1072,
La solution optimale primale-duale obtenue est :

avecy =

as o) 2 sii=j=1,.,m,
X, J) _{ 0 ailleurs,
as o)1 sii=j=m+1,..,n,
z (1'])_{ 0 ailleurs,

y(i)=-1,i=1,..,m,
La valeur optimale pour les deux problémes est egale a —2m = —n.
e Résultats numériques (Exemple 6)

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les différents tailles testées.

(m,n) o(X%,Z%u% | iter CPU

(5,10) | 4.9651e7 1% | 979 | 1.3427

(25,50) | 2.4825e7 1 | 2500 | 7.8853
(50,100) | 3.5108e™ 1> [ 3725 | 48.7687
(100,200) | 4.9651 e 1> | 5534 | 282.6994
(200,400) | 7.0217e7 1> | 8203 | 2.1706 ¢°
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Conclusion

Dans ce travail, on s’intéresse a résoudre le probléme semi-définie (SDP) par la méthode
de trajectoire centrale (T C) basée sur une nouvelle direction de recherche, on utilise la trans-
formation algébrique présentée par Kheirfam en 2016 [14]. On introduit ¢ a I’équation de
centralité pour obtenir des nouvelles directions cherchés et nouvelle mesure de proximité.

On a développé un algorithme primal-dual de points intérieurs a petit pas, on obtient
une meilleure complexité polynomiale qui est de I'ordre O (\/ﬁ log (g)), avec les parametres

1

qui ont un réle important dans 'algorithme : 6 = = 5 et la mesure de proximité

1
——,B
27/n

X070
5(X°,7%u% < % et Apin|y|—o— |> %, justifient la difficulté ( la symétrisation de la direc-
M
tion, le point initiale ...) de cette méthode.

Finalement, on applique ’algorithme proposé sur quelques problemes semi-définie confirment
et montrent 'efficacité de nos résultats théoriques.
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o Résumé:

Dans ce mémoire, on s’intéresse a la résolution du probléme semi-définie (SDP) par la mé-
thode de trajectoire centrale (T C) basée sur une nouvelle direction cherchée qui consiste a
introduire une fonction matricielle ¢ a I'’équation de centralité XZ = ul.

Par I’étude de Kheirfam ou () = t — V/t qui a proposer un algorithme a petit pas, 4 chaque
itération on utilise la pas de Newton complet et une mesure de proximité pour obtenir une
solution approximative. Notre analyse est basée sur le schéma de Nesterov-Todd.

Cette étude est suivie par des tests numériques pour montrer Uefficacité de I’algorithme pro-
posé.

e Mots clés :

Programmation semi-définie, Méthode de trajectoire centrale, Nouvelle direction cherchée,
Algorithme a petit pas, Complexité polynomiale.

e Abstract:

In this memory, we are interested to solve the linear semidefinite programming broblem (S DP)
by a central path method (T C) based on new search direction which consists in introducing
a matrix function 1 to the equation of centrality XZ = ul.

By the study of Kheirfam, 1(t) = t — V't who proposed a small-update algorithm, we use at
each iteration the full-Newton-step and a suitable proximity measure to obtain an approximate
solution. Our analysis is based on the Nesterov-Todd scheme.

This study is followed by numerical tests to show the efficiency of these algorithm.

e Keywords:

Semidefinite programming, Central path method, New search direction, Small-update Algo-
rithm, Polynomial complexity.
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