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Introduction

La théorie du controle optimal peut étre décrite comme 1’étude des stratégies pour in-
fluencer de maniére optimale un systéme d’état X (.) avec une dynamique évoluant dans le
temps selon une équation différentielle ordinaire (EDO). L’influence sur le systéme est mod-
élisée comme une fonction u (.), appelé le controle (ou la commande) qui est autorisé(e) a
prendre des valeurs dans un espace métrique séparable (U, d) appelé I'espace d’action. Pour
qu’un contrdle soit optimal, il doit minimiser (ou maximiser) une fonctionnelle d’objective,
qui dépend globalement de 1’état controlé du systéme X (.) et du contréle u (.) sur un in-
tervalle de temps [0,7]. En générale ce probléme d’optimisation est de dimension infinie,
puisque nous optimisons une fonctionnelle sur un espace de fonctions qui est un espace de
dimension infinie.

Comme pour tout probléme d’optimisation, lorsque on est face & un probléme de con-
trole optimal on est amené a répondre a deux questions fondamentales : 1) La premiére
question qui se pose est le probléeme d’existence, i.e. existe-il une fonction % (.) qui minimise
(ou maximise) la fonctionnelle objective 7 Dans le cas ou la réponse a cette question est
positive, il est intéressant de se poser le probléme d’unicité de la solution optimale. 2) Si
I’existence d’une solution au probléme est assurée, on peut alors mener une étude "quantita-
tive" qui tend & caractériser la solution optimale via des conditions d’optimalités nécessaires
et suffisantes.

L’objet de ce mémoire se focalise essentiellement sur la question d’existence pour une
classe de problémes de controle optimal assez générale. Plus précisément, notre mémoire

comporte trois chapitres. Voici un bref résumé sur chacun d’eux :

1. Quelques Rappels : Ce chapitre est un bref rappel sur les notions en optimisation
et en analyse fonctionnelle utilisées dans ce mémoire. On commence par quelques
notions d’optimisation statiques, puis on rappelle le théoréme d’existence et d’unicité
de Cauchy-Lipschitz, le Théoréme de Arzela-Ascoli, le Lemme de Mazur et on termine

cette partie avec un petit rappel sur le Théoréme de Banach—Saks.

2. Problémes de contréle optimal : Dans ce chapitre, aprés avoir présenté quelques

exemples pratiques de problémes de controle optimal déterministes, nous donnons la
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Introduction

formulation mathématique générale du probléme et un résultat d’existence et unicité

de la solution de I’équation d’état controlée.

Existence de la solution optimal : Dans ce chapitre, qui représente la partie
principale de ce mémoire, nous présentons quelques résultats d’existence. Nous con-
sidérons essentiellement le cadre o des conditions de convexité sont imposées. Nous
énoncons trois théorémes indépendants assurant ’existence du controle optimal dans
deux contextes différents : Deux théorémes sont énoncés dans le cas non-linéaire et un
théoréme dans le cas linéaire-convexe. En particulier, nous avons choisie des démon-
strations qui font appel aux techniques d’analyse fonctionnelles & base de topologie
faible. Ces démonstrations sont parmi les plus riches et les plus instructives que nous

ayons trouvées dans la littérature existante.



Chapitre 1

Quelques Rappels

Ce chapitre contient quatre sections dans lesquelles nous rappelons quelques définitions/résultats

classiques qui seront utilisés tout au long de ce mémoire.

1.1 Optimisation statique

1.1.1 Définitions élémentaires

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel normé (de dimension non nécessairement

finie), et considérons le probléme de minimisation :

¢ := inf p(x). (1.1.1)

zeS

Ou x € E est la variable de controle, p : E — R est la fonction objective, et S C E est

l’ensemble des décisions possibles.

Le but de ce paragraphe est de rappeler le traitement général du probleme d’optimisation
ci-dessus.

a) La premiére question qui se pose est le probléeme d’existence :

A" € S ¢ = p(a) (1.1.2)

Dans le cas ou la réponse a cette question est positive, il est intéressant de se poser le

probléme d’unicité du minimum.



1.1. Optimisation statique

b) Si I'existence d’une solution au probléme (1.1.1) est assurée, on peut alors écrire des
conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre (d’Euler). Dans le cas non contraint
(S = E), la condition nécessaire se réduit a la condition de nullité du gradient au point de
minimum.

Dans ce mémoire, nous nous somme focalisé sur la premiére question. Avant de procéder
a I’énoncé précis de quelques résultats d’existence classiques, rappelons les définitions et
résultats suivant :

e Un sous-ensemble S d’un espace métrique est compact, si et seulement si, de toute
suite de S on peut extraire une sous-suite convergente dans S.

e Une fonction ¢ définie sur un espace métrique F et a valeurs réelles est semi-continue

inférieurement, si et seulement si, V (), cy — @

lim infy(x,) > ¢ (x), pour tous = € F.

n—-4o00o
e Une fonction ¢ : F — R est différentiable en un point € F s’il existe une application

linéaire Dy (x) de E dans R telle que

p(x+h) = o(x) + Dp(x) - h +[[h]le(h),

Ou € : E — R est une fonction qui tend vers zéro quand ||h| — 0.

e Un sous-ensemble S d'un espace vectoriel est convexe, si et seulement si, pour tout
z,ye S et Ae0,1], e+ (1—-N)yeSs.

e Soit S un ensemble convexe. Une fonction ¢ : S — R est convexe (resp. strictement

convexe) si et seulement si, pour tout z,y € S et A € [0, 1]

oAz 4 (1= XN)y) < (resp. <) Ap(z) + (1 = N)e(y).

1.1.2 Quelques résultats d’existence Classiques

Théoréme 1.1.1 Supposons que la fonction ¢ est semi-continue inférieurement sur S et
que l’ensemble S est compact. Alors le probléme (1.1.1) admet une solution, i.e. il existe x*

€ S tel que ¢ = p(z*).



1.1. Optimisation statique

Preuve. Soit (x,)neny une suite minimisant pour le probléme (1.1.1), i.e. &, € S pour
tout n et ¢ (z,) — ¢. Comme S est compact, on peut extraire une sous suite {x}, .y tel
que {Zx}ren C {Tnt,so C S qui converge vers un élément z* € S. On a bien évidement
¢ (2*) > ¢, donc on va montrer que ¢ (z*) < ¢ pour obtenir 1’égaliteé.

Comme ¢ est semi-continue inférieurement en z* € S, donc

lim inf@(xg) > @ (z*) (%)

k—+4o00

D’autre part comme {z}, .y est une sous suite de {z,},, on a

Donc
i inf (e = T () > ¢ (2) ()
——00 n—-+0o0o
De (x) et (%) on conclut : ¢ > ¢ (z*). =
Toutefois, en pratique, ce théoréeme est difficile & appliquer quand ’espace E est de di-
mension infinie. En dimension finie, les ensembles compacts s’identifient aux parties fermées

bornées, et le théoréme ci-dessus est souvent utilisé sous la forme suivante.

Théoréme 1.1.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et S un sous-ensemble
fermé de E. Supposons que ¢ est une fonction semi-continue inférieurement de E dans R

vérifiant :

: . Osizes
lim {p (z) + x5 ()} = +oo 0t x5 (7) = . . (1.1.3)
Jll=oe +oosiz ¢S

Alors le probléme (1.1.1) admet une solution.

Preuve. Comme pour le preuve précédente, on commence par considérer une suite
minimisant (x,),cy pour le probléme (1.1.1).

1. Commengons par montrer que la suite (x,),en est bornée. Si elle ne I'était pas, on
peut en extraire une sous-suite {z;},  d’éléments de S qui tend vers I'infini. On a alors,
d’apres la définition (1.1.3)

o= Jm_plon) = o0



1.2. Théorie de Cauchy-Lipschitz

Ce qui est exclu par le fait que ¢ prend des valeurs dans IR.

2. Comme (Z,),en est bornée, soit M := sup |z,|, et Sy := SN{zr € E, |z| < M}.
Comme E est de dimension finie et S est fermé, ifest clair que I’ensemble Sy, est un fermé-
borné (donc un compact) de E. Par ailleurs, comme x,, € Sy; pour tout n, on déduit que
¢ = sup,cg,, (7). Le résultat d’existence est maintenant obtenu par application directe du
théoréme précédent. m

Nous terminons ce paragraphe par une condition suffisante pour I'unicité d’une solution

au probléme de minimisation (1.1.1), si l'existence est satisfaite.

Théoréme 1.1.3 Si 'ensemble S est convexe et la fonction ¢ est strictement convexe, le

probléme de minimisation (1.1.1) admet au plus une solution.

Preuve. Supposons qu'il existe deux solutions x7} et x3 pour le probléme (1.1.1), et soit
Ao € [0,1] tel que z* = Aoz} + (1 — o) x5. Noter que z* € S (puisque S est convexe).

Comme ¢ est une fonction strictement convexe on a :

@ (%) < Aop(x]) + (1 = Ao) p(x3).

Puisque x7 et 3 sont deux solution optimales alors :
ex") <A+ (1=X)Pp =20

Qui est une contradiction. Donc il existe au plus une solution. m

1.2 Théorie de Cauchy-Lipschitz

1.2.1 Existence et unicité d’une solution d’un EDO

Soient X un espace de Banach réel, U un ouvert de R x X, et f : U — X une application
continue, avec : U =1 xI'.

Une application différentiable x d’un intervalle ouvert I de R dans X est une solution
de I'équation différentielle & (t) = F (t,z (t)) définie par F, si pour tout ¢ dans I, le couple
(t,x (t)) appartient & U et o’ (t) = F (t,z (t)).



1.2. Théorie de Cauchy-Lipschitz

Une solution = : I — X de cette équation différentielle est dite maximale s’il n’existe
pas de solution v : J — X de cette équation différentielle, ott J est un intervalle ouvert
contenant strictement 7, telle que vj; = .

L’application F est dite semi-Lipschitzienne si pour tous (¢, zo) dans U, il existe ¢ > 0,
J un intervalle ouvert contenant ¢y et W un voisinage ouvert de xy dans X, tels que le
cylindre J x W soit contenu dans U et que pour tout ¢ € J l'application de W dans X
définie par x — F (t,z) soit c-Lipschitzienne. (Il est important que ¢ ne dépende pas du
temps t € J).

e On appelle condition initiale une égalité de la forme z (tg) = x¢ avec (tg,zo) € U.

e On appelle probléme de Cauchy le systéme d’équations :

() =r (tz(),

(1.2.1)
T (to) = Xop-

Résoudre le probléme de Cauchy (localement) revient a trouver un intervalle J C I
contenant ¢ ¢ et une fonction u de classe C' 'sur J satisfaisant (1.2.1).

Le résultat suivant concerne le probléme de Cauchy pour I’équation différentielle définie
par F : U — X |, c’est-a-dire, étant donné (tg zo) € U , assurer 'existence et 'unicité locale
d’une solution u = wuy, ., de I’équation différentielle 2/ = F (¢, ), vérifiant la condition

initiale z (t9) = xo.

Existence et unicité locale

Théoréme 1.2.1 Soient X un espace de Banach réel, U un ouvert de R x X et F : U
— X une application continue semi-Lipschitzienne.

(1) (Existence et unicité des solutions) Pour tout (ty,zo) dans U, il existe une et une
seule solution mazimale U, z, : 1 1,0, — X de Uéquation différentielle définie par F' valant
zg a linstant tg.

(2) (Régularité) S’il existe k € NU {oc} tel que F soit de classe C* alors toute solution

de Uéquation différentielle définie par I est de classe C**1.

Preuve. Voir [1]. =



1.3. Quelques résultats en Analyse fonctionnelle

Existence globale

On peut parfois montrer que toutes les solutions maximales sont globales. C’est le cas si la
fonction F est définie sur X tout entier et si elle est globalement Lipschitzienne : car alors
il n’y a pas de risque de sortir de son domaine de définition, ni de domaine de validité de sa

constante de Lipschitz.

Théoréme 1.2.2 On suppose F € C (I x X, X) et globalement Lipschizienne par rapport
a x. Alors, quel que soit (tg, zo) € I x X, il existe (un unique) u € C'* (I x X) solution de
(1.2.1).

1.3 Quelques résultats en Analyse fonctionnelle

Dans cette partie nous rappelons quelques résultats d’analyse fonctionnelle classiques. Nous
commengons par le fameux théoréme d’Arzela-Ascoli. Dans un espace vectoriel de dimension
finie, les parties compactes sont exactement les parties fermées et bornées. Dans un espace
vectoriel topologique séparé, les parties relativement compactes restent bornées et fermées,
mais la réciproque est fausse. Le théoréme Arzela-Ascoli traite du cas de l'espace des
fonctions continues. Soit C' (K, R™) I'espace des fonctions continues d’un espace métrique
compact (K, d) et a valeurs dans l'espace R™ et soit A un sous ensemble de C'(K,R").On

muni C (K, R"™) de la norme de la convergence uniforme |-|| . (i.e. ||f| = sup|f (z)]).
zeK

Définition 1.3.1 (Ensemble équicontinue) A est dit équicontinue si : Ye > 0,36 > 0 :
Vxl,xQ € K, Vf S A,
d(z1,22) <6 = [f(21) — [ (22)] <&

Définition 1.3.2 (Ensemble relativement compact ) A est dit relativement compact

si A (adhérence de A) est compacte.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de Heine) Soit f € C((K,d), (Y,d')), avec (K, d) un espace
métrique compact et (Y,d') un espace métrique quelconque. Alors f est uniformément con-

tinue.



1.3. Quelques résultats en Analyse fonctionnelle

Théoréme 1.3.2 (Arzela-Ascoli) Soit (K,d) un espace métrique compact et A une partie
de lespace de Banach (C(K,R™),|| - |lc)- Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) La partie A est équicontinue et bornée.

2) La partie A est relativement compacte.

Preuve. (i) Supposons que A soit équicontinue et bornée.
Soit (fn)nen une suite d’éléments de A, et soit ¢ > 0. Comme l’ensemble {f,, ;n € N}

est équicontinue sur un compact K, il existe 0 > 0 tel que pour tout =,y € K

[ fu(z) = fu(y)ll < €
Vn € N.

d(z,y) <0 =

D’autre part, on a :

zeK

Comme K est compact, d’aprés la propriété de Borel-Lebesgue il existe zq,...,z, € K
tels que

N
K= 4U BK(JZZ,&)

=1
Puisque A est bornée il existe M > 0 tel que pour tout n € N, || f,|| ., < M et donc pour
tout 7 € {1,...,N}
{/n(w:), n € N} C Bgn (0, M).
Cet ensemble est alors relativement compact. Par le procédé d’extraction diagonale,
il existe donc une sous-suite (ng) ; k € N telle que pour tout i € {1,...,N} la suite (

fny. (i) converge ; elle est donc de Cauchy. Par conséquent il existe n; € N tel que pour

tous k, k' € N on ait :
kakl >n = |fnk(xl) - f”k’(xl)‘ < e

On pose : Npax = max{n;;i € {1,..., N}}.
Soit z € K, il existe ig € {1,..., N}, tel que x € B(z;,d). Pour tous k, &’ € N on a :

|fnk(x) - fnk/(x” < |fmc(x) - fnk($20)| + |fnk(x10) - fnk/(xio)}
+ ‘fnk/<xi0) - fnk/(‘r)’

< 3e.



1.3. Quelques résultats en Analyse fonctionnelle

Comme np., est indépendant de z on peut passer & la borne supérieure sur z :

| fror = S o< 3¢

La suite (f,,) k € N est donc de Cauchy dans (C(K,R"),| - |l) qui est complet donc
converge vers un élément de C'(K,R").

En conclusion A est relativement compacte.

(ii) Supposons que A soit relativement compacte.

Puisque A est compacte donc bornée et par suite A aussi. Montrons que A est équicon-
tinue. Soit € > 0 on a :
AC UB(fe)
fea

Par Borel-Lebesgue il existe fi, ..., fx € A tels que

Ac UB(fie)
feEA

Pour tout i € {1, ..., N} les f; sont uniformément continues d’apres le théoréme de Heine,

par suite il existe §; > 0 tel que pour tout x,y € K :
d(z,y) < 0; = |fi(z) = fily)| <e.

Posons alors § = mind;
ie{l,...,.N}
Soient 2,y € K tels que d(z,y) < det f € A, il existe ig € {1,..., N} tel que f € B(f;,¢),

alors
|fx) = fWl < |f(z) = fil@)] + [fio(z) = fi(y)]

+1fio(y) — f(y)]
3e.

IA

Donc A est équicontinue. m

1.3.1 Convergence faible et Lemme de Mazur

Le Lemme de Mazur est un résultat d’analyse fonctionnelle qui assure que dans un espace
vectoriel normé, toute limite faible d’une suite (x,,),ecy est limite forte (c¢’est-a-dire en norme)

d’une suite combinaisons convexes des termes z,, de la suite (x,,),en-



1.3. Quelques résultats en Analyse fonctionnelle

Soit (X, ||-]|) un espace vectoriel normé et on note par X’ = £ (X, R) son dual topologique
(i.e. 'ensemble de toutes les formes linéaires continues). On appelle la topologie faible de
X, la topologie sur X qui est engendrée par le dual topologique X', i.e. la plus petite
topologie sur X qui conserve la continuité des formes linéaires. Une suite (x,,),eny C X est
dite faiblement convergente vers un vecteur x de X, si pour toute forme linéaire continue
feX ona:

lim f(z,) = /(o).

Le résultat suivant est connu pour étre le Lemme de Mazur.

Théoréme 1.3.3 (Théoréme de Mazur) Soient (X, ||-||) un espace vectoriel normé et
(Tn)nen C X une suite faiblement convergente vers un vecteur x de X. Alors il existe une
suite (Yn)nen @ valeurs dans 'enveloppe convexe de l'ensemble {x,}, .y qui converge en
norme vers x. Autrement dit, pour toute entier n, le terme y, est de la forme

Yn = Z)‘n,kxk avec Z)‘”vk =1etVk eR",

k=1 k=1

tel que

lim ||y, —z| = 0.

Pour la preuve de ce théoréme, nous utiliserons trois propriétés valables dans un espace
vectoriel normé :

1-L’adhérence de tout convexe est convexe.

2-Tout convexe fermé est faiblement fermé.

3-Tout point adhérent & une partie est limite d’une suite & valeurs dans cette partie.

Preuve. Soit Cj ’ensemble de toutes les combinaisons convexes des x,, , n > 1 : c’est
un convexe, et C' = C_'(M (i.e. la fermeture de Cy par ||-||) est convexe et fermé, en norme.

Donc aussi faiblement. Il ne reste plus qu’a remarque :

ze{r, ,n>1} CC"C C_'(L"”.
Il existe donc y,, € CJJ"‘ tel que :
T [, — ] =0,

Les notations {x,, ,n > 1}w et C désignent la fermeture par la topologie faible de {z,, ,n > 1}

et C, respectivement. m



1.3. Quelques résultats en Analyse fonctionnelle

1.3.2 Théoréme de Banach-Saks

Soient & présent (X, ||-||]) un espace de Banach (i.e. un espace vectoriel normé complet) et
(Yn)nen une suite de cet espace. On dit que (y,)nen converge fortement au sens de Cesaro

si il existe un vecteur y € X tel que

lim =0.
N—oo

1 N
N;yn_y

La notion suivante est dite la propriété de Banach-Saks.

Définition 1.3.3 On dit qu’un espace de Banach X admet la propriété de Banach-Saks si
toute suite bornée (T,)neny C X admet une sous-suite (T, )ken C (Tn)nen qui converge en

norme au sens de Cesaro, c’est-a-dire qu’il existe un vecteur x € X tel que

1N
— Ty, — T
22

Maintenant, pour énoncer précisément le Théoréme de Banach-Saks, soient p un nombre

lim =0.
N—oo

réel satisfaisant 1 < p < oo et A la mesure de Lebesgue sur R. On note par IL? ([0, 7], R™; \)

’espace de Lebesgue d’ordre p défini sur un intervalle [0, T, i.e.
T
L? ([0, T],R™ \) =< f:[0,7] — R mesurable, t.q. /]f ()P ds < o0
0
En réalité f est une classe d’équivalence de la relation d’équivalence : f = g, A—presque

partout. En particulier, I” ([0, 7], R™; A) est un espace de Banach muni de la norme

Hﬂ%=(ATUK@P%);

Pour p = 2, L2 est un espace de Hilbert.

Le théoréme suivant est une version adaptée du Théoréme de Banach-Saks.

Théoréme 1.3.4 (Théoréme de Banach-Saks) Soit {f,}, .y une suite dansL? ([0, T],R"; \)
qui converge faiblement vers une fonction f € L2 ([0,T],R™; \) . Alors il existe une sous suite
{fortren C {fntnen qui converge au sens de Cesaro vers f, c’est-a-dire

T

lim /
N—oo

0

1
2 2

ds =0.

1 N
SOMACEIC

En particulier, 12 ([0, T],R™; \) admet la propriété de Banach-Saks.

10



1.3. Quelques résultats en Analyse fonctionnelle

Preuve. Voir [2]. =

11



Chapitre 2

Problémes de contrdle optimal

Dans ce chapitre, nous donnons une formulation du probléme du controle optimal détermin-
iste. Afin de mieux appréhender ’essence du probléme, il semble opportun de commencer

par en citer quelques exemples pratiques tres intéressants.

2.1 Exemples de modéles de controéle optimal

2.1.1 Exemple 1: Controle optimal d’insectes nuisibles par des

prédateurs
Ce modele est tiré de la référence [3].

Pour traiter une population xy > 0 d’insectes nuisibles, on introduit dans 1’écosystéme
une population yo > 0 d’insectes prédateurs (non nuisibles), se nourrissant des nuisibles.
On suppose que les insectes prédateurs sont stériles. Le controle consiste en I'introduction,

réguliere d’insectes prédateurs. Le modeéle s’écrit :
#(t) = z(t)(a = by(t)), =(0) = wo,
y(t) = —cy(t) +u(®),  y(0) = o,
Ou a > 0 est le taux de reproduction naturelle des nuisibles, b > 0 est un taux de

prédation, ¢ > 0 est le taux de disparition naturelle des prédateurs. Le controle u(t) est le

taux d’introduction de nouveaux prédateurs au temps t, il vérifie la contrainte

0<u(t)<M; (M>0)

12



2.1. Exemples de modéles de contréle optimal

On cherche & minimiser, au bout d’un temps 7" > 0 fixé, le nombre de nuisibles, tout en

cherchant & minimiser la quantité globale de prédateurs introduits :

2.1.2 Exemple 2 : Controéle optimal d’un avion

Ce modele est tiré de la référence [3].

Considérons le mouvement d’un avion, modélisé par

#(t) = v(t),
u(t)

o(t) = moty — M9~ %U(t)z'

Ou x(t) est la distance au sol parcourue, v(t) est le module de la vitesse, le controle u(t) est
Iapport d’énergie, m est la masse, et 1, ¢ sont des coefficients aérodynamiques. Le controle

vérifie la contrainte :

0<a<u(t)<b

Le but est de déterminer une trajectoire menant du point initial z(0) = x¢, v(0) = v au

point final x(tf) = xf, v(tf) = vy et minimisant le cott :
T
() = / w(t)dt.
0

2.1.3 Exemple 3: Un modéle de péche optimale.

Ce modele est tiré de la référence [4].
La population z(t) (mesurée par exemple par sa masse en tonnes) d’une espéce donnée

de poissons est supposée croitre continuement en 1’absence de péche, suivant la loi suivante

O la constante r > 0 est le taux de croissance et la constante K est la capacité d’absorption

de l'environnement, (si z(t) < 0).

13



2.1. Exemples de modéles de contréle optimal

Si on introduit une fonction "taux de péche" h(t) (en tonne par unité de temps par

exemple), 'évolution du systéme est donnée par :

& =F(y) —ult),
z(0) = xo.

Ici u(t) est le controle. Une fonctionnelle cotit pour ce modéle et donnée par

Ou p est le prix de vente (supposé constant) du poisson par unité de masse de et c(x(t))
est le prix de revient de la prise d’une unité de masse de poisson quand la population est
x(t).

La constante ¢ est un taux de réduction di aux cotits de stockage...etc.

2.1.4 Exemple 4 : Rendez-vous spatial

Ce modele est tiré de la référence [4].

On considére une station orbitale dont la trajectoire est supposée circulaire (au voisinage
de la terre ) et dont le vecteure position est 77 (dans un repére ayant pour origine le centre
de la terre). On veut amarrer & cette station une navette (dont le vecteur position est 75 )

. , — . , . . .
par I'action de moteurs dont la poussé est u . Les lois de la mécanique s’écrivent :

d*7 (t) 1 (t)
O
d27’2 (t) T9 (t) N
= — + u(t
My Y
La position relative des deux objets est donnée par I_%(t) = 75(t) — 71 (t) dont les

composantes sont (xl,xg,ajg)T. La commande correspond & la poussée des moteurs u =
— —
(up(t), us(t), us(t)) " ot (uy, us, us) € [0,d]? et Vétat du systéme est décrit par (R(t), ‘Z—?).
—
Comme R est petit par rapport & 77, on peut linéariser ces équation et les projeter sur le

repére de frénet associé 4 la station (origine : la station, axes radial (selon 77) et tangentiel

14



2.2. Formulation mathématique d’un probléme de contréle optimal

(perpendiculaire & 75 ). Le mouvement dans le plan de I'orbite s’écrit alors :

t(t) = Az(t) + Bu(t)

Avec ) ) ) ) _
21 (t) 0 1 0 0 00
x(t up(t 3w 0 0 2w 10
cy= | = | Y A , B=
0 s () 0O 0 0 1 0 0
| () | 0 —2w 0 0 | 0 1|
Ici la notation 2’ désigne la dérivée par rapport a t : a/(t) = % (¢).

Le mouvement perpendiculaire au plan de orbite (avec x3) vérifie une équation différen-

tielle de type (2.1.1) tels que
z(t) = zs(?) : u(t) =us(t) , A= 0! , B= 0
x4(t) —w? 0 1
Dans ce cas particulier le parameétre w correspond a la période de révolution T = %’r de
la station et u(t) représente est le controle. L’objective du controlleur est de choisir u(-)
afin que les deux objets (la station et la navette) se rencontre, c’état -a-dire pour que 1’état
du systéme soit amené a 0.

La fonctionnelle cotit: On cherche a minimiser le critére représentant la dépense

d’énergie de la navette, qui est fonction de la poussée des moteurs w (.) :

J(u() = / f (u (1)) dt.

Ou f:1[0,d® — R.

2.2 Formulation mathématique d’un probléme de con-
trole optimal

Aux exemples ci-dessus présentés, peuvent s’ajouter bien d’autres dans des domaines tels :
I'industrie, I’économie, la biologie, la médecine...etc. Cependant, le principe mathématique
qui permet de formuler ces différents types des problémes est le méme. Plus spécifiquement,

la problématique générale du controle optimal est la suivante.
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2.2. Formulation mathématique d’un probléme de contréle optimal

Considérons un systéme d’état de controle général :

@ (t)=b(t,x(t),u(t), te0,T) (221)

z (0) = xo.
Oub: [0, 7] x R" x U — R" est une fonction mesurable ; (U, d) est un espace métrique
séparable qui représente l’espace d’action du controleur ; zo € R™ est la condition initiale
de I'état du controleur ; T' € [0; +o0] est appelée 'horizon du systéme. Pour tout instant
t € [0.77], le controleur est amené & choisir une action u (t) € U afin d’influencer la trajectoire
de l’état de son systéme. Toute fonction mesurable @ : [0,7] — U est appelée une stratégie
réalisable du controleur et x (.) solution de (2.2.1), est dite une trajectoire correspondante
de u(.).

On pose
U. 0,7 ={u:10,7] - U, u(.) mesurable}.

La classe de tous les controles réalisables.

Comme nous avons vu avec les exemples introductifs, nous pouvons avoir des con-
traintes imposées sur 1'état x(.). En générale, elles peuvent étres localement représentées
par ’écriture :

z(t) € S(t), pour tous t € [0,7]. (L)

Ou S (t) C R™ est un sous-ensemble de R™ qui peut changer au fur et & mesure que le temps
évolue. D’autres types de contraintes existent également, par exemple elles peuvent étres

sous une forme globale :

g(z (1)) +/l(t,az (t),u(t))dt €T, (G)

Oug:R*" =R [0, T]xR*"x U — Ret I' C R4
Afin de évaluer les performances de ses stratégies, le controleur est souvent amené a
utiliser une fonctionnelle qui & chaque stratégie w(.) associe un nombre J (u(.)). Plus

précisément dans le cas ot T' < oo on défini la fonctionnelle cout par :

J(u(.)) Zh(l’(T))+/f(t7x(t),U(t))dtER,
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2.2. Formulation mathématique d’un probléme de contréle optimal

Ouh:R*"—=R, f:[0,7] x R" x U — R sont deux fonctions mesurables. Le premier terme
et le second terme sont, respectivement, le cout terminal et le cout courant.

Dans le cas ou 17" = oo on pose

Ou g : [0,00] x R™ x U — R est une fonction mesurable.

Définition 2.2.1 Un controle réalisable u (.) € U, [0,T] est dit admissible si :

1. L’équation (2.2.1) admet une solution unique qu’on notera x (.) .

2. Les contraintes d’états de types (L) (et\ou éventuellement de type (G)) sont satisfaites.

On note par U,q [0, 7] la classe de toutes les stratégies admissibles. Notre probléme de
controle optimal est donnée par :

min J (u(.)),
u(.) € Usa [0,T].

Tout contrdle @ (.) € Uyq [0, T] vérifiant a

J(@(.)= min J(u(.).

u(.)euad[O,T]
Est dit une solution optimal au probléme (P) et le couple (u (.),Z (.)) est dit une paire

optimale.

Remarque 2.2.1 Comme nous le verrons plus tard, la topologie de U,y [0,T] est intrin-

sequement liée aux propriétés des fonctions b, f,et h.

1. Le probléme (P) est dit a horizon fini si T' < 0o, sinon il est dit un probléme & horizon

2. Le probléme (P) est dit fini si J (.) est minoré sur Uy,q[0,T] (i.e. inf J (u(.)) existe).

u(.)
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2.2. Formulation mathématique d’un probléme de contréle optimal

3. Le probléme (P) est dit solvable si on a l'existence d’au moins une solution optimale.

4. Dans le cas ou U n’est pas convere, nous dirons que (P) est un probléme de contréle

non convexe.

5. Le probléme (P) est dit convexe si : (i) U C R™ est un domaine conveze ; (ii) Pour

tout t € [0,T], S(t) est convexe. (iii) I' est conveze.

6. Le probléme (P) est dit sans contraintes sur [’état sit € [0,T], S (t) = R™ et aucune

contraintes globales est imposée.

7. Le probléme (P) est dit un probléme sans contraintes s’il est sans contraintes sur [’état

et U =R™.

2.2.1 Formulations équivalentes

En générale, un probléme de contrdle optimal avec h = 0 (i.e. J (u(.)) = fOT ft,z(t),u(t)dt
) est dit un probléme de type Lagrange, celui avec f =0 (i.e. J(u(.)) = h(x(T))) est
un probléme de type Mayer. Enfin, un probléme avec h # 0 et f # 0 est dit un probléme
de Bolza.

Il est bien connu que les 3 types de problémes sont équivalents. En particulier tout
probléme de controle optimal de type Bolza ou Lagrange peuvent étre ramenés & un probléme
de type Mayer en augmentant le nombre de variables d’états.

Soit par exemple un probléme de type Bolza, si on définit

sy =| *® oﬁw(t):/f(t,a:(t),u(t))dt.

w (t)

Le systéme d’état augmenté est ainsi régit par

g (1) =b(ty(t),u(t), t €[0.1]

y (0) = %o
N n n+1 —
Oubd:[0,T] xR*" xR x U — R*™ pout tout (t,y,u) = (t,x,w,u)
Rn+1
- - b(t,x,u)
b(t,y,u) =b(t,x,w,u) =
[tz u)
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2.2. Formulation mathématique d’un probléme de contréle optimal

T
et yo = ’

Le probléeme de Bolza se récrit comme suit

min J (u(.)) = min $ b (@ (7)) + / £t (8) u () d

= min {h (& (7)) +w (7)}.

Ainsi si on pose:
h : R — R
(&) — h(zw)=h(z)+w
On obtient
hy(T)) =

qui a était réduit au cas de Mayer.

2.2.2 Probléme Linéaire-Quadratique

Il existe un cas particulier d’un probléme de contrble optimal sans contraintes trés im-
portant, il s’agit du probléme linéaire-quadratique (LQ).

C’est le cas ou le systéme controlé est linéaire i.e.

t(t)=A@)x(t)+Bt)u(t), t€0,T)
z (0) = xo,

Ou A(.) : [0,7] — R™™, B(.) : [0,7] — R™™ sont des fonctions mesurables, et la

fonctionnelle coiit est quadratique en la variable de controle et de I’état

Avec @ : [0,T] — R™"™ R:[0,7] — R™*™ sont mesurables et G € R"*".
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2.3. Existence et unicité de la solution de I’équation d’état controlée

2.3 Existence et unicité de la solution de I’équation
d’état controlée

L’existence et I'unicité d’une solution de (2.2.1) pour le cas ou T < 0o peut étre assurée par

plusieurs théorémes variant selon les hypotheéses sur la fonction b et le domaine U.

Théoréme 2.3.1 Soith: [0,T]xR"xU — R™ une fonction continue vérifiant les conditions

sutvantes : il existe K > 0, tels que:

b(t,z,u) —b(t,2",u)| < Kl|z—2a|, V(x,2") V(t,u), (2.3.1)
[b(t,2,u)] < K (1+|z]).
Alors pour toute fonction mesurable u(.) € U, [0,T], il existe une unique fonction x (-) €

(C([0.T],R™) , |Illco) solution de l’équation d’état controlé vérifiant

z(t) =xo + /b (s,z(s),u(s))ds, pourte[0.T]. (2.3.2)

De plus, les deux estimations suivantes sont vérifiées

sup |z(t)| < efH(1 + |zo|) — 1,

(2.3.3)
2(t) — xo| < [eXt = 1] (1 + |mo]), pour tout t € [0,T]

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, il convient de donner quelques lemmes

indispensables.

Lemme 2.3.1 (Gronwall) Soit f : [0.T] — R une fonction continue par morceauz vérifi-

ant pour tout t € [0.T)
t
f)<ass[rs)ds (%
0
ot a, B = 0 sont deux réels indépendants de t. Alors

f(t) <ae’, vtel0.T].
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2.3. Existence et unicité de la solution de I’équation d’état controlée

Preuve. En multipliant (%) par e, on trouve

t
e Pf(t) <ae™P 4 Be_ﬁt/f (s)ds
0
Ainsi .
e [16)ds) <ae
0

pour tout t € [0.T]. Ce qui donne par une simple intégration entre 0 et t :
t
Bt o Bt
e f(s)dsgg[l—e ]
0

On réinjecte enfin cette inégalité dans (%) pour obtenir le résultat voulu. m

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, il convient de donner quelques lemmes

indispensables.

Lemme 2.3.2 (Théoréme du point fixe de Banach) Soit T un opérateur sur un espace

de Banach E. Supposons que

(1) M est une partie fermée non vide d’un espace de Banach E, et

(ii) Uopérateur T : M — M est a— contractant, i.e. par définition,

1T () =T () | < allp =, Yo, € M

Sia e (0,1). Alors I'équation Ty = ¢, ¢ € M admet une solution unique ¢ € M.

Preuve du Théoréme 2.3.1. On commence par prouver I'unicité de la solution.

(i) L’unicité : Soit u(.) € U, [0,T] fixé. On suppose qu'il existe deux solutions x (),
y () de (2.2.1) i.e.
x(t) = b(t, z(t),u(t)), t €10,717,
x (0) = xo,
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2.3. Existence et unicité de la solution de I’équation d’état controlée

D’autre part on a pour tout t € [0, 7],

z(t) =y () =2(0) =y (0) + s))ds, vt € (0,77,

Ok“~\“
—
8
—~~
Va)
N—

Ainsi on a pour tout ¢ € [0, 77,

t

() —y ()] < / li(s) — 9(s)| ds

0
t

= [ 1b(s.2(9) ) = bs.(s)u(s)) | s

0

D’apres la premiére condition du théoréme (2.3.1) on trouve

| () —y (1)] SK/\x(S)—y(S)!dsa vt € (0,77,

pour K > 0 indépendant de ¢t. Par consequent on obtient

sup |2 (8) —y (1)) < K sup /rx<s>—y<s>\ds

t€[0.7 t€[0.7] 4

- K/|os(s>—y<s>|ds

< K/ sup |z (r) —y (r)| ds.

0<r<s

Par le lemme de Gronwall on a

d’ou

Alors la solution est unique.
(ii) L’existence : Montrons & présent I'existence locale d’une solution. Plus précisé-
ment, nous allons montrer qu'il existe une solution de (2.3.1) sur l'intervalle [0.a] pour tout

a<min{k~1,T}.
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2.3. Existence et unicité de la solution de I’équation d’état controlée

Pour cela, on considére 'opérateur :
T:(C([0.a] ,R"), |lleo) = (C([0.0] , R") , [|.][c0)

Définie par
t

T(z(:)(t) =x0+ /b(s,x (s),u(s))ds, tel0.af

On va vérifier que ¢ est bien définie, pour cela il suffit de vérifié que
/|b(s,x(s) ,u(s))|ds < 4o0.
0

Or d’apres ’hypothese (2.3.1) du Théoréme (2.3.1) :

/|b(5,m(s),u(s))|d£ < K (/(1+a:(s)|)ds)
< K(a—{—/x(sﬂds).

Comme z (.) € (C ([0.a] ,R™), [|.]|0) , alors

/|b(s,x(s),u(s))|ds§Ka (1+ sup |m(s)|ds) < foo

s€[0,a]

Donc T'(z(+)) (+) est continue. Dans la suite on va montrer que ¢ est un opérateur contrac-

tant.

Soient z (-) et y () € (C([0.a],R™),||.||c) - On a

T(x ()@= Ty() @)= /{5(8756(8)71&(8)) —b(s,y(s),u(s))}ds

Donc

t

[Tz () () = Ty () @) < /Ib(SJ(S)w(S)) —b(s,y(s),u(s))|ds

0
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2.3. Existence et unicité de la solution de I’équation d’état controlée

D’apreés la premiére condition du Théoréme (2.3.1) on trouve

| T(x () () = Ty () @) < K/ |z (s) —y (s)] ds

Donc

[T () =T ) Ol < Kellz () =y () [l

Si on pose a<K !, T est contractante et posséde, par conséquent, un unique point fixe
dans (C ([0.a] ,R"),||.||cc)- Pour finir la démonstration, il reste & montrer I’existence d’une
solution maximale sur 'intervalle [0.7]. Cette partie de la démonstration utilise la condition
de croissance linéaire sur b, et ne différe en aucun point de la démonstration classique dans
le cas ol u est continu ; voir par exemple Schwartz [[5],Tthéoréme (4.2.10)].

Donc il existe une unique fonction z (-) € (C'([0.77,R"),||.||s) solution de I’équation

d’état controlé vérifiant :

:L’(t):a:o+/b(s,x(t),u(s))ds, pour t € [0.7].

(iii) Premiére estimation : D’aprés la premiere condition de théoréme (2.3.1) On a :
t
2(t)] < |2] + K/(l T Je(s)))ds ;£ € 0,7,
0

Si nous notons le coté droit de ce qui précede par 0(t) alors,

0(t) = K+ K |x(t)|
< K+ K0(t).

Ce qui implique

t
0(t) < eXt|xl +K/€st8
0

= 1+ |z]) — 1

Cela donne la premiére estimation en (2.3.3).
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2.3. Existence et unicité de la solution de I’équation d’état controlée

Deuxiéme estimation : D’aprés la deuxiéme condition de théoréeme (2.3.1) et la
premiére estimation du (2.3.3) on trouve :

t

2(t) — 2] < / 1b(s, 2(s), u(s)] ds

0
t

< K/(1—|—|x(s)|ds

0
t

< K [ (fao] + 1ys
= (1+|zo|) [t —1].

Ce qui prouve la deuxiéme estimation en (2.3.3). m

Remarque 2.3.1 Dans le théoréme président, si la fonction b est de croissance linéaire par
rapport a x et u (i.e.il existe K >0 : |b(t,z,u)| < K (1+ |z| + |u|]). Donc :

1) Si U est borné alors pour toute fonction mesurable u (-) € U, [0,T], il existe une unique
fonction z () € (C ([0.T],R™), ||.||s) solution de l’équation d’état.

2) Si U est non borné alors pour tout u(.) € L ([0.T],R"), il existe une unique fonction

(1) € (C([0.T],R™),||.llco) solution de l’équation d’état.
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Chapitre 3

Existence de la solution optimal

Dans ce chapitre, nous allons donner trois résultats d’existence indépendants pour des
cas particuliers au Probléme (P) (voir le Chap. 2, Sec. 2) en utilisant les techniques
d’analyse fonctionnelles a base de topologie faible. La difficulté principale provient du fait
que Uyq ([0,T7]) est un sous-ensemble d’un espace de dimension infini. Comme d’habitude,
afin d’établir un résultat d’existence, nous commencons par considérer une suite minimisant
{un (-)},eny POur le probléeme (P) et on note {z"" (-)} I'état du systéme associé. Ainsi,
nh_}n;) J (uy (7)) = u(‘)eibr{(llg o J (u(-)). Pour les trois théorémes, nous allons suivre le schéma
de démonstration suivant :
1. On se placant dans un espace convenable pour I’état du systéme, nous commengons par
montrer, par un raisonnement de compacité, I’existence d’une sous-suite qu’on notera

aussi par {z"" (-)} qui converge vers une certaine fonction continue Z (-).

2. On montre ensuite I'existence d’une variable de controle admissible @ () € Uyq [0, T telle

aue & (1) =27 () et que J (a () = inf T (u().

3.1 Un premier résultat d’existence d’une solution op-
timale

Considérons le Probléme (P). Avant d’énoncer le premier théoréme d’existence, effectuons

d’abord quelques hypotheses nécessaires.
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3.1. Un premier résultat d’existence d’une solution optimale

(H1) (U,d) est un espace métrique complet et séparable.

(H2) Les applications b, f et h sont mesurables, et il existe K > 0, et module de continuité
w (i.e. est une fonction a valeurs réelles w : [0,00) — [0, 00) s’annulant et continue en
0 c-a-dire lim w(t) = w(0) = 0) tels que pour ¢(t,x,u) = b(t, x,u), f(t,z,u), h(zx),
o (t,z,u) =, 2,a0)] < Kz =2 +w(d(u, @),
p(,0,u)] < K,

Vi e [0,T),z,2 € R" u,a € U.
(H3) Pour tout (t,z) € [0,7] x R", 'ensemble
(b, f) (2, U) = {(b(t, z,u), f(t,2,u); we U}
est un convexe fermé de R™"*1.
(H4) S (t) = R™ pour tout ¢t € [0,7].

Remarque 3.1.1 Sous les hypothéses (H1)-(HY), il est facile de voire que tout contréle

réalisable est aussi admissible :
Uag ([07T]) =U, ([07T]) .

Théoréme 3.1.1 Sous les hypothéses (H1)-(H4), si le Probléme (P) est fini, alors il

admet au moins une solution optimale.

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, il convient de donner quelques lemmes

indispensables.

Lemme 3.1.1 (L’inégalité des accroissements finis) Soit f une application définie sur
Vintervalle [a,b] et & valeur sur C. Si f est continue sur [a,b] ,dérivable sur]a,b| et si f est

borné sur ]a,b[ alors

F6) = f(@)| < [b—al sup |f(a)].

z€la,b|
Lemme 3.1.2 Sous les hypothéses (H1) et (H2), |o(t,z,u)| < K(1 + |z|) et la famille

{aon) () €U ([0,T]) } est un sous-ensemble équicontinue et uniformément bornée

de C ([0.T],R").
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3.1. Un premier résultat d’existence d’une solution optimale

Preuve. Premierement commengons par noter que

[b(t, z, u)]

IN

|b(t707u)| + |b(t,x,u) - b(tuoau”
< K+ Klz—0
< K(1+]z),

pour tout (¢,z,u) € [0,T] x R™ x U. Soit & présent
L:={xz("), tel que u(-) € U.([0.T])}

On va vérifier que ’ensemble L est une partie équicontinue et uniformément bornée.
a) L’uniformément bornée : Soient u (-) € U,.([0.7]) et x (-) la solution correspondent

au(.). On a

x(t) = xo + /b(s,x(s),u(s))ds, Vit € [0.77].

Ainsi .
2] < vl + / Ib(s, 2(s), u(s))| ds
0
t
< ool + K / (1+ a(s)))ds
0
t
< |:E0|+Kt+K/|x(s)|ds.
0
Alors
T
sup |z(t)] < |$0|—|—KT—|—K/|x(S)]dS
t€[0.7 4

T
< |m0|—|—KT+K/ sup |z(r)|ds
0

rel0.s]

D’aprés Lemme de Gronwall, on a

sup |2(t)] < (|wo| + KT) exp(KT)
t€[0.7

IN

C

Alors L est uniformément borné.
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3.1. Un premier résultat d’existence d’une solution optimale

b) L’équicontinuité : Soit ¢ > 0, et soit u (-) € U,([0.7]). On a :

(t) = b(t, x(t), u(t))

Donc

sup |#(t)] < K <1+ sup |m(t)|>

t€[0.7] te[0.7]

< Ke.

On appliquant 'inégalité des accroissements finis on trouve
Pour tout ¢, s € [0.7]
|z(s) —x(t)| < Ke|s —t].

£

= on a pour tout |s —t| < c,

En posanr c. =

lz(s) —x(t)] < keee
< ke
< &
Donc

sup |z(s) —xz(t)] < e
z(.)eL

Alors L est une partie équicontinue.

Donc d’aprés Lemme d’Ascoli L est une partie relativement compacte. m

A présent nous sommes en mesure de donner une preuve du Théoréme 2.3.2.

Preuve du Théoréme 2.3.2.  Supposons que (P) est fini et soit {u, (-)}, oy C

U, ([0,T]) une suite minimisant de (P) i.e.

lim J(u,(:))= inf J(u()).

n—00 u(-) €U [0,
D’aprés le Lemme (2.3.4) et I'hypothése (H2), ¢ > 0 tels que :
sup [ (), < .
sup b (0 () ()], <
sup | (a0 () ()], < ¢

sup |h (zvn®) (T))| <c,
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3.1. Un premier résultat d’existence d’une solution optimale

En particuliers {z*" (.)} est équicontinue et les suites b (., 2% (), u, (1)), f (-, 20 (), u, (1)

sont uniformément bornées dans IL.? ([0,7]; R"), i.e.,

/0 b (s,:n“”(‘) (), un(s)) !2 ds <T|b(., 24O () uy, () ||oo <dr

et
/0 |/ (s,x“"(‘) (8) s un (5)) ‘2 ds <T|f (.,x“”(') () un (1) ||OO < cT.

Ainsi d’aprés le Lemme de Ascoli et la compacité faible des ensembles fermés et bornés
dans L% ([0, T ; R™) , il existe une sous suite que I’on note aussi par {z*" (.)} tels que lorsque

n — 400 :

Pour finir la démonstration du théoréme, il reste a trouver une variable de controle u (.) €

U, 0,T] telle que z (.) = 2" (), b(.) =b (., 20 (), a(.) et f(.)=f (., 2" (), a()).
D’aprés ’hypothese (H2),

6 (2 () yun () = b (7 () yun ()] L < K J20 () =z ()]
et
£ (2D () un () = f (20w ()] S K 2“0 () =2 ()]
Ainsi
b(,Z (), u, () T B () au sens L2 ([0, T]: R™),
FO () un () 7™ £(0) au sens L2 ([0, T]; R™).

On applique le Lemme de Mazur, il existe alors «;;,, > 0 tels que Y ay, = 1 et pour n — 400
i>1
on trouve

S @b (L7 () s () TE B () ausens L2 ([0, 7] R”)

i>1
> i (2 () g () 7S F () au sens L2 ([0,T);RY),
1>1
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3.1. Un premier résultat d’existence d’une solution optimale

D’ou il existe une sous suite telle que
Z Qinb (t, T (1), Uy i (1)) 25 b (t) presque pour tout t € [0, 7]
Z Qin, [ (6, Z (1), Uy 14 (1)) bE f (t) presque pour tout t € [0,77],
De I’hypothése (H3) on déduit que

(b(t).f (1) € b.f)tz(t).U).

Ainsi, d’apres le lemme de Filippov (voir [6], page 102, corollaire 2.26) il existe une fonction
mesurable % (.) € U,([0,T]) tel que b(.) =b (.,xﬂ(') (), a ()), fO) = £, 270 (), a(.)).
Finalement, vérifions que % (.) est bien une solution optimale. D’aprés lemme de Fatou

(voir [7] Yosida [page.17]), on obtient :
J(u() = /f(?fﬂl“(t), u(t))dt +h(z (1))

< tim Y 4 [ (s (0t () dt o+ (D)

1>1
= lim D i (unri()
i>1

= inf J ).
u(.)Elllxllr[O,T] (u ()

Il y a deux conditions essentielles dans la preuve ci-dessus : (i) L’espace R™ ou I'état
2%0) (t) prend des valeurs est localement compact (c’est-a-dire, tous ensemble fermé borné
est compact), ce qui garantit que la suite {z"" (.)} est relativement compacte (c’est-a-dire
qu’elle admet une sous-suite convergente) sous la condition (H2) ; (ii) I’ensemble b (¢, ¢, U)
est convexe et fermé (appelé condition de Roxin), ce qui garantit que le théoréme de Mazur
et le théoreme de sélection mesurable de Filippov sont applicables pour obtenir un controéle
optimal.

Pour le cas d’une formulation de Mayer (i.e. f = 0), il suffit de remplacer les hypothéses

(H2) et (H3) par les deux hypothéses suivantes :
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3.1. Un premier résultat d’existence d’une solution optimale

(H2)" Les fonctions b et h sont continués en  tels que il existe K > 0, et module de continuité

w tels que pour p(t, z,u) = b(t, z,u), h(zx)

otz u) = (t,2,0) < Ko — 2] +w(d(u, )
|o(t,0,u)| < K

(H3)" Pour tout (t,7) € [0,T] x R", 'ensemble
b(t,z,U)=0bi(t,z,u); ue U ji=1,2,...,n}.
Est un convexe fermé de R™*1!.

Corollaire 3.1.1 Sous les hypothéses (H1)-(H2)’-(H3)’-(H4), si le Probléme (P) est

fini, alors il admet au moine une solution optimale.

Preuve. Comme on a I’équivalence entre le probléme de type Bolza et le probléme
de type Mayer (voir le sous-section (2.2.1) donc, d’apres le théoréme précédent (3.1.1) la
démonstration de ce théoréme est évidente. =

D’autres résultats d’existences peuvent aussi étre obtenus en fonction des hypotheses qui
sont imposées sur l'espace d’actions U ainsi que sur les fonctions b, f et h. En particulier,
nous énoncons le résultat d’existence suivant.

Considérons cette fois-ci les hypothéses suivantes :

(L1) U C R™ est un sous-ensemble compact.

(L2) les deux fonctions b et h sont continués en z tels qu’il existe K > 0, tels que

b(t,z,u) = by, u)l +|f (E2,u) = f(Ey,w)| + [k (2) = h(y)| < K|z —y|

b(t,z,w)| + [f (&, w)| + [k (2)] < K (14 [x] + [u])
(L3) Pour tout (¢,z) € [0,7] x R™, 'ensemble

(b(t,z,U), f(t,z,U)) ={(b(t,z,u), f(t,z,u)); ue U}

est un convexe fermé de R™+1.
(L4) S (t) =R" pour tout t € [0,7].

Corollaire 3.1.2 Sous les hypothéses (L1) — (L4) si le Probléme (P) est fini, alors il admet

au moine une solution optimale u (.) € U, ([0,T]).

32
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3.2 Un deuxiéme résultat d’existence d’une solution
optimale

Nous allons étudier dans cette partie, le cas de problémes de controle "simple" de type
Lagrange. Toutefois, contrairement & la section précédente, nous considérons un cas ou
une contrainte sur 1’état terminal est imposée. On considére un systéme de controle définie

par I’équation d’état suivante :

x(t) = b(t,z(t),ut)), t €[0,T).
z(0) = xo.

La fonction cout J: [0,7] x R" x U — R définie par :
T
Jwyi= [ (su(s).u(s))ds.
0
Cette fois-ci, on impose une contrainte sur 1’état terminale, définie par
x(T) = x(T; xo,u(.)) € M.

Ou M C R"™ est un sous-ensemble non vide fixé.

On définit la classe des controles admissibles par:

Uzg ([0,T]) = {u(.) €U [0,T) tq &(T) = x(T; z0, u(.)) € M)}.
Si UM ([0, T]) # 0 , notre objectif est de trouver @ (-) € UM ([0,T]) tq :

J@)= inf J(u).

weldM ([0,T])

Commencons par poser les hypothéses suivantes :
(C1) Les conditions dans (2.3.1) sont vérifiées.
(C2) La fonction f :RT x R" x U — R est mesurable et il existe module de continuité
w:RT x Rt — R vérifiant w (r,0) =0, Vr > 0, t.q :
[ (e, u) = f (2, w))] S w(laa| Vx|, |21 = 22)),
V(t,u) € RT x U, x1,19 € R"
et

sup |f (t,0,u)] = fo < oc.
(t,u)ERT XU
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3.2. Un deuxiéme résultat d’existence d’une solution optimale

Pour tout (¢,z) € [0,7] x R", on définit "ensemble
B(t,r) ={(Z2°.Z) e RxR" tq Z2° > f (t,z,u), Z="0b(t,z,u), uc U}.

L’hypothése suivante donne une certaine compatibilité entre le systéme de controle et la

fonction cotit

(C3) Pour tout t € [0, 7], la propriété Cesari suivante est vérifiée pour tout z € R™

N eok(t, Bs(z)) = E(t, ).

>0

Ou Bjs(x) la boule de centre z et de rayon 0; ¢o(E) représente ’enveloppe convexe

fermé de ’ensemble E (la plus petit ensemble convexe fermé contenant E).
Il est clair que, si ’hypotheése (C3) est vérifiée, alors E(¢, ) est convexe fermé.

Théoréme 3.2.1 Supposons que M C R™ est un ensemble fermé non vide tels que UM ([0, T]) #
(). Alors sous les hypothéses (C1)-(C3), Le probléme (P) admet au moins une solution op-

timale.
Preuve. Soit {u,} € UM ([0,T]) est une suite minimisant. D’aprés théoréme (2.3.1)
| 2,(t) [< exp(Kt)(14+ |20 ]) —1,t€[0,T] , n>1 (3.2.1)
Et pour tout 0 <7 <t<T,

| @n(t) = @n(7) [=] 2t 0, un(.)) — (7, 0, un()) |
< lexp(K(t — 7)) = 1[1 + @(7, 20, un(.))]
< [exp(K(t = 7)) = 1 exp(K7)(1+ | 7o |)

Par conséquent, la suite {z,,(.)} est uniformément bornée et équicontinue. Donc d’aprés
théoréme Arzela-Ascoli est converge vers T dans C([0, T]; R™).

D’autre part :

[ O(t, 2 (1), un(t)) [< K (14 | 2a(t) |< K exp(Kt)(1+ | 20 |)

34



3.2. Un deuxiéme résultat d’existence d’une solution optimale

D’apres (3.2.1) et (C2), on a :

F@ (@), un(t)) < [0, un(t)) | 4| (8 2n(t), un(t)) — f(£,0,un(?)) |
< ot w(l znt) || za(t) |)
< o+ w(exp(KT) (14 | zo [), exp(KT) (14 | zo [))
< K, pour tout t € [0,7] , n>1.

Ci-aprés, K > 0 représente une constante générique qui pourrait étre différent de linge
a linge. Par conséquent, en extrayant une sous suite si nécessaire, nous pouvons suppose
que
Flo (), un() T F () an sens L2 ([0, 7], R)
b(., (), un() M B(.) au sens L2 ([0, 7], R")

Pour certains f(.) et b(.). En suite par théoréme de Banach-Saks, nous avons

fCz(),u() — f() fortement dans I.? ([0, 7], R)
! (3.2.2)
b

(., 2:(.),u;(.)) — b(.)  fortement dans .2 ([0,7],R")

On a:

| Ba(t) = bl ()
< I3[ bt i(t). uilt)) — bt 7). ui(t) |
< SN =KW =0, (10— )

VAN
|
—
=
&8
=
8
=
T
—
=
8
=
e
=

AN
| =
&
8
=
<
S
=
&
=
|
8
=
l
L
£
!
2
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3.2. Un deuxiéme résultat d’existence d’une solution optimale

Uniformément dans ¢ € [0,7]. Ensuite, par la définition de E(¢,z) on a :

f(t7 xi(w? uZ(t))

e B(t,z:(t) i>1, tel0,T]
b(t, zi(t), ui(t))

donc, pour tout ¢ > 0, il existe un ns > 0 tq :

fa(t)

€ @wh(t, B;(z(t))), n>mns, te[0,T] (3.2.3)
bu(t)

D’apres (3.2.2) ,(3.2.3) et (C3) on a :

”;(;) = lim g:((t) € N k(t, Bs(@(t)) = E(t, 7(t))

Par lemme de Filippov(voir [6], page 102, corollaire 2.26), il existe un u(.) € UM ([0, T])

tq :
ft) = f(t. (1), a(t)), b(t) = b(t, = (), ult)), t< 0,77,
Cela signifie 7(.) = 2770)(.) = x(t, 20, 7(.)). D’autre part, depuis

2 (T) = (T, xo,un(.)) € M, n>1

Z(T) = x(T, xo,u(.)) € M

Ce qui signifie que u(.) € UM ([0, T]). Enfin, par le lemme de Fatou :

J(@) < f Jds < lim Tfn()

n—o0

n—oo

= 1nf J (u)

ueldM (0,11)

Cela signifie que u(.) est une solution optimale. =
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3.3 Un résultat d’Existence d’une solution optimale
pour le cadre Linéaire-Convexe

Dans cette partie, sous certaines hypothéses de convexité, on démontre 1’existence du con-

trole optimal pour le probléme (P) dans le cas o I’équation d’état du systéme est linéaire.
b(t,z,u) = A(t)z+ B(t)u,

Avec A(.) : [0,T] — R™™ B(.): [0,7] — R™™ des fonctions mesurables. En revanche f
et h sont laissés dans le cadre générale.

Commencons par poser les hypothéses suivantes :

(D1) A(.) et B(.) sont des fonctions bornées.
(D2) S (t) = R™ pour tout ¢t € [0,T].

(D3) L’ensemble U C R™ est convexe fermé, et les deux fonctions f et h sont convexes et

il existe deux constantes ¢, § > 0 tels que

ft,zu)>6uf+K, hiz)>—-K (2.4.1)

(D3*) L’ensemble U C R™ est convexe compact, et les deux fonctions f et h sont convexes.

Lorsque 'une des hypothéses (D3) ou (D3*) est supposé, le probléeme (P) est appelé un
probléme de controle optimal linéaire-convexe (LC), puisque le systéme controlé est linéaire

et le cofit fonctionnel est convexe.

Remarque 3.3.1 Sous les hypothéses D1-D3, il convient de prendre ’ensemble des con-
troles admissible, tout contréle réalisable qui soit carré intégrable :

Uaa (10, 7)) = u(.) €U, ([0,T)); /]u(t)\2dt < 400

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses D1-D2 avec D3 ot D3%*, si le Probléme (P) est

fini, alors il admet au moins une solution optimale dans Uaq ([0, T7]).
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Preuve. Supposons que les hypothéses D1, D2 et D3 sont satisfaites. Supposons aussi

que (P) est fini et soit {u, (.)},cy C Uaq ([0,T]) une suite minimisant de (P) :

lim J(u,(.)) = inf J(u(.),

n—oo u(.)€U-[0,T)]
D’apres (2.4.1) on a :

T T

5/ |, ()2 dt + KT < /f (t,x" (t) ,up (t))dt + h (" (T)) — h(z" (T))

0

Donc il existe une constante C' tel que

T
sup/\un )2 dt < C
" 0

Ainsi la suite {u, (.)}, oy est uniformément bornée dans L? ([0,7];R") . Donc il existe une
sous-suite qu’on note aussi par {u, (.)}, oy qui converge faiblement dans L? ([0, 7];R") c’est
a dire :

U () T 5 () dans L2 ([0, T]; R™)

D’apres le Lemme de Mazur, il existe oy, > 0 tels que > ay, = 1 et
i>1

G ()= it ()75 @ () ausens L2 (0, )5 R™).

i>1

D’ou il existe une sous suite

U, (t) = Z Qi Unsi (1) 23 1 () presque surement ¢ € [0, 77 .
i>1

De I'hypothése (H3), U est un convexe fermé, on déduit que @ (t) € Uyq ([0,7]) . Notons par

7 (.) la solution correspondante a % (t). Ainsi, et

T =AW z(t)+BB)a(t), telo,T)
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3.3. Un résultat d’Existence d’une solution optimale pour le cadre Linéaire-Convexe

Par ailleurs, comme le systéme est linéaire, nous avons #%() (\) = 3 ag,a+i) () satisfait
i>1
a
20 () = A () ™0 (1) + B () i (1), £ €[0,T)
2% 0) (0) = g,

La différence nous donne

Appliquons le lemme de Gronwall, on obtient qu’il existe une constante ¢ > 0 tel que

T

lz™ () = Z ()l < C/ [ (1) — @ ()] dt

0

Le passage a la limite nous améne a ce que

S a0 () = 2™ () Tz ().

i>1

Il reste a vérifier que (@ (.),Z (.)) est une paire optimale.

D’apres les hypothéses de continuité et de convexités sur f et h nous avons,

J(u(.) = lim J (20 (7))

T
e 0 1>1 1>1 1>1

IA
Te
g B

L

3
\

&h
VR

\_@0—

s

§

t
=

£

3

g

3

y

: (t)) + h (2O (T))

- Ji_{goZamJ(unw ()

i>1

< lim Z Clip AX J (Unti (1))

n—00 4
i>1

= lim J (up s ()

n—oo

—  inf J(u()

u(.)EULq[0,T]
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3.3.1 Application au Probléme Linéaire-quadratique

Un cas particulier est celui dans lequel les deux fonctions f et h sont des fonctions quadra-
tiques convexes. Pour tout (zg,u(.)) € R™ x .2 ([0,7];R™). Nous considérons un systéme

de controle linéaire dans R" :

i(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t);t € [0,T]
z(0) = xo,

(3.3.1)

Et la fonctionnelle cotit est quadratique :
T ()= [y % (Q @)z (t),z (1)) + (R () u(t), u(t))dt
+5{C (T) 2 (T)).

Les coefficients A(-) : [0,7] — R™", B(:) : [0,T] — R™™ . Q(-) : [0,T] — R™"
et R(-) : [0,7] — R™™ sont des fonctions mesurables et G € R™" est une matrice
symétrique.

On a besoin d’imposer les hypothéses suivantes.

(K1) Les fonctions A (-) et B (-) sont continués.

(K2) Les coefficients de la fonction de cotit satisfont a :

Q () € C(0,T];R™"),
)8 R(:)eC([0,T];R™"), tq,
G e R,

i) V¢ € [0, 77,
R(t) > €l,,,Q(t) > 0,et G > 0.

Pour une certaine constante ¢ > 0. I,,, est la matrice identité d’ordre m.

Remarque 3.3.2 Sous les hypothéses (K1)-(K2), d’aprés le résultat d’existence Théoréme
(2.8.1), pour tout u (-) € L2 ([0,T];R™), l’équation (3.3.1) admet une solution unique z (-) =

270U () (\), et la fonctionnelle cotit J (u (-)) est bien définie.
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D’apres la remarque précédente, on peut définir I’ensemble des controles admissibles

comme suit :

Uad ([87 T]) =L? <$7 T; Rm)
Le probléme de controle optimal LQ standard peut étre énoncé comme suit.
Probléme(LQ). Trouver un controle u* (-) € L2 ([0, T]; R™) tel que :

J@o ()= inf  J(u(). (3.3.2)

u(-)EL2(0,T;R™)
Le théoréme suivant assure I'existence et 1'unicité de la solution optimale du Probléme

(LQ) sous les hypotheses (K1)-(K2), en particulier, ’existence est assurée par le Théoréme

(3.3.1) et l'unicité provient de la stricte convexité de J (s, zo,u (-)) en u (-).

Théoréme 3.3.2 Sous les hypothéses (K1)-(K2), le Probléme (LQ) admet un unique con-

trole optimal u™Y (-), pour toute paire initiale donnée (s,y) € [0,7] x R™.

Preuve. On commence par 'existence. Soit xy € R", il est claire que sous ’hypothése

(K2), pour tout u (-) € L?(0,T; R™)

Ainsi

inf J(u(-)) >0.

u(-)€L2(0,T;R™)
Le Probleme (LQ) est donc fini. Ainsi, d’apres le résultat d’existence Théoréme (3.3.1), le
Probléme (LQ) admet au moins une solution optimale. A présent on vérifie 'unicité de la
solution optimale. Soient v (-),v (-) € L2 ([0,7];R™) et A € [0,1]. On a 2O F1-v0) () =
Az () 4 (1= A) v ().
J(Au () + (1 =Av())
T
1 w () (1) w () (1—No(-
_ /0 5 ((Q (1) 2 OFI=0) (1) Ao O30 (1))
+(R () (A (&) + (1 =X o)), (t)+ (1 =X wv(t))dt
1
3 (G OHA-000) (T) | g OHO-Xe0) (7))
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3.3. Un résultat d’Existence d’une solution optimale pour le cadre Linéaire-Convexe

Alors,

J(Au () + (1 =Av())

- % ((Q (£) (O (£) + (1 = ) 20 (1)), AzO (1) + (1 — A) 20 (1))

R( )(Au (1) + (1 =)o (t), \u () + (1= A)v(t)))dt

(GAZ"O(T) + (1= N) 2" (7)), A" (T) + (1 = N) 2O (T)).  (3.3.3)

D’aprés ’hypothese (K2), on a

(Q (1) (A (1) + (1 = )" (1), 220 (£) + (1 = A) 2" (8))
< A0 BTQM O (1) + (1= 1) (20 (1) Q1) (1),

(GO (T) + (1= \) 2°O (T)), \a"O (T) + (1 — \) 2O (1))
< A" (T) Gz “O(T) 4+ (1= \) 2O (1) T G=*O (T),

et

(R (1) (Au (1) + (1 =ANv(t), u (¢) + (1= A)v(t))
< M) R®u ) +Q=Nov@) R(t)v(t).

Donc (3.3.3) devient

J(Au () +(1=Av())
< / % (30 (1) Q (1) 20 (1)
+(1 =220 Q1) (1)
u®) T RO ult)+ (1 —Nv) R(t)v (t)) dt
+ % (Ae"© ()T G2 (1)
+ (1= 22O (T)T Gz*0 (T))
= A (u()) + (1 =A)J(v().

D’ou la stricte convexité de J (s, zg,u (+)). Ce qui assure l'unicité de la solution optimale.
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Conclusion

Conclusion

Notre mémoire expose en détails quelques résultats d’existence pour une classe de prob-
lemes de controle optimale assez générale. La réalisation de ce mémoire fut une expérience
trés enrichissante pour nous qui nous a permis d’acquérir plusieurs connaissances sur la
théorie du controle optimal.

Pendant la réalisation de ce mémoire, nous avons constaté qu’il y a une possibilité
d’étendre ces résultats pour des modeéles plus complexes, & savoir, des modéles issus de la
théorie des jeux différentielles ot ’équation d’état est controlée par une multitude de con-
troleurs. Nous espérons que nous aurons la possibilité de poursuivre ce travail pouréventuelle-

ment des études de troisieme cycle.
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