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Notations

II(G) : L’ensemble des diviseurs premiers des ordres des éléments de G.

OP(@) : Le plus petit sous-groupe normal dans G tel que G/OP(G) soit un p-groupe.

O,(G) : Désigne le p-sous-groupe normal maximal dans G/O,(G) est caractéristique
dans G.

II(H;) : Produit direct des groupes (G;).

{H®} : Classe de conjugaison du sous-groupe H dans G.

G' : Sous-groupe dérivé de G.

Aut(G) : Groupe des automorphismes de G.

Int(G) : Groupe des automorphismes intérieurs de G.

Out(G) : Groupe des automorphismes extérieurs de G.

Orbg(N) : Orbite de N dans G.

Stabg(N) : Stabilisateur de N dans G.



Introduction

I1 existe beaucoup de propriétés équivalentes a la nilpotence des groupes
finis. En particulier, il est bien connu qu’un groupe fini est nilpotent si,
et seulement si, tous ses sous-groupes sont sous-normaux, ou encore, un
groupe fini est nilpotent si, et seulement si, tous ses sous-groupes maximaux
sont normaux.

D’autre caractérisations, moins classiques, existent notamment un résultat
démontré par Baumslag et Wiegold montre qu'un groupe fini est nilpotent
si, et seulement si, I'ordre du produit de deux éléments d’ordres premiers
entre eux est égal au produit des ordres, plus récemment, dans [2] Bianchi
et al; ont montré qu’'un groupe fini est nilpotent si, et seulement si le
normalisateur de P dans G est nilpotent pour tout p-sous-groupe de Sylow
P de G et pour tout p € II(G).

Ce dernier résultat a été généralisé par Yanming Wang dans [7], en dé-
montrant qu'un groupe fini G est nilpotent si, et seulement si, il admet
un sous-groupe normal K tel que le quotient de G' par K soit nilpotent et
le normalisateur de P dans G sur le centralisateur de P dans G soit un
p-groupe pour tout p-sous-groupe de Sylow P de G et pour tout p € II(K).
Dans notre mémoire, on va exposer en détails les résultats de Y. Wang.
Notre mémoire est formé de deux chapitres. Dans le Chapitre 1, on trouvera
un rappel sans démonstrations, les notions fondamentale sur la condition
maximale et minimale sur les sous groupes et des principales propriétés des
groupes abéliens, résolubles, nilpotent, qui ont été extraites des livres [5] et
[6] et nous avons mentionné le théoreme de Lagrange et les théoremes de
Sylow.

Dans le second chapitre, ou exposera dans la premiere section, les différents
criteres de nilpotence des groupes finis cités plus-haut. Quand a la seconde
section, on trouvera les résultats de Y. Wang.



Chapitre
Préliminaire

Introduction

Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques notions principaux a la théorie des groupes.
D’abord on va introduire notion fondamentale sur la condition maximale et minimale sur
les sous groupes. Apres cela, nous intéresserons aux groupes (Groupes abéliens, abéliens
finis, abéliens de type fini, quasicyclique, divisible, nilpotent et résoluble) Enfin, nous
terminons par le théoréeme de Lagrange et les théoremes de Sylow.

1.1 Condition maximale et condition minimale sur
les sous-groupes

Définition 1.1. Soit G un groupe et soit P une propriété des groupes

i) Un sous-groupe H < G est dit mazximal pour P si H vérifie P et s’il n’existe pas
un sous-groupe K de G tel que H < K < G et K vérifie P. i,e, STt H < K <G et
K wvérifie P, alors K = H ou K = (.

ii) Un sous-groupe 1 # H < G est dit minimal pour P si H vérifie P et s’il n’existe
pas un sous-groupe K de G tel que 1 < K < H et K vérifie P. i,e, Si1 < K < H
et K vérifie P, alors K =1 ou K = H.

Définition 1.2.

a) On dit que G vérifie la condition mazimale sur les sous-groupes s’il n’existe pas
de chaine infinie strictement ascendante Hy < Hy < ... < H; < Hiy1 < ... de
sous-groupes de G.

b) On dit que G vérifie la condition minimale sur les sous-groupes s’il n’existe pas
de chaine infinie strictement descendante Hy > Hy > ... > H; > H; 1 > ... de
sous-groupes de G.



1.2. NORMALISATEUR ET CENTRALISATEUR DE GROUPES

On notera max (resp min) la condition maximale (resp la condition minimale) sur les
sous-groupes.

Proposition 1.1.

a) Un groupe G vérifie max si, et seulement si, tout ensemble non vide de sous-groupe
G admet un élément maximal.

b) Un groupe G vérifie min si, seulement si, tout ensemble non vide de sous-groupe G
admet un élément minimale.

Théoreme 1.1. Un groupe G vérifie mazx si, et seulement si, tout sous-groupe de G est
de type fini.

Remarque 1.1. Soit G un groupe, H < G et N <G
(i) Si G vérifie max (resp min) alors H vérifie maz (resp min).

(ii) Si G vérifie maz (resp min) alors G/N vérifie max (resp min).
(iii) Si N et G/N vérifie max (resp min) alors G vérifie mazx (resp min).

1.2 Normalisateur et Centralisateur de Groupes

Définition 1.3. (Normalisateur d’un groupe)
Soit G un groupe et H un sous-groupe de G, l’ensemble

Ne(H)={g€ G /g 'Hg=H}

s’appelle normalisateur de H dans G
Ng(H) est le plus grande sous groupe de G dans le quel H est normal

Définition 1.4. ( Centralisateur d’un groupe)
Soient G un groupe et x un élément de G, on appelle centralisateur de x (dans G) et l'on
note Cg(x) l'ensemble des éléments de G qui commutent avec

Co(z)={9€G: zg=gx, Vx € G} .

1.3 Orbite et Stabilisateur d’un élément

Définition 1.5. (Orbite)

On définit l'orbite d’un élément x de E par Orb, = {y€ E|3g€ G: y= gz}
lorbite de x est [’ensemble des éléments de E associés a x sous l'action de GG. La relation
"y est dans lorbite de x" est une relation d’équivalence sur E ; les classes d’équivalence
sont les orbites. En particulier, les orbites forment une partition de E.

Définition 1.6. (Stabilisateur d’un élément)
Le stabilisateur (ou sous-groupe d’isotropie) d’un élément x de E sous l'action de G est
[’ensemble

G, = Stab, = {9 € G| gz = z}

8



1.4. GROUPES ABELIENS

des éléments qui laissent x invariant sous leur action. C’est un sous-groupe de G. Les
stabilisateurs de deuzr éléments de la méme orbite
sont conjugués via la formule

Staby, = gStab,g™".

En particulier :
e ils sont isomorphes donc équipotents.
e ils ont méme indice.

D’ailleurs, application

G/Stab, — Orb,
g — g.x

est une bijection de G/Stab, sur Orb,, si bien que l'indice du stabilisateur de n’importe
quel point d’une orbite est égal au cardinal de cette orbite ( cette propriété sera rappelée
plus bas sous le nom de " formule des classes ").

1.4 Groupes abéliens

Définition 1.7. On dit qu’un groupe (G,x*) est abélien ou commutatif lorsque la loi de
composition interne de groupe est commutative c’est-a-dire :

Pour tout (a,b) € G®, a*xb="bx*a.

Exemple 1.1.

— Le sous groupe d’un groupe G engendré par élément est abélien.

— Le groupe GL,(A) n’est pas abélien. Sin > 2.

— (Z,+); (Q,+); (R, +); (C,+) sont des groupes commutatifs [’élément neutre est 0 et
l'inverse de x et —x.

— Q\ {0},R\ {0} muni du produit sont des groupes commutatifs I’élément neutre est
1 et linverse de x est %

Remarque 1.2. Tout sous-groupe d’un groupe abélien est lui-méme abélien mais un groupe
non abélien peut contenir des sous-groupes abéliens aussi bien que des sous-groupes abéliens.

1.5 Groupes Cycliques et Groupes abéliens finis

Définition 1.8. On dit qu’un groupe G est cyclique s’il existe un élément a de G tel que
G={d"/nelZ}

Exemple 1.2.
- Tout sous groupes d’un groupe cyclique est cyclique
-(Z) est cyclique engendré par +1 ou -1




1.5. GROUPES CYCLIQUES ET GROUPES ABELIENS FINIS

Définition 1.9. Soit G un groupe abélien fini et soit

G >~ (g11){g12)---(91r,)
(g21)(g22)---(gary)

(ge1) <9t2> ---<9m>

un décomposition de G en produit direct d’un nombre fini de sous-groupes cyclique, (gij,),

d’ordre p." une puissance des nombres premiers, alors
A 2
mi1 mio Miry ma1 mao M2rgy Mty Mty Mitry
{pl ) pl ottty pl ) p2 ) p2 IR p2 y ey pt ) pt )ttty pt }

est appelé l’ensemble des diviseurs élémentaires de G.

Théoréme 1.2. Tout groupe abélien fini G est produit direct d’un nombre fini de sous-
groupes cycliques d’ordre des puissances de nombres premiers.

Théoréme 1.3. Soit G un groupe abélien fini si

~ (g1)(g2)---(gr)

sont deux décompositions de G en produit direct de sous-groupes cycliques d’ordre des
puissances de nombres premiers, alors

r=s et o(h;) = o(g)
pour tout i € {1,...,7}.

Corollaire 1.1. Deux groupes abéliens finis isomorphes ont les mémes diviseurs élémen-
taires. Réciproquement, si deux groupes abéliens finis ont les mémes diviseurs élémentaires,
alors ils sont isomorphes.

Remarque 1.3. Il apparait du Corolaire 1.1 que les groupes abéliens finis sont entiérement
décrits, a un isomorphisme prés par leurs diviseurs élémentaires.

Remarque 1.4. Soit G un groupe abélien d’ordre
n = p]fl.pgz....pft ou te N*

et pour tout 1 <1 <t
p; est un nombre premier et k; € N*, donc

Gﬁplpg...Pt

ou P; est le p;-sous-groupe de Sylow de G d’ordre pfl On sait que le nombre des groupes
abéliens d’ordre pf est égal au nombre de partitions de 'entier k;. Donc le nombre des
groupes abéliens d’ordre n est égal au produit des nombres de partitions des entiers k;, pour
tout 1 <1 <t.

10



1.5. GROUPES CYCLIQUES ET GROUPES ABELIENS FINIS

Théoreme 1.4. Tout groupe abélien fini G est produit direct d’un nombre fini de sous-
groupes cyclique

G 2 (g1)(g2)---(9r)
d’ordre m; tel que l’on ait
my/my_1 /.../ma/ my; our e N*.
Théoréme 1.5. Si un groupe abélien fini est tel que :

(h1)(h2)...(hs) ~ G
~ (91)(92)---{gr)

o
r,s € N*; m;=o(g) et n; =o(h;)
vérifient
My /M1 [.../ma|my
et
Ns/Ms—1 [.../n2/n4
alors

r=set m;=mn;
pour tout 1 <4 < r.
Définition 1.10. Soit G un groupe abélien fini est soit
G >~ (g1){g2)--(9r)

une décomposition de G en produit direct de sous-groupes cycliques telle que

o(gi) = m;
pour tout i € {1,2,...,r} oum; >0
sont des entiers vérifiant

My /M1 [.../ma/my
alors
{my,ma,...,m,}
est appelé l'ensemble des invariants de G et la décomposition
G > (g1)(92)---{9r)
est appelé décomposition canonique de G.

Corollaire 1.2. Deux abéliens finis isomorphes ont les mémes invariants.
Réciproquement, si deuzx groupes abéliens finis ont les mémes invariant alors sont iso-
morphes.

Remarque 1.5. [l apparait du Corollaire 1.2. que les groupes abélien finis sont entiérement
décrits, a un isomorphisme pres par leurs invariants.

11



1.6. GROUPES ABELIENS DE TYPE FINI

1.6 groupes abéliens de type fini

Les groupes abéliens de type fini ont une structure assez simple comme dans les résultats
suivants.

Théoréme 1.6.

(i) Si G est un groupe abélien de type fini, alors G vérifie maz.

(ii) Un groupe abélien G est de type fini si, et seulement si, G est produit direct
d’un nombre fini de groupes cycliques d’ordre infini ou une puissance d’un nombre
premier.

(iii) Tout groupe abélien périodique est de type fini.

1.7 Groupe quasicyclique

H.Prufer a défini un type important de groupes abéliens qui jouent un role fondamentale
dans la théorie des groupes abéliens, ces groupes s’appellent groupes de Prufer ou groupes
de type P, ou encore groupes quasicycliques.

Définition 1.11. Soit P un nombre premier. On appelle groupe quasicyclique tout groupe
G engendré par des éléments ay, as, as, ... vérifiant

CL{D = 17 aﬁrl = Q; et a;a; = a;4;
pour tous 1,7 € N* e
_ P __ 4. P _ —
G = (a1,a9,a3,...| a =1; a;,; = a; et a;a; = aja;)
Le groupe quasicyclique sera noté Cpeo.

Remarque 1.6.

(1) 1l est clair que le groupe quasicyclique est un groupe abélien infini.

(ii) L’ordre de tout élément a' du groupe quasicyclique est p'.

(iii) Tout sous-groupe propre d’un groupe quasicyclique est cyclique d’ordre une puis-
sance de p.

(iv) Tout groupe quasicyclique vérifie min car tous ses sous-groupe sont finis, mais ne
vérifie pas max car il est la réunion d’une chaine infinie strictement ascendant de
sous-groupe cyclique d’ordre p, p*, p°, ... .

Le théoréme suivant nous montre l'importance des groupes quasicycliques pour les groupes
abéliens.

Théoreme 1.7. Un groupe abélien G vérifie min si, et seulement si, G est produit direct
d’un nombre fini de groupes quasicycliques ou de groupes cycliques d’ordre une puissance
d’un nombre.

12



1.8. GROUPE DIVISIBLE

1.8 Groupe divisible

Définition 1.12. Un groupe abélien G est dit divisible si pour tout élément g de G et tout
n € N* il existe un élément x de G tel que

" =g; e G'=G.

Exemple 1.3.

(i) Le groupe additif des nombres rationnels Q est un groupe divisible.
(ii) Le groupe cyclique n’est pas divisible.

Dans ce qui suit on a une caractérisation des groupes abéliens divisible.

Théoréme 1.8. Soit G un groupe abélien, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) G divisible.
(i) G n’admet pas de sous-groupes propres d’indice fini.
(tit) G = G™ pour n € N*.

(iv) G = GP pour tout nombre premier p.

Théoréme 1.9. Soit G un groupe, H < G et N 4G.

(i) Si G est divisible, alors G/N est divisible.
(ii) Si G est divisible, alors H n’est pas nécessairement divisible (les sous-groupes des
groupes quasicycliques ne sont pas divisibles).

1.9 Groupes nilpotents

1.9.1 Séries centrales de sous-groupes
Définition 1.13. Soit
ZZlZGoﬂGlﬂ...QGn:G

une série d’un groupe G
e > est dite normale si G; <A G pour tout 0 < i < n.

e > est dite centrale si elle est normale et si on a
Gi/G: < Z(G/Gy)
pour tout 1, 0 <1< n—1.
Théoréme 1.10. Une série
Sil=Gy<G1«...<x1G;«...09G, =G
est centrale si et seulement si

[Gia G] S Gi+1

13



1.9. GROUPES NILPOTENTS

pour tout : 0 <1 <n—1 ou
[le G]: {[‘rhg] xEGia geG}

Définition 1.14. soit G un groupe, on définit par récurrence sur i des sous-groupes
caractéristiques Z;(G) comme suit :

20(G) =1, Zi(G) = Z(G), ..., Zi(G)/Z{(G) = Z(G/Zi(G))

pour tout 1 € N*
on a

1=2y(G)<Z1(G)<...< Z;(G) < Zi11(G) < ...

est une chaine ascendante de sous-groupes, s’il existe n € N tel que Z,(G) = G alors

est une série centrale de G appelée série centrale supérieure de G.
Proposition 1.2. 5%
Y i1=G<G1<9..4G;<9...<G, =G
est une série centrale dans G alors on a
G < Z;(@G)
pour tout, 0 <1 < n. En particulier
Zn(G) =G

Définition 1.15. Soit G un groupe on définit par récurrence sur i des sous-groupes
caractéristiques dans G comme suit :

/

n(G) =G, (@)= G = [G,G], ., 7n(G) = [1(G), G
donc on a
G =7(G)>7(G)> ... %(G) > yima(G) > ...
s'tl existe n € N tel que v,41(G) =1 alors
Y i 1=70(G) <Wm(G) <. 9%(G) 9m(G) =G
est une série centrale de G appelée série centrale inférieure de G.
La proposition suivante justifie I'appellation de série centrale inférieure

Proposition 1.3. Si

14



1.9. GROUPES NILPOTENTS

21:G0<G1<]<]GHZG

est un série centrale dans G
alors

7(G) < G-y
pour tout, 1 <1 <n+ 1. En particulier
’7n+1(G> =1
Proposition 1.2 et 1.3 ont la conséquence suivante.

Corollaire 1.3. Les séries centrales supérieure et inférieure d’un groupe G ont méme
longueur € et £ est la longueur la plus courte d’une série centrale de G.

1.9.2 Groupes nilpotents

Définition 1.16. Un groupe G est dit nilpotent s’il admet une série centrale fine, i,e une
série finie de sous-groupes normaux

211:G04G1<1...Gn:G
telle que
G \Gi < Z(G\ Gy)

pour tout, 0 <i<n—1
La longueur de plus coure série centrale de G est appelée classe de nilpotence de G.

Remarque 1.7.

(i) Toute série centrale est une série abélienne donc tout groupe nilpotent est résoluble.
(ii) Tout groupe nilpotent non trivial admet un centre non trivial, i,e si G # 1 est
nilpotent alors Z(G) # 1.

Corollaire 1.4. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) G est un groupe nilpotent.
(i1) Il existe n € N tel que Z,(G) = G.

(117) Il existe n € N tel que v,41(G) = 1.

Remarque 1.8.

e SiG=1
alors
G = 7Zy(G) ou i (G) =1
donc G est nilpotent de classe 0.

e S5i G # 1 est abélien

alors

15



1.9. GROUPES NILPOTENTS

G=Z(G) ou G'=7(G)=1
donc G est nilpotent de classe 1.

e 5i G est nilpotent
alors G admet une série centrale finie qui est donc abélienne d’ou G est résoluble.

Théoréme 1.11. Soit G un groupe; H < G et N <G
si G est nilpotent alors il en est de méme de H et de G/ N.

Remarque 1.9. La nilpotence n’est pas stable par extension. En effet, on a A3 < S3, Az
et S3/As sont cycliques mais Ss n’est pas nilpotent car Z(Ss) est trivial.

Théoréme 1.12. Tout p-groupe fini est nilpotent ot p est un nombre premier.

Définition 1.17. Soit G un groupe

e On dit que H < G est sous-normal dans G et on note H en G s’il existe des
sous-groupes { H; }o<i<n tels que l'on ait

H=H,<«H «..<H,=0GG.

e On dit que G vérifie la condition du normalisateur si pour tout H < G, on a
H < Ng(H).

Théoréme 1.13. Soit G un groupe fini, G est nilpotent si, et seulement si, G est produit
direct de ses sous-groupes de Sylow.

Théoréme 1.14. Soit G un groupe fini, les assertions suivantes sont équivalentes :

1) G est nilpotent.

2) G est produit de p-groupes.

3) Pour tout p premier, G a un unique p-sous-groupe de Sylow.

4) Soient p et q deux nombres premiers distincts et soit S, (resp. S,) un p-sous-groupe
de Sylow de G (resp. un g-sous-groupe de Sylow) alors S, et S, se centralisent
mutuellement (i,e tout élément de S, commute avec tout élément de S, ).

5) Deux éléments de G d’ordres premiers entre eux commutent.

Exemple 1.4.

e S1G=1

alors G est nipotent de classe 0.
o S5i G # 1 est abétien

alors G est nilpotent de classe 1. En effet

il = G1 <G=G
est une série dont le quotient
G\l1~ G= Z(G)~ Z(G\1)

donc Y est centrale.

e Si G est un p-groupe fini, i,e
|G| =p"

16



1.10. GROUPE RESOLUBLE

oun € N et p premier, alors G est nilpotent. En effet, il suffit d’utiliser une
récurrence sur |G| sin =1
alors
Gl =p

done G est cyclique, d’ou G nilpotent. Supposons que n > 2 et que tout p-groupe
fini d’ordre strictement inférieure a |G| = p™ est nilpotent. Comme |G| = p"
alors

Z(G)=1
donc

G\ Z(G) [<| G|
par Uhypothése de récurrence G\ Z(QG) est nilpotent et admet la série centrale
S ZG)\Z(G) =G\ Z(G)<Gy Z(G)<....<G. N\ Z(G) =G\ Z(G)
donc G admet la série centrale
Y :1=Gyg<Gi1<..4G. =G

ce qui implique que G est nilpotent.

1.10 Groupe résoluble

Définition 1.18. On dit qu’un groupe G est résoluble s’il admet une série abélienne fini
de sous-groupe normauz i,e s’il existe

> i1=G<1G1<...<G,, =G
tel que Gi11/G; est un groupe abélien pour tout 0 <i<mn — 1.

Définition 1.19. Soit G un groupe, pour tous x,y € G, on appelle commutateur de x
par y Uélément vy~ taxy qu’on note [x,y]. Le sous-groupe de G engendré par tous les
commutateurs dans G est appelé le sous-groupe dérivé de G. on le note G' ou |G, G]

G ={[z,y]: v,y e G}).

La proposition suivante donne quelques propriétés du sous-groupe dérivé G' d’un groupe

G.

Proposition 1.4. Soit G un groupe on a :
1) G' est caractéristique dans G, c’est-a-dire f(G") < G’ pour tout automorphisme f
de G on note G' C G. En particulier, G'<G.
2) Pour tout N <G, G/N est abélien si, et seulement si, G' < N. En particulier, G /G’
est abélien.

Définition 1.20. Soit G un groupe, on définit par récurrence sur i des sous-groupes G
caractéristiques dans G comme suit :
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on a
G=G0qG@M qaG® q...aGW qGlt4,

est une chaine descendante de sous-groupes
s’il existe n € N tel que G™ =1
alors on a

S, 1=GMaGr Vg, aGWaG® =G

est une série du groupe G dont les quotients G(i)/(G(i))’ sont des groupes abéliens. D o1
>4 est une série abélienne et G est donc résoluble. Cette série Y, est appelée la série
dérivée de G.

On vient de montrer que s’il existe n € N tel que G™ = 1, alors G est résoluble. Dans
ce qui suit, on va démontrer que la réciproque est vraie aussi. Donnons d’abord quelques
propriétés des sous-groupes G.

Théoréme 1.15. Soit G un groupe, on a :

1) Pour touti € N, G C G.
2) Si G est résoluble et si :
i1=Gyg<xG1«...<G, =G
est une série abélienne de G
alors
GY <G,
pour tout 0 < i <n. En particulier
G =1.

Corollaire 1.5. Un groupe G est résoluble si, et seulement si, il exviste n € N tel que
G™ = 1. De plus la série dérivée de G est la plus courte série abélienne de G (de longueur
minimale).

Théoreme 1.16. Soit G un groupe résoluble, alors

(i) St H < G, alors H résoluble.
(i) Si N <G, alors G/N est résoluble.
(iii) Si N <G, si N et G/N sont résoluble alors G est résoluble.

Lemme 1.

(i) Soient G un groupe, H et K deuz sous groupes normaux et résolubles de G
alors HK est un sous-groupe normale et résoluble de G.
(ii) Le produit direct de deux groupes résoluble est résoluble.

Exemple 1.5. 5i G est un groupe abélien, alors G résoluble car
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YilaG

est une série abélienne de G .

Notons que les groupes résolubles de longueur dérivée au plus égale a 1 sont exactement les
groupes abéliens et les groupes résolubles de longueur dérivée au plus a 2 sont appelés les
groupes métabéliens.

1.11 Théoreme de lagrange

Théoréme 1.17. Pour un groupe G fini et pour tout sous groupe H de G le Cardinal de
H divise le Cardinal ( encore appelé ordre) de G

Card (H)/Card (G)

le quotient du cardinal de G par le Cardinal de H s’appelle l'indice de H dans G et il est
noté |G : H|

Card(G) = Card(H)|G : H|

si H est un sous-groupe normal de G, |G : H| est aussi le cardinal du groupe quotient G/H

1.12 Théorémes de Sylow

Définition 1.21. Soient G un groupe fini et p un nombre premier divisant |G|, si |G| =
mp¥, ot m, k € N* tel que p ne divise pas m, alors d’aprés le théoréme de Lagrange 'ordre
de tout p-sous-groupe de G ne peut excéder p*. Tout p-sous-groupe d’ordre mazimal p* est
appelé un p-sous-groupe de Sylow de G.

Théoréme 1.18. Si G est un groupe d’ordre mp*, ou. m,k € N* et p est un nombre pre-
mier ne divisant pas m, alors G possede au moins un p-sous-groupe de Sylow, c’est-da-dire
un sous-groupe d’ordre p*.

Théoréme 1.19. Si G est un groupe d’ordre mp*, ou. m,k € N* et p est un nombre pre-

mier ne divisant pas m, alors tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe
de Sylow de G.

Théoréme 1.20. Si G est un groupe d’ordre mp*, o m,k € N* et p est un nombre
premier ne divisant pas m, alors les p-sous-groupes de Sylow de G sont deuxr a deux
conjugués, sin, est leur nombre, alors

ny = |G : Na(P)|

et

ot P est un p-sous-groupe de Sylow de G.
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Corollaire 1.6. Soient G un groupe d’ordre mp*, ot m, k € N*, p un nombre premier ne
divisant pas m et P un p-sous-groupe de Sylow de G. On a :

(1) n, divise | G : P |.

(it) n, =1 si, et seulenemt si, P <1 G.

Théoréme 1.21. Soit G un groupe d’ordre n = pi*...p%", ou les p; sont des nombres
premiers distincts et r, a; € N*. i, pour tout 1 < i <r, G n‘admet qu’un seul sous-groupe
de Sylow P;, alors

G~ Pl...PT.

Exemple 1.6. Etat donné G un groupe simple d’ordre 132. Je cherche ng le nombre de
3-sous-groupes de Sylow de G.

En appliquant le théoreme de Sylow avec

132 = 22.3.11 on trouve que :

n3 = 1 mod 3
et
ns | 22.11
donc
ns € {1, 4, 22}

je sais que ng # 1 par contre je ne sais pas du tout choisir entre 4 et 22. J'ai tendance a
penser que c’est 22 car 'ordre du 3-Sylow est relativement petit.
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Chapitre

Une autre caractérisation de la nilpotence des
groupes finis

Introduction

Dans ce chapitre, I'un des sujets importants que nous discutions dans cette étude est
celui de quelques criteres de nilpotence des groupes finis. On commencera par donner des
criteres classiques tres connus de la nilpotence des groupes finis tel que; un groupe fini est
nilpotent si et seulement si tout sous-groupes est sous-normaux. Ensuite, on énoncera un
autre critére moins connu que les précédent et qui est du & Baumslag et Wiegold [1]. Et
enfin on exposera et on donnera es démonstrations détaillées es résultats de [7] concernant
un autre critere de nilpotence des groupes finis.

2.1 Quelque criteres de nilpotence des groupes finis

2.1.1 Premier critere

Dans cette sous-section, nous allons exposer un résultat classique et tres connu sur la
nilpotence des groupes finis.

Théoréme 2.1.1. Si G est un groupe fini, alors les propriétés suivantes sont équivalentes

1) G est nilpotent

2) Tout sous-groupe de G est sous-normal

3) G vérifie la condition du normalisateur

4) Tout sous-groupe mazimal dans G est normal

5) G est produit direct de ses sous-groupes de Sylow

Remarque 2.1. Si G est un groupe nilpotent ( pas nécessairement fini) alors on a les
propriétés suivantes

1) Tout sous-groupe de G est sous-normal

2) G vérifie la condition du normalisateur
3) Tout sous-groupe maximal dans G est normal
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2.2. UN AUTRE CRITERE DE NILPOTENCE DES GROUPES FINIS

2.1.2 Deuxieme critere

Dans cette sous-section on va voir un deuxiéme critere de nilpotence des groupes finis

Théoréme 2.1. Soit la propriété suivante dans un groupe fini G :
(P) : Siz,y € G tels que (o(x),0(y)) =1 alors o(xy) = o(z)o(y)
Donc G est nilpotent si et seulement si G vérifie (P)

Remarque 2.2. [ est facile de voir que si G est nilpotent et fini, alors G vérifie (P)

2.2 Un autre critére de nilpotence des groupes finis

2.2.1 Quelques définitions et théoremes que nous utiliserons
dans ce chapitre

Conjecture 1. (de Zassenhaus)
Un groupe G est d’ordre une puissance d’un nombre premier, si Ng(P) = P pour tous
p-sous-groupe de Sylow P de G et pour tout P € 1I(G).

Définition 2.1. Soit p un nombre premier divisant |G|, OF (G) est égal a I'intersection
de tous les sous-groupes normauz N tel que G/N soit un p-groupe, donc G /O (G) est un
p-groupe et OF (G) est le plus petit sous-groupe normal dans G tel que G/OY(G) soit un

p-groupe.

Théoréme 2.2. ( de Thompson)
Soit p > 5 un nombre premier et soit P un p-sous-groupe de Sylow d’un groupe fini G, si
N (P)/Cq(P) est un p-groupe alors OP(G) < G.

Définition 2.2. Un groupe G est dit caractéristiquement simple, s’il n’admet pas de
sous-groupe caractéristique propre et non-trivial.

Proposition 2.1. Si un groupe G est caractéristiquement simple et ayant un sous-groupe
normal minimal H, alors H est simple et G = I1H; ou chaque H; est isomorphe a H.

2.2.2 Un autre critere de nilpotence des groupes finis

Dans cette sous-section, on va énoncer et démontrer un théoréme donnant un nouveau
critere de nilpotence des groupes finis.

Théoreme 2.3. Un groupe fini G est nilpotent si, et seulement si, il existe un sous-groupe
normal K tel que G/K soit nilpotent et Ng(P)/Cq(P) soit un p-groupe pour chaque
p € II(K), ou P est un p-sous-groupe de Sylow de K.
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2.2. UN AUTRE CRITERE DE NILPOTENCE DES GROUPES FINIS

Démonstration 1.
La mécessité :
St G est nilpotent, alors on peut choisir K = 1, il est facile de voir que

G/1~G
est nilpotent et
No(1)/Col1) = G/G = 1

pour le sous-groupe de Sylow 1 de G.

La suffisance :

Réciproquement, supposons da contraire que le théoréme soit faux et choisissons G comme
contre-exemple tel que |G|+ | K| soit minimal, nous divisons la démonstration en six étapes
comme Suit :

1. Ii existe un unique sous-groupe normal minimal N dans G tel que N < K et G/N soit
nilpotent.

En fait, on a K # 1 donc on peut trouver un sous-groupe normal minimal N de G, contenu
dans K.
En effet, si on considére l’ensemble

G={H<K | H#1 et H<xG}
alors
K#let K<G

donc

KeG#0
d’ot G admet un élément minimal (par rapport a Uinclusion N), car G est fini donc

1#N<K
et N est normal minimal dans G, considérons

G=G/N
et montrons que (G/N, K/N) satisfait les hypothéses sur (G, K).

(a) Il existe K/N < G/N tel que (G/N)/(K/N) ~ G/K soit nilpotent.

(b) p € TI(K/N) C II(K) et P un p-sous-groupe de Sylow de K = G/N, on peut

supposer que P = PN/N ou P est un p-sous-groupe de Sylow de K soit
Ne(P) = L/N

pour tout : {N € L/N

on a

(PN/N)™ = PN/N
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donc

((N)"'PN/N(¢{N) = PN/N <= {({"'N)(zN)({N) | z € P} = PN/N
<= {("'zl)N | v € P} = PN/N
= {2'N | 2" € P'Y = PN/N
<= P'N/N = PN/N
<= P'N = PN.

comme P, P* < PN < K et comme P est un p-sous-groupe de Sylow de K, P et
P sont deux p-sous-groupes de Sylow de PN.

d’aprés le 35m¢ théoréme de Sylow il existe v € P et a € N tels que

P€ — pre — (Pac)a — po

d’ot
(P€>a’1 _ (Pa)cr1
donc
pte =p
d’ou
la™t € Ng(P)
donc
Jy € Ng(P)
tels que
la=t =y
donc

¢ =ya € Ng(P)N
il en résulte que
L < Ng(P)N
d’autre part notons que

Na(P)N/N < L/N = Ngn(PN/N)

car si yN € Ng(P)N/N, donc

Yy < NG'(P)
alors
(PN/N)¥N = (y~'N)PN/N(yN)
= PYN/N
= PN/N
d’ou

Ng(P)N < L, donc L = Ng(P)N
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d’ou
L/N = Ng(P)N/N

il est clair que

Ce(P) > Co(P)N/N

par les théoremes d’isomorphisme standard on a :

N&(P)/Cq(P) = Ngyn(PN/N)/Cq/n(PN/N)
= Ne(P)N/N/Ceqn(PN/N)

~ (Na(P)N/N)/Ca(P)N/N/(Co/n(PN/N))/Ca(P)N/N
d’ou

Ne(P)N/N/Cq(P)N/N ~ Ng(P)N/Ca(P)N
Ne(P)(Ca(P)N)/Ca(P)N =~ Ng(P)/Na(P) N Ca(P)N

~ Ng(P)/Cq(P)/Ng(P) N Ca(P)N/Cq(P)

est un p-groupe car il est isomorphe d un groupe quotient de Ng(P)/Cq(P) et donc
(G/N, K/N) satisfait les hypothéses sur (G,K)
on a

|G/N|+|K/N| < |G|+ |K|
donc G/N est nilpotent par la minimalité de G
s’il existe un autre sous-groupe normal minimal Ny de G tel que N1 < K, alors
G/N et G/N; sont tous deuz nilpotents et donc
est nilpotent ausst, ce qui est contradictoire.

2. G= K et N n'est pas résoluble

(a) Par l’absurde, supposons que K soit un sous-groupe propre dans G, le couple (K,
K) vérifie les hypothéses de (G, K) car on a

K<K et K/K =1
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est trivial donc K/K est nilpotent et

Ni(P)={z € K| a-'Pr = P} C {x € G| 2 'Px =P} = Ng(P)

donc
Ng(P) C Ne(P)NK
)
r € Ng(P)NK
alors
r € Ng(P) etx € K; v € Ng(P)
d’ou

Ne(P)N K C Nkg(P)
on en déduit que

Nk (P) = Ng(P)NK
de méme on a :

Ck(P)={reK:VYae P, za=ax} C{reG: Yae P, za=ax} = Cqg(P)

donc

Ck(P) C Co(P)NK
)

l’ECG(P)ﬂK

alors

r€Cq(P) et ve€K
donc
d’ou

Ce(P)N K C Cg(P)
on en déduit que

Cx(P) = Co(P)NK = Cg(P) N (Na(P)NK)
d’ou

Nk (P)/Ck(P) = Na(P) N K/Ca(P) N (Ne(P) N K)

~ Ca(P)(Ng(P) N K)/Cq(P)/Ca(P) < Na(P)/Ca(P)
qui est un p-groupe pour chaque p-sous-groupe de Sylow P de K de plus, comme

K| <G
on a
[K|+ K] < [G] + | K]

donc K est nilpotent par la minimalité de G, il s’ensuit que
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Kﬁpl...PT

est produit direct de ses sous-groupes de Sylow et que P; <1 G
pour tout : 1 < i < r montrons que le couple (G/P;, K/P;) vérifie les hypothéses du
couple (G, K) est nilpotent
en effet, on a
K/P 2 G/P,

et
(G/P)/(K/P) =~G/K

est nilpotent, notons que les sous-groupes de Sylow de K/P; sont P;P;/P; ~ P; et
sont normaux dans G/P; ou 1 < j#i<r

d’ou
Neyp,(PP;/P) = G/ P,
on a ausst
P, € Cq/p,(P;P;/P;) <= = € G,xPx;P, = x; Px P
= [z,7;]P =P,
< [z,zj] € P,
or
[z,2;] € P, <G
donc

[z,2;] e bNP; =1, dot x € Cq(P))
on en déduit que

Ca/p,(PiP/P) = Ca(P)) P/ P;
par suit, on obtient

Ne/p (P P/ Py) [ Cayp (PP By) = (G F) [ (Ca(F;) P/ P)

= (Na(P))/P)/(Ca(P;/F;)

~ Na(Fj)/Ca(P))

qui est un p;-groupe, comme
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G/ P| + |K/F| <|G| +|K]|

on en déduit que G/ P; est nilpotent par la minimalité de G par suite si 1 <i# j <r
alors G/P; et G/ P; sont nilpotent donc
G/P,NP,~G

est nilpotent aussi, ce qui est contradictoire, il en résulte que
=4, r=1et K= P
est un p-groupe
soit Q un g-sous-groupe de Sylow de G ou q # p par hypothése
G = Ng(K) et Ng(K)/Ca(K)

est un p-groupe donc G/Cq(K) est un p-groupe d’ot si x € G alors il existe n € N
tel que
" e Cg(K>

Soit x € Q donc il existe m € N tel que x7" =1 comme q # p on a (p",q™) = 1
donc il existe u,v € Z tels que

ptu+qmv =1

donc
£ = " = (@)@ = (@) € ColK)

donc
Q < Cg(K) dou [K,Q] =1 comme N < K on obtient [N,Q] =1

comme N est un p-sous-groupe de G, il existe un p-sous-groupe de Sylow P, de G
tel que N < Py puisque N <G
on obtient
NNZ(P)#1

car Py est nilpotent
montrons que N N Z(Py) < Z(G) on a G/N est nilpotent
donc

G/N ~ P,/NP,N/N...P.N/N

d’ou pour tout : x € G
N = x;N.xyN..x, N = (x129...7, )N

donc
T =2x1.T9..x, 00 z; € Py et a € N, de plus [N,Q] =1
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pour tout g-sous-groupe de Sylow de G ou q # p donc

[N,P]=1
pour tout 2 < i <r, on en déduit que si z € NN Z(Py), alors z € N
donc

[z,2] =1

pour tout : 2 <i<retzec Z(P)
donc
[z,21] =1 et [z,a] =1 d'oi [z,2] =1
pour tout : v € G
donc

NNZ(P) < Z(G) comme NNZ(P) <G

on obtient que
NNZ(P)=N

car N est normal minimal dans G(1), par suit
N < Z(G)
donc G est nilpotent ce qui est contradictoire par conséquent G= K.

(b) Par l'absurde, supposons que N soit résoluble on a déduit que G est résoluble
car G/N est nilpotent par (1) d’ou N en tant que sous-groupe normal minimal
de G est un p-sous-groupe abélien élémentaire d’ou si p est un p-sous-groupe de
Sylow de K= G alors il existe x € G tel que N < P (2°™¢ Théoréme de Sylow) donc

Ne <P =P dou N<P
on en déduit que P/N est un p-sous-groupe de Sylow de G/N qui est nilpotent donc
P/N <G/N d’ou P <G puisque G= K

par hypothése on a

Na(P)/Ca(P) = G/Ca(P)
est un p-groupe d’ot pour tout g € G il existe n € N tel que g*" € Cg(P)
en particulier si x € Q) alors il existe n,m € N tels que

2" € Cq(P) et 27" = 1; (o(x) = q™)

pour tout g-sous-groupe de Sylow @ de G ot p # q on a (p",q™) =1 donc il existe
u,v € Z tels que
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p"u+qmv =1

donc
x =Pt = (2P )4 (297)0 = (2" )" € Cg(P) d'ou Q < Ca(P)

montrons que N est normal minimal dans P on a N < P soit 1 # L < N tel que
L <1 P montrons que L <G on a

et
P < Ng(L)
donc
Q, P S Ng(L) d’ou G S Ng(L)
donc

G=Ng(L) et L<G

par suit L= N par la minimalité de N et donc N est normal minimal dans P comme
P est nilpotent on en déduit que

N < Z(P)

donc

N < Cq(P) comme Q < Cg(P)

on a

P < Ca(Q) doi N < Ca(Q)

d’autre part on a

G= <P, Qla Q27 ] Qk>

donc
N < Ca(P)NCq(@1)N...NCa(Qr) = Ca(G) = Z(G)

d’ou
N <Z(G) et G/Z(G)~ (G/N)/(Z(G)/N)

est nilpotent donc G est nilpotent, contradiction par conséquent N n’est pas résoluble.

3. N est un groupe simple non abélien

st N n’est caractéristique ment simple alors il existe un sous-groupe M < G tel que

14£M<NetMCN
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comme

McCNaG

on a M <G ce qui contredit la minimalité de N(1) d’ot N est caractéristique ment simple

et donc N est un produit direct de groupes simples non abéliens isomorphes N1Ns...N,,
maintenant G opére transitivement sur [’ensemble

Q={Ny, Ny, ..., Ny}
En effet lapplication

* 1 GO — O
(9. Ni) — g*N; = gNig™*
ol

N == NlNQ...Nm,NZ' < N
et

N; 4G, N=gNg ' =g(N..N)g~ ' = gNig ™' ..gNpg ™"

L’application (x) vérifie les conditions :

(a) Pour tous g1, go € G et N; € Q on a :

(9192) * Ni = (9192)Ni(g192) ™"
= (9192)Ni(95 ' 917"
= 91(92Nigy i
= g% (0Nigy ")
= g1 x(g2% Ny
(b) Pour tout N; € 2 on a
1x N, =1N;1 = N;

on a
N = Ni..N,, oi N;

est simple donc chaque N; est indécomposable d’ou (1) est une décomposition de
Remak du groupe N, comme N est un groupe simple non abélien on a

N=N'et Z(N)= 1
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on en déduit que N n’admet qu’une seule décomposition de Remak, or N <G donc
N = N/N§..N9,
est une décomposition de Remak pour tout g € G d’ou
Ny =N;oul1<j<m
pour tout : 1 <1< m

donc

(NG} = {Ny,No, .., Ny} = Q

Comme on a :

Orba(N;) ={g* N;: g€ G} ={gNig™" : g € G} = {Ny,..., Ny} = Q

On en déduit que (%) est transitive, on a aussi :

Stabg(N;) ={g€ G:g*xN;=N;} ={g€G: gN;g~! = N;} = Ng(N;)) > N

soit

¢:G— S(Q)~S,

g— 9y : 02 —=Q
Ni > ¢g(Ni) = gNig™ = N;
la représentation associée a l'opération (x) et soit
T = ker¢ = ﬂlgigm Stabg(Nl) = ﬂlgig m Ng(Nl)

ona N <TG, prouvons que T= G si P est un p-sous-groupe de Sylow de G et
comme

N <G alors NP/N
est un p-sous-groupe de Sylow de G/N d’ot

NP/N < G/N

car G/N est nilpotent donc
NP« G

il résulte de 'argument de Frattini que
G = Ng(P)NP = Ng(P)N

sotent p € II(N) et soit P un sous-groupe de Sylow de G donc P N N est un
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p-sous-groupe de Sylow de N comme
N = NyNs...N,,
on a
NNP=(NNP)NNP)..(N,,NP)=PP..P,

ot
P=PNN,=PNNNON;

est un p-sous-groupe de Sylow de N; D’aprés ([6], Theoreml13.2.5), pour tout
p # q € II(G), il existe un g-sous-groupe de Sylow Q1 de Ng(P) il existe un g-sous-
groupe de Sylow Qo de N tels que () = Q1Q)2 soit un g-sous-groupe de Sylow de
G comme Ng(P)/Cq(P) est un p-groupe et P <I Ng(P), on a pour tout g € G, il
existe n € N tel que g*" € Cq(P), en particulier si x € Q, alors il existe

n,m € N tels que 27" € Cq(P) et 27" =1 (o(x) = ¢™)

on a
(P q") =1

donc il existe
u,v € 7 tels que p"u+qmv =1

d’ot
x =P = (o) (277)" = (a")" € Cg(P)
et
Q1 < Cg(P)
donc
[Ql,P] =1

en particulier
(@1, P]=1car P, <P

Pour tout x € Q1 comme Q)1 est un g-sous-groupe de Ng(P), on a
PP =P et PF =P,

donc
P,=P,NP*<N,NN}

comime
N;<N et N*<aN
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on a
1# N,NN"<N;

qui est simple donc

comime

qui est simple donc
N; = NP d’otu x € Ng(N;)

(2

donc
Q1 < Ng(N;) pour tout i= 1,..., m

on en déduit que

Q1 < Mi<icm Na(N;) = kergp= T
comme Qo est un q-sous-groupe de Sylow de N et N est un sous-groupe normal
minimal de G et T est un sous-groupe normal de G, donc

Q< NLZT
et donc

Q=0Q:1Q2<T
Ceci est vrai pour tout g-sous-groupe de Sylow @ de G avec q # p et p € II(N) donc
T contient un g-sous-groupe de Sylow de G pour chaque nombre premier de I1(G)/p

Comme tout groupe d’ordre p®q® est résoluble (Théoréme de Burnside [5, Theorem
8.5.3]) et comme N

n'est pas résoluble alors [II(N)| > 2

Il existe un diviseur premier r de |N| tel que p # r, le méme argument montre
que T contient un p-sous-groupe de Sylow P de G donc T contient au moins

un q-sous-groupe de Sylow pour chaque q € II(G), donc T= G cela signifie que N;
est un sous-groupe normal de G et (1) implique que m= 1 et N = N;

est un groupe simple.
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4. G/N peut-étre plongé dans Out(N)
Ca(N) est un sous-groupe normal de G, ne contenant pas N, en effet si N < Cq(N), alors

N serait abélien ce qui est contradictoire d’aprés (2) soit ['ensemble

o={H<Cg(N): H#1 et H<G}
st Cq(N) # 1 alors

0 # 0 car Cg(N) € ¢

comme @ est fini, il admet un élément minimal M de G donc M est un sous-groupe normal

minimal de G, d’aprés (1) N est l'unique sous-groupe normal minimal de G donc

N =M doa N < Cg(N)

ce qui est contradictoire on en déduit que Cq(N) = 1 maintenant on obtient que
G ~G/1=Ng(N)/Cg(N)~T < Aut(N)
et comme

Int(N) ~ N/Z(N) = N/1~ N

car N est simple et non-abélien on en déduit que
G/N ~ A < Aut(N)/Int(N).

= Out(N)

5. Soit p le plus grand diviseur premier de |N|, montrons que les p-sous-groupes de Sylow
de G sont contenus dans N puisque p est le plus grand diviseur premier de |N| et simple
non abélien d’aprés [2, Proposition], p ne diviseur pas |Aut(N)| d’aprés [Proposition (2)],

donc p ne divise pas |Out(N)|, d’ou d’aprés [Proposition (4)] p ne divise pas |G/N| comme

|G| = INJ|G/N| = mp* ot (p,m) =1

on a

plp*| |G/N| donc [p*| |N|
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comme P est un p-sous-groupe de Sylow de G, P N N est un p-sous-groupe de Sylow de N

donc

|PNN| =p*=|P| comme PONN <P

on obtient que

PNAN=P donc P<N

on en déduit que P est un p-sous-

groupe de Sylow de N si seulement si P est un p-sous-groupe de Sylow de G.

6. Contradiction finale

Puisque N est un groupe simple non-abélien d’apres le théoreme de Burnside le plus grand

diviseur premier de |N| n’est pas inférieur a 5 comme

Nn(P)/Cn(P) = (N N Ng(P))/(NNCq(P))
= (NN Ng(P))/((N N Ng(P))NCq(P)
~ (Cg(P)(N N Na(P))/Ca(P) < Na(P)/Ca(P)

est un p-groupe donc

Nn(P)/Cn(P)

est un p-groupe aussi pour tout p-sous-groupe de

Sylow P de N, il résulte du Théoréme de Thompson que N contient un sous-groupe OP(N)
propre non-trivial et normal dans G ce que contredit (1) ce qui achéve la démonstration
du théoréme.

Le théoreme précédent admet la conséquence suivante

Corollaire 2.1. Soit G un groupe fini, alors les conditions suivantes sont équivalentes

a) G est nilpotent.
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b) Pour tout sous-groupe K de G et pour tout p € T1I(K)
Ne(P)/Ce(P)
est un p-groupe ou P est un p-sous-groupe de Sylow de K.

c) Ng(P)/Cq(P) est un p-groupe pour tout p € II(G) ot P est un p-sous-groupe de
Sylow de G.

d) Ng(P)/Cq(P) est un p-groupe pour tout p € II(G') ot P est un p-sous-groupe de
Sylow de G .

e) Ng(P)/Cq(P) est un p-groupe pour tout p € II(K«(G)) ot P est un p-sous-groupe
de Sylow de K«(G), qui est le dernier terme de la série centrale inférieur de G
donc c’est le résiduel nilpotent de G.

Démonstration 2. Supposons (1) soit satisfaite c’est a dire G est nilpotent donc

G=Ph..P
ot
| P :pf" pour tout 1 <i<r
d’ot
|G| = pi*..pkr et si i #
alors
PNP=1et [P,P]<PNP =1
car
(B3, Bj] = (i, 5]+ @i € By, w5 € F))
et
[, x| = x;lxj_lxixj
= z; ' (z; m;)
= (a7 'z a)x;
et puisque
.CEi_l € b xj_lx,-xj € P<G et
(a:i_lxj_lxi) € P<G, z; € P
alors

[z, z;]e bLNP; =1
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donc
Va;, € P, Vo; € Py vy = x5
pour tout : 1 <1 # 5 <r il résulte que
P < Ca(F) et Pj < Na(F)
on a :
y € Ng(P) & Vr; € P: yloye b

donc

Na(P)/Ca(P;) =G/Py...P_1Piyy...P,C,(F;)

=P..P1P..P.P/P..P,_1Py,..P.Z(P)

Posons P, = P..P,_1P;4...P, donc

Na(P;)/Ce(P) = P,P,/P,Z(P) =~ (P.Fi/P)/(P,Z(P)/P)
~ (P,/PiN P,)/(Z(P)/ PN Z(P)) ~ P,/ Z(P)

Comme pour tout i # j on a

P; < Cq(Py)
donc
Py..P_ 1P 1..P. < Cg(P)
d’ot
P, < Cq(P)
et donc

Ng(P)/Ca(P) = (Ng(P:)/P)/(Ca(P) ] P;)
est un p;-groupe car
Ng(P)/P; = G/P, ~ P; d’'ou Ng(P;)/Ca(P)

est un p;-groupe par suite (3) est satisfaite
st G est nilpotent et si K < G alors K est nilpotent d’ot (2) est vérifiée d’aprés l'implication
précédente en particulier si

K =G ouK = K,(G)
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on a (4) et (5) sont satisfaites, par suite la condition (1) implique les autres conditions

Réciproquement

e Supposons (2), donc en prenant K= G on obtient que G/K trivial donc nilpotent

et No(P)/Cq(P) est un p-groupe pour tout p-sous-groupe de Sylow de K donc d’aprés
Théoréme 2.3, G est nilpotent d’ou (2) = (1).

e Supposons (3), donc il existe K = G < G tel que G/K soit trivial donc nilpotent et
pour tout p-sous-groupe de Sylow P de K on a Ng(P)/Cs(P) est un p-groupe d’ot G est
nilpotent d’aprés Théoréme 2.3, par suite (3) = (1).

e Supposons (4), comme G /G’ est nilpotent, il suffit d’appliquer Théoréme 2.3 pour

K =G pour en déduire que G est nilpotent d’ot (4) = (1).

e Supposons (5), comme G/K(G) est nilpotent, il suffit d’appliquer Théoréme 2.3

pour K = K (G) pour en déduire que G est nilpotent d’ou (5) = (1).
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Résumé

Dans ce mémoire, on a exposé le résultat de Yanming Wang affirmant que tout groupe
fini G est nilpotent si et seulement s’il existe un sous-groupe normal K tel que G/K
soit nilpotent et Ng(P)/Cq(P) soit un p-groupe pour chaque p € II(K), ou P est un
p-sous-groupe de Sylow de K.
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Abstract

In this memorandum, we present the result of Yanming Wang stating that every finite
group is nilpotent if and only if there exists a normal subgroup K such that G/K is nil-
potent and Ng(P)/Cq(P) is a p-group for every pinPi(K'), where P is a Sylow p-subgroup
of K.
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