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Introduction

Les algebres sont une branche de mathématiques qui dans sa partie classique est consacrée a
la résolution des équations algébriques via des formules explicites, tandis que la partie moderne
explore les structures (groupes, anneaux, corps, idéaux...), prolongées par 1’algebre linéaire et
multilinéaire et 1’algebre topologique. L’une des algebres classiques la plus étudiée est 1’algebre
de Lie nommée a I’honneur du mathématicien norvégien Sophus Lie, son premier article a
été publié en 1869 [4], sur les nombres imaginaires. La théorie des groupes et algebres de
Lie commence a 1873, elles donnent la naissance a la topologie en mathématiques mais aussi
peuvent étre vu dans des applications en physique moderne : mécanique quantique et théorie
de relativité, les travaux de Lie seront pour suivis par beaucoup des mathématiciens célebres
comme E. Cartan, W. killing , C. Chevalley, [18]. .. ect. Les algebres de Lie sont liées a d’autres
algebres classique telles que les algebres associatives, les algebres de Jordan..., et elles reste
encore tres active. Une algebre de Lie est un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire
appelé crochet de Lie, antisymétrique et vérifiant I’identité de Jacobi et est un cas particulier
d’algebre sur un corps. De nombreuses propriétés géométriques et algébriques des algebres de
Lie, telles que le calcul de la dimension de leurs orbites ou la détermination de leurs premiers
espaces de cohomologique, peuvent étre étudiées en se basant sur la connaissance de 1’espace
des dérivations [5]. Un endomorphisme linéaire d de L est appelé une dérivation de L s’il
satisfait d([z, y]) = [d(x), y] + [x,d(y)], Vx,y € L.l est facile de voir que I’ensemble
Der(L) de toutes les dérivations de L est un sous-espace vectoriel de plus, Der (L) est une
algebre de Lie sur K pour le crochet [d,d'] = dod — d' od, Vd,d € Der(L).

La notion d’algebre Hom-Lie est une généralisation des algebres de Lie, qui est apparue
en physique et étudiées par Hartwig Larsson et Silvestrov[11], une Hom algebre de Lie est
un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire antisymétrique (appelée généralement
crochet ) [—, —] : L X L — L vérifiant pour tous ,y,z € L, Oy, [a(x),[y,2]] =0
c¢’est la Hom-identité de Jacobi, dans le cas ou @ = id, (L, [—, —]) est une algebre de Lie.

Le but de ce mémoire est de calculer les dérivations des algebres de Lie et les algebres Hom-
Lie en dimension finie, ce mémoire est organisé et concu comme suit :

En commencant, par une introduction qui explique et motive le choix du sujet.



Dans le premier chapitre nous rappelons les définitions et les propriétés de base, est fait de
quatre section, nous étudions les structure suivants anneaux, module, espace vectoriel, algebres
(définitions, morphisme d’objets, idéal d’un objets...).

Le deuxieme chapitre est consacré aux dérivations des algebres de Lie en dimension 2, 3 et 4.
D’abord, nous donnons la définition d’algebres de Lie, apres avoir donné quelques exemples
classique et quelques propriétés. Ensuite nous étudions les variétés algébrique et identifie les
algebres de Lie a ces constantes de structure, on donne les équations qui permet de détermine
les dérivations des algebres de Lie.

Dans Le troisieme chapitre on donne les dérivations des algebres de Hom-Lie. On rappelle
d’abord des notions de base sur les algebres Hom-Lie, on donne les équations qui permettent
de déterminer les dérivations des algebres de Hom-Lie en dimension 3 puis calculer ces dériva-
tions.

Ce mémoire est illuté par un Annexe qui explique la méthode de calcule en utilisant le logiciel
Mathematica .

Finalement, on terminera le mémoire par une conclusion.



Chapitre 1

Structure de K —Algebre

1.1 Objets, sous-objets et morphismes d’objets

Nous commencons par rappeler bricvement les définitions des notions de base.

1.1.1 Structure d’anneaux

Définition 1.1 Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de composition intérnes ’'un
notée (+) : A X A — Aetlautre () : A X A — A, et appelées repectivement I’addition
et la multiplication, on dit que (A, +, +) est un anneau si et seulement les conditions suivantes
sont verifiées :
1) (A, +) est une groupe commutatif, c’est a dire vérifie les axiomes :
® La Loi (+) est associative :
(x+vy)+z=ax+ (y+ z) pourtous x,y, z € A.
® La Loi (4) est commutative :
T+ Yy =1y + xpourtous x,y € A.
® [l existe un élément neutre 0 ou 04 pour ’addition de A, c’est a dire que pour tout
r € Aona:x+0=0+x = x.
® A chaque élément x € A est associé son opposé, ou son négatif (—x) € A satisfait :
r+ (—x) =(—x) +x=0.
2) La multiplication (+) est distributive a droit et a gauche par rapport a ’addition (+),
cestadire:x - (y+z) = (x-y) + (x-2),
et(y+ z)-x = (y-x)+ (z-x)pourtous x,y,z € A.
3) La multiplication (.) est associative :

(x-y)-z=z-(y-z)pourtous x,y,z € A.
Remarque 1.1 Si 1 - x = x alors I’anneau A est unitaire.

Exemple 1.1 (R, +, -) et (Z, +, +) sont des anneaux commutatif.
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Sous anneaux

Définition 1.2 Soir (A, +, ) un anneau, B est un sous ensemble de A, on dit que B est un
sous anneau de A si et seulement si :

1) (B, +) est un sous-groupe de (A, +), c’est a dire :

e B# ¢, c-ad Oy € B,

e Vx,ye B, x —y € B.

2) B est stable pour la multiplication : Yx,y € B, -y € B.

3) 14 € B.

Morphisme d’anneaux

Définition 1.3 Soient A, B deux anneaux et f : A — B une application, on dit que f est

une morphisme d’anneaux si et seulement si :

flx+y) = f(x)+ f(y),
Flxzy) = f(z)-f(y),
f(la) = 1p.

Pour tous x,y € A.

Idéal d’un anneau

Définition 1.4 Soient (A, +, ) un anneau et I une partie de A. On dit que I est un idéal de
I’anneau A si seulement si :

1) (I,4) sous groupe de (A, +).

2) Pourtousa € Aeti € I :

axitel,
ettt xae€l.

1.1.2 Structure d’un module

Définition 1.5 (Module a gauche) Soit A un anneau (commutatif non nul), un module M sur
A ou plus simplement un A—module est un ensemble muni de deux opérations, la premiére
M x M — M étant notée (+) et appelée I’addition, et la seconde A X M — M étant
notée (-) et appelée la multiplication externe telles que :

1) (M, +) est un groupe abélien.

2) M muni de la multiplication (o, ) — o - x ou o qui vérifie :

» L’associativité mixte :

(a-B)-x=a-(B-x)pourtousa, B € Aetx € M.



» La double distributivité :
(a+pB) - x=a-x+ PB-xpourtousa,B € Aetx € M,
a-(x+y)=a-x+ a-ypourtousax € Aetx,y € M.
» 14 :-x = x pourtousx € M.

Remarque 1.2 De la méme maniere on peut définir un module a droit dont la seconde opéra-

tion est donné par : M X A — M. Dans notre travail on va considérer le module a gauche.

Exemple 1.2 Un groupe abélien est un module sur 7.

Sous Module

Définition 1.6 Soient A un anneau et M un A—module et N C M, on dit que N est un
sous module de M si et seulement si :
1) (N, +) est un sous-groupe de (M, +).
2) N stable pour la multiplication extérne : pour tout o« € A et tout x € N, on a
a-x € N.

Morphisme de Module

Définition 1.7 Soient M et N deux modules sur un anneau A, un morphisme de A module ou
plus simplement un morphisme f : M — N est une application vérifiant :

1) f:(M,4+) — (N, +) est un morphisme de groupes.

2) Pourtoutox € Aetx € M, ona f(ax) = af(x).

Idéal d’un Module

Définition 1.8 Soient M un A—module et I une partie de M, on dit que I est un idéal de A

St

a-x € I pourtousa € I etx € M.

1.1.3 Espace Vectoriel

Définition 1.9 On considére un ensemble E muni d’une loi de composition intérne noté (+)

et définit par :

+:ExXE— E,
(z,y) — =+ y.

Et muni d’une loi de composition extérne () (sur le corps K = R ou C)

KX E—EFE,
A x) — A-x.
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On dit que (E, +, ) est un espace vectoriel sur le corps K si :
1) (E,+) est une groupe commutatif.
2) La loi extérne posséde les propriétés suivantes :
> Vi ueK,Vee E: A+p)rzc=A-xz+pu-x,
> VAEK,Ve,y€ E: A-(z+y) =X+ -y,
> Vi peK,Vee E: A-p)-x=A-(p-x),
» Ve e E: 1x-x = x.
Les éléments de [’espace vectoriel sont appelés des vecteurs et les éléments de K sont appelés

scalaires.

Exemple 1.3 Un module sur un corps commutatif est un espace vectoriel.

1.1.4 Notion d’algebres

Définition 1.10 Soit K un anneau commutatif, on appelle une K —algebres un K —module A
muni d’une loi de composition interne (x,y) — x - y appelée multiplication et notée (-)telle

que ’application

AX A — A,
(ac,y)—)ac-y.

soit K —bilinéaire.
Si K (notée K ) est un corps commutatif on aura la définition suivante :

Définition 1.11 Soit K un corps commutatif, on appelle K—algebres tout K—espace vectoriel
A muni d’un loi de composition interne (x,y) — x -y appelée multiplication et notée (-)telle

que ’application

Ax A A,
(T, y) > - y.

soit K—bilinéaire.
» On dit que I’algeébre est associative si la multiplication est associative .
» On dit que I’algébre est commutative si la multiplication est commutative.
» On dit que I’algébre est unitaire si la multiplication posséde un élément neutre.

» Toute algebre associative unitaire est un anneau.

Exemple 1.4 1) K est une K—algebres.
2) Soit A un espace vectoriel sur un corps K, alors I’espace L(A) des applications
K—/linéaire de A dans lui meme muni de la composition des applications est une

K—algebres unitaire.



Chapitre 2

Généralités sur les algebres de Lie

Dans ce chapitre, nous donnons et rappelons les notions fondamentales des algebres de Lie
de dimension finie, puis présenter les dérivations de cette algebres en dimension inférieur ou

égal a 4.

2.1 Algebres de Lie

2.1.1 Notion d’algebres de Lie

Soit K un corps commutatif.

Définition 2.1 Une K algébre de Lie est un K espace vectoriel L muni d’une loi de composition

interne :
[-,—]:LxL— L,
(z,y) — [z, ]
appelée "crochet de Lie" et vérifiant les axiomes :

» Bilinéarité pour tout a,b € K,Vx,y,z € L :

e bilinéarité a gauche :

laz + by, =] = afe, ] + bly, =]. @1
® bilinéarité a droite :
[z, az + by| = alx, z] + b[x, y]. (2.2)
» L’ antisymétrique :
[z, y] = —[y, z]. (2.3)

Pour tous x,y € L.



» L’ identité de Jacobi :

[z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [, [z, y]] = 0. (2.4)
Pour tous x,y,z € L.
Remarque 2.1 1) L’ identité de Jacobi peut s’écrire sous la forme O, . [x, [y, z]] = 0.
2) L’ antisymétrique [x,y| = —[y, ] est équivalent a [x, x] = 0.

En effet, YV x,y € L,ona :

[z +y,z+y]=0.
Par bilinéarité, on a :

[z, @] + [=,y] + [y, 2] + [y, y] = 0.

Comme [z, x] = [y,y] = 0, alors

[z, y] + [y, =] = 0.
Ainsi,

[z,y] = —[y, z].

3) L’ identité de Jacobi peut se réécrire sous la forme :

[z, [y, 2]] = [[=, y], 2] + [y, [x, 2]].

2.1.2 Quelques exemples classiques d’algebre de Lie

1) Toute K espace vectoriel L, muni du crochet nul [z, y] = O pour tous x,y € L est
une algebre de Lie.
Une algebre de Lie L, tel que [x,y] = 0 pour tous ¢,y € L est dite abélienne ou
commutative.

2) Soit I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n sur un corps K, M,,(K), muni du
crochet :

[—, —] : Mp(K) X M, (K) - M, (K),
telle que pour tous A, B de M,,(K) :
[A, B] = AB — BA,
est une algebres de Lie, elle est notée gl,, (K).
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3) Soient K = R, X = (IBl, o, wg) € Rs etY = (yla Y2, ’y3) € R3.
L’espace vectoriel R? orienté par sa structure euclidienne canonique et muni d’un cro-
chet [X,Y] = X AY qui est défini par :

X ANY = (x2y3 — £3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)-

est une algebre de Lie notée par R3.
L’addition de X et Y est définie par :

X+Y =(x1 +y1, 22+ Y2, 23 + y3)-

En effet,
1) On montre que A est bilinéaire :

(X +AX)AY = ((z2 + Axy)ys — (x3 + Axy)y2, (T3 + Azy)yi—
(1 + Ax))ys, (1 + A2))y2 — (T2 + Azy) Y1)
= (XAY)+AXX'AY).
XA Y +AY) = (22(ys + Ayy) — z3(y2 + Ayy)s @s(ys + Ayy)—
z1((ys + Ays), (z1(y2 + Ay,) — z2(ys + Ayy)
=(XAY)+ XX AY).

Pour X, X',Y,Y’ € R3et A € R.

2) On montre que A est anti-symétrique :
XANX = (wzwg — L3y 3L 1 — L1XL3y L1L2 — :132:1:1) = (0, 0, 0).

VX € R3.
3) A vérifie I’'identité de Jacobi :

XANXYANZ)+YANZANX)+ZN(XAY)

= (x1, %2, T3) A (Y223 — Y322, Y321 — Y123, Y122 — Y221) + (Y1, Y2, Y3)
A (223 — 23T2, 23T1 — 21T3, 21Tz — 22T1) + (21, 22, 23) A (T2ys — =3
Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

= y(x222 + T323, T323 + T121, T121 + T222) — 2(T2Y2 + T3ys, T3ys+
T1Y1, T1Y1 + T2Y2) + 2(Y2T2 + Y33 + YsTo + Y1%1, Y171 + Yo2) —
(Y222 + Y323, Yszs + Y121, Y121 + Y222) + (2292 + 23Y3, 23Ys + z1¥1,
z1Y1 + 22Y2) — Y(22@2 + 233, 23T3 + 21T1, 21T1 + 22T2)

=0.

VX,Y, Z € R®.



Proposition 1 (Algebre de Lie sous-jacente a une algebre associative) On peut associer a
chaque K— algébre associative A une algébre de Lie dont le crochet est défini pour tous x,y €

Apar: |z, yl=x-y—y- .

Démonstration 1 Vérifions I’antisymétrique et I’identité de Jacobi :
1) Le crochet est anti-symétrique :

Pour tout x,y € A,

[,y =x-y—y-x
=—(y-z—z-y)
= —[y-z].

2) le crochet vérifié I’identité de Jacobi :

Pour tout x,y,z € A,

[, [y, 2l] + [y [z 2]] + [2 [z y]] = (@ (y -2 —2-y) = (Y- 2 —2-y) - 2)
Ty -(zrz—z-2)—-(2-2-2-2)-9)
+(Ez-(z-y-—y-z)—(z-y—y-z)-2)
—(z-y-z—w-2z-y)—(y-2-x—2z-y-x)
+@y-zz—y-z-2)-(2-z-y—w-2-y)
t+(zzy—z-yz)—(x-y-z2—y-x-2)
=z -yYy-z2—x-2-Yy—yYy-2-cr+z-y-x
‘+y-zrx—y-rz—2-c-Yy+txr-z-y
‘tzxry—z-y-x—x-y-z2+y-r-z
= 0.

2.1.3 Sous algebres de Lie et idéal

Définition 2.2 Soit L une algébre de Lie, H est un sous ensemble de L, on dit que H est une

sous-algebre (de Lie) de L si :
» H est un sous espace vectoriel de L.

» Pourtous x,y € H,ona [x,y] € H.

Exemple 2.1 1) Soit n € NN*, Les sous-ensembles suivants de gl,,(K) sont des sous-
algebres de gl,,(K).
— sl,(K), I’ensemble des matrices de gl,,(K) de trace nulle,
— t,(K), I’ensemble des matrices triangulaires supérieures de gl,, (K),

— n,(K), I’ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes de gl,,(K),
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— 0,(K), I’ensemble des matrices diagonales de gl,,(K).

2) Tout sous espace d’un algébre de Lie abélienne est une sous algebre de Lie abélienne.

Définition 2.3 Soit L une algébre de Lie, I est une sous ensemble de L, on dit que est un idéal
de L si:

» I est un sous espace vectoriel de L.

» Pourtoutx € I ettouty € Lona [x,y] € I.

Remarque 2.2 Si I et J sont deux idéaux de I’algébre de Lie L alors I + J, I N J et [I,J]
sont encore des idéaux de L.

2.1.4 Morphisme d’algebre de Lie

Définition 2.4 Soient Ly et Lo deux algebres de Lie, et @ : Ly — Lo une application linéaire.

On dit que @ est un morphisme d’algébres de Lie si :

Vz,y € L1, ¢([x,y]1) = [¢(x), p(y)]a-

— L’application @ est un isomorphisme d’algébres de Lie si de plus ¢ est bijective.

— Les algebres de Lie Ly et Lo sont dites isomorphes s’il existe isomorphisme d’algebres de
Lie (Y2 L]_ — L2.
2.1.5 Centre d’une algebres de Lie

Définition 2.5 Soit L une algébre de Lie sur K. On appelle center de L et on le note Z(L)

’ensemble :
Z(L)={x € L,Vy €L, [z,y] = 0}.

Exemple 2.2 On dit que L est une algébre de Lie abélienne si Z(L) = L, c’est a dire, si le
crochet de L est nul.

2.1.6 Représentations et modules

Définition 2.6 Une représentation de ’algébre de Lie L, ou L—module est une paire (V, p),
ou V est un K—espace vectoriel et p : L — gl(V') est un morphisme d’algébres de Lie.
Autrement dit p est une application linéaire telle que :

Vz,y € L, p(z)o p(y) — p(y) o p(x) = p([z,y]).
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Remarque 2.3 En général, on définit plutot un L—module (a gauche) comme étant un espace

vectoriel V' muni opération :

LXV =YV,

(z,v) > x-v.

vérifiant les propriétés suivantes :
1) (z,v) — x - v est linéaire en x et en v.

2) [z,y]-v=x-(y-v) —y-(x-v) pourtoutx,y € Letv € V.
Exemple 2.3 L’application :

ad: L — gl(L),
z — ad,(y) = [z, y].

définit une représentations de L appelée la représentation adjointe.

2.1.7 Algebres de Lie quotient

Définition 2.7 Soient L une algébres de Lie et I un idéal de L. On muni [’espace vectoriel
quotient L /I du crochet défini par :

Vez,ye L: [z+1L,y+ 1] =[z,y] + 1.

2.1.8 Variétés des algebres de Lie

Définition 2.8 La dimension d’une algebre de Lie est la dimension de I’espace vectoriel asso-
cié, lorsque la dimension de [’algebre de Lie L est finie on peut définir une base, supposons en
effet que la dimension de L est n, alors on prend B = {eq, ez, ..., e,} une base. On peut

ainsi calculer le crochet de chaque élément de la base, il est obtenu par :
n
leie;] = > ijek pouri,j € {1,...,n}. (2.5)
k=1

Les coefficients C’fj sont appelés les constantes de structure.
Exemple 2.4 Les constantes de structure de sls(K) par rapport a la base {e1, ea, esz} avec:

01 00 1 0
eé1 = €y = €q =
1 00 9 2 10 9 3 0_17

sont données par :

[e1,e1] =0,
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[€1a€2] = €1€3 — €3€1 = ( 0
€3,

0
[ela 6’3] = €1€3 — €3€1 — 0
—281,
[62,61] = —[61,62] = —eg,
[e2,e2] = 0,

0
[62’ 63] = €2€3 — €3€3 — 1
2es,
[es, e1] = —[e1, e3] = 2ey,
[es, e2] = —[e2, e3] = —2en,
[es, e3] =0,
tel que :

Q
[ M)

|

I

|

I
N

Les constantes de structures non mentionné sont nuls.

Proposition 2 Les constantes de structure des lois d’algebres de Lie vérifier le systeme d’équa-

tions suivants :

L’'antisymétrique : C’fj = —C’J’.“i Vi,je{l,..,n} (2.6)
L'identité de Jacobi : Y (C}.C;+ Cy,C5 + C,C;) =0 (2.7)
=1
Vi, j, ks € {1,...,n}.
Démonstration 2 1) Soit (L, [—, —]) une algébre de Lie de dimension n, le crochet de
Lie peut étre calculer pour chaque élément de la base B = {e;, e3..., e,} dela

maniére suivants :

[ei, e5] = —[e;, &i]

alors :

ce qui est équivalent a :

Vi,j7€{l,...,n} (Lantisymétrique),

[e:, 5] + [ej,e] =0,

Z(ny + Cgl'ci)ek =0 Va,j€ {17 "'an}a
k=1
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comme B = {e1, ea,..., ey} estune base alors les coefficients de
n
k=1
sont nuls c’est a dire :
k k .
C;+C;;=0 Vi,j€ {1,...,n},
d’ou I’antisymétrique est donnée par le systeme suivante :
k k . .
Ci;=-Cj Vi,j€ {1,...,n}.

2) Les constantes de structure C’fj par rapport a la base {e1, ez, ..., ey} de l'algébre
de Lie satisfait ’identité de Jacobi, qui est représentée pour tout i, j, k € {1,...,n},

par:

O [eis [ej; €x]] = 0,

[ei, [eja ek]] + [eja [eka ez]] + [eka [eia ej]] =0,

leis Y Clpeld + [ej; Y Criel + e, Y Ciiel] =0,
=1 =1 =1

Z k[el? el] + Z Cllcz[e.?’ el] + Z [eka el] =0,

=1
Z k Z C;es + Z Ci 231 Ces + lZ ij 2:1 Cres =0,
s= =1 s=
>3 (CLCh + CLCy + CLCre, = 0,

=1 s=1
n

n
3 (S(ChCi + CLCi + CliCies = 0,
et comme B = {e1, ea,..., ey} estune base de L alors :

> (CL.Ch+ CLCy+ CLCY) =0 Vi, gk, s € {1,...,n},

1=1
par conséquent, l’identité de Jacobi équivalante au systeme polynomiales suivant :

S (CLCy + CLCs +CLC) =0 Vi g ks € {1,...,n}.
=1

Ainsi, I’ensemble des algebres de Lie de dimension finie est munie d’une structure de variété

algébrique plongée dans K™,
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2.1.9 Dérivations

Définition 2.9 Soit L une algebre de Lie une dérivation D de L est une application K—linéaire

D : L — L qui vérifie :
D([z,y]) = [D(x),y] + [z, D(y)] pour tout x,y € L.
Ou de maniere équivalente :
D(zy) = D(x)y + xD(y) pour tout z,y € L.
On note par Derg (L) I’ensemble de dérivations de L.

Proposition 3  Soit D, E deux dérivations d’algebre de Lie L, alors :

1) La dérivation des sommes égal a la sommes des dérivation c’est a dire :
D(x+vy,z) = D(x,z) + D(y,z) pour tout x,y,z € L.
2) La dérivation de axy est égal a o dérivation xy :
D(axy) = aD(xy) pourtout z,y € L, a € K.
3) [D, E] est défini comme :
[D,E]=DoE—FEoD,

est une dérivation.

4) ad : L — L est une dérivation notée ad,,.
ad;ly, z] = [z, [y,2]] pourtout xz,y,z € L.
Démonstration 3 1)

D(x +y,z) = D(z + y)z + (= + y)D(z)
= D(z)z + D(y)z + D(z) + yD(z)
= D(z)z + zD(z) + D(y)z + yD(z)
= D(z, 2z)

2)

D(azy) = D(ax)y + axD(y)
= aD(z)y + axD(y)
= a(D(x)y + zD(y))
= aD(zy).
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3)

[D, E](z,y) = D o E(z,y) — E o D(z,y)

[D, E](z,y) = D o (zE(y) + E(z)y) — E o (zD(y) + D(x)y)
= D(z)E(y) + zD o E(y) + D o E(z)y + E(x)D(y)
— BE(2)D(y) — vE o D(y) — E o D(z)y — D(x)E(x)
=axDoE(y)+ Do E(x)y—xEoD(y) — Eo D(x)y
= [D, Elxy + z[D, Ely.

Dans cette partie, on définie et on explique quelques concepts importants concernant les déri-

vations intérieures.

2.1.10 Dérivation intérieure
Définition 2.10 Soient L une algébre de Lie, x un élément de L. L’application linéaire

ad, :L — L,

y — [z, y]
est appelée dérivation intérieure de L.

Par I’identité de Jacobi,

ady([y, z]) = [z, [y, 2]]
= —[y, [z, ]] — [z, [z, y]]
= [[z,y], z] + [y, [z, 2]]
= [ad,(y), z] + [y, ad.(2)].

Pour tous y, z € L.

Par conséquent, toute dérivation intérieure est bien une dérivation.

Le symbole Inn(L) représente I’ensemble de toutes les dérivations intérieures de I’algebre de
Lie L.

Comme toute dérivation, une dérivation intérieures peut €tre représentée par une matrice. Soit
maintenant L une algébre de Lie de dimension n sur K avec B = {ey, ..., e,} est une base.
On choisit k € {1,..., n} etonnote H = h;; la matrice correspondante de la dérivation

intérieure ad(e;) : L — L, ainsi
ad(er)(e:) = D bije;.
i=1

De plus, [ex, €;] = X%, C,Ziej est valide. Par conséquent, les éléments de H sont données
par: b;; = C}, = —C},.
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Exemple 2.5 L’exemple le plus simple est sans doute celui de la dérivation de I’algebre de
Lie de Heisenberg Gh3(k), c’est a dire toutes les applications linéaires D : h3(k) —> h3(k)
satisfaisant aux conditions suivantes D([x,y]) = [D(x),y] + [, D(y)] pour tout =, y.

Ici, les crochets sont données par [e1, e3] = —[ea, e1] = es, ou (e1, ea, e3) désigne une

base. Les dérivations intérieures sont de la forme ad(x). Alors,

ad., (e;) = 0, ad.,(e;) = —es, ad.,(e1) = 0,
ad., (e2) = es, ad.,(e2) = 0, ad.,(ez) =0,
ad., (e3) = 0. ad.,(e3) = 0. ad.,(e3) = 0.

On a les représentations adjoints suivants :

000 0 00
ad(e;) = |0 0 0|, ad(ez) =| 0 0 0], ad(es) =0.
010 -100

Cependant, ’algebre de Lie d’Heisenberg posseéde de nombreuses autres dérivations (dériva-
tions extérieures).

En fait, toutes les applications linéaires de la forme

d, dy 0
D = d2 d5 0 9
ds d¢ di—+ds

sont des dérivations de ’algebre de Lie de Heisenberg.

Proposition 4 Dans la base B = {ey, ..., e,} "équation (2.8) de s’écrire comme suite :
Y Clda— Y dpCsi— > dy;Cy =0 Vi, j, s €{l,..,n}. (2.10)
k=1 p=1 q=1
Sip=q = kalors:
Y (Clda, — diiCy; — diiC3) =0 Vi, j,s € {1,..,n}.
k=1

Avec :

D(e;) = zn: dpye, Vi€ {l,..,n}. (2.11)

p=1

Démonstration 4
D[eia ej] = [D(ei)a ej] + [eia D(ej)]9

D (Z Czk;ek> = |:Z dp,-ep, ej] —I— |:6i, Z dqjeq] )
k=1

p=1 q=1
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Z D(ek) = Z dyilep, e;] + Z dgjlei, eq],
k=1 p=1 q=1
; sk€s — z:: dpi ; C;jes —|— Z: dqj S:Z:l ques,

Z Z Ck skes - Z Z dpiC;jes - Z Z quCS €e; = 0
k=1 s=1 p=1s=1 q=1 s=1
Z (Z Clda — Y dpiCs — > dqj05q) es=0 Vi, je{l,..,n},
s=1 \k=1 p=1 qg=1
et comme B = {ey, ..., e,} est une base de L alors :
> ijdsk -> d,iC,; — > dy;C;, =0 Vi, j,s€{l,..,n},
k=1 p=1 qg=1
sip=q = kalors :

> (ijdsk — diiCy; — di;Cy) = 0 Vi, j,s €{1,..,n}.
=1

2.2 Dérivations des algebres de Lie

Proposition 5§ 1) Toute algebre de Lie de dimension 2 est isomorphe a l’algebres sui-
vante :
> L; : [81, 62] = €3.

-La dérivée de cette algebre est donnée par :

0 0
Dl = .
d21 d22

2) Toute algebre de Lie de dimension 3 est isomorphe a l'une des algebre suivants :
> Lé : [61, 62] = eés.

-La dérivée de cette algébre est donnée par :

di1 di2 0
D; - d21 d22 O
ds1 dzz dig + da2

> L2 : [e1, e2x] = ey, [e1, €3] = aes, a # 0.

-La dérivée de cette algebre est donnée par :

0 0 0
Dg = d21 d22 0
dsi 0 ds3



3)

> L3 : [e1, es] = ex + e, [e1, es] = es.

-La dérivée de cette algebre est donnée par :

0 0 0
Dg = d21 d22 0
d3; dzz da
Toute algebre de Lie de dimension 4 est isomorphe a l’'une des algebre suivants :
> L}l : [61, 62] = €2, [61, 63] = «eg, [619 84] = (1 + 0)643 [82’ 63] =
e4, a 7 0.

-La dérivée de cette algebre est donnée par :

0 0 0 0
D, = d3; 0 dss 0
ds;
ds o —dy1 day + ds3

> LZ : [e1, e2] = ez +es, [e1, es] = e3, [e1, es] = 2e4, [e2, €3] = e4.

-La dérivée de cette algebre est donnée par :

0 0 0 0
D2 _ d21 d22 0 0
* ds3; ds2 da2 0

d41 _d21 + d31 _d21 2d22

> L3 : [e1, es] = es, [e1, es] = ey, [e2, €3] = e4.

-La dérivée de cette algebre est donnée par :

0 0 0 0
ps_ |0 dn O 0
4 ds; 0 dss 0

dsy1 ds1 daz daz + dss

> Li : [ela 62] = €3, [617 63] = «esg, [819 64] = Bes, « 7& 0, 8 ;é 0.
-La dérivée de cette algebre est donnée par :

0 0 0 0
dy1 dy2 O 0
D% =
4 ds1 0 dss dsq
dss — ad
du 0 0 5 33 5 a3y
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> L3 : [e1, e2] = aen, [e1, €3] = e3 + eq, [e1, €4] = e4.
-La dérivée de cette algebre est donnée par :

0 0 0 0
d d 0 0
DS = 21 da2
d3i 0 dsz3 O
dyn 0 dys dss

> Lf;' : le1, e2] = ez +es, [e1, es] = e3 +eyq, [€1, 4] = e4.

-La dérivée de cette algebre est donnée par :

0 0 0 0

D6 _ d21 d22 0 0

4 d31 d32 d22 0
d41 d42 d32 d22

> L] : [e1, ex] = es, [e1, e4] = ey

-La dérivée de cette algebre est donnée par :

0 0 0 0

D7 — dyy dyy O 0

4 d3; d3zz dzz O
dy O 0 dy

> LS : [e1, ex] = es, [e1, e3] = ea4.

-La dérivée de cette algebre est donnée par :

diix O 0 0
D8 — dy1 da 0 0
4 ds1 dsz dii + da2 0

dy1 dyo ds; 2dy1 + da2
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Chapitre 3

Généralités sur les algebres Hom-Lie

Le but de ce chapitre est de rappeler les notions fondamentales concernant les algebres

Hom-Lie, puis présenter les dérivations de cette algebres.

3.1 Algebres Hom-Lie

3.1.1 Notion d’algebres Hom-Lie

Définition 3.1 On appelle algébre Hom-Lie un triplet (L, [—, —], &) ou L est un K—espace
vectoriel, [—, —] : L X L — L, est une application bilinéaire, et o« : L — L une application

linéaire tels que :
[z,y] = —[y,z], Vz,y € L (L antisymirique). (3.1)

[a(@), [y, 2]] + [a(2), [@, yl] + [a(y), [2,2]] =0, Va,y,z€ L (32
(Identité de Hom — Jacobt).

Remarque 3.1 /) Une algébre Hom-Lie (L, [—, —], &) est dite multiplicative si o est un
morphisme d’algeébre, c’est a dire : o[z, y]) = [a(x),a(y)] Vz,y € L.

2) 1l est dit régulier si o est un automorphisme .

3) Si o = Idyg alors Uidentité précédente correspond a la condition de Jacobi, et I’algebre
définie est une algebre de Lie.

Toute les algebres de Lie sont des algebres Hom-Lie avec a=Idy,.

Exemple 3.1 Soit {x1, 2, x3} une base de I’espace vectoriel sly(C) de dimension 3 .

Le crochet suivant et I’application linéaire o sur sla(C) définissent une algébre Hom-Lie :

[T1, 2] = —2ax2, a(x1) = ax;.

[131,333] = 2x3, a(m2) = a'2a72-
—1+a

[€2, x3] = —y T a(x3) = axs.
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ot a est un paramétre dans C.

Exemple 3.2 (M, (K), [—, —], &) est une Hom-algébre de Lie, on M, (K) est ’espace des

matrices carrées d’ordre n sur le corps K = R ou C,
[_7 _] : Mn(K) X Mn(K) - Mn(K)’

tels que :  pour tout A,B € M,(K), [A,B] = AB — BA,
et oa: M,(K)— M,(K),
tels que :  pour tout A € M, (K) et tout A € K, a(A) = AA.

Démonstration 5 On va montré que (M, (K), [—, —], o) est une Hom-algébre de Lie,

ona:

1) Pour tous A, B € M,,(K),

[A,B] = AB — BA= —(BA — AB)
= —[B, A].

2) Pourtous A, B,C € M, (K) et A € K,

[a(A4), [B, CJ] + [a(B), [C, A]] + [a(C), [4, B]]
=[a(A), BC — CB] + [a(B),CA — AC] + [a(C), AB — BA]
=a(A)(BC — CB) — (BC — CB)a(A) + a(B)(CA — AC)

—(CA—- AC)a(B) + a(C)(AB — BA) — (AB — BA)a(O)
=a(A)BC — a(A)CB — BCa(A) + CBa(A) + a(B)CA

— a(B)AC — CAa(B) + ACa(B) + a(C)AB — a(C)BA

— ABa(C)
=AABC — AACB — BCAA + CBAA + ABCA — ABAC-—

CAAB + ACAB +ACAB — A\CBA — AB)XC + BA)XC
=AABC — ABXC — AMACB + ACAB — BCAA + ABCA+

CBMA — ACBA — ABAC + BANC — CAXB + \CAB
=A(ABC — ABC) + A(—ACB + ACB) + A\(—BCA + BCA)+

AM(CBA — CBA) + A(—BAC + BAC) + A(—CAN + CAB)
=0.

Proposition 6 Toute espace vectoriel L de dimension 2 muni d’une application bilinéaire anti-

symétrique,
[-,—]: LXL — L,
et une application linéaire, o : L — L, est une Hom-algebre de Lie.
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Démonstration 6 Pour montrer que (L, [—, —], &) est une Hom-algébre de Lie il suffit de
montrer la Hom-identité de Jacobi, puisque |[—, —| est anti-symétrique par définition.
Soient (x,y) une base de L,

Oz [a(2), [y, @]] = [a(), [y, 2]] + [ (y); [=, z]] + [a(2), [2, y]].
[—, —] est anti-symétrique donc :
[z, y] = —[y, =] et [z,z] =0.
Ainsi,
Ozya [a(z), [y, ]] = [a(2), [y, z]] — [a(x), [y, z]] = O.

Théoréme 3.1 (Principe de twiste) Soient (L, [—, —]) une algébre de Lie et o : L — L une
application linéaire qui est multiplicative par rapport [—, —].

On définit [—, —|o = a 0 [—, —] comme suie :

[z, yla = [a(z), a(y)] = a([z,y]) Vz,y € L.
Alors (L, [—, —]a, &) est une algébre Hom-Lie.

Démonstration 7 Comme (L, [—, —]) est une algébre de Lie,
1)Alorsona:
[z, yla = [a(z), a(y)] = —[a(y), a(z)] = —[y, T]a-

2)Ona:

Owy.z [(2), [Y; Z]ala

= [a(x), [y, z]ala + [a(2), [2, Ylala + [a(y), [2, z]a]a

= [a(x), [a(y), a(2)]]a + [a(2), [a(z), a(Y)]]a + [a(y), [a(2), a(z)]]a

= [adoa(x),xoaly,z]] + [axoa(z),ao alz,y]] + [0 a(y),a o alz, ]
= aoa(lz, [y, 2]] + [z, [z, y]] + [y, [z, 2]])

= 0.

Donc (L, [—, —]a» &) est une algébre Hom-Lie.

3.1.2 Sous algebres Hom-Lie et idéal

Définition 3.2 Soit (L, [—, —], &) une algébre Hom-Lie, H est un sous ensemble de L, on dit
que H est une sous-algebre Hom-Lie si :

» H est un sous espace vectoriel de L.
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» Pourtousx,y € H,ona[z,y] € H.
» Pourtousx € H, onaa(x) € H

Définition 3.3 Soit (L, [—, —], &) une algébre Hom-Lie, I est une sous ensemble de L, on dit
que est un idéal de L si :

» I est un sous espace vectoriel de L.

» Pourtoutx € I ettouty € L,ona[x,y] € I.

» Pourtousx € I, ona a(x) € 1

Remarque 3.2 L’algébre Hom-Lie L est dite abélienne si [x,y] = 0,V x,y € L.

3.1.3 Morphisme d’algebre Hom-Lie

Définition 3.4 Soient (L, [—, —], ) et (L', [—, —]', &’) deux algébres Hom-Lie. Un mor-
phisme d’algebre Hom-Lie est une application ¢ : L — L’ Vérifiant :

o([z,y]) = [p(z), o(y)]" pour tous z,y € L,
poa=a oep.

Remarque 3.3 En particulier, deux algébres Hom-Lie (L,[—, —],a) et (L', [—, =], &)

sont isomorphes si p est une application linéaire bijective.

3.1.4 Centre d’une algebre Hom-Lie

Définition 3.5 Soit (L, [—, —], &) est une algébres Hom-Lie, On appelle centre de I’algébre
Hom-Lie est on le note C (L) I’ensemble :

C(L)y={xz €L, [z,L] =0; [a(x), L] = 0}.

3.1.5 Représentations d’algebre Hom-Lie

Définition 3.6 Une représentation d’une algébre Hom-Lie (L, [—, —], ) sur l’espace vecto-
riel V' par rapport a B € gl(V') est une application linéaire p : L — gl(V'), telle que pour

tout x,y € L, ce qui suit les égalités sont satisfaites :

pla(x))oB =pop(x), Ve € L. (3.3)

p([z,y]) o B = p(a(x)) o p(y) — p(a(y)) o p(x), Va,y € L. (3.4)

Exemple 3.3 Soit (L, [—, —], &) une algébres Hom-Lie. L’application ad : L — End(L)
définie par :

ad(w)y = adm(y) = [way]’ Vz,y € L.

est une représentation de L appelée représentation adjointe.
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3.1.6 Variétés des algebres Hom-Lie

Définition 3.7 La dimension d’une algébre Hom-Lie est sa dimension en tant qu’espace vecto-
riel, lorsque la dimension de I’algebre Hom-Lie L est finie, on peut définir une base, supposons
en effet que la dimension de L est n, alors on prend B = {ey, ea, ..., €, } une base. On peut

ainsi calculer le crochet de chaque élément de la base, il est obtenu par :

leie;] = > ijek pouri,j € {1,...,n}, (3.5)
k=1
avec :
a(e;) = Z aie; pouri € {1,...,n}. (3.6)
=1

Les coefficients {(ij), (ai;) } sont appelés les constantes de structures.

Remarque 3.4 La variété des algébres de Hom-Lie de dimension n est notée Hom Lie,,.

Proposition 7 Les constantes de structure des lois d’algebres Hom-Lie vérifier le systeme

d’équations polynémiales suivants :

L'antisymétrique : ij = —C’J’.“i Vi,je{l,..,n} 3.7)

Identité de Hom — Jacobi : Z (aliC;’;Clsm + a,;CC L+ alkC’i’?Cfm) =0

l,m=1
(3.8)
Vi, j, ks €{1,..,n}.
Démonstration 8 1) Soit (L, [—, —], &) une algébre Hom-Lie de dimension n, le crochet

Hom-Lie peut étre calculer pour chaque élément de la base B = {ey, €a,...., ey}

de la maniere suivants :
[ei,e;]] = —[ej,ei] Vi, j € {1,...,n} (L'antisymetrique),

alors : [ei, Ej] + [ej, ei] = 0,
ce qui est équivalent a :

n

Y (CE+Ch)ex =0 Vi,j€{1,..,n},
k=1

comme B = {e1, ea,..., ey} estune base alors, les coefficients de

Z(Czkj + C_;cz)ek =0,
k=1
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sont nuls c’est a dire :
Ch+Cl=0 Vi j,ke{l,..,n},
d’ou I’antisymétrique est donnée par le systeme suivante :
ij = —C’;.“l. Vi, j, k€ {l,..,n}.

2) Les constantes de structure {(CZ’“J), (ai;) } relative a la base B = {ej, ea,...,e,}, de

I’algébre Hom-Lie vérifier identité de Hom-Jacobi qui se traduit par :

Oei’ejaek [a(ei)’ [ej7 ek]] =0,
[a(ei), [ej, ex]] + [a(ew), (e, e;]] + [a(e)), [er, €] = O,

[a(e) Z kem] + [a(ek), > ngem] + [a(ej), > C,’g’;em] =0,
m=1 m=1
ae;, Z kem‘| + lz aixer, Z C{?em] + [Z aijeq, Z Cﬂem] =0,
=1 m=1 =1 m=1

W

=1
ay >, C [el, em] + Z a Z C;le[ela em] + > a; Y Clle,ey) =0,
=1 m=1 =1 m=1
Do Y ’"kZ zmes+ZalkZ i 2. C, es+Z%ZCmZ mes =0,
=1 m=1 s=1 s=1

NE

( (ahC "Cy, + anClCy, + a,;CiCy ) ):o Vi, j k€ {1,..,n},
1

s=1 \l,m=

et comme B = {e;, es,..., e,} est une base de L alors :

n
> (auCyCy, + anCrCy, + ayCinCy,) =0 Vi, g, k,s € {1,...,n},
l,m=1
par conséquent, ’identité de Hom-Jacobi équivalant au systeme polynomiales suivant :

>3 (a,icjmkclsm + anCCy, + a;CiCr, ) =0 Vi, jk,s€{l,..n}

=1 m=1
Ainsi, I’ensemble des algebre Hom-Lie de dimension finie est munie d’une structure de

variété algébrique de K™ ("+1),

3.1.7 Dérivations

Définition 3.8 Soit (L, [—, —], ) une algébre Hom-Lie, une ce—dérivation de I’algébre Hom-

Lie est une application linéaire D : L — L vérifiant les propriétés suivants :
[D,a] =0 t.e Doa=ao D, (3.9)
et

D ([z,y]) = [D(z), a(y)] + [a(z), D(y)] pourtous x,y € L. (3.10)
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Proposition 8 Dans la base B = {e1, ea,..., ey} I’équation (3.9) peut s’écrire comme

suit :
Zn: aqidsq — Zn: dyias, =0 Vi, s € {1,...,n}. (3.11)
— =1
Sip = qalors :
i(aqidsq — dgiasg) =0 Vi,s € {1,...,n}.
Avec :

D(e;) = Y dye, Vie{l,..,n},

p=1

a(e) =) agqeq Vie{l,..,n}

q=1
Et I’équation (3.10) peut s’écrire comme suit :

Y Clda— Y dpa;Cl— 3 andy;C;, =0 Vi, j,k,s € {1,...,n}. (3.12)
k=1 p,l=1 l,g=1
Sip=q = kalors:

Z(Ck sk ™ Z dyiai;Cyy Z a;;dy;Cj) = 0,

=1 =1

Z(ijdsk — Y (driai;C}, — aidi;Cy)) =0 Vi, 4,8 € {1,...,n}.
k=1 =
Avec :

D(el) = Z dpiep Vi € {1, ...,’I’L},

p=1

ale;) = Zaliel Vie{l,..,n}

=1

Démonstration 9 /)

Doa=aoD,
Doa—aoD =0,
D(a(ei)) — a(D(ei)) = 0,

> agiD(eq) — > dpic(ey) =0,
qg=1 p=1
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n n
> a3 dues = 3 dy 3 aue, =0,
qg=1 s=1

p=1

Z (Z aqidsq — Z dpiasp) es=0Vie{l,..,n},

s=1 \g=1 p=1

et comme B = {e1, ea,..., e,} estune base de L alors :

> agdsg — > dpiag, =0 Vi, s € {1,...,n},

p=1

sip = qalors :
> (agidsq — dgiasg) =0 Vi, s € {1,...,n}.

2)
D (lei, e;]) = [D(ei), a(e;)] + [a(e:), D(e;)],

D (é C’fﬁk) = LZ:; dpiep, a(ej)] + {a(ei), i dqjeq] ;

q=1

Z dpiep, Z aljel] + [Z a;eq, Z dqjeq] s
p—l =1 =

n

ck Z d..es = Z dpi Z aijlep, e] + Z a; Z dyiler, eql,
s=1 p=1

I
= 1

)

S
I
-

NE

C’fj Z dspes = Z dpi Z ai; Z pi€s T Z aii Z dyj Z 1gs)
=1 p=1 8=

s=

x~
Il
-
3

> Ciidskes — Z Z Z dpiai;C e — Z Z Z aiidg;Crpes = 0,

M=

k=1 s=1 p=11=1s=1 =1 qg=1s=1

n n n

Z Z ” sk — Z Z d zalj pl Z Z al,-dqjC’fq €e; = 0 \V/Z,] - {1, ...,’I’L},
s=1 =1 p=1i=1 l=1q=1

et comme B = {e1, ea,..., e,} est une base de L alors :

n

Z Clda — Y dpia;;Cy — > a;dy;C;, =0 VYi,j,s €{l,...,n},

p,l=1 l,g=1

sip=q = kalors :

Z(ijdsk - Z diai; Cy Z a;;di;Cy,) = 0,
k=1 =1

Z(Cstk — Z(dkialjc,zl — alidijfk)) =0 V’l:,j, s € {1, ceey ’I’L}.
k=1 =1
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3.2 Dérivations des algebres Hom- Lie

w 0 0
Proposition 9 Toutes les algebres Hom-Lie associée a I’homomorphisme| 0 v 0 | et
0 0 v

w s 1
2l v f

25 e w
parametres dans K, on établit la classification des algéebre Hom-Lie en dimension 3 Voir [15].

, donnée par rapport a la base {e1, e2, es} avec w, v, s, 1, f et e sont des

Proposition 10 Les dérivations des algebres Hom-Lie de dimension 3 sont nuls.
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Annexe

Dérivations des algebres de Lie

n=2;

CC = Flatten[Table[c[3, j, k|, {3, 1,n}, {4, 1,n}, {k,1,n}]]

{c[1,1,1],¢[1,1, 2], ¢[1,2,1], ¢[1, 2, 2], c[2, 1, 1], c[2, 1, 2], ¢[2, 2,1], c[2, 2, 2]}
DD = Array|[d, {n,n}]

{{d[1,1],d[1, 2]}, {d[2,1],d[2, 2]} }

For[i = 1,% < n,i++,For[j = 1,5 < n, j++,For[k = 1,k < n, k++, c[i, 5, k] = 0]]]

c(1,2,2) =15¢(2,1,2) = —1;

initialisation
Anti-symetrie

Antifi_, j_, k_] :=c(i, j, k) + c(4, i, k)
AntiSyst = Union[Flatten|[Table[Simplify[Anti(z, 5, k)], {2, n}, {7, n}, {k, n}]]]
{o}

Identité de Jacob

Idfi_,j_, k_,s_] =33, (c(d, ky 2)c(3, 1, 8) + c(k, 3, 1)c(F, L, 8) + (i, 5, D)e(k, 1, 8))
IdSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Id(%, j, k, 8)], {2, n}, {4, n}, {k, n}, {s, n}]]]
{0}
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La dérivation

Dev[i_,j_,s_] :=X%_,(c(3, 3, k)d(s, k) — d(k, i)c(k, j, 8) — d(k, 7)c(i, k, 8))
DevSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Dev(z, 3, 8)], {2, n}, {7, n}, {s, n}]]]
{0, —d(1,1),d(1,1),—d(2,1),d(2,1)}

Résolution :

syst = AntiSyst U IdSyst U DevSyst
{0,—-d(1,1),d(1,1),—d(2,1),d(2,1)}
Reduce([syst = 0, Variables[syst]]

[d(1,1) = 0&&d(1,2) = 0]

Dérivations des algebres Hom-Lie

n=3;

CC = Flatten[Table[c[3, j, k], {3, 1, n}, {j, 1,n}, {k, 1,n}]]
{c(1,1,1),¢(1,1,2),¢(1,1,3),¢(1,2,1),¢(1,2,2),¢(1,2,3),¢(1,3,1),
c(1,3,2),¢(1,3,3),c(2,1,1),¢(2,1,2),¢(2,1,3),¢(2,2,1), c(2, 2, 2),
c(2,2,3),c(2,3,1),¢(2,3,2),c(2,3,3),c(3,1,1), ¢(3, 1, 2),¢(3, 1, 3),
c(3,2,1),¢(3,2,2),¢(3,2,3),¢(3,3,1),¢(3,3,2),¢(3,3,3) }

For[i = 1,% < n,i++,For[j = 1,j < n,j++,For[k = 1, k < n, k++, c[i, J, k] = 0]]]

c(1,2,1) = a5¢(2,1,1) = —;¢(1,2,3) = B5¢(2,1,3) = —B5¢(1,3,2) = §;
(3,1,2) = —8;¢(2,3,1) = X;¢(3,2,1) = —A;¢(2,3,3) = 22;¢(3,2,3) = —22;

For[i = 1,% < n,i++,For[j = 1,5 < n,j++,a(i,j5) = 0]]

a(1,1) = w;a(2,2) = v;a(3,3) = v;

DD = Array|[d, {n,n}]

{{d[1,1],d[1,2],d[1, 3]}, {d[2,1],d][2, 2],d[2, 3]}, {d][3,1],d[3, 2],d[3, 3] }}
AA = Armay|a, {n,n}]

{{a[1,1],a[1, 2], a[1, 3]}, {a[2,1], a[2,2],al2, 3]}, {a[3, 1], a[3, 2], a[3, 3] }}
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initialisation

Anti-symetrie

Antifi_, j_, k_] :=c(i, j, k) + c(4, i, k)

AntiSyst = Union[Flatten|[Table[Simplify[Anti(z, j, k)], {2, n}, {7, n}, {k, n}]]]
{o}

Identité de Hom-Jacob

Idh(i_, j_, k_,s_) =30, 35—, (a(l, 9)c(5, k, m)c(l, m, s) + a(l, j)e(k, i, m)
c(l,m, s) + (a(l, k)c(i, j, m)c(l, m, 8))

IdhSyst = Union|Flatten[Table[Simplify[Idh (%, j, k, 8)], {%, n}, {3, n}, {k, n}, {s, n}]]]
{0}

Dérivation de hom-Jacob

Devh(i_,j_,s_) =35, (c(3, 3, k)d(s, k) — 1, (d(k, 2)a(l, 5)c(k, L, 8)
—a(l,i)d(k, j)c(l, k, 8)))
DevhSyst = Union[Flatten|[Table[Simplify[Devh(z, 3, 8)], {2, n}, {7, n}, {s, n}]]]

{0, 20wd(1,2),2Bwd(1, 2),20wd(1, 3), 2v l(owd(2, 3)) — Bd(2,1) ),
v(2Ad(2,3) — 2ad(2,1)), —26vd(3,1), —Bd(g:, 1) + Avd(1,3) — a((v
+1)d(1,1) — wd(2,2)), Avd(1,3) + a(wd(2,2) — (v —1)d(1,1)) + B
d(3,1), —;(Zavzd(& 2)), —2Avd(3,2), —;(avd(3, 2) 4+ dvwd(2,1)

+ Awd(1,2)),Ad(1,2)6(—v)d(2,1) +d(2,1) + ’le(owd(3, 2)) +d(2,1),
—4d(2,1) + A(—v)d(1,2) + awd(3,2),dd(2,1) + A(—v)d(1,2) + «
wd(3,2), —ad(1,2) — Bd(3,2) + dwd(2,3),ad(1,2) + Bd(3,2) + dw
d(2,3),—0d(2,3) — i}(avzd(l, 2)) + Bwd(3,2),4dd(2,3) — ;L(ow2
d(1,2)) + fwd(3,2), —A(v(d(2,2) — d(3,3)) + d(1,1)) — ;(av(w
+1)d(3,1)), —d(vd(1,1) — wd(3, 3)1—|— d(2,2)),6(—vd(1,1) + wd(3, 3)
+d(2,2)), —ad(1,3) — Bd(3,3) + E(a'zﬂd(l, 3)) — Bvd(1,1) 4+ Bw

d(2,2), ad(1,3) + ;(a'U?d(l, 3)) — Bud(1,1) + B(wd(2,2) + d(3,3)),
— (av(e(d(2,2) — d(3,3)) + d(3,3)) + wAd(1,3) + Fod(3, 1))

— = (aw(w — 1)d(3, )A(A(E,3) - d(22)) +d(1,1)),  (@w(6(d(3,3)
— d(2,2)) + d(3,3)) + w(Ad(L,3) — Bod(3,1)))}
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Commutativité

Com(i_,s_) :=37_, (a(q,1)d(s, q) — d(g,1)a(s,q))
ComSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Com(z, s8)], {2, n}, {s, n}]]]
{03 d(la 2)(w - U)’ d(la 3)(w - 'U), d(2, 1)(” - w)9 d(3’ 1)(” - w)}

Résolution :

syst = AntiSyst U IdhSyst U DevhSyst U ComSyst
{0,d(1,2)(w — v),2awd(1, 2),2Bwd(1,2),d(1,3)(w — v), 20wd(1, 3),

d(2,1)(v — w),2v :U(a'vd(Z, 3)) — Bd(2,1) | ,v(2Ad(2,3) — 2ad(2,1)),
d(3,1)(v — w), —2d0vd(3,1), —d(3,1) + Avd(1,3) — a((v + 1)d(1,1)
- wd(z’ 2))’ ;Bd('?’a 1) + )\'Ud(]-a 3) + a(“’d(2a 2) - (v - 1)d(1a 1))a _i}

(2av?d(3,2)), —2Avd(3, 2), —i}(avd(3, 2) 4+ dvwd(2,1) + Awd(1, 2)),

Ad(1,2) — dvd(2,1) + l(owd(?), 2)),—0d(2,1) + A(—v)d(1,2) + aw
d(3,2),0d(2,1) + A(—q}l))d(l, 2) + awd(3,2), —ad(1,2) — 8d(3,2) +
dwd(2,3), ad(1,2) + Bd(3,2) + dwd(2,3), —dd(2,3) — llu(ow2d(1, 2)) +

Bwd(3,2),6d(2,3) — ;(aqﬂd(l, 2)) + Bwd(3,2), —A(v(d(2,2) — d(3,3))
+d(1,1)) — i}(a'v(fw +1)d(3,1)), —6(vd(1,1) — wd(3,3) + d(2,2)), 6(—v
d(1,1) + wd(3,3) + d(2,2)), —ad(1,3) — Bd(3,3) + ;(avzd(l, 3)) — Bv
d(1,1) + fwd(2,2), ad(1,3) + i}(azﬂd(l, 3)) — Bud(1,1) + B(wd(2, 2)
+d(3,3)), —i}(av(v(d(2, 2) — d(3,3)) + d(3,3)) + w(rd(1,3) + Bv

d(3a 1)))7 A(v(d(?’a 3) - d(2a 2))3 i}(av(v(d(& 3) - d(2, 2)) + d(37 3)) +w

()‘d(la 3) - B’Ud(3, 1)))}
Reduce([syst = 0, Variables|[syst]]

33



conclusion

L’ étude présentée dans ce mémoire s’articule essentiellement sur les dérivations des algebres
de Lie et Hom-Lie, elle est divisé en deux parties, la premiere partie est consacrée aux algebres
de Lie dont ont a calculé les dérivations des algebres de Lie en dimension 2 ,3 et 4, la deuxiecme
partie concerne leurs extension (Hom-algebre de Lie). on identifie les équations satisfaisant les
conditions de dérivation a leurs constantes de structure qui permettront de calculer les dériva-

tions sous le logiciel Mathematica.

34



Bibliographie

(1]

(2]

(3]

(4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

H. Adimi, Les indices des algebres de Lie et algebres Hom-Lie, These de doctorat, 2016,

université de setif.

B. Agrebaoui, K. Benali, A. Makhlouf, Representations of simple Hom-Lie algebras,
preprint arxiv : 1903.08874, 21 Mar 2019.

T. Benjmaa, A. Makhlouf, N. Saadaoui, Current Hom-Lie algebras, Acutm volume 26,
Number 1, June 2022.

N. Bourbaki, Groupes et algébres de Lie, Springer, Berlin, Heidlberg, https :
//doi.org/10.1007/978-3-540-35337-9-1.

D. Burde, K. Dekimpe, B. Verbeke, Almost-inner derivations of Lie algebras, Journal of
algebra and Its applications vol. 17, NO. 11, 1850214, 2018, https : // doi.org/10.1142/
S0219498818502146.

A. Chabert-Loir, Introduction aux groupes et algebres Lie, Cours de master 2,
2004-2005, université de Rennes 1. "https ://webusers.imj-prg.fr/antoine.chambert-
loir/enseignement/2004-05/lie/lie.pdf"

J. Francois dat, Croupes et Algebres de Lie, Cours introductif de M2, 2013-
2014, université Pierre et Marie Curie." https ://webusers.imj-prg.fr/ jean-
francois.dat/enseignement/ GAL/GALM2.pdf"

J. Frangois dat, Algebres de Lie semi-simples et leurs représentations, Cours introductif
de M2, 2013-2014, université Pierre et Marie Curie. https ://webusers.imj-prg.fr/ jean-
francois.dat/enseignement/AL/AL.pdf

F. Gourdeau, B.R. Hodgson, Coup d’oeil sur quelques structures algébriques, MAT-1300

(A-13), université laval.

D. Harari, Cours Algebre 1-Anneaux et modules, Cours M1, fait a ’E.N.S 2003-2004,
université Paris-Sud, 35 pages.

J.T. Hartwig, D. Larsson, S.D. Silvestrov, Deformations of Lie algebras using o — de-
rivations, Journal of algebra volume 295, Jaunary 2006, 314-361.

35



[12] A.Jeanneret, D. lines, Invitation a [’algebre ; théorie des groupes, des anneaux, des corps
et des modules , Cépadués-editions, vauquelin, 2008.

[13] B. Keller, Introduction aux groupes et algebres de Lie, Décembre 2001.
https ://webusers.imj-prg.fr/bernhard.keller/lie/Caruso Notes Groupes Et Algebres
De Lie.pdf

[14] X. Li, Representations of 3-dimensional simple multiplcative Hom-Lie algebras, Ad-
vances in mathmatical Physics, volume 2013, 7 page.

[15] A. Makhlouf, D. Sergei, Hom-Algebra structures, J. Gen Lie Theory Appl, NO. 2, 2008,
51-64.

[16] J.M. Monier, Cours de Mathématiques(en 7 tomes), collection J’intégre, Dounod, 2003.

[17] A. Moreau, Algebres de Lie semi simple : représentations et éléments nilpotent, Cours,
2018-2019, 81 page.

[18] S.Togo, Derivations of Lie algebras, J. Sci, Hiroshima univ, ser, A-1 28 (1964), 133-158.

36



- AP

sl 92 J 9¥ st (po (e 93 OLBLEIEY) Olus 92 A gyl ¥l ola (yo CBugl
laad 9 Al Col gl edl 108 Lo @3 juend! A sllacls B (3 o) (oSecw IS
OG> 9 o p9d madl 9 LI g OBLETEY It (Saadl (o Jasd i) O slaed!

J ¥ e Joadl (udin LeB g ot 10 Olaidies () goligs

Résumé

Le but de ce mémoire est de calculer les dérivations pour deux types d’algebres, le premier
étant I’algebre classique (’algébre de Lie). On a commencé par donner la structure d’'un
algebre de Lie puis identifie cette algébre a ses constantes de structure. On donne les
équations qui permettent de déterminer les dérivations. Le deuxiéme est ’algébre Hom -Lie
on s’intéresse aux dérivations de cette algebre. Nous n’avons fait que le méme travail que la
premiere.

Abstract

The objective of this memory is to compute derivations for two types of algebras, the first
one being the classical algebra (the Lie algebra). We started by giving the structure of a Lie
algebra then identified this algebra with its structure constants. We give the equations that
allow to determine the derivations. The second is the algebra Hom-Lie we are interested in
the derivations of this algebra. We did the same work as the first.
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