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Introduction générale

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de I’étude des polynomes de Legendre et leurs propriétés
principales et leurs applications pour résoudre les équations différentielles.

Les polynémes orthogonaux est une branche tres vaste de mathématiques, de la physique
théorique et de la physique mathématique. Ces polynomes sont un sujet d’étude depuis long-
temps. Au début du XIXe siecle, plus précisément en 1939, les polynémes orthogonaux ont
requ leur premier étude détaillé par [12]. Les suites de polyndémes orthogonaux sont apparues
comme solutions des équations de la physique mathématiques, particulierement les équations
aux dérivées partielles. Parmi les polynomes orthogonaux classiques les plus importants, nous
mentionnons les polynémes de Jacobi, Tchebyshev, Legendre, Hermite, etc.

Dans ce travail, on s’intéresse a 1’étude de I’exemple le plus simple de polynémes orthogonaux
qui le polynémes de Legendre. Ces dernier ont été découvert par Adrien-Marie Legendre! en
1782. Ils sont des cas particuliers de polynomes de Jacobi. Les polynomes de Legendre sont des
solutions polynomiales py,(z) sur I'intervalle [—1,1] de I’équation différentielle linéaire du second

ordre
d 2 dy
- [(1 x )x] +n(n+1)y=0.

On définit ainsi le polynéme de Legendre p,, (pour tout entier naturel n) :

a4
dx

[<1 —x2>dpgf>] n(nt pa(a) = 0, pu(1) =1

Les polynomes de Legendre ont une grande importance en analyse numérique et en physique
mathématique, ils ont été utilisés et étudiés beaucoup plus ces derniers années a cause de leur
importance dans les applications, par exemple pour la décomposition dune fonction en série de
polynémes de Legendre.

Apres une introduction générale, la suite de ce mémoire est donc organisée en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne quelques définitions et notions de base dont nous aurons
besoin tout au cours dans notre mémoire.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des polynomes de Legendre. On introduis d’abord
I’équation différentielle de Legendre. Puis, on traite quelques propriétés principales de ces po-
lynémes notamment la formule de Rodrigue, la fonction génératrice, la relation de récurrence

1. Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833 Paris-France)
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et 'orthogonalité. Ainsi, on présente les polynémes de Legendre décalés. En fin, on donne le
principe de la méthode de quadrature de Gausse-Legendre.

L’application des polynomes de Legendre font 1'objet du dernier chapitre. Le but de ce
chapitre est de décrire la méthode de décomposition d’Adomian modifiée en utilisant ces po-
lynémes pour résoudre les équations différentielles. La méthode de décomposition d’Adomian
a été introduite par George Adomian? au début des années 1980 pour résoudre des équations
fonctionnelles linéaires et non linéaires de différents types (algébriques, différentielles, aux dé-
rivées partielles, intégrales, intégro-différentielles,etc) [2]. Elle est basée sur la décomposition
d’une fonction en une somme infinie de fonctions définies par une relation récurrente. Le terme
non linéaire est écrit sous forme d’une somme infinie de polynémes spéciaux appelés polynomes
d’Adomian. Si la série converge et le calcul de la somme est possible, la méthode conduit a une
expression analytique de la solution. Nous allons traiter quelques exemples pour valider cette
méthode.

2. George Adomian (1922 —1996 New York, Etats-Unis)

Page 7 fmi.univ. BBA.



]_ Définitions et notions

[Chapitre]

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et notions de base dont nous aurons
besoin tout au cours dans notre mémoire.

1.1 Espaces de Hilbert

Définition 1.1. (Produit scalaire)
Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (x,y) est une forme bilinéaire de H x H dans
K (R ou C), symétrique et définie positive.

Exemple 1.1. L’application
() R"xR" — R
n

définie un produit scalaire sur R™.
En effet, Va y,zER" Va,8 €R, on a

n

o (az+ By, >_Z<a$z+5yz Zz—aZIzZerﬁZyzzz

=1 =1

. szyz Zyzxz =\y,x
o (z,1)= Z% > 0.

o (r,1)= O_z'mplz’que que x; =0 pour tout i, alors x = 0.

Définition 1.2. (Espace complet)
On dit que H est un espace complet si toute suite de Cauchy de H converge dans H.

Définition 1.3. (Espace de Hilbert)
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (x,y) et qui est

complet pour la norme ||z|| = /{(x,z).

Exemple 1.2.



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET NOTIONS

n
o R" muni du produit scalaire (x,y) = inyi ot x = (1, ,Tp) e y= (Y1, ,Yn)-
i=1

n
o C" muni du produit scalaire (x,y) = ©y;.
i=1

o On note L2(Q) lensemble des fonctions mesurables de carré intégrables sur Q. Une fonc-

tion f définie sur Q a valeurs complexes est dite de carré intégrable si /Q | £(t)]2dt < co.

On définie alors la norme sur 1L2(Q) par

1= ([ 7o)

1.2 Meéthode de Frobenius

Définition 1.4. (Equation différentielle)
Une équation différentielle est une équation tel que les inconnues sont des fonctions, elle se
présente sous la forme d’une relation entre ces fonctions inconnues et leur dérivées successive.

— L’ordre d’une équation différentielle ordinaire, est 'ordre de la dérivée le plus élevée dans
cette équation.

— On dit qu'une équation différentielle est linéaire si elle consiste en une somme de termes
linéaires, toutes les autres équations différentielles sont dites non linéaires.

Solutions en série de Frobenius

Théoréme 1.3. [13]
Soit I’équation différentielle du type de Fuchs

alz b(x
y”+Qy'+(72)y=0a (1.1)
T T

ot les fonctions

a(r) = agt+ajx+---,
b(x) = bo+biz+---.

Sont analytiques sur —R <x < R. Siry et rg (r1 >1r3) sont les racines de ’équation déterminante
appelée aussi équation indicielle

2+ (ag — 1)r+bg = 0. (1.2)

Alors léquation (1.1) admet toujours une solution de la forme
+00
y1(x) =2 Y epa™ = 3" (co+ 1w +cor® +---), g #0. (1.3)
m=0
Le rayon de convergence de ’équation (1.3) est au moins égal d R.

La forme de la 2°™¢ solution dépend de la différence r1 —ry. On distingue 3 cas.
Cas 1 : 5i0<ry—ry+# entier, alors

+00
yo(x) =" Y cha™, 5 #0. (1.4)
m=0

Page 9 fmi.univ.BBA.



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET NOTIONS

Cas 2 : Siry=rs, alors

+00
yo(z) =y1(z)In(z) + 2™ > Apa™, x>0, A #0.

m=1
Cas 3 : 51 0<ry—ro=np, un entier positif, alors

+00
yo(z) = kyi(z)In(z) + 2™ > Crpa™, x>0, Cy#0.

m=0

La solution dans le 1°7 cas et dans le 3¢ cas, si le terme logarithmique est absent (k=0),
s’obtient par la méthode de Frobenius proprement dite. La solution dans les cas 2 et 3, ou apparait
le logarithme, s’obtient par la méthode des séries généralisées.

Définition 1.5. (Point singulier régulier)
On dit que le point singulier 0 est régulier si les fonctions

- (“f)) —a(z), z° (@) = b(z)

sont analytiques au voisinage de 0, donc, I’équation (1.1) admet le point singulier régulier x = 0.

Détermination des coefficients de la solution par récurrence

Posons
y(x) _ Coxr+01$r+1 +CQ.TT+2+"'
Dans
22" + xa(z)y +b(z)y = 0.

Alors

22y = r(r—1)cox" + (r+ Drega”™ 4 (r+2)(r + gz 24

za(z)y = [ag+ a1z 4 agx® +---|[reox” + (r+Depa" -],
b(x)y = [bO +b1x —f-bQZ’Q + - '][C():)ZT —+ cle‘H + .. .]’
0 = 0, pour tout x.

Le coefficient de z"
r(r—1)co 4+ agreg + boco = 0.

D’ou
[r(r— 1)+ agr + bo]co = 0.
Si cg # 0, r est solution de I’équation indicielle.

r(r—1)+apr+bg = 0.

Alors ¢ est indéterminé.
Le coefficient de 2"t on a I’équation

(r+1)rep +ayrco+ao(r+1)ep + brcg +boer = 0.

Page 10 fmi.univ. BBA.



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET NOTIONS

Qu’on peut résoudre pour ¢; en fonction de c¢g.
[(r+1)r+aog(r+1)+bolct = —(a1r+b1)co.
Le coefficient de 272 on a I’équation
(r+2)(r+1)ca+ap(r+2)ca+ai(r+1)c1 +agrcyg+ boca + bicy + bacyg = 0.
Qu’on peut résoudre pour co en fonction de ¢q et c;.
[(r+2)(r+1)4ao(r+2)+bolca = —[a1(r+ 1)+ b1]c1 — [agr + b2 co.
On trouve ainsi par récurrence le coefficient ¢, de 257" en fonction de cg,---,cs—1.

Remararque 1.4. Siry et ro sont les solutions de ’équation indicielle (1.2), alors les coeffi-
cients cq et ¢y, A1 et Cy des solutions non nulles y1(z) et y2(z) sont non nuls.

1.3 Rappel sur les polynémes orthogonaux

Espace des polynémes

L’étude des polyndémes orthogonaux a une variable nécessite de travailler dans ’espace vec-
toriel des polyndmes & une variable réelle R[z]. Un polynéme P, (z) est de degré n §'il s’écrit de
la forme

n
Py(z) = Zaixl,
1=0
avec a, # 0.

Polynémes orthogonaux

Soient I =|a,b[ un intervalle de R et w : I — R une fonction poids qui est continue stric-
tement positive telle que

Vn e N, /I]x\"w(az) dx < 400.
On définie I'espace de Hilbert E = L2 (I) par
E={f| /IfQ(x)w(:v) dr < +o0}.
L’espace E est muni du produit scalaire
(f.9)w= [ F@)g(@)u() da.

Les polynémes orthogonaux relativement a la fonction de poids w(z) sont les polynémes P, de
degré n vérifiant la relation d’orthogonalité sur E

(Pn,Pm)w:/IPn(m)Pm(x)w(m) dr=0, n#m, nm=0,1,2,---.

Page 11 fmi.univ.BBA.



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET NOTIONS

Polynémes de Jacobi

Soit I’espace de Hilbert ng(a’ﬁ)([—l, 1]) avec la fonction poids w(®?) ()
w@f(z) = (1—2)*(1+x)5.

Pour que la fonction poids w(®#) soit intégrable sur Uintervalle [—1,1], on impose la condition

suivante aux parametres a et J [12]
a, > —1.

Définition 1.6. [16]
Les polynémes de Jacobi est les plus général des polynomes orthogonaux classique notés par

Jéa’ﬂ ). T sont des solutions de I’équation différentielle homogene du second ordre
(1=2?)y" + (B —a—(a+B+2)a)y +n(n+a+f+1)y =0,
avec n est le degré du polynome.

Les polyndémes de Jacobi sont définis explicitement par ces trois formules :

1. Formule de Rodrigues

(1—2)*(1+2)? TP (2) = (2_”173,?1 dﬁ (A=) (14 2)"7).

2. Formule analytique

Jéa,ﬂ)(x) _ 21n Xn: (TH._O[> (n—i—ﬁ) (x—1)" (1 +2).

=\ i n—i

3. Relation de récurrence

TP =
(@p) _ a+B+2 a—f
Jl = 5 T+ 9 5
Jv(z(if)(@ = (anx+bn)J7(1a’B)(I) - Can(mojf)@), n =1,
avec

w Cn+a+8+1)2n+a+5+2)
" 2(n+1)(n+a+p+1)
b, — 2n+a+p+1)(a? - 57

2(n+1)(n+a+pB+1)2n+a+p)’
(a+n)(B+n)2n+a+f+2)
(n+1)(n+a+B+1)2n+a+p3)

Les premiers de ces polynomes :

I @) = 1,
JOB) gy = ;[2<a+1>+<a+5+2><x—1>],
I ) = §[4<a+1><a+2>+4<a+ﬁ+3><a+2><x—1)+<a+6+3><a+ﬁ+4><x—1>21-

Page 12 fmi.univ.BBA.



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET NOTIONS

Les polynomes orthogonaux standard sont des cas particuliers des polynémes de Jacobi. Les
cas les plus connues sont les polyndmes de Gegenbauer (ou ultrasphérique), obtenus en posant
a = 3. Les polynémes de Legendre P,, en posant a = 5 =0 et tous les types de polynémes de
Tchebyshev T! avec i =1,2,3 et 4

Les figures suivantes illustrent la représentation géométriques de quelques types de poly-
nomes de Jacobi :

Page 13 fmi.univ. BBA.



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET NOTIONS
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FIGURE 1.1 — Polynomes de Jacobi de degré 0 a 4
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2 Polynomes de Legendre

[Chapitre]

Le second chapitre introduit les polynéomes de Legendre. D’abord, on expose 1’équation
différentielle de Legendre. Ensuite, on présente les définitions usuelles pour ces polyndémes et on
cite quelques propriétés classiques. On décrit enfin la quadrature de Gauss-Legendre.

2.1 Equations de Legendre

Les polynomes de Legendre sont des solutions polynomiales sur U'intervalle [—1, 1], de I’équa-
tion différentielle linéaire homogene d’ordre 2 a coefficients variables appelée équation différen-
tielle de Legendre. Cette équation est donnée par

d? d
(l—xQ)d—ajZ—QxﬁjLn(nle)y:O, n € R. (2.1)

Avant de chercher le solution de 1’équation (2.1), cherchons d’abord le domaine de conver-
gence. Pour cela, on utilise le théoreme suivant : Si on a une équation différentielle de la forme.

22— wa(@) L+ pw)y =0, (2.2)

et si q(z) et p(x) peuvent étre développées sous les formes suivantes
<X> . (X) .
q(z) = qa', plx)=> pix'.
i=0 1=0

Dongc, le domaine de convergence de la solution de 1’équation (2.2) est la méme que le domaine
de convergence de ¢(x) et p(x).

Pour déterminer les deux fonctions ¢(x) et p(x), on écrit I'équation (2.1) sous la forme

o dy 222 dy n(n+1)x?

T3 _x(l—xQ)% (1—22) y=0. (2.3)

En comparant ’équation (2.3) avec ’équation (2.2), on déduit que

222 n(n+1)z?
o) = g ="

15



CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

Le développement en série entiere des fonctions ¢(z) et p(x) est

1 oo
q(z) = 2x27(1 7 =227 2%,
-

p(r) = n(n+1)$2

1 —
(1-2?)

Dong, les deux fonctions ¢(z) et p(z) sont convergentes seulement dans U'intervalle | — 1, 1].

[0.9]
nin+1)z2y" 22k,
k=0

L’équation (2.1) se résout par la méthode de Frobenius qui consiste a chercher des solutions
sous la forme d'un série entiere

+oo
:Zaixzzao—l—alx—l—asz'Q—f—'”. (24>
=0
Les seuls points singulieres de cette équation sont 1 et —1. Par conséquent

00 ] , 400 )
= (Z aixz> =) ia;x’ ™, (2.5)
1=0 i=1

et

oo | " oo |
= (Z aixl> =" i(i—az" 2 (2.6)
i=0 =2
En substituant les expressions (2.4), (2.5) et (2.6) dans I’équation (2.1), on trouve

(1—3:2)5020 (i—1)a;z" —Qsza +n(n+1)§oa~azi—0 (2.7)
i L i L 7 — U. .
i=2 i=0

Par des changements d’indice, on se raméne a Z;;oa’ biz', ou la suite (b;) s’écrit en fonction de
la suite (a;). On a

oo foo
2y iair' ™t = daat, (2.8)
i=1 =0
et
+00 ) +00
(1—3:2)Zi(i—1)aixl_2 = > i(i—1)a _3322 i—1ax
=2 =2
+00 .+ _
= > (14+2)(i+Dajpr’ = > i(i—1a;z’. (2.9)
i=0 i=0

En substituant les expressions (2.8) et (2.9) dans 'équation (2.7), on obtient

+0o0 . Hoo ) 400 ) +0o0 )
S (E42)(i+ Dajpor’ = > i(i—1)aiz’ —2) daiz’ +n(n+1) > az’ =0,
=0 =0 1=0 =0

400 )

S +2) i+ Daipa + [n(n+1) —i(i — 1) = 2i a;] 2’ =0,

=0

Page 16 fmi.univ. BBA.



CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

—+00

> [(i42)(i+ Dagsa + [n(n+1) —i(i +1)] ;]2 = 0.
+o00 ]
> bzt =0=b; =0,
1=0

telle que
bi=(i+2)(i+Dajr2+[n(n+1)—i(i+1)]a; =0.

On a donc la relation de récurrence

‘ d(i+1)—n(n+1)
Gtz = ST (i1 2)
(i—n)(n+i+1)

D+ 2)

On voit qu’il y a deux séries de solutions, une série contient seulement des puissances paires
de x, 'autre est une série de puissance impaire. Pour déduire la forme du terme général a; en
fonction de ag (ou ap) et i, on considere quelques cas particuliers

n(n+1)

a2 = —ao— 5
B (1—n)(n+2)
a3 = ai 2.3 )
o - _az(n—2)(n+3)

3-4
-2+ D(n+3)
- 1.2.3.4 ’
L (n—3)(n+4)

@ = Ty
_ al(n—l)(n—B)(n—l—2)(n+4)
1-2-3-4-5 '

A partir des équations précédentes, on peut déduire le terme général qui est donné par.

az = <_<;3;a0n(n—2)(n—4)~--(n—2i+2)(n+1)(n—|—3) ce(n+2i—1),
(—1)'a
(2i+1)!

ai4+1 (n—=1)(n—=3)---(n—2i+1)(n+2)(n+4)---(n+2i).
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

Donc, la solution générale peut étre écrite sous la forme.
+oo
7
y(z) = Z a;x
1=0
S % | & 241
_ % i+
= Z a2;x"" + Z a2i41%
1=0 =0

+00 ) +00 )
= ao+ Z agiw% +ai1x+ Z a2i+1x21+1
=1 =1

_ ao{1+(_1)in(n—2)(n—4).--(n—2i+2)(n+ 1)(n+3)...(n+21_1)$2i}

(20)]

> (n—1)(n—3)---(n—21 n n e (n421) o
oo O 2 i) 0420 )

i=1
= apy1(r) +ary2(x).

Nous soulignons que cette solution est valable dans I'intervalle —1 < x < 1. Afin d’étendre la
solution aux point x = —1 et x = 1, nous utilisons 'observation suivante
e Sin est pair, i.e., n =27, on a

CLQ#O,G;L#O,"',CLQZ'?AO,

a2i42 = 244 =+ =0.

e Sin est impair, i.e., n=21+1
ag%oaa57é07”'7a2i+17é07

a2i43 = a2i4+5 =+ =0.

Donc pour n = 2i, le polyndéme yz(z) est nul et yj(z) devient fini pour tout = a l'intérieur de
I'intervalle [—1,1] et on a l'inverse pour n = 2i+ 1 ou le polynéme y;(z) est nul tandis que
le polynéme yz(z) devient fini pour tout x a lintérieur de l'intervalle [—1,1]. La solution de
I'équation de Legendre dans I'intervalle [—1,1] est donc donnée soit par yi(x) (dans le cas ou n
est pair) ou par ya(z) (si n est impair). y(z) peut étre écrit sous la forme générale

- - ao si n est pair
y(x) = anxn‘i‘an—an 2+an_4x" 4—|—+ ) . . ) .
aixr, sin est impair,

3

k=0

ou
{n} 2, si n est pair,
2 =l i est impair,

Gy _o) peut étre déduit de la forme générale de a;. On a

a; = —Qaj42 (n(z_—i;f(?z(:_t —1i-) 1) : (2~11)
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

En remplagant ¢ par n —2 dans I"équation (2.11), on trouve

n(n—1)
2(2n— 1)’

Up—2 = —0n

Pour ¢ =n —4, on obtient

(n—2)(n—3)
4(2n —3)

" n(n—1)(n—2)(n—3)
" 2.4(2n—1)(2n—3) °

p—4 = —0p-2

A partir des équations de a,_2 et a,_4, on peut déduire la forme générale

I nn—1)(n—-2)---(n—2k+1)
24 (2k)2n—1)(2n—3)-- (2n—2k+ 1)’

an—2k = (_1)
En remplace a,_9j dans I’équation (2.10), on obtient

nn—1)(n—-2)---(n—2k+1) =2k
~(2k)(2n—1)(2n—3)--- (2n—2k+1)

5]
o) =an 3 (15

On peut simplifie 'expression de y(x) en écrivant autrement le numérateur et le dénominateur
(n—2k)!  n!

(n—2k)!  (n—2k)!
2-4-6---2k = (2-1)(2-2)(2-3)---(2-k) = 2FkL.

nn—1)---(n—=2k+1) = nn—-1)---(n—2k+1)

Et
2n(2n—1)(2n—2)(2n—3)--- (2n—2k+1)(2n — 2k)!
2n(2n —2)---(2n—2k+2)(2n — 2k)!
(2n)!
2kn(n—1)---(n—k+1)(2n —2k)!
2n)!(n—k)!
2kn!(2n — 2k)!

2n—1)(2n—3)---(2n—2k+1) =

Donc

5] n! 1 2kpl(2n—2k)!
y(x) = alZ(_l)k(n_2k)!2kk! (2n)!(n—k)!x N
(—1)*

k=0
3]
- wY

k=0

(n!)?(2n — 2k)! 9k
Kl(n—28)1(2n) ! (n— k)

Choisissant a7 d’étre
(2n)!
al = .
2n(nl)?

On obtient le résultat final pour la solution de I’équation de Legendre (2.1)

(2]
pn@)—g Y i —im - isest
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

2.2 Propriétés des polynomes de Legendre

2.2.1 Formule de Rodrigue

Proposition 2.1. [9]
La formule de Rodrigue est donnée par

1 d*, 4 n
pn(z) = S G -1 (2.12)
Preuve. Si k <n, on a
dk n! n—=k

" =

——
dzk (n—k)!
D’apres la formule du binéme de Newton, on a
n

(:L"2 . 1)n _ Z m_nli)!k!<_1)kx2n—2k‘

k=0
Donc L [ n | n
2 n_ n: Nk 2n—2k
2"n!%<x -1 _2"n!,§(n—k)!k!( ) dzn” '
Mais o
2n—k) _ . . . n
e (n=k) =0 si2(n—Fk)<n, ie., s1k>§.
n (3]
On peut donc remplacer »  par » .
k=0 k=0
Sik<%, ona
d" _ k)
wgﬁ(” o= Rn—k)20n—k) —1]2(n—k)—2]---[2(n — k) — n+ 1]z2—F)—"
 (n—2k)!

Alors

1 " (2n — 2K)!

3]
2 (21— _1\k n—2k
2nn! dx™ (" ~1) kz::( D 2”n!(n—k)!(n—2k)!x

0
= pp(x).

Les premiers polynémes de Legendre sont
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

po(z) = 1,

pi(r) = =,

p2(x) = ;(3332—1),

ps(x) = ;(5x3—3x),

pa(z) = ;(35334—303:2—1—3),
ps(z) = é(63x5—70x3+15x).

Polynémes de Legendre

0.5

0

el |

3
4

-1.5
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5

x

FI1GURE 2.1 — Polynomes de Legendre de degré 0 a 4

Exemple 2.2. On détermine le polynome pa(x) a partir de la formule de Rodrigue

1 d? 1 d?

pQ(fE) = ﬁ@<x2—1)2zgw($4_2$2+1)
1d 1
= —— (42’ —dx) = =(122° —4
g gy 4e” — ) = (1227~ 4)
1

2.2.2 Fonction génératrice

Proposition 2.3. [9]
La fonction génératrice des polynomes de Legendre est donnée par

1 T
Glz,t) = —————— = ot x| <1, |t < 1. 2.13
@) = e~ L@ el <11 (2.13)
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

Preuve. On a
1

V1—2xt+t2

Avec u = 2xt —t? = t(2x — t).

(1— 20t +12)"2

=

(1- ot —1)) *

(1—u) 2.

La formule du binome de Newton négatif est donnée par

n(n+ 1)u2 n

n(n+1)(n+ 2>u3

n(n+1)(n+2)---(2n—1)

(I—u)™ =1+nut —= i Lt = "+
Alors
1 1 3.3, 1.3 1.3.5.. (@nol)y
(1—-u)"2 = 1+2u+222u 42 ??! 2,8 ... 4272 2n' 2 Jyny ..
1 1.3, 1-3:5 1-3-5---(2n—1)
= 1 u> 3 n
TNy T 716.om Y
X1-3.5---(2n—1)
- Z% i u”. (2.14)
n=

En multipliant le numérateur et le dénominateur de I’équation (2.14) par (2"n!), on obtient

1 X1-3.5---(2n—1) _2"nl
(- = 2 2"n] orp) <Y
n=0
B +2°:°1.2~3-4-5.-.(2n—1)-(2n) n
B 0 2"n! x 27n!
*io @)t
= 51U
= 2% (n!)?
Donc
_1 2 (2n)!
1— (20t —t%)) > = o (2at — )"
( ) n2:2022n<n!)2
0 (2n)!
= ————t"(2x —1)". (2.15)
7;)2211(”!)2
En utilisant la formule du binéme de Newton, on obtient
n
(20 —t)" Z (22)" R (—t)k. (2.16)
i —k)!
En remplagant (2.16) dans 1'équation (2. 15) on trouve
T — 2 e D e
1 -2zt +1¢2 022 ( n' 2 k'(n k)!
v @)t
= Z Z gk gtk (2.17)
ooy 02”““]{:‘ —k)In!
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

On pose m=n+k<=n=m—k si k=0 alors m = n. Le série dans l'expression (2.17) est
donnée a partir de k =0 par

foo m ) (2m — 2k)

2> kaz' (m—k)!(m—2k)!

m=0k=0

e Sim—2k <0 alors (m—2k)! =00
e Sim—2k>0 alors (m—2k)! # occ.

m—thm‘

m—2k>0 < k

IN

{k:O,l,Q,---,Tg, sim est pair,
—

k=0,1,2,--- ,Tl, si m est impair.
Donc
; — Z z:] ) (2m 2k> xm—thm
V1—2xt+1t2 a0k 2k (m — E)Y(m — 2k)!
= Z Pm ()"
m=0

Exemple 2.4. On détermine p,(0) en utilisant la fonction génératrice. On pose x =0 dans
I’équation (2.13), on obtient

1
G0, =
(0,¢) —
+00
- anm)tn
n=0
= po(0) +p1(0)t + p2(0)t2 + p3(0)t3 +--- .
Et comme on a
7 > (_1)n2(7171)|2tn
1t n=0 22 (n!)
1 3
= 11—+ ¢t4.
2t TR
Alors
(0) 0, st n est impair,
DPn - ! . ]
(—1)n%, sin est pair.
Exemple 2.5. On détermine p,(—1) en utilisant la fonction génératrice. On pose x = —1 dans

Iéquation (2.13), on obtient

1 1
VIt 2 1+t

= 1—t+2 -4+t
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

2.2.3 Relation de récurrence

Proposition 2.6. [§]
Les polynomes de la Legendre satisfont la relation de récurrence suivante

(n+1)ppt1(z) = 2n+ ap,(z) —npp—1(z). (2.18)
Preuve. On a

(1- 20t +2)72 = an . (2.19)

En dérivant les deux cotés de 1'équation (2.19) par rapport a t, on obtient
1 9,3 n—1
—5(1—2xt+t )T2(—2x+42t) = an nt" . (2.20)
En multipliant les deux cotés de 1’équation (2.20) par (1 — 2zt +t2), on obtient

1 =
—5(—21’+2t)(1—233t—|—t2)_%+1 = (1—2xt+t2)2pn(1’)ntn_1,

n=0
+o00

(@—t)(1—20+12)77 = (1-22t+12) Y pu(z)nt" L. (2.21)
n=0

En substituant ’équation (2.19) dans I’équation précédente (2.21), on obtient

00 +00
(x—1t) Z pa(@)t" = (1—22t+1%) Y npy(2)t" !,
n=0
+00 +00 . +00 400 .
x Z pn(x Z pn(x t”+1 = Z npp(z)t" " —2x Z npp(z)t" + Z npp ()"
n=0 n=0 n=0 n=0
Par les changements d’indice suivants
pa(@)t" = paoa ()",
(@) = (04 Dpasa (@)1,
npn ()t = (n—1)pp_1(2)t",
alors, on trouve
+00 T
> [a:pn(ar) —pn_l(x)}t" => [(n + D)pp+1(z) — 2znpp(x) + (n— 1)pn_1(x)}t".
n=0 n=0

Ce qui implique
Tpn(7) —pn—1(x) = (n+1)pny1(z) — 22npy(2) + (n—1)pp—1(z).
Donc

(n+ Dpnt1 () = 2znpn () + (0= Dpn-1(2) = 2pa(2) + pp-1(z) = 0
(n+D)pnt1(x) = (2n+Dapn(z) +npp-1(z) = 0.

bl

D’ou
(n+1)ppt1(z) = 2n+ app(z) — npp—1(z).
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

Exemple 2.7. En utilisant la relation de récurrence pour déterminer pa(x) et ps(x) tels que

po(x) =1 et pi(z) =z
On prend n =1 dans la formule (2.18), on obtient

2pa(x) = 3pi () — po(a) = 3% — 1.

) 1
3p3(x) = bxpa(x) —2p1(z) = §x(3$2 —1)—2zx = 5(15x3 —9x).

Donc, p3(z) = 3(52° — 3x).

2.2.4 Orthogonalité des polynomes de Legendre

Théoréme 2.8. [9]
Les polynomes de Legendre sont orthogonaux sur l'intervalle [—1,1] avec un poids uniforme. Si
m,n € N*, alors

1 0, sim#n,
(). pa) = [ pm<x>pn<x>dx={ "
—1 nF1> St =n.
Preuve.
1. Sim #n.
Considérons les équations de Legendre
d d
. [(1—352)6;] +m(m+1)y=0, meR, (2.22)
d d
. [(1—332)651 +n(n+1)y =0, neR. (2.23)
Celles-ci sont respectivement satisfaites par pp,(z) et p,(z)
(1— a2l (x) = 2xp), (x) +m(m+Dpm(z) = 0, (2.24)
(1—2)p!! (z) = 2xp,,(z) + n(n+ Dpu(z) = 0. (2.25)

En multipliant I’équation (2.24) par p,(z) et I'équation (2.25) par p,,(x) et on soustrait
les deux équations, on obtient

(1=22) [pa(@)pin () = P ()0 ()] = 22 [pn ()1 () — i)} ()
+ [m(m + 1) = n(n+1)] pu(x)pa(x) = 0,

(1=2®) = [pu(@)pln (2) = P ()P ()] =22 [pa ()8 (2) = Py (@)prm ()

+[(m* =n®) = (m=n)| pm(@)pa(z) =0,

S-(1-2%) (@) () = P (@)pm ()] = (n—=m)[n+m+1]pm (2)pa ().
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

En intégrant les deux cOtés par rapport a x entre —1 et 1, on obtient

(=)o@l @) @], = [ (= m)om 4t D)oo

1

0 = (n—m)(m+n+1)/lpm(x)pn(x)dx.

1

Comme m # n, alors / lpm(x)pn(:ﬂ)dw =0.

2. Sim=n.
En utilisant la fonction génératrice, on a

+00
(1—2at+12)72 =3 pu(a)t, (2.26)
n=0

400
(1—2at+12)72 =Y pm(2)t™ (2.27)
m=0

En multipliant 1’équation (2.26) par I’équation (2.27), on obtient

L Shwry
= pn(z)t" P ()™
1— 2zt + 12 "0 0
400
= Z Pn (x)pm (x)tn—&-m_ (2'28>
n,m=0

En intégrant les deux cotés de I’équation (2.28) par rapport a z de —1 a 1, on obtient

JFXO:O /11pn(x)pm(x)t”+mdx = /1 L

—dx.
2
S -11—-2xt+1
On a n =m, alors

Pyl 2n 2 L 1 d
(@)l = [
nzzo/—l po@Pde = | e

1 1
= |—1In(1 t2—2t]
[—2tn( * w>—1
1

1
—2t —2t

S e

In(1+t2—2t) In(1 4% 4-2t)

- _;tz[ln(l—t)—ln(wt)]

1 In(1+4) —In(1—1)].
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D’ou

3_030/_1;2"[ W(@)dr 1[(t_j+§+...>_(_t_t;_t§+...>]

_ 2 t+t3+t5+
ot 3 5

t2 t4 t2n
= 2[1++_|_...+ +1

3 5 2n+1
—+o0 t2n
= 2 .
nz::OQn—l—l
9 2
Donc, Hpn(x)Hz = mil

Exemple 2.9. Dans cet exemple, on calcule l'intégral suivant
1 2n
Ll$pn(x)pn_1(x) de = T

En utilisant la relation de récurrence xp,(x) = %pnﬂ(:c) + g Pn—1(x), on obtient

/_11xpn(x)pn_1(:v) dr = /1 [an+1(x)+ n L )}pnq(x) .

112n4+1 om+1
n+1 1l
. T () d 7/
2n+1/_1pn+1($)pn 1(x) T+ T pa_1(
n 2 2n

m+12n—1)+1 4n2—1
Propriété 2.10. On présente quelques propriétés supplémentaires des polynomes de Legendre
1. pp(=2) = (=1)"pn(x).
2. pn(1)=1.
pn(=1) = (= 1)”
fﬁpn+1(9«“ —Pp(7) = (n+ D)pny1(2).
(n+D)ppy1 () — @+ D)pp(x) — Cn+ D)apy,(z) +npj_1 (z) = 0.
Pps1(z) = pr_1(z) = (2n+ 1)pp(z).
Pry1(@) = apj () = (n+ 1)pn(2).
Preuve.

L pn(=2) = (=1)"pn(x).
D’apres la fonction génératrice (2.13), on a

.\?.%9“4:\9’0

. 1 1
ngopn(_x)t N \/1— — )t +£2 \/1—23: (—1)2
= an an L""
+oo
= z_,;(—l)"pn@)t"

Donc, pnp(—x) = (—1)"pp(x).
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2. pu(l) =1.
On prend x =1 dans la fonction génératrice (2.13), on obtient
Py 1 1 1 X
(D" = = = =3,
ngo R TR Ja-n2 1=t n{:o

Done, p,(1) = 1.

3. pp(—=1) = (=)™
On prend x = —1 dans la fonction génératrice (2.13), on trouve

T 1 1 1 ™

pa(—1)t" = = = — =3 (-
D e AN TEw EARE AP P

Donc, pp(—1) = (—1)".

4 wply i1 (2) = () = (n+ Dppya (2).
En utilisant la fonction génératrice, en dérivant les deux cotés de I'équation (2.13) par
rapport a z, on obtient

1 2\—3 Jroo/ n
=2t E (<2 = 3 gl
n=0

[S[eY

+o00
t1—2at+t%)"2 = > pl(a)t", (2.29)
n=0

en dérivant les deux cotés de I'équation (2.13) par rapport a ¢, on trouve
g I
(r—t)(1 =2t +12)"2 = np,(a)t" . (2.30)

n=0

En multipliant 1’équation (2.29) par (z —t) et I’équation (2.30) par ¢, on obtient

Hr—t)(1—20t+12)"2 = (z—1) f:op;(x)tn, (2.31)
n=0

[S/[eY)

tr—t)(1—2xt+t3)"2 = t~+zojonpn(x)t”*1. (2.32)
n=0

Par comparaison entre (2.31) et (2.32), on trouve

+00 +00
(x—1) Z p;l(x)t” = t Z npn(x)tn_l,
n=0 n=0

“+00 “+00 “+00
T Y ()t =Y p ()" = Y npa(a)t”,
n=0 n=0 n=0
“+o00 +oo +oo
2P (@) =Y ppa (@)t = Y npa(2)t"
n=0 n=0 n=0
“+o00 +o0o
D lapp (@) = (@) = ) npa(a)t”.
n=0 n=0
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En comparant le coefficient de ", on obtient
TP (2) = 1 () = 1pp(2). (2.33)
En remplacant n par n+1 dans I’ équation (2.33), on trouve
P41 (2) =P () = (N + 1)pnia (@)

5. (n+D)ppya(x) = 2n+ pn(x) — (20 + 1)ap(x) + np;, (2) = 0.
D’apres la relation de récurrence

(n+ Dpasa(x) = 20+ Lapa(e) - npo_1 (). (2.34)

En dérivant les deux c6tés de 'équation (2.34) par rapport a x, on trouve
(n+ Dpjps1(z) = (2n+ Dpp(z) — (2n+ Dap), () +npj, 1 (z) = 0. (2.35)

6. Phs1(2) = plpr(€) = (2n+ 1)pa ().
En substituant I’équation (2.33) dans I’équation (2.35), on obtient

(n+D)phgr (@) = 2n+1)pn(z) — (204 1) (npa(x) +ploy (2)) +npy,_y () =0,
(n+ D)phpgr (@) = 2+ 1)pn(x) = (2n+ D)npn(2) — (2n+ 1)p;, 1 () +npy_ (2) =0,
(n+1)phir () = Cn+1)(1+n)pa(z) — 2n+1—n)p),_1(x) =0,
(n+D)ppgr (@) = 2n+1)(n+Dpp(a) = (n+1)pj,_1 (x) = 0.
Donc
Pra1(2) = pp_1(x) = (2n+ 1)pn(2). (2.36)

7. oy (z) —ap,(z) = (n+1)pn(@).
D’apres 1’équation (2.33), on a

= Pn1(x) = npp(z) — zp, (2). (2.37)

En substituant I’équation (2.37) dans I’équation (2.36), on trouve

Pra1(2) +npn(2) —apl(x) = (2n+1)pa(2),
Pra1(®) —zpp(z) = (2n+1)pp(x) —npa(w),
= (n+1)pp(z).

2.3 Polynémes de Legendre décalés

Pour utiliser les polynémes de Legendre sur 'intervalle [0,1], on définit les polynémes de
Legendre dits décalés en introduisant le changement de variable suivant

1
s=2r—1 ou xzi(s—l—l).
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Dans ce cas, les polynémes de Legendre décalés p}(z) d’ordre n en x sont définis sur [0, 1] par
Pn(x) = pn(s) =pn(2z—1).

Les premiers polynémes de Legendre décalés sont

po(z) = 1,

pi(z) = 2z-1,

py(z) = 62°—6x+1,

pi(z) = 202®—302°+122—1,

pi(z) = 70z% — 14023 4+ 902 — 202+ 1,

pi(x) = 2522° —6302* 4+ 5602° — 21022 + 30z — 1.

15 Polynémes de Legendre décalés
1 V

0.5

0

3
4

o5 0 05 1 15
X

FIGURE 2.2 — Polyndémes de Legendre décalés de degré 0 a 4

e Relation de récurrence
Les polynomes de Legendre décalés pr (x) vérifiant la formule de récurrence suivante

pzk)(x) = 1
2n+1 n .
Pry1() (22— Dpp(2) — ——pp_1(x), n € N".

n+1 n+1

e Forme explicite
Un expression explicite pour les polynomes de Legendre décalés p; de degré n en x est

donnée par
o) =y (1) ("o

k=0
On note que
pi0) = (=1,
pn(1) = 1,
(1) (0) = ()" 'n(n+1),
() (1) = n(n+1)
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

e Formule de Rodrigue
L’analogue de la formule de Rodrigue pour les polynomes de Legendre décalés est

e Orthogonalité
Les polynémes pj (z) sont orthogonaux sur l'intervalle [0,1] c’est a dire

sin=m,

1 ZrT

Une fonction ¢ € L2(0,1) qui peut étre exprimé en termes de polyndmes de Legendre
décalés telle que

+00
¢(a) = ;) cip; (),

ot les coefficients c;,7 € N sont donnés par

1

¢ = (2i+ 1)/0 o(x)p; (v)d.

En pratique, seuls les premiers polynémes de Legendre décalés (m+ 1) termes sont consi-
dérés. Alors, on a

() = i)cipﬂx»

2.4 Quadrature de Gauss-Legendre

La quadrature de Gausse-Legendre est une méthode numérique tres précise et efficace pour
effectuer 'intégration numérique d’une fonction sur un intervalle donné [11]. Cependant, elle est
limitée aux cas ou les bornes d’intégration sont finies et les fonctions a intégrer sont continues.
Elle est basée sur l'utilisation de points de quadrature et poids spécifiquement choisis pour
intégrer avec un précision élevée les polyndémes de degré inférieur ou égal a un certain seuil,
le principe de la méthode consiste a approximer l'intégrale d’une fonction par intégration d’un
polyndéme de degré n

/abf(x)dx = /abpn(x)dx—l—/ab R, (z)dz. (2.38)

R, (z) étant le terme d’erreur.
On utilise le polynéme d’interpolation de Lagrange

n n (n+1)
o) = 3 1))+ | [Ga =) gL acec
Avec .
L =11 (272
G=0 N\
JFi
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On transforme l'intervalle d’intégration [a,b] en [—1,1] par changement de variable

_ 2z—(a+D) _ (b—a)z+(a+Db)
pE e = ) , (2.39)

et on définit : F'(z) = f(z) d'on

DS LF ) T (o] FPV6E)
P = YL )F“”Ll})( n] o9 et
Avec .
() = =5\
LZ( ) ]EJ(Zi_Zj>
J#i

En supposant que f(x) soit un polynéme de degré 2n+ 1

F(n+1) (g)

Ty T

Alors le polynéme est de degré n. ¢ appartenant a l'intervalle [—1,1], mais n’ayant pas une
valeur connue dans cet intervalle, afin de pouvoir poursuivre les calculs, g, (<) est transformé en
tant que polynoéme g,(z) sur lequel on pourra travailler.

Une estimation de l'intégrale est alors donnée par

/1 F(z)dz =~ %F(zi)/ll Li(z)dz

-1

= i}wiF(Zi), (2.40)

avec les poids

wi—/_llLi(z)dz—/l 11 (Z_Zj>dz. (2.41)

-1 j=0 2 —Zj
JFi
L’intégrale a calculer sur [a,b] est liée a I'intégrale calculée apreés changement de variable par

b—a rl

/abf(x)dx = F(z)dz

12

En tenant compte de la remarque précédente a propos de ¢ et g,(s), le terme d’erreur de la
formule de quadrature prend la forme
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CHAPITRE 2. POLYNOMES DE LEGENDRE

Les abscisses z; doivent étre choisies de maniere & minimiser le terme d’erreur.

Considérons le cas particulier de la quadrature de Gauss-Legendre. On exprime les polynomes
2 o(z—2) et gn(2) a l'aide des polynémes de Legendre p;(z)

n+1

n
H z—zj) Z bipi(z (2.42)
i=0

z) = znjcipi(z>
i=0

<% <>” i
=0

r
= / szpz )+ bny1Pns1(z LZCJPJ ”

L’intégrale a minimiser devient

n (n+1

/1 lH(Z_Zi)]Qn(Z)dZ = /11 ;bipi(z)

-1 1=

Le=0

= /1 Z Z bi ijz (2) +bnt1 chpj )Pnt1(z )] dz

|7=04=0 j=0
n
= Zzbcj/ pi( )pj( )dz+bn+1zcj/ p] pn+1( )d
1=075=0 7=0

= Zbcz/ pz 2d
= quHpZ H2

On peut rendre le terme d’erreur nul en imposant que les n+ 1 premiers coefficients b; soient
nuls il reste un seul coefficient non nul b, 11 tel que, d’apres 1'équation (2.42).

n n+1
H z— z;) Z bipi(z) = bopo(2) + -+ +bnpn(2) + bnt1Ppt1(2) = bpt1Pn41(2).
1=0

Comme le coefficient du terme de degré n du polynéme de gauche est égal a 1, on en déduit
que b,11 est égal a I'inverse du coefficient du terme de plus haut degré de pj+1.

D’apres I’égalité précédente, il est clair que les n+ 1 points de base z; utilisés dans la formule
d’intégration sont les n+ 1 racines du polyndémes de Legendre de degré n+ 1. Les points de base
sont déterminés, les poids w; peuvent étre calculés par la formule (2.41).

Plusieurs méthodes différentes ont été mises au point pour calculer efficacement les poids.
Dans le cas particulier des polyndémes de Legendre [1], on peut utiliser

2
(1= 2}) [P ()

Cette procédure constitue la quadrature de Gauss-Legendre. La quadrature de Gauss-Legendre
fournit un résultat d’intégration exact lorsque la fonction f intégrée est un polynome de degré

Wy =
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2n+1 au maximum.

Les valeurs des racines z; et des poids w; correspondants pour une famille de polyndémes
orthogonaux (Tableau 2.3).

Remararque 2.11. Le calcule de l’intégrale I = fff(m)dm est ramené au calcul de l'intégrale
approximeée par la somme

_b—a 1 b—a

n
I= 5 _1F(z)dz: 5 ;)wiF(zi).

On fait le changement de variable x — z afin de déterminer la fonction F(z) a partir de f(x),
il est plus simple de calculer les racines z; sur [a,b] correspondant auz racines z; sur [—1,1] et
d’utiliser Iégalité f(x;) = f(z;). On obtient ainsi

b—

[~ 2a2wif(a:i). (2.43)
=0

Exemple 2.12. Calculons numériqguement [’intégrale suivante

3
[:/ 2t dr.
—2

— Si on integre analytiquement, la valeur exacte de cette intégrale est

3, 1,7 1rs 51 275
1_/_2:c dx = [593 ]_2_5[3 — (-2 = 2> =55
— Réalisons une intégration selon la quadrature de Gauss-Legendre a 3 points (n=2). On

procéde de la maniére suivante :

e Calcul des abscisses z; de lintervalle [—2,3] correspondant aux zéros z; tabulés qui

appartiennent d [—1,1] selon I’équation (2.39).

o Calcule des valeurs de la fonction f(x;).

e Evaluation de lintégrale selon la formule (2.43).

On obtient ainsi le tableau 2.1

z T f(xi) w; w; f ()
—0.7746 —1.4365 4.2580 5/9 2.3656
0.0000 0.5000 0.0625 8/9 0.0556
0.7746 2.4365 35.2419 5/9 19.5789

TABLE 2.1 — Quadrature de Gauss-Legendre n = 2, Exemple 2.12

Finalement

(2.3656 +0.0556 4 19.5789) ~ 55.

DO | Ut

5 3
I= Ezwzf(%) =
=0

On remarque que, comme la fonction polynéme a intégrer avait un ordre inférieur a (2n+1)
avec n = 2, l’intégration est exacte.
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Exemple 2.13. Soit l'intégrale suivante
4
[= / 2 €2 dg ~ 5216,9265.
0

Réalisons une intégration selon la quadrature de Gauss-Legendre a 3 points (n = 2). On utilise
le changement de variable

(b—a)z+(a+b) 4—-0 440

r= 5 =— 2 + 5 = 2z +2.
Alors A ) .

I = /0 x X dr = /_1(22—1— 2) e2(2542)94; — /_ (42 +4)e¥* 2.

zi i f(xi) w; w; f(z)

—0.7746 0.4508 2.2212 5/9 1.2340
0.0000 2.0000 218,3926 8/9 194.1268
0.7746 3.5492 8589.1427 5/9 4771.7460

TABLE 2.2 — Quadrature de Gauss-Legendre n = 2, Exemple 2.13
Donc

3
1= QZwif(Jii) ~ 2(1.2340 +194.1268 —|—4771.7460> ~ 4967,1067.
1=0
De méme maniere pour n =3, on obtient I ~ 5197.5437.
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Quadrature de Gauss-Legendre

Points d’intégration z; Poids d’intégration w; Degré d’exactitude
0 2 1
V3
=3 1
V15 5 ;
5 9
8
! 9
VIS >
5 9
B \/m 18 —+/30 .
35 36
525 —70+/30 18++/30
35 36
525 — 70/30 18++/30
35 36
525+ 704/30 18—1/30
35 36
Y245+ 1470 322 —13/70 0
35 900
24514970 322+ 1370
35 900
128
0 225
245 — 14+4/70 322+ 1370
35 900
245 4 14+/70 322 —13v/70
35 900

TABLE 2.3 — Points et poids d’intégration de quadrature de Gauss-Legendre

Page 36

fmi.univ. BBA.



Application des polynémes de Le-
3 gendre dans la méthode de décom-
position d’Adomian

[Chapitre]

Ce chapitre est consacré a la résolution des équations différentielles ordinaires par la méthode
de décomposition d’Adomian en utilisant les polynomes de Legendre. Cette méthode est semi
analytique. Le principe de cette méthode est simple et basée sur la décomposition de I'opérateur
non linéaire en une série polynomiale dont les éléments sont calculés récursivement. La méthode
présentée est validée par un exemple.

3.1 Série d’Adomian

Définition 3.1. (Série d’Adomian [2] )
Les termes de la série d’Adomian (A,,) pour n > 0 sont définis par la formule suivante

Ap(uo) = N(uo),

n
An(uo,ul,---,un):%ddﬁ [N(Z)\Z’(tl)] , n=>0,
=0 A=0

ou A est un parametre réel introduit par convenance et on a

Ao(u()) = N(UO),
Aq(ug,uy) = uliN(uo),

up
Ag(ug,ui,ug) = uiN(u)—i-iuZ—QN(u)
2\UQ, U1, U2 28U0 0 91 1au(2) 0)s
0 02 1 .08
A3(U0,U1,U2,U3) = U387UON(U())+U1U2T%N(UO)+QU?TU%N(ZL0),

Tout d’abord, Ag dépend que de ug, A; dépend que de ug et uq, et etc. Cette formule s’écrit

sous la forme .

A, = z_;oc(v,n)N(v) (ug), n>1. (3.1)

37
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DECOMPOSITION D’ADOMIAN

Ou ¢(v,n) représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des v termes u; dont la
somme des indices 7 est égales a n, m étant le nombre de répétitions des mémes termes dans le
produit. La relation (3.1) permet de trouver les termes A,, mais en pratique, il est difficile de
les déterminer quand n devient grand (n > 5).

Exemple 3.1. Soit l'opérateur non linéaire défini par
N(u) = sin(u).
Par définition on a :

A()(U()) = N(UO) = SiHUQ,

11d
Ar(uo,u1) = [ N )\Ou0+)\1u1]
i )
d
- d)\[sm(uo—l—)\lul)h 0 [ulcos(u()—l—)\ul)h O—ulcos(uo).
1[d2
Ao (ug,ur,ug) = [ QN(AOUO+A1U1+A2U2)]
dA A0
1 d? 5
= STe [sin(ug 4+ Aui + Au2)] =0
1d
= 2d/\[(u1+2>\u2)cos(uo+)\1u1+/\2uz)] -0

1
= 5[2u2 cos(ug + Aut + N2ug) — (ug + 2 ug) (w1 + 2\ug) sin(ug + Aug + A2u2)]x—o

1 1
= 5(2u2 cos(ug) — uf sinug) = ug cos(ug) — gu% sin(ug).

3.2 Méthode de décomposition d’Adomian

Soit I’équation différentielle suivante

ou A est un opérateur différentiel non linéaire contenant des termes linéaires et non linéaires
d’un espace de Hilbert H dans lui-méme, et g est une fonction donnée.

On cherche la solution u € H de I’équation (3.2). Le terme linéaire de I'opérateur A est
décomposé en L+ R ou L est la dérivée d’ordre supérieur qui est supposée étre inversible et R
est un opérateur linéaire d’ordre inférieur & L. Le terme non linéaire de A est noté N (opérateur
non linéaire). On a

A=L+R+N.
Soit I’équation différentielle d’ordre n € N*
dn
WJFR( u)+N(u) =g,
ot les valeurs xq,u/ (o), u” (zg),--- ,u(™ Y (x0) sont données

Si on considere 'opérateur linéaire définit par L(u) = dw”’ I'équation (3.2) s’écrit alors

L(u)+ R(u)+ N(u) =g. (3.3)
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DECOMPOSITION D’ADOMIAN

En multipliant ’équation (3.3) par 'opérateur inverse L=, on obtient
LN L(w) + L™ (R(w) + L7 (N (u) = L™ (g).

Comme L est un opérateur différentiel d’ordre n, alors on a

-1 (@20
L7 (L(u(@)) = u(w) = 3 ——=—u'"(x0),
k=0 :
ot u(zg),u (xo),u" (x0),- -+ ,u" Y (zg) sont données. Alors
n—1 Tr—1 k
o) = & o )+ 17 o)~ 7 (R(u)) ~ L (V)
—0 :

La méthode de décomposition d’Adomian consiste a calculer la solution sous forme d’une série
convergente

“+o00
0= un.
n=0
Les termes non linéaires N (u) peuvent étre décomposés en un série infinie des polynémes donnés

comme suit
“+00

N(u) = F(u) = Ap(ug,u1,uz, - ,un) = Ao+ Ay +---.
n=0
La composante u,, sera déterminée de maniére récursive et les termes A, sont obtenus par la
relation 3.1.

Wazwaz [14, 15] a proposé différents algorithmes pour formuler les termes d’Adomian, par
exemple, A; peut étre formulé comme suit

Ao = F(UO),
A = uiF'(up),

1
Ay = uzF’(U0)+§U%F”(UO);

1
Ag = U3F/(UO) +U1U2F/I(U()) + fU?FW(uO).

3!
Donc
+o00 :nfl (.il?—ﬂ?o)k ) _1 R 400 e +00
S up(z)=> U (zo)+L " (g(x)) =L | R{ D un(z) L7 Y Ap(z)).
n=0 k=0 : n=0 n=0
(3.4)
En comparant les deux cotés de 1’équation (3.4), nous avons conclu que
-zt B
up(z) = ) T U (zo) + L™ (g(x)),
k=0 )
ur(z) = =L~ (R(up())) — L~ (Ao(2)),
ug(z) = =L~ (R(ui(2))) = L7 (Ai(2))
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En général

1

3
|

(z—z0)" -
Ok!“(k) (z0)+ L (g(x)), (3.5)

—L Y R(up(z))) — LY (Ap(z)), n>0.

up(x) =

o
I3

un_|_1(fl:)

Alors, la solution de I'équation (3.3) est déterminée. Mais, en pratique, les termes de la série
o Oun( ) ne peuvent étre tous calculés, on utilise alors I'approximation

v = lim w
n—>—|—oo "
Wy, = Z Up, N >1.

Il est intéressant de noter que nous obtenons la solution en série en utilisant uniquement la
condition initiale.

Exemple 3.2. Soit I’équation

Que l’on écrit sous la forme

Avec a(0)
L()y=—2 L*t=/[( N(u) = u? =-1

(=22, | Ode, Nw=u? ()

On a alors
L (L) = L (g) — L7 N(u)
O1
L™ HL(u)) = u—u(0).
+00
On cherche la solution sous la forme u = Z Up, alors on a
n=0
+00
u=> u,=u(0)+L" (ZA)
n=0
C’est-a-dire
up(z) = u(0)+ L~ (g(x)),
uns1(z) = =L (Ap(x)), n>0

Alors

up(z) = u(0) + L~ (g) = —,

ure) = L7 (o) = ~L7}(a?) = —%,

UQ(I) = —L_l(Al) = —L_1(2U()U1) = —21i5,

u(w) = =LY (Ag) = =L~} (ud + 2ugug) = — 7%
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DECOMPOSITION D’ADOMIAN

La solution est donc

= > 22 1727
u(zr) = Zun(:ﬂ) =— [x—k—l—-l— ]
= 3 15 | 315

On remarque que [’expression

T+ +——+

_ 2 2% 1727
3 15 315 ’

est le développement limité, au point 0 de la fonction x — —tan(z). Donc u(x) = —tan(x), ce

qui donne la solution exacte.

3.3 Méthode de décomposition d’Adomian modifiée

En général, pour effectuer la méthode de décomposition d’Adomian, g(x) est développé en
série de Legendre pour un nombre naturel arbitraire m au voisinage de 0. L’auteur dans [18]
a modifié cette méthode en développant g(x) en termes de polynéme de Legendre p,(z), ou la

fonction de poids w(z) =1 et z € [—1,1], c’est a dire
m
g(l’) = Z Cnpn(l‘),
n=0

telle que
1
en=(n+1) [ g@pa(e)dz, n=0,1,-

En substituant 1’équation (3.6) dans I’équation (3.5), on obtient

ug = L (copo(x) +c1pr(z) + -+ + cmpm(2)) + Q(x),
up = —L 7Y (Rug)— L™ Y Nuyg),
Uy = —Lil(Rul) — Lil(Nul).

Alternativement, 'auteur dans [15] a modifié les formules (3.7) par

up(r) = L™ Heopo(r))+Q(x),
ui(z) = LN api(x)) - L™ (Rug(x)) — L™ (Nug(z)),
ug(x) = L7 LY (Ruy(z)) — LY Nuy(z)).

On définit les polynomes de Legendre par la formule explicite suivante

o2 5 () ()

k=0

Alors, on a

m
g(z) = > dypa™
n=0

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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Et
ZO 10 —1/2 0  3/8 0  —5/16 EO
d1 01 0 =3/2 0 15/8 0 Cl
d2 00 32 0 =30/8 0 105/16 CQ
d3 00 0 52 0 —70/8 0 C3
d4 =100 0 0  35/8 0 —315/16 --- C4
d5 00 0 0 0 63/8 0 C5
: 00 0 0 0 0 231/16 6
L dy ]t : : | x| ¢, |

Par conséquent, I’équation (3.9) devient

up = L '(do)+Q(x)
wp = L7 Ydy)— L7 (Rug) — L7 (Nuyg), (3.11)
uy = L71(dy)— (Ru1)— LY (Nuy).

(3.12)

Les équations (3.7) et (3.11) sont les équations directrices de la méthode de décomposition
d’Adomian modifiée en utilisant les polynémes de Legendre. L’approximation u(z) est obtenue

m
A partir de ces équations sous la forme u(z) = > up(z), qui peut étre trés proche de 'expansion
n=0
de Legendre de la solution exacte u(x) pour des m appropriés.

Exemple 3.3. On considére I’équation différentielle suivante

{u”(a:) +u(z)u' (z) = rsin(22?) — 4a?sin(z?) + 2cos(2?), 0< 2 <1, (3.13)
u(0) =u/(0) =0.
La solution exacte est u(z) = sin(x?).
L’équation 3.13 s’écrit en termes d’opérateurs comme suit
Lu+ Nu = g(z). (3.14)

Ce qui implique que

2
L= ;;2, R=0, F(u)=N(u)=u(x)u(z)etg(z)=rsin(22?) — 42?sin(2?) + 2 cos(z?),
et on a
L) :/0 /() ()dzdz.
Puis

LY Lu)+ LY Nu) = L7 (g(2)).

En utilisant les conditions initiales, on obtient

u(z) = L™ (g(x)) = L7H(N (u(2)))- (3.15)
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Donc, la solution

obtient

400
est sous la forme u(z) =Y un(x) et on compare avec Uégquation (3.15), on
n=0

up(r) = L7'(g(x)),

ui(z) = —L7'(Ao(x)),
us(z) = —L7'(Ai()),
uppi(r) = —L7H(Ag(2)).

On écrit F(u) = u(x)u'(x) sous la forme de polynomes d’Adomian

Les termes de la seérie d’Adomian sont donnés par

Ay = u0u6,

A = uluf) + U()ull,

Ay = u2u6+u1u'1 +u0u'2,

A3z = wugu(+ugul +uiuh +uous.

De méme, on développe g(x) en utilisant les polynémes de Legendre pour m = 10. D’apreés
I’équation (3.6), on trouve

ou

Alors, la solution

up(r) =

10

g(x)%chpn(Z%—l), 0<z<1,
n=0
2n+1 rl 1 1
- St ~0,...,10.
Cn 5 /1g<2x+2>pn(x)dx, n=0,...,10

approchée gy, (x) est donnée par

10
n=0
22 +0.000042> — 0.00072* — 0.01752° — 0.02202° — 0.15382" 4+ 0.077728
—0.01212" — 0.062021°.

Dans les figures 3.1, 3.2, 3.3 et le Tableau 3.1, on présente la fonction g(x) et la fonction
modifiée gm(x), la solution exacte u(x) et la solution approchée uy(x) et lerreur absolue de la

méthode proposée.
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£ LE0QQ R

gmix}
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FIGURE 3.1 — Méthode de décomposition d’Adomian modifiée, Fonction g(z) et fonction modifiée
gm(x), Exemple 3.3
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FIGURE 3.2 — Méthode de décomposition d’Adomian modifiée, Solution exacte u(x) et solution
approchée uy(z), Exemple 3.3
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FIGURE 3.3 — Méthode de décomposition d’Adomian modifiée, Erreur absolue, Exemple 3.3
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CHAPITRE 3. APPLICATION DES POLYNOMES DE LEGENDRE DANS LA METHODE DE

DECOMPOSITION D’ADOMIAN

Z; g(x) gm () u(z) up () Err abs

0 2.0000 2.0000 0.0000 0.0000 0.0000e + 00
0.1000 2.0015 2.0015 0.0100 0.0100 2.7112e — 10
0.2000 2.0080 2.0080 0.0400 0.0400 3.8229e — 10
0.3000 2.0133 2.0133 0.0899 0.0899 6.8093e — 10
0.4000 1.9983 1.9983 0.1593 0.1595 1.9362e — 09
0.5000 1.9301 1.9301 0.2474 0.2482 3.1780e — 09
0.6000 1.7601 1.7601 0.3523 0.3544 1.5258e — 08
0.7000 1.4236 1.4236 0.4706 0.4755 2.6840e — 08
0.8000 0.8418 0.8418 0.5972 0.6068 4.1561e — 08
0.9000 —0.0688 —0.0688 0.7243 0.7409 6.3060e — 08
1.0000 —1.3760 —1.3760 0.8415 0.8664 1.3189e — 07

TABLE 3.1 — Méthode de décomposition d’Adomian modifiée, Erreur absolue, Exemple 3.3
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié ’exemple le plus simple de polynémes orthogonaux qui
sont les polynomes de Legendre. Ces polyndmes sont les solutions des équations différentielles
linéaires du second ordre. Dans ce travail, nous avons présenté ’équation différentielle de Le-
gendre, la formule de Rodrigue, la fonction génératrice, la relation de récurrence, I’orthogonalité
les polynomes de Legendre décalés et la quadrature de Gauss-Legendre. Enfin, nous avons dé-
veloppé la méthode de décomposition d’Adomian pour la résolution des équations différentielles
qui est basée sur les polynémes de Legendre.
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Abstract

This thesis deals with the study of Legendre polynomials and their classical properties (Ro-
drigue’s formula, generating function, recurrence relation, orthogonality, shifted Legendre po-
lynomials and Gauss-Legendre quadrature) and the use of these polynomials to solve ordinary
differential equations by the Adomain decomposition method.

Keywords : Orthogonal polynomials, Legendre polynomials, ordinary differential equations,
Adomian decomposition method.

Résumé

Ce mémoire porte sur I’étude des polynémes de Legendre et ses propriétés classiques (formule
de Rodrigue, fonction génératrice, relation de récurrence, orthogonalité, polynomes de Legendre
décalés et quadrature de Gauss-Legendre) et 1'utilisation de ces polynémes pour résoudre les
équations différentielles ordinaires par la méthode de décomposition d’Adomain.

Mots clés : Polynomes orthogonaux, Polynomes de Legendre, équations différentielles or-
dinaires, Méthode de décomposition d’Adomian.
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