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Introduction

La recherche opérationnelle (RO), est la discipline des mathématique appliquées, qui traite
des questions d’utilisation optimale des ressources dans l'industrie et dans le secteur public.
Elle née pendant la seconde guerre mondiale, par des efforts conjugués d’éminents mathémati-
ciens (dont Neumann, Dantzig,Blackett) a qui il avait été demandé de fournir des techniques
d’optimisation des ressources militaires.

La recherche opérationnelle, aussi appelée aide a la décision pour élaborer de meilleurs
décisions. C’est un ensemble de méthodes et techniques visant a résoudre des probleme d’opti-
misation, modélisant des problemes réels dans différents domaines (économie, finance, gestion,
transport, logistique, communication, etc.). La théorie des graphes est parmi les techniques
mathématiques les plus importantes auxquelles recourt la recherche opérationnelle.

La théorie des graphes constitue un outil trés puissant pour schématiser les modeles des
liens et relations entre les objets. En effet, le premier probleme de la théorie des graphes est
apparu en 1736 dans la ville de Konigsberg qui contient 7 ponts. Le probleme qui se posait a
I’époque : peut-on se promener dans la ville en traversant chaque pont, une et une seule fois ?

Le mathématicien Leonhard Euler (1707-1783), a résolu et modélisé ce probléme en le pré-
sentant sous la forme d'un graphe, ou les parties terrestres sont représentées par les sommets,
et les ponts, par les arétes.

La théorie des graphes, est devenue tres utile comme modéle mathématique. Parmi les pro-
blemes les plus importants de celle-ci est les problemes de couverture par tests, Ces problemes
possedent de nombreuses applications pratiques, dans des domaines variés comme ceux de la
reconnaissance de formes, de séquencage d’ADN, d’aide au diagnostic médical ou encore de
communication dans des réseaux multi-utilisateurs.

Les codes identifiants dans les graphes sont liés a la famille de couverture par tests. Introduit
pour la premiere fois en 1998 par Karpovsky, Chkrabarty et Levitin pour modéliser un probleme
de détection et localisation de processeurs défectueux dans les réseaux multi-processeurs. Elles
sont présentés de facon détaillée dans le deuxieme chapitre de ce mémoire.

Ce manuscrit est structuré comme suit :
Le premier chapitre est consacré a la présentation des généralités sur les graphes, ou nous

donnons quelques définitions, notions de base et quelques opérations liées a la théorie des
graphes qui nous seront nécessaire dans la suite.
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Dans le deuxiéme chapitre, nous avons abordé le probleme de code identifiant. Il s’agit de
recherche un sous ensemble de sommet appelé C dans un graphe G, de sort que chaque sommet
de graphe a un voisinage unique dans C.

On donne la définition des codes identifiants, quelques généralisations et variantes possibles,
puis on parle sur 'existence d’un code identifiant.

Le troisieme chapitre, concerne 1’étude des codes identifiants dans le produit cartésien de
deux chemin. On présentera les premiers résultats de la cardinalité minimum d’un code identi-

fiants dans P,[1P,.

Enfin, nous terminons le mémoire par un conclusion générale et un résumé.



Chapitre

Généralités sur les graphes

Pour une meilleur compréhension des autres chapitres, il est évident de rappeler quelques
généralités sur la théorie des graphes et quelques opérations sur les graphes.
Nous commencerons par rappeler certaine définitions élémentaires sur les graphes, ainsi en pro-
fiter pour expliciter les notations que 1’on retrouvera fréquemment par la suite.
Nous définirons ensuite les opérations sur les graphes (suppression, contraction, produit carté-
sien, produit direct,....).

Toutes les informations qui sera dans cette partie proviennent de [II, 211 §]

1.1 Définitions et concepts de base

De maniere générale, on appelle graphe noté G = (V, E) le couple constitué par :

e Un ensemble de sommets V' = {vy,...,v,}
e Une famille £ = {ey, ..., e,} d’éléments du produit cartésien V- x V ={(vy,vq) \ v1, 05 €
Vi

)
560

FIGURE 1.1 — Exemple de graphe avec :
V={1,2,3,4,5,6,7} et E={(1,1),(1,2),(1,4),(2,5),(3,5),(3,6),(3,4),(4,7),(5,6),(6,7)}.

Deux classes de graphe existes,a savoir :

e Graphe non orienté
Est noté G = (V, E),ou V est un ensemble fini non vide et ' un ensemble de couple non
ordonnées d’éléments de V.
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I

FIGURE 1.2 — Exemple d'un graphe non orienté G=(V,E) avec :
V=4{1,2,3,4,5,6} E=1{(1,4),(1,3),(3,5),(5,4),(2,6)}.

- Un graphe non orienté est dit simple s’il ne comporte pas de boucleELet s’il ne comporte
jamais plus d’'une aréte entre deux sommets.
- Ordre d’'un graphemnoté |V|,est le nombre de ses sommets,et taille d'un graphenoté
|E|,graphe le nombre de ses arétes.

e Graphe orienté
Un graphe orienténoté G = (V, A),est un graphe ot les arétes sont orienté (on les appelle

N

FIGURE 1.3 — Exemple d’'un graphe orienté G=(V,A) avec :
V={1,2,3,4,5,6} A=1{(1,4),(1,3),(3,5), (5,4), (2,6)}

Définition 1.1.1 (Graphe multiple).
On appelle graphe multiple,c’est un graphe ot au moins 1 couple de sommets ont plus d’une
aréte entre eux.Lorsqu’on a au plus p arétes on parle de p-graphe.

F1GURE 1.4 — Exemple d'un 3-graphe,il y a 3 arétes entre le sommet 3 et le sommet 4.

Définition 1.1.2 ( Graphe partiel ).
Un graphe partiel G, dun graphe G, engendré par un ensemble d’arétes, est simplement le
méme graphe en gardant seulement les arétes de l’ensemble.

FIGURE 1.5 — Exemple d'un graphe partiel G, de G.

G

1. Une boucle est une aréte reliant un sommet & lui méme.

10
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Définition 1.1.3 (sous graphe). :
Un sous graphe G4 d’un graphe G, engendré par un ensemble de sommet V,est un graphe ayant
comme ensemble de sommet V et les arétes joignant ses sommets.

PRI
s es

FIGURE 1.6 — Exemple d'un Sous Graphe G

1.1.1 Degré dans un graphe

Dans un graphe non orienté, le degré d’un sommet est le nombre d’arétes incidentes a ce
sommet.

Dans le cas d'un graphe simple, le degré d’'un sommet représente le nombre de sommets adja-
cents a celui-ci.

Dans un graphe orienté, le demi degré extérieur ou demi degré sortant (resp.demi degré
interieur ou demi degré entrant) d’'un sommet v noté d*(v) (resp.d(v), représente le nombre
d’arétes ayant v comme extrimités initiale (resp.terminale). Le degré d’un sommet v est alors
la somme des degré entrant et sortant d(v)=d*(v)+d™ (v).

FIGURE 1.7 — Le degré du sommet {1} dans ce graphe simple est d(1) = 3.

..

FIGURE 1.8 — Dans ce graphe orienté on a d(1) =d (1) +d*(1) =1+2 = 3.

Théoréme 1.1.1. :
La somme des degrés des sommets, d’un graphe quelconque est égale a deux fois le nombre
d’arétes (ou d’arcs). C’est-a-dire :

> deg(v)=2|E|.

veV

11
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Un résultat directe qui découle du théoreme précédent, est :

Corollaire 1.1.1. :
Le nombre de sommets ayant un degré impair est pair.

Définition 1.1.4 (chemin). :

Soit G = (V, A) un graphe orienté, un chemin d’un sommet u vers un sommet v est une séquence
(80,81, .,8K) de sommetl tels que : u = so,v = s, et (8;_1,8;) € E pour tout i € {1,...,k} on
dira que le chemin contient les sommets sq, S1, ..., Sk et les arcs (8o, $1),(81,52), -+, (Sk_1, Sk)-

La longueur du chemin, est le nombre d’arcs dans le chemin c’est a dire k. S’il existe un
chemin de u a v on dira que v est accessible a partir de wu.

Définition 1.1.5 (circuit). :

Un chemin (So, ..., sk) forme un circuit si sp=sy, et si le chemin comporte au moins un arc
(k>1).

Une boucle est un circuit de longueur 1.

F1GURE 1.9 — Exemple d'un graphe orienté avec un chemin et un circuit :
Un chemin dans ce graphe est : (1,2,3,4)
Un circuit dans ce graphe est : (1,3,5,4,2, 1)

Remarque 1.1.1. :
Dans le cas non orienté, on parle de chaine au lieu de chemin et de cycle au lieu circuit.

FI1GURE 1.10 — Exemple d'un graphe non orienté avec un chaine et un cycle :
Un chaine dans ce graphe est : (1,2,3,4,5)
Un cycle dans ce graphe est : (2,3,4,1,2).

La notion de longueur de chemin, nous permet ensuite de définir la notion de distance dans
un graphe.

Définition 1.1.6 (Distance). :

Soit un graphe G = (V, E), la distance d’un sommet d un autre, est la longueur minimum entre
deur sommets, ou 0o s’il n’y a pas :

k  sila longueur minimim entre x ety est égale a k

o0 sinon

Vo, y € V,d(z,y) = {

e Diametre du graphe, est la plus grande distance entre deux sommets.

12
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1.1.2 Notion de connexité

Définition 1.1.7 ( Graphe et sous graphe connexes ). :

Un graphe non orienté est connexe si chaque sommet est accessible a partir de n'importe quel
autre sommet, Autrement dit si pour tout couple de sommet distincts (v;,v;) € V2, il existe une
chaine entre v; et v;.

6'06 ()

F1GURE 1.11 — Exemble :Le graphe n’est pas connexe car il n’existe pas de chaine entre 1 et 7
en revanche le sous graphe induit par les sommets {1,2,3,4} est connexe.

Définition 1.1.8 ( Composante connexe ). :
Une composante conneze d’un graphe non orienté G,est un sous graphe G de G qui est connexe
et maximal (c’est a dire qu’aucun autre sous graphe conneze de G ne contient G/).

Par exemple :Le graphe précédent(figure 1.11) est composé de 2 composantes connexes, la
premiére est le sous graphe induit par les sommets {1,2,3,4}, et la seconde et le sous graphe
induit par les sommets {5,6,7}.

Un graphe est dit connexe, si et seulement si il admet une unique composante connexe.

On retrouve les différents notions de connexités dans les graphes orientés en remplacant
naturellement la notion de chaine par celle de chemin. dans le cas orienté on parle de graphe
fortement connexe au lieu de connexe, et de composante fortement connexe au lieu de compo-
sante connexe.

—@ O0—0
O—~0 W—0G

FI1GURE 1.12 — Exemple :Le graphe de gauche est fortement connexe, tandis que celui de droite
ne l'est pas.

Lorsque le graphe n’est pas fortement, on parle de composantes fortement connexes. Par
exemple 'ensemble constitué du sommet 1 est une composante fortement connexe.

1.1.3 Hypergraphes

Un hypergraphe, est la donnée d’'un couple (V&) o V est un ensemble et £ est un sous-
ensemble de I’ensemble des parties de V. Les éléments de V' sont les sommets et les éléments de €
sont les hyperarétes de I’hypergraphe : ce sont des sous-ensembles de sommets. Un hypergraphe
est régulier si tout sommet est dans exactement r hyperarétes et k-uniforme si toutes ses arétes
sont de taille k. La notion d’hypergraphe généralise la notion de graphe : les graphes sont
exactement les hypergraphes 2-uniformes.[I]

13
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FIGURE 1.13 — Exemple d'un hypergraphe.

1.1.4 Différents types de graphes

Définition 1.1.9 (Graphe complet). :
Un graphe complet, est le graphe ayant chaque sommet adjacent a tous les autres. On le note
K,.

FI1GURE 1.14 — Exemple d'un graphe complet K.

Définition 1.1.10 (Graphe planaire). :
Un graphe est dit planaire, s’il admet une représentation ou deux arétes n’intersectent pas.

F1GURE 1.15 — Dans le graphe qu’est a gauche, on a I'aréte 2-4 qui intersecte 'aréte 1-3. Le
graphe qu’est a droite est une représentation planaire de celui de gauche.

Parmi les résultats les plus fondamentaux dans ce type de graphe on a, le résultat suivant :

Théoréme 1.1.2 (Eulerf). :
Soit G = (V, E), un graphe conneze et planaire d’ordre n de taille m et ayant f faces (régions),
alors on a :n—m+ [ = 2.

2. Leonhard Euler : né le 15 avril 1707 & Bale (suisse)et mort & 76 ans le 7 septembre 1783 (18 septembre
1783 dans le calendrier grégorien) & Saint-Pétersbourg, est un mathématicien et physicien suisse. Il était no-
tamment membre de I’Académie royale des sciences de prusse & Berlin. Euler fit d’importantes découvertes
dans des domaines aussi variés que le calcul infinitésimal et la théorie des graphes. Il introduisit également une
grande partie de la terminologie et de la notation des mathématiques modernes, en particulier pour ’analyse
mathématique, comme la notion de fonction mathématique.

14
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Définition 1.1.11 (Graphe régulier). :

Un graphe régqulier, est un graphe dont les degrés des sommets sont tous égaux. Ainsi on dit
qu’un graphe est k-régulier pour tout sommet v on a d(v) = k.

FIGURE 1.16 — Exemple d'un graphe 3-régulier.

Définition 1.1.12 (Graphe biparti). :

On dit qu’un graphe G = (V, E), est biparti si son ensemble de sommets peut étre diviser en
deuz stableP]

ng‘ gﬁ

FIGURE 1.17 — Exemple d’un graphe biparti.

e Un graphe sans cycle est dit acyclique.

Définition 1.1.13 (Arbre). :
On appelle arbre,qu’on note T' = (V, E), tout graphe simple conneze et sans cycle.

o O
O——0—0—7™0
o O

FIGURE 1.18 — Des exemples d’arbres

Définition 1.1.14 ( Forét). :

Une forét,est un graphe non conneze et sans cycle.c’est a dire que chaque composante conneze
est un arbre.

Définition 1.1.15 (Arborescence). :

Dans le cas orienté, on parle d’arborescence,c’est a dire une arborescences est un arbre orienté
ayant une mcineﬂ.

3. Un stable est un sous ensemble de sommets SC V' deux a deux non adjacents.
4. On appelle racine tout sommet r tel que tout autre sommet peut étre atteint a partir de r par un chemin.

15
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O

FIGURE 1.19 — Exemple d’arborescence.

1.1.5 Représentation matricielle

On peut considérer cette sous-section comme traitant la représentation "algébrique" d’un
graphe. Les matrices classiques permettant de représenter un graphe sont la matrice d’adja-
cence,a valeurs booléennes, et la matrice d’incidence, a valeurs 0,41 et -1.

Définition 1.1.16 ( Matrice d’adjacence). :
On définit la matrice d’adjacence par : M = (m;;) ot :

1 si v €l
;i =
Y 0 sinon

Si on se donne le graphe suivant :

(2)
Nou oy
(3)

F1GURE 1.20 — Graphe orienté.

Alors,sa matrice d’adjacence est donnée par :

— = =
_— o O O
o O OO
—_ 0 O

Dans le cas non orienté, la matrice d’adjacence est toujours symétrique.

Définition 1.1.17 (Matrice d’incidence). :
On définit la matrice d’incidence par Q = (g;;) ot :

0 sinon

1 si wv; estincident a e
qi; =

Soit le graphe suivant :

16
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FI1GURE 1.21 — Graphe non orienté.

Sa matrice d’incidence est :

11100000
10011000
0001O011O0
01001101
0010O0O0T171

1.2 Opérations sur les graphes

Dans cette partie, on présente quelques opérations qui peuvent étre effectuées sur les graphes.
Parmi celles-ci, on cite la suppression d’une aréte et d'un sommet, la contraction, I'union de
deux graphes, leur intersection et produit de graphes(directe et cartésien).

1.2.1 Suppression et Contraction

Définition 1.2.1 (La suppression d’une aréte). :
La suppression d’une aréte n’engendre que la suppression de celle-ci.

FIGURE 1.22 — Exemple :Suppression de 'aréte 1-2.

Définition 1.2.2 (La suppression d’un sommet). :
La suppression d’un sommet engendre la suppression des arétes qui lui sont incidentes.

F1GURE 1.23 — Exemple :Suppression de sommet 1.

Exemple :

Définition 1.2.3 (La contraction d’'une aréte). :
La contraction d’une aréte est la suppression de celle-ci en fusionnant les deux extrémités.

17
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Gaﬁ 9"6

FI1GURE 1.24 — Exemple :Contraction de l'aréte 1-2.

1.2.2 Union et Intersection

Définition 1.2.4 (Union). :
L’union entre 2 graphes G1=(V1,E et Go=(V3,E5),(G = G1 U G3) est un graphe avec :
V:V1UV2 etE:ElLJEg.

(5) (6)
@ o

e{e}e
v

FIGURE 1.25 — GG est 'union des deux graphes GG; et G qu’on note G U Gbs.
Définition 1.2.5 (Intersection). :

L’intersection entre 2 graphes G1=(V1, Ey) et Gy =(Va, E»),(G = G1UG2) est un graphe avec :
V:‘/lﬂ‘/g etE:ElﬂEQ.

(0 OO ®)
e o e ,E,
ee

FIGURE 1.26 — G est l'intersection des deux graphes G et Gy qu’on note G N Go

Les définition de 1.2.1 jusqu’au 1.1.5 ont été tiré des cours suivis lors de notre formation en
master 1 du module théorie des graphes [§].

1.2.3 Produit de graphes

Dans cette partie, on présente le produit de graphe(directe et cartésien). Pour plus d’infor-
mations sur les produit de graphes on peut consulter [6 23] 14, 17, [1§].

Produit directe

Définition 1.2.6. :
Soient deux graphes Gh = (Vi, Ey) et Gy = (Va, Es). Le produit direct ou croisé de Gy et Gs,

18
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noté G x Go est le graphe ayant pour ensemble de sommets Vi X Vy et dont deur sommets
u = (ug,v1),v = (ug,vy) sont adjacents si et seulement si :

iUy € By
et
VU9 € By

En d’autres termes, deux sommets de G X Gy sont, adjacents si et seulement si chaque deux
composantes appartenant au méme graphe sont adjacentes.

e@@

® 080
© () (2

F1GURE 1.27 — Exemple :Produit direct de deux graphes G; et G5 tel que G= G; X Gs.

Produit cartésien

Définition 1.2.7. :

Soient Gy = (V1, Ey) et Gy = (Va, Ey). Le produit cartésien ou carré de Gy et Go, noté G10Gs
est le graphe ayant pour ensemble de sommets V) x Vy et dont deux sommets u = (uy,vy),v =
(ug,vq) sont adjacents si :

U = U et VU2 € E2

ou

v =vy et wus € B

FIGURE 1.28 — Exemple :Produit cartésien de deux graphes G, et G5 tel que G=G; O Gs.

Un autre exemple de produit cartésien entre un cycle et une Cliqueﬂ (C,O0Ks3) :

5. Clique : est un sous-graphe complet.
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K

FIGURE 1.29 — Représentation d'un cycle Cy et une clique Ks.

F1GURE 1.30 — Représentation de produit cartésien entre un cycle et une clique Cy[1K3.

Propriétés :

e La commutativité :
Le produit cartésien est commutative.En d’autre termes,on noté

G10G, = G,0G,.

e L’associativité :
Le produit cartésien est associative,En d’autre termes,on noté

(G10G)0G; = G1O(G,0Gs).

e La connexité :
Le produit cartésien G1[JG5,est connexe si et seulement si G et GG sont connexe.

e Le degré d’un sommet :
Le degré d'un sommet du produit cartésien,est égale a la somme des degrés de ses
coordonnées.

o Le diametre :
e Soit H = G1Gs le diametre Dy du GG, est la somme des diametres de Gy et Gs.

e L’indépendance :
L’ensemble indépendant :est toute simplement est un stable.
La cardinalité d’un stable dans G notée a(G),est appelée nombre d’indépendance .
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L’idée centrale qui est utilisée pour produire des limites inférieures pour le nombre d’in-
dépendance de produit cartésiens est le fait que si I est un stable de Gi,et J est un
stable de GGy,alors I x J est indépendant dans G10G5,avec

Of(Gﬂng) 2 Oz(Gl)O[(GQ).

e Pour tous graphes G et Go, on a :[1§]

Oé(Glleg) Z Oé(Gl)Oé(G2>mZTL{|G1| - Oé(Gl), |G2| — Oé(GQ)}

a(G10G) < min{a(G1)|Gs|, a(G2)|G4]}-

Graphes résultant du produit cartésien :

e Hypercube :

Définition 1.2.8. L’hypercube de dimension n ou le n-cube noté ), est le graphe de 2™
sommets qui peuvent étre considérés comme étant tous les vecteurs booléens sur {0,1}",
et ot deux sommets sont adjacents si et seulement si les vecteurs associés a ces sommets
différent exactement en une seule composante.

Notons que Qo = Ki,Q1 = Ky et que d’une maniére générale, @, peut étre défini
récursivement en utilisant le produit cartésien par :

Qn—l—l - QnDKQ

Il est donc clair que Q,(n > 1) est isomorph@ﬂ a

KoUK, - - - UK.

et donc

Qner = QnDQd

101 111
10

00
0, Qs 000 010

FIGURE 1.31 — Les premiers hypercubes

eGraphe de Hamming :

6. Isomorphe entre deux graphes est une fonction conserve l'adjacence et la non adjacence.
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Définition 1.2.9. Un graphe de Hamming, est un produit cartésien de cliques de tailles

quelconques. Un graphe de Hamming produit de d cliques de taille q est noté H(d,q),
d(qg —1)¢?
Nombre des sommets q@. Nombre d’arétes u Distribution des degrés d(q—1) —

régulier.
L’hypercube de dimension d est donc le cas particulier du graphe de Hamming H(d, q).

FIGURE 1.32 — Graphe de Hamming H(3,3) = K30Kj.

Représentation matricielle
La présentation d’une matrice d’adjacence de produit cartésien G1G5, est donnée comme
suit :
AGlXGQ = AG1 ® InG2 + ]nG1 ® AG2

avec G1 et G sont d’ordre ng, et ng, respectivement, et @ est le produit de Kronecker, et
I,,est la matrice identité mxm. Rappelons que le produit de Kronecker, de deux matrice A,,x,
® By est la matrice mk x nl donnée par :

apnB  apB - a,B
Agp=| P 8 el
amlB amgB s amnB

En général, le produit Kronecker n’est pas commutatif.
Nous allons décomposer la formule pour voir pourquoi le produit Kronecker est nécessaire. la
matrice d’adjacent dans chaines Pset P, respectivement, sont :

01
AP2: (1 0)

On prend Ps x P, alors Ap,xp,= Ap, @ Ih+13 @ Ap,
les dimensions des matrices d’identité "croisent" pour garantit que nous obtenons la bonne di-
mension pour la matrice d’adjacence de P3 x P, qui est 6 X 6

p3—

s
|
o~ o
— O =
=)
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001000
000100
010
10\ [too0010
AP3®12_(1)(1)5®<01> 010001
001000
000100
Et

010000
100000

100
0 1 000100
]3®AP2:<10>®8(1)[1)_001000
000001
0000T10

Les deux matrices sont des matrices d’adjacence des deux graphes a 6 sommets, Notez que
nous avons maintenant deux copies de P3 dans un graphe et trois copies de P, dans un graphes,
comme représenté dans la figure suivante :

& O @
O
©)

Ap3®_[2 13®Ap2

FIGURE 1.33 — Les graphes de Ap, ® Iy et I3 ® Ap,.

Maintenant, on va ajouter les deux ensembles matricielle pour obtenir la matrice d’adjacence
de 14p3 X Py -

011000
100100
100110
AP3><P2: APg ® [2+[3 ® APQZ 0 1 1 O O 1
001001
000110

Cette matrice représente le graphe suivant :

FIGURE 1.34 — Le graphe de Ap,«p,.
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Chapitre

Les Codes Identifiants

Dans ce chapitre, on présente les codes identifiants comme un cas particulier du probléme
général de couverture par tests. On présente quelques définitions, application pratique, plusieurs
variantes et généralisations possibles de la notion de code identifiant, des liens avec d’autres
types de codes, I'existence et la construction de codes identifiants sont également présentés.
Les notions et les définitions dans cette partie émanent des références suivante :[12, 22, [7, 3,

20, 13, 19, 4, 9].

2.1 Codes Identifiants dans les graphes

Dans cette partie, on présente le probleme de couverture par tests, quelques définitions et
application pratique.

2.1.1 Probleme de couverture par tests

Les codes identifiants font partie de la famille des problemes de couverture par tests,définis
de fagon générique comme suit :

4 B C D E
1 1 2 1 2 3
2 12 2 0 2 1
310 0 3 3 0
4 5 5 0 5 0

FIGURE 2.1 — Exemple de ce probleme dans le cas d'une matrice M a coefficients entiers.

25



CHAPITRE 2. LES CODES IDENTIFIANTS

Etant donnée une matrice M,quels sont les sous-ensembles de lignes de M telles que les
colonnes résultantes soient toutes différentes ?
Dans le probléme de couverture par tests, il faut déterminer un ensemble de lignes de la matrice
permettant de différencier les colonnes entre elles. Dans la Figure 2.1, les restrictions aux lignes
2 et 4 des colonnes AB et D sont les mémes : les lignes 2 et 4 ne permettent donc pas de
différencier les colonnes de la matrice.Les lignes 1 et 3 quant a elles, permettent d’identifier
les colonnes A,B,C,D,E : les traces des colonnes A ,B,C,D,E sur les lignes 1 et 3 sont toutes
différentes.
Ce probleme a été, a l'origine,formulé pour modéliser un probléme d’aide au diagnostic médical,
dans lequel les lignes de la matrice M correspondent a des symptomes et les colonnes a des
maladies. Les coefficients de M correspondent a l'intensité des symptomes dans les maladies.
Le probleme consistait & déterminer un sous-ensemble de symptomes qui identifiait chaque
maladie de fagon unique.[I2].

2.1.2 Définition de codes Identifiants

Dans un graphes G = (V, F)donné, un code C' est un sous-ensemble de sommets,(C' C V).
Un élément de ce code est appelé mot de code. Notons N (v) les voisin du sommet v.

Définition 2.1.1 (Code couvrant). :
On dit que C est un code couvrant de GG, si C' est tel que tout sommet v de V\C' est voisin
d’au moins un sommet de C'.

Un code couvrant est aussi appelé dominant du graphe.
En d’autres termes :
Pour un sommet v de GG, on définit le voisinage étendu de v comme I’ensemble :
N[v] = N(v) U {v}.
Un sous-ensemble de sommets C', est un code couvrant de G si et seulement si pour tout
veVona:
Nv]NC # 0.

On dira qu’un sommet ¢ € C' couvre le sommet v s’il appartient au voisinage étendu de v.

FIGURE 2.2 — Le sous-ensemble des sommets rouges est un code couvrant du graphe :tout
sommet non rouge est voisin d’au moins un sommet rouge.

Définition 2.1.2 (Code séparateur). :
Un sous-ensemble C C G, est un code séparateur de G si et seulement si pour toute paire de
sommets distincts u,v de G on a :

Nlu]NnC # Nv]nC.

D’une facon équivalente, C' est un code séparateur si pour toute paire de sommets u et v
dans G on a :

(N[u] N C)A(N[o] N C) # 0.
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ou AA B désigne la différence symétrique de A et B : AAB = (AN B)U(B\ A). On dira qu'un
sommet ¢ € C, sépare les sommets u et v s’il appartient a la différence symétrique de N[u]NC
et N[v] N C. Le sous-ensemble C' est un code séparateur de G s'il sépare toutes les paires de

sommets distincts de G.
(2)
SN
(&)

FIGURE 2.3 — Le sous-ensemble de sommets C' en rouges représente un code séparateur :toute
les paires de sommets du graphe sont séparées par au moins un sommet rouge.

Remarque 2.1.1. Le code séparateur peut ne pas étre un code couvrant. Par exemple dans la
figure 2.3,le sommet 1 n’est pas covert.

Définition 2.1.3 (Code identifiant). :
On dit que un sous-ensemble C de G, est un code identifiant si et seulement si :

1. Pour tout sommet v € V, on a : N[v]NC # 0 (condition de couverture).

2. pour toute paire de sommets distincts u et v, on a :N[u|NC # N[v|NC (condition de
séparation).

D’une autre maniere, un code identifiant, est a la fois un code couvrant et un code séparateur

L’ensemble N[v] N C est appelé ensemble identifiant de v, on le note I(v,C') ou simplement
I(v) ¢'il n’y a pas d’ambiguité.

e‘@@@’e

FIGURE 2.4 — L’ensemble des sommets rouges forme un code identifiant du graphe. On a par

exemple : 1(2) ={2,3,7} et I(5) = {4,6}.

2.1.3 Application Pratique

Les codes identifiants, ont été introduits pour modéliser un probleme pratique d’identifica-
tion de processeurs défectueux dans des réseaux multiprocesseurs.
Supposons que chaque processeur p; d’un réseau soit capable d’exécuter une procédure test(p;),
qui s’applique a p; ainsi qu’aux processeurs voisins de p;. Cette procédure teste le bon fonction-
nement de p; et de ses voisins, et ne retourne qu'une information de type binaire : par exemple,
0 si une défaillance a été détectée sur p; ou sur I'un de ses voisins, et 1 sinon. En supposant qu’a
tout moment, au plus un processeur du réseau soit défectueux, le probléeme est de déterminer
un sous-ensemble de processeurs C' tel que :
e Si au moins un des processeurs de C renvoie 0 apres I'exécution de test, alors il y a un
unique processeur défectueux dans le réseau, que nous sommes en mesure de localiser
d’apres les résultats des exécutions de test sur C.
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e Si tous les processeurs de C' renvoient 1 apres 'exécution de test, alors tous les proces-
seurs du réseau sont en bon état de marche.

b2 p3 Pa
p1 Ps

DPs pr De

FIGURE 2.5 — Dans le réseaux ci-dessous a 8 processeurs, ceux qui sont en rouges permettent
d’identifier de fagon unique chaque processeur du réseau.

Il est facile de voir qu’un sous-ensemble de processeurs C' vérifie ces deux conditions si et seule-
ment si 'ensemble de sommets correspondant C' est un code identifiant du graphe associé au
réseail.

En effet, la deuxieme condition garantit le fait que si aucun processeur de C' ne détecte de
défaillance alors aucun processeur du réseau n’est défectueux : cela équivaut a dire que C' est
un code couvrant du graphe associé au réseau. La premiere condition, équivaut elle a dire que
C' est un code séparateur du graphe. En effet, le sous-ensemble I de processeurs de C' ayant
renvoyé 0 apres I'exécution de test est ’ensemble des processeurs de C' voisins du processeur
défectueux p : c’est 'ensemble identifiant de p. Dire que I = I(p, C') détermine de fagon unique
p équivaut a dire que C' est un code séparateur du graphe du réseau.

Une autre application des codes identifiants, a été réalisée pour le probléeme de localisation
par un réseaux de capteurs a une échelle local (immeuble,station de travail...).

Les réseau de capteurs est un nouveau moyen permettant d’atteindre et de surveiller notre
environnement. D’importantes application de ces réseaux comprennent la surveillance des ba-
timents,stations nucléaires,...ect.

2.2 Quelques généralisations et variantes possibles

Dans cette partie, on présente I'identification a distance » > 1 , identification d’ensembles
de sommets, identification dans les graphes orientés, identification robuste et dynamique.

2.2.1 Identification a distance r > 1

Une premiere fagon d’étendre la notion de code identifiant est de permettre a chaque proces-
seur p d'un réseau d’exécuter une procédure test(p), qui s’applique a p ainsi qu’aux processeurs
voisins de p. On peut imaginer que p puisse tester tout les processeurs a distance au plus r
du processeur exécutant la procédure, ou r est une constante supérieure ou égale a 1, et ou la
distance entre deux processeurs est définie comme le nombre minimum d’arétes d’un chemin
entre ces deux processeurs.

On parle dans ce cas de codes r-identifiants.

Définition 2.2.1 (Code r-identifiant). :
On dit qu’un sous-ensemble de sommets C C V', est un code r-identifiant si et seulement si :
e pour tout sommet v €V, on a :

B,(v)NC #0
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)

e pour toute paire de sommets distincts w,v, on a :

B,(u)NC # B,(v)NC

tel que B,.(v) représente la boule de rayon r centrée en v : B,.(v) est l'ensemble des sommets a
distance au plus r de v.
L’ensemble identifiant de v, B.(v) N C, est en général désigné par I.(v).

FIGURE 2.6 — Les processeurs en rouges forment un code 1- et 2-identifiant du graphe.

2.2.2 La densité des codes identifiants

Soit G = (V, E) un graphe quelconque, la densité d'un code r-identifiant de G est définie
comme suit :

Définition 2.2.2 (La densité). :
Pour tout sommet v € V, et pour tout r € N. La densité noté d(C,G) d’un code r-identifiant
de G, est définie comme étant la limite :

. |C' N B,(v)]
d(C,G) = lim,_ooSUp—————
(€ G) = timesoestb TR )

2.2.3 Identification d’ensembles de sommets

On peut, de plus supposer qu’a tout moment il y ait au plus ¢ processeurs défectueux dans

le réseau, ou ¢ est une constante fixée. Pour faire face a cette éventualité, on définit les codes
identifiant les ensembles d’au plus ¢ sommets de G.
De maniere formelle, on dit que C' est un code identifiant les ensembles d’au plus ¢ sommets
de G = (V,E) si et seulement si, les ensembles identifiants I(X,C) sont distincts pour tous
les sous-ensembles X de cardinalité au plus £ de V', ou I(X,C) est défini comme 'union des
ensembles identifiants des sommets de X :

I(X,C) = U I(v,C).
veX
Dans ce cas, on parle de code(1,< ¢)-identifiant, On peut bien entendu combiner ceci avec

I'identification a distance r < 1, on parle alors de code (r,< f)-identifiant, qu’on définit comme
suit :

Définition 2.2.3 (Code (r,< ¢)-identifiant). :
On dit qu’un code C, est (r,< {)-identifiant si et seulement si :les ensembles I.(X,C) sont
distincts pour tous les sous-ensembles d’au plus € sommets X de G, ou I.(X,C) est défini
comme :

L(X,C)=J I(v,C)

veX
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2.2.4 Identification dans les graphes orienté

En considérant les liens entre les processeurs du réseau soient directionnels, c¢’est-a-dire que
le graphe du réseau considéré soit orienté. En ce cas, un processeur p; peut tester un processeur
po si et seulement si il y a un arc de p; vers po. Le fait que p; puisse tester p, n’implique pas
que py puisse tester p;.

Au niveau graphique, il suffit dans ce cas de remplacer N[v] par I'"[v] dans la définition d'un
code identifiant, ou I'~[v] désigne I’ensemble fermé des voisins entrants de v :

o] =T"(v)U{v}.

Définition 2.2.4 (Identification dans les graphes orienté). :
Un sous-ensemble de sommets C' d'un graphe orienté G,est un code identifiant de G si et
seulement st :

e pour tout sommet v €V, on a

I w]NnC #0.
e pour toute paire de sommets distincts u,v, On a
I ulnC#T"wNC.
L’ensemble identifiant de v, I~ [v] N C, est noté I~ (v).

FIGURE 2.7 — Exemple d’'un graphe orienté muni d’un code identifiant,C' = {1, 3,5, 6,7, 8}.

2.2.5 Identification Robuste

On peut supposer que les processeurs détecteurs peuvent étre sujet a des défaillances.

Définition 2.2.5 (Code identifiant r-robuste). [16]
Soit C' un code identifiant de G = (V, E), on dit que C' est un r-robuste si :

e pour tout u,v €V et A;BCV avec | A|,| B|<r ona:

I(u,C)ANA+I(v,C)AB

En d’autres termes, on peut permettre ’ajout, ou la suppression d’au plus » mot de code de
n’importe quelle ensemble identifiant sans que cet ensemble perd sa propriété d’identification.
Alternativement, il est possible de redéfinir les codes identifiants r-robustes moyennant la dif-
férence symétrique. Soit A,,;, la cardinaité minimum de toutes différences symétriques entre
deux sommets quelconques, c’est a dire :

DNmin(C) = min | I(u,C) A I(v,C)min
u,veV,u#v

entre les ensembles identifiants de deux sommets quelconques. On a donc le théoréme suivant
qui est une application directe de la définition.

Théoréme 2.2.1. [16/
Le code identifiant C' est r-robuste si et seulement si :
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2.2.6 Identification Dynamique

Une chaine (cy, ¢, -, ¢y) dans un graphe non orienté G = (V, E), est appelée un code
d’identification dynamique, si tous les ensembles I(v) = {u € C : d(u,v) < 1} car v € V ne
sont pas vides et aucun d’entre eux n’est le méme ensemble. Ici d(u, v) désigne la distance entre
u et v. Les codes d’identification dynamiques en grilles carré, grilles triangulaires, maillages
hexagonaux et hypercubes binaires [IT], [T0].

Définition 2.2.6 (Identification Dynamique). Soit G un graphe. Une suite ¢y, cq, -+ , ¢y de
sommets tel que :
e d(ci,civ1) =1 pour tout i = 1,2,-+- ;m — 1, ot {¢1,¢a,- -+ , ) forme une chaine dans
G,
o {c1,¢0, . Cm} est un code r-identifiant.

C' est appelé un code r-identifiant dynamique dans G. (sir = 1, on parle juste d’un code d’iden-
tification dynamique).

F1GURE 2.8 — Un code d’identification dynamique dans Ps[1P;.

2.2.7 Existence d’un code identifiant

Il n’existe pas toujours de code identifiant dans un graphe. En effet, si deux sommets ont
exactement le méme voisinage fermé, alors aucun sommet ne pourra les séparer. Deux sommets
u et v tels que N[u] = NJ[v] sont appelés des sommets jumeaux (voir la figure 2.9). Clest la
seule restriction puisque si un graphe n’a pas de jumeaux alors ’ensemble de tous ses sommets
est clairement un code identifiant. Les graphes complets K,,, font partie de graphes, qui n’ad-

mettant pas de code identifiant.

FIGURE 2.9 — Graphe avec des sommets jumeaux , indiqué en rouge.

eve
e

FI1GURE 2.10 — Graphe complet K, , n’admettant pas de code identifiant.
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Proposition 2.2.1. :
Un graphe admet un code identifiant si et seulement s’il est sans jumeauz .

Proposition 2.2.2. :
Soient G un graphe sans jumeaux et C un code identifiant de G. Alors tout ensemble C' conte-
nant C' est un code identifiant de G.

A%

2.2.8 Reésultats généraux

Dans les parties précédentes, nous avons défini comment sélectionner un code identifian,
et nous avons étudié sa existence, mais le probleme le plus difficile, ¢’est de donner un code
identifiant de cardinalité minmum de maniere générale. Cependant, nous pouvons quand méme
borner le cardinal d’un code identifiant d’'un graphe.

En ce qui concerne la borne supérieure, on doit le résultat a Sylvain Gravier et Julien Moncel

[5].

Théoreme 2.2.2. :
Soit G un graphe sans jumeaux possédant au moins une aréte. Alors

Y UG) < In— 1.
De plus, cette borne est serrée :elle est atteinte notamment pour les étoz’lesE] Ky, avecn > 2.

D’autre part, concernant la borne inférieure, nous avons :

Théoreme 2.2.3. :
Soit G un graphe sans jumeauz possédant au moins une aréte. Alors

7'UG) = [logs(n + 1)].

Une preuve constructive de ce théoreme est disponibles dans [12].

2.3 Code identifiant dans les grilles

Les grilles peuvent apparaitre comme un modele pour les réseaux,un réseaux de multipro-
cesseur en est un exemple que nous avons aborde précedemment.
On a quatre types de grilles ,"grille carrée,grille triangulée, grille royale et grille hexagonal" mais
on a abordé dans notre mémoire deux types des grilles.

Définition 2.3.1 (Grille infinie). [1Z] :

La grille n-dimensionnelle (infinie) est le produit cartésien de chemins infinis Ps, ,dont 'en-

semble de sommets est Z" est Uensemble d’arétes {uv,d(u,v) = > | v; —u; |= 1} o0 d(u,v)
i=1

(distance de Manhatan) représente la longueur d’un plus courts chemin entre u et v . Le mot

grille désigne généralement la grille bidimensionnelle Z2.

La densité optimale du code identifiant C' dans une grille infinie est donné pa le théoréme
suivant :

1. sont les graphes biparti complet K;
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Théoréme 2.3.1. :

7
d(C,7*) = —.
( ) ) 20
7
Ce résultat a été prouvé en deux temps. En 1999, Cohen et al. Ont prouvé que d(C, Z?) < 20"
7
et en 2005, Ben-Haim et Litsyn ont montré que d(C,Z?) > %0

Définition 2.3.2 (Grille finie). [12] :
Une grille k x n (finie) est le sous graphe Grxn de la grille induit par le sous ensemble de
sommets {1,...,k} x {1,...,n}.

Pour les grilles finies, on a les bornes suivantes :

Théoreme 2.3.2. :
Pour tous k,n > 2, on a :
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Chapitre

Codes Identifiants dans le produit cartésien de
deux chemins

Dans ce chapitre,nous allons étudié le probleme de codes identifiants dans le produit carté-
sien de deux chemins.Nous présentont les premiers résultats obtenus dans P,[1P, tel que P, et
P, sont deux chemins.

Nous énoncons les résultats de cas de chemin et P[P, ainsi que les démonstration.

3.1 Préliminaires
Pour rappels, soit G = (V, A) un graphe orienté.
On dit que le sous-ensemble C' est un code identifiant Dans G si et seulement si :
e pour tout sommet v € V, ona: I~ (v) # 0.
e pour toute paire de sommets distincts uw,v, on a : I~ (v) # I~ (v).

Dans le premier chapitre de ce mémoire, on a évoqué les propriétés du produit cartésien, et
parmi ces propriétés on trouve la commutativité c’est a dire :

P,UP, = P,UPR,,.

Ce qui veut dire que la recherche d’un code identifiant dans P,,[1P, est similaire a sa recherche
dans P,1P,,.

Dans ce qui suit, on va utiliser cette notation :
e Vn,me N*:

FIGURE 3.1 — Les sommets vy 1,033 etvy o dans V(P,OP,).

e On notera un code identifiant dans P,,[JP, par C.
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e Soit G un graphe quelconque, on notra v/4(G) la cardinalité minimum d’un code iden-
tifiant dans G.

Lemme 3.1.1. :
Soient v , V12 et vo1 trois sommets de P[P, alors ils doivent étre des mots de code .

Démonstration. :

e Sivy ¢ Calors I (v11) = 0, c’est & dire que vy ne sera pas couvert par C. Donc
V1,1 eC.

o Sivy; ¢ Calors I (ve1) =1 (v11) = {v11}, c’est a dire que vy et vy ne seront pas
séparés. D’ou vy ; € C doit étre dans C.

e De méme maniere,si vy 2 ¢ C alors les deux sommets vy 9 et v1 1 ne seront pas séparés .

]

Lemme 3.1.2. :
Soient v; j,v; j—1 et v;_1; trois sommets de P,[0P, aveci > 2,5 > 2, alors au moins l'un d’entre
eux doit étre un mot de code.

Démonstration. :

e On sait que I'"[v — 4, j|={v—14,j,v—i—1,j,v—1i,57 — 1}, alors si aucun éléments de
I'"[v —i,j] n’est du mot de code, alors I~ (v; ;) = 0 c’est a dire v; ; ne sera pas couvert.

FIGURE 3.2 — Disposition des sommets dans la grille.

Ces deux résultats nous seront nécessaire dans la suite.

3.2 Code identifiant dans les chemins
Soit P, = {v; : 1 <4 < n} un chemin de longueur n.

Lemme 3.2.1. [2] :
Le sous-ensemble C' est un code identifiant de P, si et seulement si :
1. Les deux sommets vy et vy sont des mots de code,
2. Pour toute paire de sommets consécutifs, v; et viyr, © € {3,4,--- ,n — 1},v; ou v;4qest
un mot de code,
3. Pour tout triplet de sommets consécutifs, v;,vi1 et viia, 1 € {1,4,--+ ,n—2},v; est un
mot de code ou v; 1o est un mot de code.

Démonstration. :
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e Pour (1) :
On suppose que vy ¢ C alors I~ (v1) = 0, ¢’est a dire vy ne sera pas couvert par C. Donc
(R C
On suppose que vy ¢ C alors I~ (ve) = I~ (v1) = {v1}, c’est a dire v; et vy ne seront pas
séparés. Donc vy € C.

e Pour (2) :
On suppose que v; ¢ C et v;11 ¢ C alors I~ (v;11) = (). Donc v; € C ou v;41 € C.

e pour (3) :
On suppose que v; ¢ C' et v;,5 ¢ C alors on a deux cas :

Vi Vit1 Vig2 Vi Vit1 Vi42

FIGURE 3.3 — Les deux cas possibles. Dans la figure a gauche on a v;,; € C, et dans la figure
a droite on a v;11 ¢ C

Cas 1 : Siv;yq € Calors on aura I~ (v41) = I~ (v42) = {vis1}, cest a dire que v;,; et
Vi1o Ne seront pas séparés.

Cas 2 : Si v, ¢ C alors on aura forcément I~ (v;11) = I~ (vite) = 0, c’est a dire que
V;+1 €t V49 Ne seront pas couverts.

On remarque que les conditions sont nécessaires et suffisantes pour la couverture de tous les
sommets de P,.

Maintenant, on montre que les conditions sont suffisantes pour la séparations.

Deux cas se présentent :

Cas 1 : Si les deux sommets sont voisins(c & d v; et v;41).
On a vu que la condition (1) permet la séparation de v; et vs.
Pour les autres paires de sommets consécutifs, d’apres la condition (3) on a v;_; € C' ou
Vi1 € C, ainsi on aura I~ (v;) # I~ (viy1) -
Donc v; et v,y seront séparés.

Cas 2 : Si les deux sommet ne sont pas voisins(c a d v; et vy (I > 2)).
D’apres la condition (2) on a v;1; € C ou v;4; € C, ainsi an aura I~ (v;) # I~ (vigy) -
Donc v; et v;4; seront séparés.

Alors les conditions sont suffisantes pour la séparations.
De ce qui précede, on conclut que pour chaque trois sommets consécutifs au moins deux sont
des mots de code. O]

Théoréme 3.2.1 (La cardinalité minimum). [2/
La cardinalité minimum d’un code identifiant, dans un chemin orienté est donnée par :

2p Si n=3p.
FUP)={2p+1 Si n=23p+1.
2p+2 St n=3p+ 2.

La démonstration de ce théoreme peut étre trouvée dans [2].
Dans la suite, nous allons étudier le probleme de recherche d’'un code identifiant de cardi-

nalité minimum sur le produit cartésienne P,,[1P,.
Nous considérons, dans un premier temps le cas ou m = 2 puis le cas ou m = 4.
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3.3 Code identifiant dans PALIP,

Lemme 3.3.1. :
Soit le sous-ensemble suivant :

C= {Ui,l 01 S 1 S n} U {ULQ}.

Alors C' est un code identifiant de Po1P,.

t%@%
FIGURE 3.4 — Les sommets rouges forment un code identifiant C de P,U1P,.

Démonstration. :
Soit v; jun sommet quelconque de PUPF,, alors on a :

Cas 1 : Pour tout v;; , tel que 7 > 1:
Onal (vi1)# 0 carv, €C.
Cas 2 : Pour tout v;5 , tel que 7 > 1:
Puisque v;; € ' [v; 0] ,et v;1 € C.Alors I~ (v;9) # 0.

Donc, I’'ensemble C' est bien un code couvrant.
Montrons maintenant que C est un code séparateur.
Soient v; ; ,Vi—1,;,Vit1,; €t v; j41 des sommets de P,[1F,, alors 5 cas se présentent :

Cas1: v;3€Cuv€Cetuvy; €C dapreslemme 3.1.1 les 3 sommets sont séparés.
Cas 2 : Pour tout v;; € {v;1:3<i<n—1}:

Ona: I [vi;] = {vi-1,,vi;} I [vi1,4] = {vie2 g, vie15} I Vi1 5] = {vigs vipr}-
I [vij1] = {vig}
donc il sont séparés, puisqu’ils sont tous différents .

Cas 3 : Pour tout v;; € {v;2:2<i<n-—1}:

De maniere similaire, on observe que tous les sommets sont séparés.

Cas 4 : Pour vyo : On a: I [vgs] = {v12,v21}. I~ [v19] = {v12, 011} I [vgq] =
{vo1,v11} I [vg o] = {vs1}.
donc il sont séparés.
Cas 5 : Pourv,jetv,_11:0na: I [v,1] ={vn1, vn-11} I [vp-11] = {vn—21,vn-11}
I [wn 2] = {vn1} I [n—12) = {vn-1,1}
donc il sont séparés.
D’ou C est un code identifiant dans P,[1P,. O

Théoréme 3.3.1 (Cardinalité minimum). :
La cardinalité minimum d’un code identifiant, dans P,L1P, est donnée par :

A P0OP,) =n+ 1.

Démonstration. :
La cardinalité minimum d’un code couvrant (dominant), notée par v(P20P,).
D’apres M.Mollard [15] :

v(POP,) = n.
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On sait que v/4(P,0PR,) > v(PR0OPR,) [12]. Donc v4(P,OPR,) > n.
Puisque v(P0P,) = n alors C = {v; 1} est un ensemble dominant.

O—0—0—-0—0—0—

*>o 0000

FIGURE 3.5 — v(PR0OP,) =n

Or d’apres le lemme 3.1.1 pour que C soit un code identifiant, le sommet v, 5 doit étre dans
le code. Alors C' = {v;1} U{v12} et on a déja montre que C' = {v;1} U {vy2} est un code
identifiant .

Dot 4 P,0P,) =n+ 1. O

3.4 Code identifiant dans P[P,

Lemme 3.4.1. :
Soit le sous-ensemble de sommets suivant :

C:{vm:1§i§n}U{vi,3:1§i§n}U{vL2}.

Alors C' est un code identifiant de Py,L1P,.

O—0—0—

FIGURE 3.6 — Les sommets rouges forment un code identifiant C' de P,[1F,.

Démonstration. :

Pour montrer que C' est un code identifiant on procede par deux étapes :on montre dans un
premier temps que C' est couvrant, ensuite on montre que C' est séparateur.

Soit v; ; un sommet quelconque de P4[1F,, alors on a :

Cas 1: Pour vy et v,z ona I (v1) #0Det I (v;3) # 0 car vy € C et v;3 € C.

Cas 2 : Pour v;5 et v;4 on a ;1 € I[v;2] et v;1 € C alors I~ (v;2) # 0; De méme pour
v;.4. Donc pour tout v; ; on a :

I~ (viy) # 0.

Alors le code vérifie les conditions nécessaire et suffisantes pour la couverture de tout sommets
de P,OJP,. On montre que C' vérifie la condition de séparation. Soient v; j,v; 1,V j4+1,0i—1,; et
v;+1,; des sommets quelconques de P[P, alors 6 cas se présentent :

Cas 1: v13€Cvg€Cetuvgg €C dapres lemme 3.1.1 les 3 sommets sont séparés.
Cas 2: Pourv;j € {v;;:3<i<n—1}ona:
I™(vi3) = {vig, vici 1 (Vig) = {vig vierg b I (vicrg) = {vicay vica s} et I (v j1a) =

{vi }-
Donc ils sont séparés, puis qu’ils sont tous différents .
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Cas 3,4 et 5: Pour v;; € {v;i2 :2<i<n—-1}v; € {vi3 : 2 < i < n—1} et
ULJ'E{’UZ‘AIQSZ'STL—l}I
De maniere similaire a le premier cas, on observe que tous les sommets sont séparés.

Cas 6 : Dans ce cas on va vérifié la séparation des sommets qui sont sur les bords, alors 6
sommets se présentent :
e Pour V1,3 et viq0na: I~ (ULg) = {Ul,g, U173},Ii (U273) = {U173, U273},Ii (ULQ) = {'ULl, 1)172},[7 (U1,4) =
{v13} et I (vo4) = {va3} .
Donc ils sont séparés .
e Pour v, 1,0, 2,0n3 et vpgona Il (vn1) = {vn-11,0n1 ), (Vn-11) = {Un-21,Un—11}, ] (Up2) =
{ona b (no12) = {vn1a bl (0n3) = {vn-13, 3}, ] (Vn-13) = {Vn-23,Vn-13}, 1 (Vna) =
{Umg} et Ii(?]n_174) = {'Un—l,?)}'
Donc ils sont séparés .
Donc C' est vérifié les conditions de couverture et de séparation. Alors C' est un code
identifiant dans P,00P,.

]

Remarque 3.4.1. :
Dans le code C, nous remarquons qu’a partir de la deuxiéme colonne, toutes les colonnes
contiennent deux mots de code.

Lemme 3.4.2. :
Soit C' un code identifiant dans G Soient ¢; et ¢;v1 deux colonnes successives de G. Alors on a :

’(Ci+1 U Ci) N C‘ 2 4.

Démonstration. :
On suppose qu’une colonne ¢; de P,[1P, avec 2 < i < n peut avoir deux mots de code, un seul
mot ou aucun mot c’est a dire on a 3 cas possibles :

On commence par :

1. S’il existe i : ¢; NC' =10
e On a ¢;; n’est pas un mot de code donc d’apres lemme 3.2.1 les deux sommets ¢;_1 1
et ¢;41,1 sont des mots de code.
e Le sommet ¢;_; 5 doit étre un mot de code pour couvrir ¢; 5.
e Les deux sommets ¢;_; 3 et ¢;_; 4 sont des mots de codes d’apres lemme 3.2.1 .
Alors le min de sommets qui doivent étre dans C sur ¢;_; et ¢; égale a 4.
e Le sommet c;;; 2 doit étre dans le code pour séparé c; 1.
e D’apres lemme 3.1.2 I'un des deux sommets ¢;41 4 ou ¢;413 doit étre dans le code .
- Si Ci+1,3 S C:
On a d’apres lemme 3.1.2 I'un des trois sommets ¢;423 OU Cjpo4 OU Ciyq4 doit étre un
mot de code donc on peut prend c;;1 4, donc le min de sommets entre ¢; et ¢;41 égale a

oo

C;

FIGURE 3.7 — Si ¢;113 € C.
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- Si Cit1,4 eC:
On a d’apres lemme 3.1.2 I'un des trois sommets ¢;423 OU Cit22 OU ¢iy1,3 doit étre un
mot de code donc on peut prend c;;1 3. Alors le min de sommets entre ¢; et ¢; 41 égale a

:
o

FIGURE 3.8 — Si ¢j114 € C.

P
S

kS

Ci

Alors le min de sommets entre deux colonnes s’existe ¢ : ¢; N C = () égale a 4.
2. Slexiste 1 : ¢; N C' =1, alors 4 cas se présentent :

Cas 1 : Dans ce cas on suppose que ¢; N C' = {¢; 1}, alors d’apres lemme 3.2.1 I'un des
deux sommets ¢;_1; ou ¢;11,; doit étre un mot de code, donc on aura deux sous-cas
possibles :

Cas 1.1 : Sile sommet ¢;_;; est un mot de code C' :
e Le sommet ¢;_; 2 est un mot de code pour séparé c; s et ¢; .
e Les deux sommets ¢;_13 et ¢;_1,4 sont des mots de code d’apres lemme 3.1.2.
Donc le min de sommets entre ¢;_; et ¢; égale a 5.
e Le sommet ¢; ;o doit étre dans le code pour couvert lui méme, le sommet ¢;11 3
pour séparé c;y1 2.
e D’autre part, d’apres lemme 3.1.2 I'un des trois sommets ¢;11 4 OU ¢j124 OU Ciyo3
doit étre un mot de code, alors on peut prend c;; 4.
Donc le min de sommets entre ¢; et ¢;1 égale a 4.

FIGURE 3.9 — le premier sous-cas 1.1

Alors le min de sommets sans ce sous-cas égale a 4.

Cas 1.2 : Sile sommet ¢;1;; est un mot de code C :
e Les trois sommets ¢;_1 2 , ¢;—13 et ¢;_1 4 doit étre des mots de code pour la méme
raison. Donc le min de sommets entrec; et ¢;_; égale a 4.
e L'un des deux sommets c; 412 ou ¢ 3 doit étre un mot de code d’apres lemme
3.1.2.

e Le sommet ¢; 414 doit étre un mot de code :
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- Si le sommet ¢; 412 est mot de code, alors le sommet ¢;41 4 doit étre un mot de
code pour séparé ¢,y 3,

- Si le sommet ¢; 413 est mot de code, alors le sommet ¢; 414 doit étre un mot de
code d’apres lemme 3.1.2.

Donc le min de sommets entre ¢; et c¢;11 égale a 4.

FI1GURE 3.10 — Le deuxiéme sous-cas 1.2.

Alors le min de sommets sans ce sous-cas égale a 4.

Donc le min de sommets entre deux colonne s’existe i : ¢; NC' = {¢;1} égale a 4.

Cas2: Si¢gNC={cs2}ona:
e Les deux sommets ¢;_1 1 et ¢;111 sont des mots de code d’apres lemme 3.2.1.
e L'un des deux sommets ¢;_1 2 ou ¢;_1,3 pour séparé de ¢; 2 et ¢; 3.
e Le sommet c¢;_; 4 est mot de code d’apres lemme 3.1.2.
Donc le min de sommets entre ¢;_; et ¢; égale a 4.
e L'un des deux sommets c;12 ou ¢; 41,3 doit étre dans le code d’apres lemme 3.1.2.
e Le sommet ¢;1; 4 est mot de code pour séparé c;;q 3.
Donc le min de sommets entre ¢; et ¢;1 égale a 4.

Q—

-

1

(&

FIGURE 3.11 — Le deuxieme cas : ¢; N C' = {¢; 2}

Alors le min de sommets entre deux colonne s’existe i : ¢; N C' = {¢; 2} égale a 4.

Cas 3: Si¢gNC={¢s}ona:
o Les deux sommets ¢;_11 et ¢;111 sont des mots de code d’apres lemme 3.1.2.
e Le sommet ¢;_; 2 doit étre un mot de code pour couvrir ¢; .
e L'un des deux sommets ¢;_; 3 ou ¢;_1 4 doit étre un mot de code pour la séparation
de Ci3 et Ci4-
Donc le min de sommets entre ¢; et ¢;_1 égale a 4.
e Le sommet ¢;1; 9 doit étre un mot de code pour séparé c;1 ;.
e L’un des deux sommets ¢;1;3 ou ¢;414 doit étre un mot de code d’apres lemme
3.1.2.

Donc le min de sommets entre ¢; et ;11 égale a 4.
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C;

FIGURE 3.12 — Le deuxieéme cas : ¢; N C' = {¢; 3}

Alors le min de sommets entre deux colonne si 3i : ¢; N C' = {¢; 3} égale a 4.

Cas4: Si¢NC={c4}ona:
e Les deux sommets ¢;_1 1 et ¢;11,1 sont des mots de code d’apres lemme 3.1.2.
e o Les deux sommets ¢;_; 2 et ¢;_1 3 sont des mot de code pour la couverture de ¢; »
et ¢; 3.
Donc le min de sommets entre ¢; et ¢;_; égale a 4.
e Le sommet c;; 9 doit étre un mot de code pour séparé c; 4.
e L’un des deux sommets c¢;;13 ou ¢;414 doit étre un mot de code pour séparé c; 4 et
Cit1,4-
Donc le min de sommets entre ¢; et ¢;_1 égale a 4.

)

7
C;
FIGURE 3.13 — Le deuxiéme cas : ¢; N C' = {¢;4}

Alors le min de sommets entre deux colonne s’existe i : ¢; N C' = {c; 4} égale a 4.

Donc dans s’existe ¢ : ¢; N C' = 1 le min de sommets entre deux colonne égale a 4.

3. sexiste 1: ¢; NC = 2 alors on a 6 cas :

Cas 1 : Dans ce cas on suppose que ¢; N C' = {¢;1 U o}, alors d’apres lemme 3.2.1
I'un des deux sommets ¢;_; 1 ou ¢;41,1 doit étre un mot de code, donc on aura deux
sous-cas possibles :

Cas 1.1 : Sile sommet ¢;_; ; est un mot de code C' :
e Le sommet ¢;_; 4 est un mot de code d’apres lemme 3.1.2.
Donc le min de sommet entre ¢; et ¢;_; égale a 4.
e Le sommet ¢;1; 3 est mot de code d’apres lemme 3.1.2.
e Le sommet ¢;1 4 doit étre un mot de code pour séparé c;;q 3.
Donc le min de sommet entre ¢; et ¢;1; égale a 4.
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C;

FIGURE 3.14 — Le premier sous-cas : ¢; N C' = {¢;1 Uc¢a}

Cas 1.2 : Sile sommet ¢;41,; est un mot de code C' :
e Le sommet ¢;_; 4 est un mot de code d’apres lemme 3.1.2.
Dans c¢;—; on a juste ¢;_14 qui doit étre un mot de code .
Mais dans la colonne ¢;_» tout les sommet doit étre des mots de code .
e D’apres lemme 3.1.2 I'un des trois sommet suivants ¢;_12 ou ¢;_1,3 ou ¢;_2 3 doit
étre dans le code donc on peut prend ¢;_1 3 ou ¢;—14 a la place de ¢;_5 3 et C reste
un code identifiant .
Donc le min de sommet entre ¢;_; et ¢; égale a 4.
e L'un des deux sommets c¢; 412 ou ¢ 3 doit étre un mot de code d’apres lemme
3.1.2.
e Le sommet ¢; 414 est un mot de code pour séparé c; 3.
Donc le min de sommets entre ¢; et ¢;11 égale a 5.

&

FIGURE 3.15 — Le deuxieéme sous-cas : ¢; N C' = {¢;1 Ucin}

Alors le min de sommets entre deux colonne s’existe i : ¢; N C' = {¢;1 U ¢;2} égale a

4.

Cas 2 : Dans ce cas on suppose que ¢; N C' = {¢;1 U ¢;3},alors d’apres lemme 3.2.1
I'un des deux sommets ¢;_; 1 ou ¢;41; doit étre un mot de code,donc on aura deux
sous-cas possibles :

Cas 2.1 : Sile sommet ¢;_; ; est un mot de code C :
e L'un des deux sommets ¢;_; 3 ou ¢;_1 4 doit étre un mot de code pour séparé c; 3
et ¢; 4.
Donc le min de sommets entre ¢;_; et ¢; égale a 4 .
e Le sommet ¢;1 2 est un mot de code pour couvert lui méme.
e L'un des deux sommets suivants c;y; 3 ou ¢; 14 d’apres lemme 3.1.2.
Donc le min de sommets entre c; 11 et ¢; égale a 4 .
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1

&
FIGURE 3.16 — Le premier sous-cas : ¢; N C' = {¢;1 Uc;s}
Cas 2.2 : Sile sommet ¢;41,; est un mot de code C' :

bullet De méme maniere que le cas précédent on trouve que le min des sommet
entre deux colonne égale a 4.

1

Ci

FIGURE 3.17 — Le deuxiéme sous-cas : ¢; N C' = {¢;1 Uc; 3}

Alors, le min de sommets entre deux colonne s’existe i : ¢; N C' = {¢;1 Uc; 3} égale a
4.

Cas 3 : Dans ce cas on suppose que ¢; N C' = {¢;1 Uc;a} ,alors d’apres lemme 3.2.1
I'un des deux sommets ¢;_; ; ou ¢;41,1 doit étre un mot de code, donc on aura deux
sous-cas possibles :

Cas 3.1 : Sile sommet ¢;_1; est un mot de code C':
e Le sommet ¢;_; 3 est un mot de code d’apres lemme 3.1.2.
Donc le min de sommet entre ¢; et ¢;_; égale a 4.
e Le sommet ¢; ;2 doit étre un mot de code pour couvert lui méme.
e Le sommet ¢; ;3 doit étre un mot de code pour séparé c;y12 et ¢; 4.
Donc le min de sommet entre ¢; et ¢;_; égale a 4.

1

Ci

FIGURE 3.18 — Le premier sous-cas : ¢; NC' = {¢;1 Uciq}

Cas 3.2 : Sile sommet ¢;411 est un mot de code C' :
bullet De méme maniere que le cas précédent on trouve que le min des sommet
entre deux colonne égale a 4.
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1

C;
FIGURE 3.19 — Le deuxiéme sous-cas : ¢; N1 C' = {¢;1 Ucia}

Alors, le min de sommets entre deux colonne si 3i: ¢; N C' = {¢;1 U4} égale a 4.

Cas 4 : Dans ce cas on suppose que ¢; N1 C' = {¢;2 Uc¢; 3} alors on a :
e Les deux sommets ¢;—11 et ¢;11,1 sont des mots de code d’apres lemme 3.1.1.
e L’un des trois sommets suivant ¢;_s 3 ou ¢;_; 2 ou ¢;_1 3 doit étre un mot , donc on
peut prend ¢;_12 ou ¢_13 .
Donc le min de sommets entre ¢;_; et ¢; égale a 4.
e L’'un des deux sommets ¢;+13 ou ¢;414 doit étre un mot de code . Donc le min de
sommets entre c; ;1 et ¢; égale a 4.

1

(&

FIGURE 3.20 — Le quatrieme cas : ¢; N C' = {¢;2 U3}

Alors, le min de sommets entre deux colonne s’il existe ¢ : ¢; N C' = {¢;2 U ¢; 3} égale
a 4.

Cas 5 : Dans ce cas on suppose que ¢; N1 C' = {¢;2 U4} alors on a :
e Les deux sommets ¢;_1 ;1 et ¢;11,1 sont des mots de code d’apres lemme 3.1.1.
e L'un des deux sommets ¢;_1 2 ou ¢;_1 3 doit étre un mot de code pour séparé c; » et
C;i3-
Donc le min de sommets entre ¢;_; et ¢; égale a 4.
e Le sommet c¢;;13 est un mot de code pour séparé c;4 et c;y14. Donc le min de
sommets entre ¢;,1 et ¢; égale a 4.

@)

1

&
FIGURE 3.21 - Le cinquieme cas : ¢; N C' ={¢;2Ucia}

Alors, le min de sommets entre deux colonne s’il existe ¢ : ¢; N C' = {c;2 U ¢; 4} égale
a 4.
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Cas 6 : Dans ce cas on suppose que ¢; N1 C' = {¢;3Uc;4} alors on a :
e Les deux sommets ¢;_1; et ¢;41,1 sont des mots de code d’apres lemme 3.1.1.
e Le sommet ¢;_; 9 doit étre un mot de code pour couvert c; o.
Donc le min de sommets entre ¢;_; et ¢; égale a 4.
e Le sommet ¢;1; o doit étre un mot de code pour séparé c; 1.
Donc le min de sommets entre ¢;.1 et ¢; égale a 4.

1

C;

FIGURE 3.22 — Le sixieme cas : ¢; N C = {¢;3Uciq}

Alors, le min de sommets entre deux colonnes sil existe i : ¢; NC = {¢;3Uc; 4} égale
a 4.
Donc,dans tous les cas possibles de P,[JP, on a [(¢;11 U¢)NC| > 4. O

Théoréme 3.4.1 (Cardinalité minimum). :
La cardinalité minimum d’un code identifiant, dans P,1P, est donnée par :

4 POP,) =2n + 1.

Démonstration. :
D’apres le lemme 3.4.2,0n a la cardinalité minimum entre deux colonnes successives est supérieur
ou égale a 4.
Par conséquent, le code C' que nous avons déja montré dans le lemme 3.4.1,vérifie le lemme
3.4.2. Alors, la cardinalité de C' est minimale.
Or dans P,0P, il y a (n — 1) colonnes apres la premiére colonne. D’apres la Remarque 3.4.1 on
a 2 mots de code dans toutes les colonnes qui sont apres la premiere colonne, donc on a 2(n—1)
mots de code apres la premiere, et puisqu’on a 3 mots de code, dans la premiere colonne de
P,OP, (lemme 3.4.1). Alors :v/¢4(P,00P,) = 3+ 2(n — 1).
Donc :

F4YPOP,) =2n + 1.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons abordé divers problemes concernant les codes identifiants dans
les graphes. Le probleme de code identifiant a tout d’abord été liée a les problemes de couver-
ture par tests.

Nous avons étudié dans ce mémoire le probleme de recherche de code identifiant de cardi-
nalité minimum dans le produit cartésien de deux chemins, nous avons commencé notre étude
sur ce probleme avec un petit rappel sur les graphes, que nous avons nommés dans le premier
chapitre avec < Généralités sur les graphes > .

Puis,nous nous sommes fixé pour objectif, d'une part, d’analyser et de comprendre le pro-
bleme de code identifiant, en répondant a ces questions :Qu’est-ce qu’'un code identifiant ? ,
Quelles sont leur variantes possibles 7 ;Est-que le code identifiant existe dans tout les types de
graphes? (nous avons répondu a ces questions dans le deuxiéme chapitre).

D’autre part, d’essayer de répondre a la question suivante :
Quelle est la cardinalité minimum d’un code identifiant dans les produit cartésien de deux che-
mins ?

En effet, peu de résultats ont été obtenus dans le cas des graphes orientés en particulier le
cas de produit cartésien de deux chemins. Parmi ces quelques résultats, nous avons trouvé le
cas de chemin et circuit.

D’apres les travaux réalisés dans le cas chemin, nous avons pu déterminer la crdinalité

minimum d’un code identifiant dans le produit cartésien de deux chemin (P,00P, et P,OP,).
Tous les résultats ont été donnés dans le troisieme chapitre.
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Résumé :

Nous nous intéressons dans ce travail, au probleme des codes identifiants dans les graphes.
Ce dernier consiste a trouver un sous-ensemble de sommets C, de cardinalité minimum, ou
chaque sommet du graphe considéré a un voisinage unique dans C' par.

On s’intéresse particulierement aux codes identifiant dans le produit cartésien de deux chemins
(PQDPn et P4|:|Pn)

Les mots clés :Code identifiant,produit cartésien,chemin,dominant.

Abstract :

In this work, we are interested in the problem of identifying codes in graphs. This
problem consists in finding a subset of vertices C', of minimum cardinality, where each vertex
of the considered graph has a unique neighbor in C.

We are particularly interested in finding minimum in the cartesian product of two paths (PP,
and P,OP,).
Keywords : Identifying code,Cartesian product,path,domination.
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