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Introduction

La programmation semi-dé�nie (SDP ) est un domaine important et récent de la program-
mation mathématique surtout dans les années 90, grâce à son utilisation vaste et on la trouve
dans plusieurs domaines, notamment : l’architecture, ingénierie électrique,...

Le problème SDP est une généralisation de la programmation linéaire (P L), la program-
mation quadratique et d’autre part est un cas particulier de plusieurs problèmes d’optimisation
comme la programmation quadratique semi-dé�nie, qui acte sur l’ensemble des matrices sy-
métriques semi dé�nies positives donc l’ensemble des contraintes est un cône non polyédrique
ce qui fait les méthodes classiques simpliciales ne sont pas valables. Pour cela, on utilise les mé-
thodes de points intérieurs qui ont été initialisées pour la première fois parKarmakar en 1984
[13]. Plusieurs algorithmes ont été développés pour la programmation linéaire [12, 24], la pro-
grammation quadratique [1] et la programmation semi-dé�nie SDP [15, 18, 19, 23, 25, 27, 29].
Ainsi que, la programmation quadratique semi-dé�nie [2].
Les méthodes de points intérieurs peuvent être classi�ées en quatre types :

— Méthodes a�nes.
— Méthodes projectives.
— Méthodes de réduction de potentiel.
— Méthodes de la trajectoire centrale.
Dans ce travail, on s’intéresse à la méthode de la trajectoire centrale (TC) de type primal-

dual qui a été présentée pour la première fois par De Klerk en 1998 [19], son direction est dit
direction classique. Plusieurs travaux pour avoir des nouvelles directions et nouvelle mesure
de proximité.

Notons que plusieurs travaux ont été réalisés pour résoudre le problème SDP , où des
algorithmes de type TC basés sur les fonctions noyaux [4, 8, 29, 30] et d’autres basés sur les
transformations algébriques [6, 14, 17, 29] ont été développés.
Kheirfam [14] fait l’extension d’étude de Darvay en 2016 [7] qui basée sur la transformation
algébrique ψ(t) = t −√t.

On s’intéresse à l’étude du travail de Kheirfam pour voir de nouvelles directions.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :
• Dans le premier chapitre, on présente un rappel sur des notions fondamentales d’usage

fréquent par la suite, à savoir l’analyse matricielle, l’analyse convexe ainsi que la pro-
grammation mathématique.
• Le deuxième chapitre est consacré à la programmation semi-dé�nie et le développe-

ment d’un algorithme TC de type primal-dual à petit pas, on utilise le schéma de symé-
trisation de Nesterov-Todd et on termine ce chapitre par l’analyse de la complexité de
cet algorithme dans [14].
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Introduction

• Dans le troisième chapitre, on présente les tests numériques appliqués sur quelques
exemples semi-dé�nie pour montrer l’e�cacité de cet algorithme.

On terminera ce mémoire par une conclusion générale.
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Notations

R
n : L’espace des vecteurs réels de dimension n,

R
n
+ : L’orthant positif de R

n,
R
m×n : L’espace vectoriel des matrices réelles de taille (m×n),

AT : Le transposé d’une matrice A ∈Rm×n,
aij : Elément de la matrice A ∈Rm×n,
S
n = {X : X ∈Rn×n, X = X>},
A � 0 (A � 0) : A est une matrice semi dé�nie positive (dé�nie positive),
A � 0 (A ≺ 0) : A est une matrice semi dé�nie négative (dé�nie négative),
S
n
+ = {X : X ∈ Sn, X � 0},

S
n
++ = {X : X ∈ Sn, X � 0},
λi(A) : La ièmevaleur propre de A ∈Rn×n,
λmax(A) = max

i
λi(A), si λi(A) ∈R, ∀i, (λi(A) ∈C),

λmin(A) = min
i
λi(A), si λi(A) ∈R, ∀i, (λi(A) ∈C),

Tr (A) =
∑
i
aii =

∑
i
λi(A), (la trace d’une matrice A ∈Rn×n),

ρ(A) = max
i
|λi(A)| , (le rayon spectral de A),

‖A‖2F = Tr (AA>) =
∑
i

∑
j
a2
ij ,

‖A‖2 =
√
ρ(A>A), la norme spectrale de A,

A •B = Tr (A>B), ∀A,B ∈Rn×n,
A

1
2 : La racine carrée de la matrice A � 0,

A−1 : L’inverse d’une matrice régulière A,
A ∼ B : Il existe une matrice inversible P telle que A = P BP −1; (semblable),
I : La matrice identité d’ordre n,
diag(x) = X la matrice diagonale avec Xii = xi ,
X(k) : Le kième terme d’une suite de matrices.
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Chapitre 1

Notions et préliminaires

D ans ce chapitre, nous allons introduire certaines notions et résultats de calcul matriciel
et quelques propriétés des matrices symétriques et semi-dé�nie positive ainsi que des

notions de base de l’analyse convexe et de la programmation mathématique.

1.1 Produit scalaire, normes et matrices

Dans cette partie, on présente quelques notions d’analyse matricielle.

1.1.1 Produit scalaire et normes (Frobenius)
Dé�nition 1.1.1. Le produit scalaire usuel de deux vecteurs x et y de Rn est dé�ni par :

〈x,y〉 =
n∑
i=1

xiyi = xT y.

• Produit scalaire sur l’ensemble des matrices carrées réelles :

Dé�nition 1.1.2. Soient A, B ∈Rn×n, le produit scalaire de A et B noté A •B est dé�ni par :

A •B = Tr (ATB) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijbij = B •A.

• La notion de norme vectorielle :

Dé�nition 1.1.3. La norme vectorielle est une application de Rn dans R+, notée par ‖ . ‖ et
véri�e les conditions suivantes :

1. ∀x ∈Rn, ‖ x ‖= 0⇔ x = 0.

2. ∀λ ∈R, ∀x ∈Rn, ‖ λx ‖= |λ| ‖ x ‖ .
3. ∀x,y ∈Rn, ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ .
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Chapitre 1. Notions et préliminaires

• La norme matricielle :

Dé�nition 1.1.4. Soient A,B ∈Rn×n , l’application ‖ . ‖ : Rn×n→R+ est appelée norme matri-
cielle si elle véri�e les conditions suivantes :

1. ‖ A ‖= 0⇔ A = 0, ∀A ∈Rn×n.
2. ‖ αA ‖= | α | ‖ A ‖, ∀α ∈R.
3. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, ∀A, B ∈Rn×n.
4. ‖ AB ‖≤‖ A ‖‖ B ‖, ∀A, B ∈Rn×n.

On note que les normes matricielles usuelles pour tout A ∈Rn×n sont :

‖ A ‖1=
n

max
j=1

 n∑
i=1

| aij |
 , ‖ A ‖∞=

n
max
i=1

 n∑
j=1

| aij |
 et ‖ A ‖2=

√
ρ(ATA),

la dernière norme est appelée la norme spectrale. On utilisera également la norme de Frobe-
nius :

‖ A ‖F=
√
A •A =

√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

(aij)2.

Si A = AT , alors on obtient les résultats suivants :

‖ A ‖F=
√
Tr (ATA) =

√
Tr (A2) =

√√
n∑
i=1

λ2
i (A),

et
‖ A ‖2=

√
ρ(A2) =

n
max
i=1
| λi(A) |,

de plus
‖ A ‖2≤‖ A ‖F≤

√
n ‖ A ‖2,

et pour toute norme matricielle on a :

ρ(A) ≤‖ A ‖ .

1.1.2 Matrices (semi-) dé�nies positives
Dé�nition 1.1.5. Soit A ∈Rn×n.

— A est dite semi-dé�nie positive si et seulement si : xTAx ≥ 0, ∀x ∈Rn.
— A est dite dé�nie positive si et seulement si : xTAx > 0, ∀x ∈Rn,x , 0.

• Propriétés des matrices (semi-) dé�nies positives :

Théorème 1.1.1. Soit A ∈ Sn, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. A ∈ Sn+ (resp A ∈ Sn++).

2. λmin(A) ≥ 0(λmin(A) > 0).
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Chapitre 1. Notions et préliminaires

3. ∃P ∈Rn×n : A = P T P (resp ∃P ∈Rn×n, rg(P ) = n, A = P T P ).

Proposition 1.1.1. Soit A ∈ Sn++, alors il existe une matrice unique B ∈ Sn++ telle que A = B2,
et on la note souvent par B = A

1
2 . De plus, B est appelée la racine carrée de A.

Dans la suite, on s’intéresse aux matrices symétriques semi-dé�nies positives. On dé�nit sur
S
n l’ordre de Löwner par :

A < B⇔ A−B < 0, (resp A � B⇔ A−B � 0),

et on a :

Proposition 1.1.2. Soient A,B ∈ Sn+, alors :
1. A+B < B.
2. A

1
2BA

1
2 < 0.

3. Tr (AB) ≤ Tr (A)Tr (B).
4. Tr (AB) ≥ 0.

Lemme 1.1.1. Soient A,B ∈ Sn+, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A •B = 0.
2. AB = 0.
3. 1

2(AB+BA) = 0.

Lemme 1.1.2. Soient A,B ∈ Sn+. Alors :
λmin(A)λmax(B) ≤ λmin(A)Tr (B) ≤ A •B ≤ λmax(A)Tr (B) ≤ nλmax(A)λmax(B).

1.2 La convexité

La notion de convexité est un outil mathématique d’importance pour l’étude des problèmes
d’optimisation. Dans cette partie, on présente quelques notions de base .

1.2.1 Ensembles et applications a�nes
• Ensembles a�nes

Dé�nition 1.2.1. Un sous-ensemble F de Rn est dite a�ne si :

∀x,y ∈ F et ∀λ ∈R : (1−λ)x+λy ∈ F.
On dit aussi que F est une varriété a�ne (linéaire).

• Applications a�nes

Dé�nition 1.2.2. Une application f est dite a�ne sur F ⊂R
n si :

∀x,y ∈ F et ∀λ ∈R : f [(1−λ)x+λy] = (1−λ)f (x) +λf (y).

Si de plus f (0) = 0 alors f est linéaire. Plus généralement tout fonction a�ne f dé�nie sur F ⊂R
n

s’écrit sous la forme :
f (x) = cT x+ d, où c ∈Rn et d ∈R.

8



Chapitre 1. Notions et préliminaires

1.2.2 Ensembles et Fonctions convexes
• Ensembles convexes

Dé�nition 1.2.3. Un sous-ensemble C de Rn est dit convexe si :

∀x,y ∈ C : [x,y] = {(1−λ)x+λy, λ ∈ [0,1]} ⊂ C.
Autrement dit, si le segment de droite joignant deux points quelconques x, y est entièrement inclus
dans C.

• Fonctions convexes

Dé�nition 1.2.4. Soit C un ensemble convexe, on dit que f : C ⊂R
n −→R est convexe sur C si

f [(1−λ)x+λy] ≤ (1−λ)f (x) +λ)f (y), ∀λ ∈ [0,1], ∀x, y ∈ C.

Si l’inégalité est stricte pour x, y ∈ C, x , y et λ ∈]0,1[, f est dite strictement convexe sur C
c’est à dire

f [(1−λ)x+λy] < (1−λ)f (x) +λf (y).

Énonçons maintenant, Cône convexe :
• Cônes convexes

Dé�nition 1.2.5. Un sous-ensemble K de Rn est appelé Cône si

R
∗
+K ⊆ K,

c’est à dire
∀x ∈ K, ∀λ > 0 : λx ∈ K.

Si K ∩ (−K) = {0}, K est dit cône pointé, avec −K = {−x,x ∈ K}. Si K est convexe, on l’appelle
cône convexe.

1.3 Programmation Mathématique

1.3.1 Dé�nitions
Dans cette partie, on donne les outils de base d’un problème d’optimisation. On rappelle

certaines dé�nitions importantes.
• Problème d’optimisation

Sous sa forme générale, un problème d’optimisation s’écrit comme suit :{
min
x
f (x)

x ∈ C,
où f : Rn −→R continue, ∅ , C ⊆R

n est l’ensemble des contraintes.
Si C = R

n, ce problème est appelé problème d’optimisation sans contraintes.
• Programme mathématique

9



Chapitre 1. Notions et préliminaires

Un programme mathématique est un problème d’optimisation qui consiste à trouver une so-
lution du problème qui maximise ou minimise une fonction donnée sous un ensemble des
contraintes.
En général, un programme mathématique est dé�ni par :

(PM)
{

min
x
f (x)

x ∈D,
où f : Rn −→ R une fonction continue est appelée fonction objective, D ⊆ R

n est l’ensemble
des contraintes. Souvent D est présenté comme suit :

D = {x ∈Rn/gi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m,hj(x) = 0, j = 1, ...,p},
avec gi ,hj dont des fonctions de R

n −→R.

• Solution réalisable :
Un point x0 est dit solution réalisable de (PM) s’il véri�é les contraintes (c’est à dire x0 ∈D).
• Contrainte saturée :

Une contrainte d’inégalité gi(x) ≤ 0 est dite saturée en x ∈D si gi(x) = 0.
Une contrainte d’égalité hj(x) = 0 est par dé�nition saturée en tout point x de D.
• Solution optimale globale :

Tout point x∗ ∈D satisfaisant
f (x∗) ≤ f (x), ∀x ∈D,

est appelé solution optimale globale.
L’ensemble des solutions optimales globales de (PM) est noté par :

arg min
x∈D

f (x).

• Solution optimale locale :
Tout point x∗ ∈D satisfaisant

f (x∗) ≤ f (x), ∀x ∈D ∩ϑ,
où ϑ est un voisinage de x∗, est appellé solution optimale locale.
L’ensemble des solutions optimales locales de (PM) est noté par :

loc min
x∈D

f (x).

On a toujours :
arg min

x∈D
f (x) ⊆ loc min

x∈D
f (x).

1.3.2 Classi�cation des problèmes mathématiques
On classi�e le problème (PM) à partir de deux propriétés principales à savoir la convexité

et la di�érentiabilité de la fonction objective et les contraintes.
• (PM) est di�érentiable si les fonctions f , gi , hj sont di�érentiables.
• (PM) est convexe si f , gi sont convexes et hj sont a�nes.

On note que si (PM) est convexe, alors tout optimum local est un optimum global.
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Chapitre 1. Notions et préliminaires

1.3.3 Quali�cation des contraintes
La Quali�cation des contraintes est satisfaite pour tout x ∈ D dans l’un des trois cas sui-

vants :
• Les contraintes sont a�nes (D est un polyèdre convexe).
• La condition de Slater : Si D est convexe (c’est à dire gi sont convexes et hj sont a�nes)

et int (D) , ∅ c’est à dire

∃x0 : gi(x
0) < 0 et hj(x0) = 0, ∀i, j.

1.3.4 Existence et unicité d’une solution optimale
• Existence

Théorème 1.3.1. (Weirstrass) Si f est une fonction continue surD ⊆R
n, D est compact (fermé

et borné), alors (PM) admet au moins une solution optimale x∗ ∈D.
Corollaire 1.3.1. SiD ⊆R

n est non vide et fermé et si f est continue et coercive surD (c’est à dire
f (x)→ +∞ lorsque ‖x‖ → +∞), alors (PM) admet au moins une solution optimale.
• Unicité
Si f est strictement convexe et l’ensemble D est convexe, alors si (PM) admet une solution

optimale, la solution est unique.

Remarque 1.3.1. La stricte convexité assure l’unicité de la solution et non l’existence de ce der-
nier.

1.3.5 Conditions d’optimalité
La dé�nition suivante dite de Karush-Kuhn-Tucker (K.K.T) donne une condition nécessaire

d’optimalité du premier ordre.

Dé�nition 1.3.1. (Karush-Kuhn-Tucker)
Supposons que les fonctions f , gi , hj sont C1 dans un voisinage de x ∈ D et que les contraintes
véri�ent une des trois conditions de quali�cation ci-dessus. Si f a un minimum local en x sur D
alors il existe λ ∈Rm+ et µ ∈RP tels que :

(K.K.T )


∇f (x) +

m∑
i=1

λi∇gi(x) +
p∑
i=1

µj∇hj(x) = 0,

λigi(x) = 0,∀i = 1, ...,m,
hj(x) = 0,∀j = 1, ...,p.

Les quantités λi et µj sont appelées multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange.

Dé�nition 1.3.2. (Le lagrangien)
Le lagrangien d’un programme mathématique (PM) est dé�ni par :

L(x,λ,y) = f (x) +
n∑
i=1

λigi(x) +
m∑
i=1

yjhj(x), λi ∈R+, yj ∈R.
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Chapitre 1. Notions et préliminaires

Remarque 1.3.2.
— Si les contraintes de (PM) ne sont pas quali�ées en x, les conditionsde (K.K.T) ne s’ap-

pliquent pas.

— Si (PM) est convexe, les conditions de (K.K.T) sont à la fois nécessaires et su�santes pour
que x soit un minimum global.

1.4 Méthodes de Newton

1.4.1 Principe de la méthode
Soit F : Rn −→ R

n une fonction continue, di�érentiable et soit J(x) la matrice jacobienne
de la fonction F. Alors nous considérons le système non linéaire suivant :

F(x) = 0.

A partir d’un vecteur x0 de R
n et l’utilisation de la formule suivante :

xk+1 = xk − [J(xk)]−1F(xk),

on construit une suite de point dé�nie par :

xk+1 = xk + dk ,

où dk est le vecteur de direction, solution du système :

J(xk)dk = −F(xk).

12



Chapitre 2

Programmation convexe semi-dé�nie et méthode de points intérieurs

D ans ce chapitre, on s’intéresse à résoudre un problème convexe semi-dé�nie (SDP ) dont
l’inconnue est une matrice symétrique semi-dé�nie positive X ∈ Sn+. Pour cela, on dé-

veloppe un algorithme de trajectoire centrale (TC) de type primal-dual basé sur une nouvelle
direction, et on termine par la convergence de l’algorithme et l’analyse de sa complexité.

2.1 La programmation semi-dé�nie

Rappelons que S
n est l’ensemble des matrices symétriques de taille (n×n).

On désigne par :
— S

n
+ l’ensemble des matrices symétriques semi-dé�nies positives.

S
n
+ = {A ∈ Sn : A est semi-dé�nie positive ( ou A � 0)}.

— S
n
++ l’ensemble des matrices symétriques dé�nies positives.

S
n
++ = {A ∈ Sn : A est dé�nie positive ( ou A � 0)}.

La programmation semi-dé�nie (SDP ) est une généralisation de la programmation linéaire
(P L). En comparant avec la programmation linéaire standard le vecteur de variables x ∈ Rn+
est remplacé par une matrice variable X ∈ Sn+. Autrement dit, le cône de l’orthant positif x ≥ 0
est remplacé par le cône des matrices semi-dé�nies positives X � 0.

2.1.1 Position du problème

Problème primal

Soient deux entiers naturels m,n avec m ≤ n, un vecteur b ∈ Rm des matrices C, Ai ∈ Sn,
i = 1, ...,m.
Un programme semi-dé�nie sous forme primale est un problème d’optimisation donné par :

(P )


min
X
C •X

Ai •X = bi , i = 1, ...,m,
X ∈ Sn+.

13
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• L’ensemble des solutions réalisables primales
On note

FP = {X ∈ Sn+ : Ai •X = bi , i = 1, ...,m},

F +
P = {X ∈ Sn++ : Ai •X = bi , i = 1, ...,m},

L’ensemble des solutions réalisables (et strictement réalisables, respectivement) pour (P ).
• Valeur optimale primale

La valeur optimale primale du problème (P ) est dé�nie par :

val(P ) = inf
x
{C •X : Ai •X = bi , i = 1, ...,m, X ∈ Sn

+}.

• Solution optimale primale
On dit que X∗ est une solution optimale primale de (P ) si :

X∗ ∈ FP et val(P ) = C •X∗.

Problème dual

Pour obtenir le problème dual de (P ), on considère la fonction Lagrangienne

L : Sn ×Rm −→R

dé�nie par :

L(X,y) = C •X +
m∑
i=1

(bi −Ai •X)yi ,

le dual de (P ) est donné par :

{max
y∈Rm

min
X∈Sn+

L(X,y) = max
y∈Rm

H(y),

où

H(y) = min
X∈Sn+

L(X,y), y ∈Rm,

= min
X∈Sn+

C •X +
m∑
i=1

(bi −Ai •X)yi

 , y ∈Rm,
= min
X∈Sn+


C − m∑

i=1

yiAi

 •X + bT y

 , y ∈Rm.
Finalement, on obtient :

H(y) =

 bT y si

C − m∑
i=1

yiAi

 < 0

−∞ sinon
.
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Donc le dual est un programme semi-dé�ni donné par :

(D)


max
(y,Z)

bT y

m∑
i=1

yiAi +Z = C

Z ∈ Sn+ et y ∈Rm
,

où l’inconnu est (y,Z) ∈Rm ×Sn+.
• L’ensemble des solutions réalisables duales

On note

FD =

Z ∈ Sn+ et y ∈Rm :
m∑
i=1

yiAi +Z = C

 ,
F +
D =

Z ∈ Sn++ et y ∈Rm :
m∑
i=1

yiAi +Z = C

 ,
L’ensemble des solutions réalisables (et strictement réalisables, respectivement) pour (D).

• Valeur optimale duale
La valeur optimale dual du probléme (D) est dé�nie par :

val(D) = sup
(y,Z)

bT y :
m∑
i=1

yiAi +Z = C, y ∈Rm et Z ∈ Sn+
 .

• Solution optimale duale
On dit que (y∗,Z∗) est une solution optimale duale de (D) si :

(y∗,Z∗) ∈ FD et val(D) = bT y∗.

2.2 Domaines d’application de la programmation semi-
dé�nie

Ces dernières années, la programmation semi-dé�nie (SDP ) devient l’un des problèmes
les plus étudiés grâce à leurs applications en di�érents domaines comme :

— Problème de programmation non linéaire.
— Optimisation combinatoire.
— Programmation quadratique avec contraintes quadratiques.
— Optimisation quadratique non convexe.
— Problèmes géométriques en formes quadratiques.
— Norme spectrale d’une matrice.
— Optimisation des valeurs propres.
— Approximation de Tchebychev.
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2.3 Dualité en SDP

2.3.1 Saut de dualité
Dé�nition 2.3.1. Soient X ∈ FP et (y,Z) ∈ FD , alors la di�érence

val(P )− val(D) = C •X − bT y,

=

 m∑
i=1

yiAi +Z

 •X −
 m∑
i=1

Ai •X
yi ,

=

 m∑
i=1

yiAi

 •X +Z •X −
 m∑
i=1

Ai •X
yi ,

= Z •X,

= X •Z,

est appelée le saut de dualité des problèmes (P ) et (D).

Maintenant, on a :
• Dualité faible

Théorème 2.3.1. [31] Pour toute X ∈ FP et (y,Z) ∈ FD on a :

X •Z = C •X − bT y ≥ 0.

Preuve. Soient X ∈ FP et (y,Z) ∈ FD , alors :

C •X − bT y = C •X −
m∑
i=1

biyi ,

= C •X −
m∑
i=1

yiAi •X,

=

C − m∑
i=1

yiAi

 •X,
= Z •X ≥ 0, car X et Z ∈ Sn+,

la dernière inégalité découle de la Proposition 1.1.2. Donc

C •X − bT y ≥ 0, ∀X ∈ FP et ∀(y,Z) ∈ FD .
Ce qui achève la preuve.

• Dualité forte
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La programmation linéaire (P L) et la programmation (SDP ) ont une structure très simi-
laire, mais certains résultats de la dualité en (P L) ne sont pas valable en (SDP ), la dualité forte
qui n’est pas véri�ée sauf si la stricte réalisabilité de l’un des deux problèmes est préservée.
On explique cela dans le théorème suivant :

Théorème 2.3.2.
1. Si le problème (P ) est strictement réalisable i.e., ∃X ∈ F +

P alors val (P ) = val (D). Si en
autre, val (P ) est �ni, alors l’ensemble des solutions optimales duales de (D) est compact
non vide.

2. Si le problème (D) est strictement réalisable i.e., ∃(y,Z) ∈ F +
D alors val (P ) = val (D). Si en

autre, val (D) est �ni, alors l’ensemble des solutions optimales primales de (P ) est compact
non vide.

2.3.2 Hypothèses
Pour résoudre les deux problèmes (P ) et (D), on suppose qu’ils véri�ent les hypothèses

suivantes :
-Hypothèse 1. Condition d’indépendance : Les matrices [A1,A2, ...,Am] sont linéairement
indépendantes.
-Hypothèse 2. Condition de points intérieurs (CPI) : on suppose qu’il existe un point primal-
dual strictement réalisable (X0, y0,Z0), en autre terme ce point véri�e

Ai •X0 = bi , i = 1, ...,m
m∑
i=1

y0
i Ai +Z0 = C,

X0,Z0 ∈ Sn++ et y0 ∈Rm.
On rappelle que le problème (P ) consiste à minimiser la fonction :

f (X) = C •X,
sous l’ensemble des contraintes

FP = {Ai •X = bi , i = 1, ...,m, X ∈ Sn+},
qui s’écrit comme l’intersection d’un cône convexe non polyédrique noté par (X ∈ Sn+) et des
contraintes linéaires {Ai•X = bi , i = 1, ...,m}.DoncFP est convexe et commeFP est d’intérieur
relatif non vide, alors la condition de Slater est satisfaite (c-à-d FP est convexe et F +

P , φ).
De plus, la fonction objective f (X) est deux fois di�érentiable et convexe c’est à dire

∇f (X) = C, ∇2f (X) = 0.[18]

Par conséquent, le problème d’optimisation (P ) est convexe et di�érentiable, à contraintes
quali�ées. Alors les conditions d’optimalités de (K.K.T) sont nécessaires et su�santes et s’écrivent
comme suit :

(K.K.T )


Ai •X = bi , i = 1, ...,m,
m∑
i=1

yiAi +Z = C,

X •Z = 0, X,Z ∈ Sn+,
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qui équivalent à : 
Ai •X = bi , i = 1, ...,m,
m∑
i=1

yiAi +Z = C,

XZ = 0, X,Z ∈ Sn+.
(2.1)

L’idée principale des méthodes de points intérieurs primal-dual est de remplacer la condition
de complémentarité XZ = 0 par XZ = µI , où µ > 0. Par cette substitution, nous obtenons

Ai •X = bi , X � 0, i = 1, ...,m,
m∑
i=1

yiAi +Z = C, Z � 0

XZ = µI, µ > 0,

(2.2)

où XZ = µI est l’équation de centralité.
Le système (2.2) admet une solution unique, notée par (X(µ), y(µ),Z(µ)) pour µ > 0 (µ �xé)

qui étudié par [16, 20], dé�nie la trajectoire centrale qui converge vers la solution optimale
quand µ tend vers 0 [17, 9]). En supposant que les matrices Ai , i = 1, ...,m sont linéairement
indépendantes.

2.4 Nouvelle direction cherchée

• Fonction matricielle
Dé�nition 2.4.1. Soient X ∈ Sn et

X =Q−1
X diag (λ1(X), ...,λn(X))QX ,

la décomposition spectrale de X, où QX est orthogonale. La fonction matricielle ψ(X) est dé�nie
par :

ψ(X) =Q−1
X diag (ψ(λ1(X)), ...,ψ(λn(X)))QX .

On note que la fonction ψ(X) est bien dé�nie lorsque ψ(t) est bien dé�nie pour chaque valeur
propre de X et

ψ
′
(X) =Q−1

X diag (ψ
′
(λ1(X)), ...,ψ

′
(λn(X)))QX .

La Dé�nition 2.4.1 est appelée Théorème de Décomposition Spectrale d’une matrice symé-
trique. Elle nous permet de faire l’extension de la dé�nition d’une fonction ψ : R→ R à une
fonction de S

n dans Sn [11].
A�n d’obtenir des nouvelles, Darvay [7], a remplacé l’équation de centralité XZ = µI par

ψ

(
XZ
µ

)
= ψ(I), oùψ(.) est une fonction matricielle dé�nie à partir d’une fonction réelle conti-

nûment di�érentiable ψ : R+ −→ R
+ qu’on suppose l’inversible ψ−1 existe. Donc le système

(2.2) s’écrit sous la forme suivante :

Ai •X = bi , X � 0, i = 1, ...,m,
m∑
i=1

yiAi +Z = C, Z � 0

ψ

(
XZ
µ

)
= ψ(I).

(2.3)
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En utilisant la méthode de Newton pour résoudre le système non linéaire (2.3), on obtient le
système suivant : 

Ai •4X = 0, i = 1, ...,m,
m∑
i=1

4yiAi +4Z = 0,

ψ

(
XZ
µ

+
X4Z +4XZ +4X4Z

µ

)
= ψ(I),

(2.4)

où 4X,4y,4Z désigne les directions cherchées.
En appliquant ( [29], Lemme 2.5) sur la troisième équation du système (2.4) et en négligeant la
terme 4X4Z , on obtient

ψ

(
XZ
µ

)
+ψ

′
(
XZ
µ

)(
X4Z +4XZ

µ

)
= ψ(I).

Par conséquent, on a le système suivant :

Ai •4X = 0, i = 1, ...,m,
m∑
i=1

4yiAi +4Z = 0,

4X +X4ZZ−1 = µ
(
ψ
′
(
XZ
µ

))−1 (
ψ(I)−ψ

(
XZ
µ

))
Z−1.

(2.5)

On note que 4Z est symétrique d’après la deuxième équation du système (2.5) mais 4X
n’est pas forcément symétrique. Alors pour traiter ce problème, Todd et all [26] introduisent
une matrice P inversible comme suit :

Ai •4X = 0, i = 1, ...,m,
m∑
i=1

4yiAi +4Z = 0,

4X + P4ZP t = µ
(
ψ
′
(
XZ
µ

))−1 (
ψ(I)−ψ

(
XZ
µ

))
Z−1.

(2.6)

Dans ce travail, on s’intéresse au schéma de symétrie de Nesterov-Todd :

P := X
1
2 (X

1
2ZX

1
2 )
−1
2 X

1
2 = Z

−1
2 (Z

1
2XZ

1
2 )

1
2Z

−1
2 , (2.7)

où P ∈ S++
n .

On dé�nit D = P
1
2 . La matrice D est utilisée pour mettre à l’échelle, les deux matrices X et D

au même la matrice V qui véri�e :

V :=
1√
µ
D−1XD−1 =

1√
µ
DZD. (2.8)

On note que les matrices D et V sont symétriques et dé�nies positives . De plus, on a

V 2 =
(

1√
µ
D−1XD−1

)(
1√
µ
DZD

)
=

1
µ
D−1XZD,
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et
DX :=

1√
µ
D−14XD−1 , DZ :=

1√
µ
D4ZD, (2.9)

on peut facilement véri�er que le système (2.6), s’écrit sous la forme suivante :
Ai •DX = 0, i = 1, ...,m,
m∑
i=1

4yiAi +DZ = 0,

DX +DZ = PV ,

(2.10)

où
Ai :=

1√
µ
DAiD, i = 1, ...,m

et
PV =

√
µD−1(Dψ

′
(V 2)D−1)−1(ψ(I)−Dψ(V 2)D−1)Z−1D−1.

— Notons que [A1,A2, ...,Am] sont aussi linéairement indépendants.
— De plus, les directions DX et DZ sont symétriques est véri�ants :

DX •DZ =DZ •DX =
1
µ
〈4X,−

m∑
i=1

4yiAi〉,

=
1
µ

− m∑
i=1

4yi(Ai •4X)

 , où Ai •4X = 0,

= 0,

donc les nouvelles directions cherchées sont orthogonales.
Pour les di�érents choix de ψ, on obtient des valeurs di�érent pour PV par Ross et al [24] pour
la programmation linéaire (LO).
• Si ψ(t) = t alors PV = V −1 −V qui est étudié par [17] pour SDP .
• Si ψ(t) =

√
t alors PV = 2(I −V ) présenté par Darvay [6] pour LO et Wang et Bai [29]

pour SDP .
En 2016, Darvay [7] a proposé une méthode de points intérieurs suivant la trajectoire

centrale pour les problèmes (LO).
• Si ψ(t) = t −√t, alors PV = 2(V −V 2)(2V − I)−1, qui est étudié pour Darvay [6] pour

(LO) et Kheirfam [14] pour SDP .
Dans ce mémoire, on s’intéresse par ψ(t) = t −√t et l’étude de Kheirfam [14] pour résoudre
un problème SDP .

V 2 +V PV = V 2 + (2V 2 − 2V 3)(2V − I)−1

= V 2(2V − I)(2V − I)−1 + (2V 2 − 2V 3)(2V − I)−1

= V 2[(2V − I) + 2(I −V )](2V − I)−1

= V 2(2V − I)−1

= [V 2 + 2V − 2V + I − I](2V − I)−1

= [(2V − I) + (V − I)2](2V − I)−1

= I + (V − I)2(2V − I)−1.
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D’après le théorème spectral pour les matrices symétriques [31], et puisque V ∈ Sn+, on ob-
tient :

V =QT diag (λ1(V ), ...,λn(V ))Q,

où Q est une matrice orthonormale (QT =Q−1) qui diagonalise V . Alors :

(V − I)2 =QT diag ((λ1(V )− 1)2, ..., (λn(V )− 1)2)Q.

et
(2V − I)−1 =QT diag

(
1

2λ1(V )− 1
, ...,

1
2λn(V )− 1

)
Q.

De plus, on obtient :

V 2 +V PV − I = (V − I)2(2V − I)−1,

= QT diag
(

(λ1(V )− 1)2

2λ1(V )− 1
, ...,

(λn(V )− 1)2

2λn(V )− 1

)
Q. (2.11)

Considérons la fonction f (t) =
(t − 1)2

2t − 1
, t > 1

2 c’est facile de montrer que f (t) > 0, ∀t > 1
2 et

par conséquent d’après le Théorème 1.1.1 on a (V −I)2(2V −I)−1 ∈ Sn+, donc V 2+V PV −I � 0.
lorsque

λmin(V ) >
1
2
. (2.12)

D’autre part, on a :
P 2
V

4
� 0. (2.13)

De (2.12) et (2.13) on déduit que par λmin(V ) > 1
2 , alors :

V 2 +V PV � I −
P 2
V

4
. (2.14)

2.4.1 La mesure de proximité
Pour l’analyse de l’algorithme, on dé�nit une mesure de proximité δ(X,Z;µ) comme suit :

δ(V ) := δ(X,Z;µ) :=
‖PV ‖

2
= ‖(V −V 2)(2V − I)−1‖F . (2.15)

Puisque les directions DX et DZ sont orthogonales et d’après la troisième équation de (2.10),
on a :

‖PV ‖2F = ‖DX +DZ‖2F = ‖DX‖2F + ‖DZ‖2F .
On peut véri�er que :

δ(V ) = 0⇔ V = I ⇔ XZ = µI. (2.16)
Par conséquent, la valeur de δ(V ) est considérée comme une mesure appropriée de la distance
entre le triple (X,y,Z) donné et (X(µ), y(µ),Z(µ)). Après un pas complet de Nesterov-Todd
(NT), le nouveau itéré est donné par :

X+ = X +4X.
y+ = y +4y.
Z+ = Z +4Z.

(2.17)
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Notons que la recherche d’une solution optimale primale-duale est équivalente à mettre le
saut de dualité X •Z vers le zéro, cela est exprimé par la mise à jour du paramètre µ via :

µ+ = (1−θ)µ, 0 < θ < 1.

• Si θ dépend de n, alors l’algorithme est dit à petit pas.
• Si θ est indépendant à n, alors l’algorithme est dit à grand pas.

Par la suite, on présente un Algorithme primal-dual à petit pas pour SDP .

2.4.2 Algorithme
On présente un algorithme de trajectoire centrale (TC) de type primal-dual basé sur une

nouvelle direction cherchée pour SDP .

Algorithme réalisable Trajectoire Centrale (TC) de type primal-dual pour SDP
Début Algorithme
Données

Paramètre de précision ε > 0;

Paramètre de proximité β,0 < β < 1
(
défaut β =

1
2

)
;

Paramètre θ,0 < θ < 1
(
défaut θ =

1
27
√
n

)
;

Initialisation :

Soit (X0, y0,Z0) véri�ant CPI tel que δ(X0,Z0;µ0) ≤ β, λmin

√
X0Z0

µ0

 > 1
2 ,

paramètre de barrière µ0 =
X0 •Z0

n
et k = 0;

tant que X(k) •Z(k) ≥ ε faire
résoudre le système (2.10) et calculer (4X,4y,4Z) de (2.9) ;
(X(k+1), y(k+1),Z(k+1)) := (X(k), y(k),Z(k)) + (4X,4y,4Z);
µ(k+1) := (1−θ)µ(k), et k = k + 1;

�n tant que
�n Algorithme.

Algorithme 2.4.2

2.4.3 La convergence de l’algorithme et l’analyse de la complexité
Pour l’analyse de l’algorithme, on introduit la notation

QV =DX −DZ .
Ainsi, on a

DX =
PV +QV

2
, DZ =

PV −QV
2

,
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et

DXDZ +DZDX =
P 2
V −Q2

V

2
. (2.18)

Puisque
DX •DZ =DZ •DX = 0,

on a
‖QV ‖2F = ‖DX −DZ‖2F = ‖DX‖2F + ‖DZ‖2F = ‖PV ‖2F = 4δ(V )2. (2.19)

Maintenant, on a besoin de quelques résultats techniques qui sont nécessaire pour montrer la
strict faisabilité du nouveau itéré.

Lemme 2.4.1 ([18], Lemme 3.3.1). Soit X(α) := X +α4X, Z(α) = Z +α4Z tels que X � 0,
Z � 0. Si on a :

det (X(α)Z(α)) > 0, ∀α ∈ [0,α].

Alors X(α) � 0 et Z(α) � 0, ∀0 ≤ α ≤ α.
Lemme 2.4.2 ([18], Lemme 3.3.3). On suppose que Q ∈ Sn++, et M ∈ Rn×n une matrice anti-
symétrique. On a : det (Q+M) > 0. De plus, si λi(Q+M) ∈R, i = 1, ...,n, alors :

0 < λmin(Q) ≤ λmin(Q+M) ≤ λmax(Q+M) ≤ λmax(Q),

ce qui implique Q+M � 0.

Notons que la convergence de l’algorithme et l’analyse de la complexité est faite par Kheirfam
[14]

Par la suite, on montre la faisabilité du pas Nesterov-Todd complet.

Lemme 2.4.3 ([14], Lemme 5.3). Soit δ := δ(X,Z;µ) < 1 et suppose que λmin(V ) > 1
2 . Alors :

X+ � 0, Z+ � 0.

Preuve. Pour tout 0 ≤ α ≤ 1 on a :

X(α) = X +α4X, Z(α) = Z +α4Z.
En utilisant (2.8) et (2.9), on obtient :

X(α)Z(α) = (X +α4X)(Z +α4Z),
= XZ +α(X4Z +4XZ) +α24X4Z,
= µD(V 2 +α(DXV +VDZ) +α2DXDZ)D−1,

∼ (V 2 +α(DXV +VDZ) +α2DXDZ),
= Q(α) +M(α), (2.20)

où
Q(α) = µ

(
V 2 +αV (DX +DZ) +

1
2
α2(DXDZ +DZDX)

)
,

et
M(α) = µα

(
DXV −VDX +

1
2
α(DXDZ −DZDX)

)
.
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On peut facilement voir que la matrice M(α) est anti-symétrique. D’autre part, en utilisant la
troisième équation de (2.10) et (2.18), on obtient :

Q(α) = µ
(
V 2 +αV PV +α2P

2
V −Q2

V

4

)
,

= µ
(
V 2 +αV PV +α2P

2
V −Q2

V

4
+αV 2 −αV 2

)
,

= µ
(
(1−α)V 2 +α(V 2 +V PV ) +α2P

2
V −Q2

V

4

)
,

� (1−α)V 2 +α
(
I − P

2
V

4

)
+α2P

2
V −Q2

V

4
,

= (1−α)V 2 +α
(
I − (1−α)

P 2
V

4
−αQ

2
V

4

)
,

où l’inégalité est devienne de (2.14). De plus, comme 0 ≤ α ≤ 1, on a :∥∥∥∥∥∥(1−α)V 2P
2
V

4
−αQ

2
V

4

∥∥∥∥∥∥
F

≤ (1−α)

∥∥∥∥∥∥P 2
V

4

∥∥∥∥∥∥
F

+α

∥∥∥∥∥∥Q2
V

4

∥∥∥∥∥∥
F

,

= (1−α)
∥∥∥∥∥PV · PV4

∥∥∥∥∥
F

+α
∥∥∥∥∥QV ·QV4

∥∥∥∥∥
F
,

≤ (1−α)
∥∥∥∥∥PV2

∥∥∥∥∥2

F
+α

∥∥∥∥∥QV2
∥∥∥∥∥2

F
,

≤ ‖PV ‖
2

4
car ‖PV ‖ = ‖QV ‖,

= δ2 < 1.

Cela implique que (2.19). On obtient :

I − (1−α)
P 2
V

4
−αQ

2
V

4
� 0,

et comme V 2 � 0, alors Q(α) � 0. Et d’après le Lemme 2.4.2, on a :

det (X(α)Z(α)) = det (Q(α) +M(α)) > 0.

En plus, puisque X(0) = X � 0 et Z(0) = Z � 0, Lemme 2.4.1 implique que X(1) = X+ � 0 et
Z(1) = Z+ � 0. Ce qui achève la preuve.

2.4.4 La convergence quadratique de la mesure de proximité

Lemme 2.4.4 ([14], Lemme 5.4). Si δ := δ(X,Z;µ) < 1
2 et λmin(V ) > 1

2 , alors :

δ(X+,Z+;µ) ≤ 3δ2
√

1− δ2

(2
√

1− δ2 − 1)(1 +
√

1− δ2)
.

24



Chapitre 2. Programmation convexe semi-dé�nie et méthode de points intérieurs

Preuve. Puisque δ < 1 et λmin(V ) > 1
2 , du Lemme 2.4.3, on déduit que X+ � 0 et Z+ � 0. De

(2.20) avec α = 1, (2.18) et (2.11), on obtient :

X+Z+

µ
∼ V 2 +V PV +

P 2
V −Q2

V

4
+M,

= I + (V − I)2(2V − I)−1 +
P 2
V −Q2

V

4
+M, (2.21)

oùM =DXV −VDX+ 1
2(DXDZ−DZDX) est une matrice anti-symétrique. D’autre part, d’après

la dé�nition de PV , on a :

P 2
V

4
= V 2(I −V )2(2V − I)−2,

= V 2(I −V )2(2V − I)−1(2V − I)−1,

∼ (V 2(2V − I)−1)((V − I)2(2V − I)−1). (2.22)

De (2.21) et (2.22), on obtient :

V 2
+ ∼ X+Z+

µ
,

∼ I + (V 2 + 2V − I)V −2P
2
V

4
− Q

2
V

4
+M. (2.23)

De la condition λmin(V ) > 1
2 , on déduit que :

λmin(V 2 + 2V − I) ≥ λmin(V )2 + 2λmin(V )− 1,

>
1
4

+ 1− 1,

>
1
4
> 0,

c’est-à-dire, la matrice V 2 + 2V − I est symétrique et dé�nie positif. Par conséquent, d’après
le Lemme 2.4.2 et (2.23), on a :

λmin((V+)2) = λmin

(
I + (V 2 + 2V − I)V −2P

2
V

4
− Q

2
V

4
+M

)
,

≥ λmin

(
I + (V 2 + 2V − I)V −2P

2
V

4
− Q

2
V

4

)
,

≥ λmin

(
I + (V 2 + 2V − I)V −2P

2
V

4

)
−
∥∥∥∥∥∥Q2

V

4

∥∥∥∥∥∥
2

∞
,

≥ 1−
∥∥∥∥∥∥Q2

V

4

∥∥∥∥∥∥
2

∞
,

≥ 1− 1
4
‖QV ‖2∞,

= 1− δ2, (2.24)
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où la dernière égalité découle de (2.19). De l’hypothèse δ < 1
2 et (2.24), on déduit que

λmin(V+) >

√
3

2
>

1
2
.

Maintenant on a :

δ(X+,Z+,µ) = ‖(V+ − (V+)2)(2V+ − I)−1‖F ,
= ‖V (I −V )(I +V )(I −V )−1(2V − I)−1‖F ,
= ‖V+(2V+ − I)−1(V+ + I)−1(I − (V+)2)‖F ,

=

 n∑
i=1

(
λi(V+)(1−λi(V+)2)

(2λi(V+)− 1)(1 +λi(V+))

)2


1
2

,

≤ λmin(V+)
(2λmin(V+)− 1)(1 +λmin(V+))

 n∑
i=1

(1−λi(V+)2)2


1
2

,

≤
√

1− δ2

(2
√

1− δ2 − 1)(1 +
√

1− δ2)
‖I − (V+)2‖F , (2.25)

où les inégalités découlent du fait que la fonction f (t) =
t

(2t − 1)(t + 1)
est décroissante pour

tout t > 1
2 . Comme (V 2 + 2V − I)V −2 = I + (2V − I)V −2 � 2I , donc d’après (2.23), on obtient :

‖I − (V+)2‖F =

∥∥∥∥∥∥(I − 2V −V 2)V −2P
2
V

4
+
Q2
V

4
−M

∥∥∥∥∥∥
F

,

≤ 2

∥∥∥∥∥∥P 2
V

4

∥∥∥∥∥∥
F

+

∥∥∥∥∥∥Q2
V

4
−M

∥∥∥∥∥∥
F

,

≤ 2

∥∥∥∥∥∥P 2
V

4

∥∥∥∥∥∥
F

+

∥∥∥∥∥∥Q2
V

4

∥∥∥∥∥∥
F

,

= 2
∥∥∥∥∥PV · PV4

∥∥∥∥∥
F

+
∥∥∥∥∥QV ·QV4

∥∥∥∥∥
F
,

≤ 2
‖PV ‖2

4
+
‖QV ‖2

4
,

≤ 3δ2, (2.26)

où la dernière inégalité devient de (2.19), et la seconde inégalité devient de l’inégalité suivante :
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∥∥∥∥∥∥Q2
V

4
−M

∥∥∥∥∥∥
2

F

=
n∑
i=1

[
λi

(
Q2
V

4
−M

)]2

=
n∑
i=1

λi (Q2
V

4
−M

)2 ,
= Tr

(Q2
V

4
−M

)2 ,
= Tr

(Q2
V

4

)2

+
Q2
V

4
MT +MT Q

2
V

4
−MMT

 ,
≤ Tr

(Q2
V

4

)2 =

∥∥∥∥∥∥Q2
V

4

∥∥∥∥∥∥
2

F

.

comme
Q2
V

4
MT +MT Q

2
V

4
est anti-symétrique et MMT est semi-dé�nie positif, on obtient la

dernière inégalité. En remplaçant (2.26) dans (2.25), on obtient :

δ(X+,Z+;µ) ≤ 3δ2
√

1− δ2

(2
√

1− δ2 − 1)(1 +
√

1− δ2)
.

Ce qui achève la preuve.

Le corollaire suivant montre la convergence quadratique de la mesure de proximité avec
le pas de Newton complet.

Corollaire 2.4.1. Si δ < 1
2 alors :

δ(X+,Z+;µ) ≤ 9− 3
√

3
2

δ2.

Preuve. Soit δ < 1
2 alors :

√
1− δ2 >

√
1− 1

4 =
√

3
4 =

√
3

2 , comme la fonction f (t) =
t

(2t − 1)(1 + t)
est décroissante pour t > 1

2 , alors :

δ(X+,Z+;µ) ≤
3
√

3
2 δ2

(2
√

3
2 − 1)(1 +

√
3

2 )
=

3
√

3δ2

(
√

3− 1)(2 +
√

3
,

=
3
√

3(
√

3 + 1)(2−√3)δ2

(
√

3− 1)(
√

3 + 1)(2 +
√

3)(2−√3)
,

=
3
√

3(2
√

3− 3 + 2−√3)δ2

(3− 1)(4− 3)
,

=
3
√

3(
√

3− 1)δ2

2
,

=
9− 3

√
3

2
δ2 ' 1.332δ2.
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2.4.5 L’in�uence du nouveau itéré sur le saut de dualité
Dans le lemme suivant, on analyse l’in�uence du pas de Nesterov-Todd le saut de dualité.

Lemme 2.4.5 ([14], Lemme 5.5). Soit δ =: δ(X,Z;µ), après le pas de Nesterov-Todd. On a :

X+ •Z+ ≤ µ(δ2 +n).

Preuve. En utilisant (2.18), (2.21) et l’orthogonalité des matrices DX et DZ , on obtient :

X+ •Z+ = µ Tr (V 2
+ ),

= µ Tr (V 2 +V PV +DXDZ +DZDX +M),
= µ Tr (V 2 +V PV +M),
= µ Tr (I + (V − I)2(2V − I)−1 +M),
= µ Tr (I + (V − I)2(2V − I)−1),

où la dernière égalité découle du Lemme 2.4.2 et le fait queM est anti-symétrique. Maintenant,
d’après (2.22) et l’égalité précédente, on déduit :

X+ •Z+ = µ Tr
(
I + (2V − I)V −2p

2
V

4

)
,

≤ µ Tr
(
I +

P 2
V

4

)
, car I + (2V − I)V −2 � I,

= µ

(
n+
‖PV ‖2F

4

)
,

= µ(n+ δ2),

Ce qui achève la preuve.

2.4.6 La mise à jour du paramètre µ
Par la suite on montre l’in�uence de la mise à jour du µ sur la nouvelle proximité après un

pas de Nesterov-Todd complet.

Lemme 2.4.6 ([14], Lemme 5.6). Soit δ = (X,Z;µ) < 1
2 ,λmin(V ) > 1

2 et µ+ = (1 − θ)µ, où

0 < θ < 1. Alors λmin

(
V+√
1−θ

)
> 1

2 et

δ(X+,Z+;µ+) ≤
√

3(
√
nθ + 3δ2)

3
√

1−θ +
√

3(1−θ)− 2(1−θ)
3
2

.

De plus, si θ =
1

27
√
n
et n ≥ 4, alors on obtient δ(X+,Z+;µ+) < 1

2 .
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Preuve. Puisque λmin(V ) > 1
2 , δ <

1
2 et d’après la preuve du Lemme 2.4.4, on obtient

λmin(V+) > 1
2 . Ce qui implique que :

λmin

(
V+√
1−θ

)
=

1√
1−θ

λmin(V+),

>
1

2
√

1−θ
,

>
1
2
, car 1√

1−θ
> 1, ∀0 < θ < 1.

A�n de simpli�er la notation, on dé�nit :

Ṽ+ =
V+√
1−θ

.

Par conséquent, on obtient :

δ(X+,Z+;µ+) =

∥∥∥∥∥∥
 V+√

1−θ
−
(

V+√
1−θ

)2( 2V+√
1−θ

− I
)−1∥∥∥∥∥∥

F

,

= ‖(Ṽ+ − (Ṽ+)2)(2Ṽ+ − I)−1‖F ,
= ‖Ṽ+(I − Ṽ+)(I + Ṽ+)(I + Ṽ+)−1(2Ṽ+ + I)2‖F ,
= ‖Ṽ+(2Ṽ+ − I)−1(I + Ṽ+)−1(I − Ṽ 2

+ )‖F ,

=

 n∑
i=1

(
λi(Ṽ+)(1−λi(Ṽ+)2)

(2λi(Ṽ+)− 1)(1 +λi(Ṽ+))

)2


1
2

,

≤ λmin(Ṽ+)
(2λmin(Ṽ+)− 1)(1 +λmin(Ṽ+)− 1))

‖I − Ṽ 2
+ ‖F ,

=
λmin(V+)‖(1−θ)I −V 2

+ ‖F√
1−θ(2λmin(V+)−√1−θ)(

√
1−θ +λmin(V+))

,

≤
√

1− δ2‖(1−θ)I −V 2
+ ‖F√

1−θ(2
√

1− δ2 −√1−θ)(
√

1−θ +
√

1− δ2)
, (2.27)

où la première inégalité est due à la fonction f (t) =
t

(2t − 1)(1 + t)
pour t > 1

2 est décroissante

et la deuxième inégalité découle de (2.24) et le fait que la fonction :

h(t) =
t

(2t −√1−θ)(t +
√

1−θ)
est décroissante pour t >

√
1−θ
2

.

De δ < 1
2 , on a

√
1− δ2 >

√
3

2 , alors

h(
√

1− δ2) ≤ h(

√
3

2
) =

√
3

3 +
√

3(1−θ)− 2(1−θ)
.

En utilisant (2.26), on obtient :

‖(1−θ)I −V 2
+ ‖F ≤ θ‖I‖F + ‖I −V 2

+ ‖F ,
≤ √nθ + 3δ2.
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En remplaçant ces deux bornes dans (2.27), on obtient :

δ(X+,Z+;µ+) ≤
√

3(
√
nθ + +δ2)

3
√

1−θ +
√

3(1−θ)− 2(1−θ)
3
2

.

Ceci complète la preuve de la première partie du lemme.

Pour prouver la deuxième partie, on considère g(t) =
1

3t +
√

3t2 − 2t3
avec 0 < t < 1, qui

est décroissante sur l’intervalle ]0,1[.
Maintenant, on suppose que θ =

1
27
√
n
, n ≥ 4. Alors, avec t =

√
1−θ ≥

√
53
54 , on obtient

g(
√

1−θ) ≤ g
(√

53
54

)
' 0.3667. Donc, pour δ < 1

2 , on obtient :

δ(X+,Z+;µ+) ≤ g(
√

1−θ)
√

3(
√
nθ + 3δ2),

≤ 0.3667
√

3
( 1
27

+
3
4

)
,

' 0.4998 <
1
2
.

Ce qui achève la preuve.

Remarque 2.4.1. Lemme 2.4.6 montre que l’algorithme 2.4.2 est bien dé�ni, dans le sens que
les conditions X � 0, Z � 0, λmin(V ) > 1

2 et δ(X,Z;µ) < 1
2 sont maintenues dans toutes les

itérations.

2.4.7 Analyse de la complexité
Le lemme suivant donne une borne supérieure pour le nombre total d’itérations produites

par cet algorithme.

Lemme 2.4.7 ([14], Lemme 5.7). On suppose que X0 et Z0 sont strictement réalisables,

µ0 =
X0 •Z0

n
et δ(X0,Z0;µ0) < 1

2 . De plus, soient X
k et Zk être l’itération obtenue après k

itération. Puis l’inégalité Xk •Zk ≤ ε est satisfait si :

k ≥ 1
θ
log

µ0(n+ 1
4 )

ε

 .
Preuve. D’après le Lemme 2.4.5, on obtient :

Xk •Zk ≤ µk
(
n+

1
4

)
= (1 +θ)kµ0

(
n+

1
4

)
.

Puis l’inégalité Xk •Zk ≤ ε satisfaite si :

(1−θ)kµ0
(
n+

1
4

)
≤ ε.
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En prenant des logarithmes, on obtient :

k log (1−θ) + log µ0
(
n+

1
4

)
≤ log ε.

Puisque − log (1−θ) ≥ θ pour θ < 1, alors l’inégalité ci-dessus est valable si :

k ≥ 1
θ

log
µ0(n+ 1

4 )
ε

 .
Cela complète la preuve.

Théorème 2.4.1. On suppose que X0 = Z0 = I . De plus, soient θ =
1

27
√
n
, n ≥ 4, alors l’algo-

rithme 2.4.2 nécessite au plus :

O
(√
n log

(n
ε

))
itérations.

Preuve. De X0 = Z0 = I , on obtient µ0 = 1. Par conséquent, en utilisant le Lemme 2.4.7 et
θ =

1
27
√
n

, n ≥ 4, on obtient le résultat.
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Chapitre 3

Tests numériques

D ans ce chapitre, on s’intéresse aux expérimentations numériques issues de l’application de
l’algorithme 2.4.2 sur des problèmes convexes semi-dé�nis. Nous avons utilisé le Langage

MATLAB 8.4 (R2014a) sur Intel(R) Core(TM) i5 CPU M460 (2.53 GHz) avec 6,00 Go RAM. On
note par :
• δ(X,Z;µ) : la mesure de proximité qui est associée à l’algorithme 2.4.2.
• (X0, y0,Z0) : un point initial strictement réalisable et véri�e δ(X0,Z0;µ0) ≤ 1

2 pour

l’algorithme 2.4.2, avec µ0 =
X0 •Z0

n
> 0 et θ =

1
27
√
n
.

• (X∗, y∗,Z∗) : la solution optimale du problème primal (P ) et dual (D), respectivement.
• iter : le nombre des itérations produites par l’algorithme 2.4.2.
• CPU : le temps d’exécution d’un algorithme en seconde.

3.1 Exemples à taille �xe

Exemple 1. [30]
On considère le problème SDP , avec m = 3, n = 5,

A1 =


0 1 0 0 0
1 2 0 0 −1
0 0 0 0 1
0 0 0 −2 −1
0 −1 1 −1 −2

 , A2 =


0 0 −2 2 0
0 2 1 0 2
−2 1 −2 0 1
2 0 0 0 0
0 2 1 0 2

 , b =

−2
2
−2

 ,

A3 =


2 2 −1 −1 1
2 0 2 1 1
−1 2 0 1 0
−1 1 1 −2 0
1 1 0 0 −2

 , C =


3 3 −3 1 1
3 5 3 1 2
−3 3 −1 1 2
1 1 1 −3 −1
1 2 2 −1 −1

 .
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La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

X0 = I, Z0 = I et y0 =

11
1

 .
Pour cet exemple, on prend ε = 10−5, µ0 = 1 et δ(X0,Z0;µ0) = 0 < 1

2 .
La solution optimale primale-duale obtenue est :

X∗ =


0.0714 −0.0718 0.0168 0.0649 −0.1583
−0.0718 0.0724 −0.0183 −0.0602 0.1676
0.0168 −0.0183 0.0103 −0.0084 −0.0772
0.0649 −0.0602 −0.0084 0.1481 0.0056
−0.1583 0.1676 −0.0772 0.0056 0.6021

 ,

Z∗ =


1.4338 0.5754 −0.0295 −0.4043 0.2169
0.5754 1.0956 0.3401 0.2169 −0.1121
−0.0295 0.3401 1.1874 0.2169 0.0478
−0.4043 0.2169 0.2169 0.2831 −0.1415
0.2169 −0.1121 0.0478 −0.1415 0.0957

 ,
y∗ = [0.8585,1.0937,0.7831]T .

La valeur optimale pour les deux problèmes est egale à −1.0957.

• Résultats numériques (Exemple 1)
Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les di�érents tailles testées.

iter CPU
787 1.1006

Exemple 2.
Soit le problème (SDP ) où, m = 3,n = 5,

A1 =


1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 , A2 =


1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 , b =

24
2

 ,

A3 =


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

 , C =


−4 0 0 0 0
0 −7 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −4 0
0 0 0 0 0

 .
La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

X0 = I, Z0 = I et y0 =

−1
−4
−1

 .
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Pour cet exemple, on prend ε = 10−5, µ0 = 1 et δ(X0,Z0;µ0) = 0 < 1
2 .

La solution optimale primale-duale obtenue est :

X∗ =


1.3333 0 0 0 0

0 0.6667 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1.3333 0
0 0 0 0 1.3333

 ,

Z∗ =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0.3333 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , y
∗ =

−0.3333
−3.6667

0

 .
La valeur optimale pour les deux problèmes est egale à −15.3333.

• Résultats numériques (Exemple 2)

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les di�érents tailles testées.

iter CPU
787 0.7182

Exemple 3.
On considère le problème SDP , avec m = 3, n = 6,

A1 =



1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, A2 =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0


, b =

24
6

 ,

A3 =



2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1


, C =



−2 0 0 0 0 0
0 −2 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


.

La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

X0 = I, Z0 = I et y0 =

 0
−1
−1

 .
Pour cet exemple, on prend ε = 10−5, µ0 = 1 et δ(X0,Z0;µ0) = 0 < 1

2 .
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La solution optimale primale-duale obtenue est :

X∗ =



1.7811 0 0 0 0 0
0 0.7396 0 0 0 0
0 0 0.9585 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.5207 0
0 0 0 0 0 0


,

Z∗ =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1


, y∗ =

 0
0
−1

 .
La valeur optimale pour les deux problèmes est egale à −6.

• Résultats numériques (Exemple 3)
Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les di�érents tailles testées.

iter CPU
875 0.8647

Exemple 4.
On considère le problème SDP , avec m = 3, n = 5,

A1 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , A2 =


2 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 , b =

32
4

 ,

A3 =


1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

 , C =


−3 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

X0 = I, Z0 = I et y0 =

−1
−1
−1

 .
Pour cet exemple, on prend ε = 10−5, µ0 = 1 et δ(X0,Z0;µ0) = 0 < 1

2 .
La solution optimale primale-duale obtenue est :

X∗ =


1.6 0 0 0 0
0 1.2 0 0 0
0 0 0.2 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , Z
∗ =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0.0001 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 ,
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y∗ = [−0.0001,−1,−1]T .

La valeur optimale pour les deux problèmes est egale à −6.

• Résultats numériques (Exemple 4)
Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les di�érents tailles testées.

iter CPU
663 0.5678

Exemple 5.
Soit m = 3,n = 5,

A1 =


2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , A2 =


1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 , b =

44
2

 ,

A3 =


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

 , C =


−2 0 0 0 0
0 −3 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −4 0
0 0 0 0 0

 .
La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

X0 = I, Z0 = I et y0 =

−1
−1
−1

 .
Pour cet exemple, on prend ε = 10−5, µ0 = 1 et δ(X0,Z0;µ0) = 0 < 1

2 .
La solution optimale primale-duale obtenue est :

X∗ =


1.3333 0 0 0 0

0 1.3333 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.6667

 , Z
∗ =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0.3333 0 0
0 0 0 1.3333 0
0 0 0 0 0


y∗ =

−0.3333
−1.3333

0

 .
La valeur optimale pour les deux problèmes est egale à −6.6667.

• Résultats numériques (Exemple 5)

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les di�érents tailles testées.

iter CPU
787 0.8669

36



Chapitre 3. Tests numériques

3.2 Exemple à taille variable

Exemple 6.
Soient n = 2m, b(i) = 2, i = 1, ...,m, et

Ai(j, k) =
{

1 si i = j = k ou j = k = i +m,
0 ailleurs.

C(i, j) =
{ −1 si i = j et i ≤m,

0 ailleurs.

La solution initiale primale-duale strictement réalisable est donnée par :

X0(i, j) =


2−γ si i = j = 1, ...,m,
γ si i = j =m+ 1, ...,n,
0 ailleurs,

Z0(i, j) =


1
γ − 1 si i = j = 1, ...,m,
1
γ si i = j =m+ 1, ...,n,
0 ailleurs,

y0(i) = − 1
γ
, i = 1, ...,m,

avec γ =
(4−√8)

2
,

Pour cet exemple, on prend ε = 10−4.
La solution optimale primale-duale obtenue est :

X∗(i, j) =
{

2 si i = j = 1, ...,m,
0 ailleurs,

Z∗(i, j) =
{

1 si i = j =m+ 1, ...,n,
0 ailleurs,

y∗(i) = −1, i = 1, ...,m,

La valeur optimale pour les deux problèmes est egale à −2m = −n.
• Résultats numériques (Exemple 6)

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus pour les di�érents tailles testées.

(m,n) δ(X0,Z0;µ0) iter CPU
(5,10) 4.9651 e−16 979 1.3427

(25,50) 2.4825 e−15 2500 7.8853
(50,100) 3.5108 e−15 3725 48.7687

(100,200) 4.9651 e−15 5534 282.6994
(200,400) 7.0217 e−15 8203 2.1706 e3
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Conclusion

Dans ce travail, on s’intéresse à résoudre le problème semi-dé�nie (SDP ) par la méthode
de trajectoire centrale (TC) basée sur une nouvelle direction de recherche, on utilise la trans-
formation algébrique présentée par Kheirfam en 2016 [14]. On introduit ψ à l’équation de
centralité pour obtenir des nouvelles directions cherchés et nouvelle mesure de proximité.

On a développé un algorithme primal-dual de points intérieurs à petit pas, on obtient
une meilleure complexité polynomiale qui est de l’ordre O

(√
n log

(
n
ε

))
, avec les paramètres

qui ont un rôle important dans l’algorithme : θ =
1

27
√
n
,β = 1

2 et la mesure de proximité

δ(X0,Z0;µ0) < 1
2 et λmin


√
X0Z0

µ0

 > 1
2 , justi�ent la di�culté ( la symétrisation de la direc-

tion, le point initiale ...) de cette méthode.
Finalement, on applique l’algorithme proposé sur quelques problèmes semi-dé�nie con�rment

et montrent l’e�cacité de nos résultats théoriques.
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• Résumé :

Dans ce mémoire, on s’intéresse à la résolution du problème semi-dé�nie (SDP ) par la mé-
thode de trajectoire centrale (TC) basée sur une nouvelle direction cherchée qui consiste à
introduire une fonction matricielle ψ à l’équation de centralité XZ = µI.
Par l’étude de Kheirfam ou ψ(t) = t −√t qui a proposer un algorithme à petit pas, à chaque
itération on utilise la pas de Newton complet et une mesure de proximité pour obtenir une
solution approximative. Notre analyse est basée sur le schéma de Nesterov-Todd.
Cette étude est suivie par des tests numériques pour montrer l’e�cacité de l’algorithme pro-
posé.

• Mots clés :

Programmation semi-dé�nie, Méthode de trajectoire centrale, Nouvelle direction cherchée,
Algorithme à petit pas, Complexité polynomiale.

• Abstract:

In this memory, we are interested to solve the linear semide�nite programming broblem (SDP )
by a central path method (TC) based on new search direction which consists in introducing
a matrix function ψ to the equation of centrality XZ = µI .
By the study of Kheirfam, ψ(t) = t − √t who proposed a small-update algorithm, we use at
each iteration the full-Newton-step and a suitable proximity measure to obtain an approximate
solution. Our analysis is based on the Nesterov-Todd scheme.
This study is followed by numerical tests to show the e�ciency of these algorithm.

• Keywords:

Semide�nite programming, Central path method, New search direction, Small-update Algo-
rithm, Polynomial complexity.
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