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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier l’existence et l’unicité de la solution ainsi que
la décroissance exponentielle de l’énergie des solutions lorsque le temps tend vers l’infini d’un
problème de transmission d’équations des ondes viscoélastiques.

Après une introduction général, nous présentons quelques notions fondamentales d’analyse
fonctionnelle. Ensuite, en utilisant le principe de Hamilton généralisé, nous modélisons mathéma-
tiquement le problème posé. Puis, en basant sur les approximations de Faedo-Galerkin et quelques
résultats de compacités, nous montrons que le problème considéré possède une solution unique.

Enfin, nous démontrons la stabilité exponentielle du système en utilisant la méthode des mul-
tiplicateurs. Les techniques utilisées sont basées sur la construction d’une fonction de Lyapunov
L , qui est équivalente à la fonctionnelle d’énergie du problème.

Mots-clés : problème de transmission ; équations des ondes viscoélastiques ; existence et uni-
cité de la solutions ; méthode de Faedo-Galerkin ; stabilité exponentielle.



Abstract

The main purpose of this memory is to study the existence and uniqueness of the solution as well
as the the exponential decay of the energy when the time goes to the infinity for the transmission
problem of viscoelastic waves equations.

After an introduction, we present some fundamentals notions of functional analysis, then using
Hamilton principle we modelled mathematically our problem. Based on approximations of Faedo-
Galerkin and some compactness results we show that the problem considered has only solution.

Finally, we prove the exponential stability of the system using the multiplier method. The
techniques used are based on the construction of a Lyapunov function L , which is equivalent to
the energy functional of the problem.

Keywords : transmission problem ; viscoelastic waves equations ; existence and uniqueness ;
of the solution Faedo-Galerkin method ; exponential stability.
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Introduction générale

L es équations aux dérivées partielles (É. D. P) ont été largement utilisées dans le domaine de
l’ingénierie dans ces dernières années. C’est en effet grâce à la modélisation des phénomènes

à travers des équations aux dérivées partielles, qui nous permettent de comprendre le rôle de tel
ou tel paramètre, et surtout obtenir des prévisions parfois extrêmement précises. En particulier
les équations des ondes modélisent plusieurs phénomènes naturels en : Physique, Chimie, Biologie,
Économie, etc.

Un problème d’équations aux dérivées partielles consiste à se donner, en plus des équations
proprement dites, soit des conditions initiales soit des conditions aux limites soit les deux à voir
si une solution existe, si elle unique, si elle dépend régulièrement des données et à chercher des
algorithme de calcul. La théorie du contrôle des É. D. P. intervient dans différents contextes et de
plusieurs manières. Les problèmes de contrôlabilité, d’observabilité et de stabilisation des équations
aux dérivées partielles ont fait l’objet, récemment, de nombreux travaux.

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action ; elle consiste donc à
garantir la décroissance de l’énergie des solutions vers 0 de façon plus ou moins rapide par un
mécanisme de dissipation.

Dans ce mémoire on étudie l’existence et l’unicité de la solution ainsi que la décroissance expo-
nentielle de l’énergie des solutions lorsque le temps tend vers l’infini d’un problème de transmission
d’équations des ondes viscoélastiques. Notre travail consiste a détaillé le travail de J. E. M. Rivera
et H. P. Oquendo [9]. Plus précisément, on s’intéresse à l’étude du problème suivant :

ρ1utt(x, t)− α1uxx(x, t) = 0, x ∈]0, L0[, t > 0,

ρ2vtt(x, t)− α2vxx(x, t) +

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)ds = 0 x ∈]L0, L[, t > 0

avec les conditions aux limites suivantes :
u(0, t) = v(L, t) = 0, u(L0, t) = v(L0, t), t > 0,

α1ux(L0, t) = α2vx(L0, t)−
t∫

0

g(t, s)vx(L0, s)ds, t > 0

et les conditions initiales :{
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈]0, L0[,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈]L0, L[,
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où ρ1, ρ2 α1 et α2 sont des constantes positives, et u, v et g sont des fonctions. Ce travail est
décomposé en trois chapitres.

Chapitre 1 : Dans ce chapitre nous allons présenter des rappels sur d’analyse fonctionnelle
qui seront utilisés dans notre travail. En particulier, nous allons donner quelques résultats fonda-
mentaux concernant les espaces fonctionnels et les théorèmes d’existence.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous allons modéliser mathématiquement le problème physique
en utilisant le principe de Hamilton généralisé ainsi que nous allons prouver un résultat d’existence
et l’unicité de la solutions en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Chapitre 3 : Dans cette partie, nous allons démontrer la décroissance exponentielle de la
solution. Les techniques utilisées sont basées sur la construction d’une fonction de Lyapunov L ,
qui est équivalente à la fonctionnelle d’énergie du problème. Enfin, nous terminons ce travail par
une conclusion.
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Chapitre 1
Rappels d’analyse fonctionnelle

Notons par x = (x1, x2, ..., xn) le point générique d’un ouvert Ω de Rn. Soit u une fonction
définie de Ω à valeurs dans R, on désigne par Diu(x) = ∂u(x)

∂xi
la dérivée partielle de la fonction u

par rapport à xi. Définissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement comme suit :

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

)T

et
∣∣∇u∣∣2 =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣∣
2

,

∆u(x) =
n∑
i=1

∂2u(x)

∂x2
i

.

1.1 les espaces Ck(Ω)

Soient m un entier positif et Ω un intervalle de R. On notera par :
C(Ω) l’espace des fonctions continues de Ω à valeurs dans R,(
C(Ω)

)m l’espace des fonctions continues de Ω à valeurs dans Rm,
Cb(Ω) l’espace des fonctions continues sur Ω, on le munit de la norme

‖u‖∞ = sup
x∈Ω

|u(x)|.

Pour k ≥ 1, k ∈ N, on définit alors :
Ck(Ω) l’espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre k est continue

sur Ω,
Ck
c (Ω) est l’espace des fonctions de Ck(Ω) dont le support est compact et inclus dans Ω,

C∞0 (Ω) est l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à supports compacts qu’on appelle
espace des fonctions test.

1.2 Espaces Lp(Ω) : 1 ≤ p <∞
On désigne par L1(Ω) l’espace des classes des fonctions intégrables sur Ω à valeurs dans R.

L’espace vectoriel L1(Ω) devient un espace complet muni de la norme :

‖u‖L1(Ω) =

∫
Ω

|u(x)| dx.

9



1.3. ESPACES DE SOBOLEV Chapitre 1

Si p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on définit l’espace des classes de fonctions Lp(Ω) par :

Lp(Ω) =

{
u : Ω −→ R, u mesurable et

∫
Ω

|u(x)|p dx <∞

}
.

On munit cet espace vectoriel de la norme

‖u‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

qui le rend complet.
Si p =∞, on définit :

L∞(Ω) =

{
u : ∃C > 0, telle que u est mesurable et |u(x)| < C

}
.

Cet espace vectoriel est complet pour la norme :

‖u‖L∞(Ω) = inf
{
M > 0, |u(x)| ≤M p.p. sur Ω

}
.

Remarque 1.1. L’espace L2(Ω) muni du produit scalaire

(u, v) =

∫
Ω

uvdx, u, v ∈ L2(Ω)

est un espace de Hilbert et l’espace L∞(Ω) est un espace de Banach.

1.3 Espaces de Sobolev
On définit tout d’abord le concept de la dérivée faible dans L2(Ω) cette notion généralise

la dérivation usuelle (dérivation forte) et est un cas particulier de la dérivation au sens des
distributions(voir[3]).

Définition 1.1. Soit v une fonction de L2(Ω), on dit que v est dérivable au sens de distribution
dans L2(Ω) s’il existe des fonctions wi ∈ L2(Ω) pour i ∈ {1, ..., N} telle que pour tout fonction
φ ∈ C∞0 on a : ∫

Ω

v(x)
∂φ

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω

wi(x)φ(x)dx.

chaque wi est appelée la i-ème dérivée partielle de v et notée désormais
∂v

∂xi
.
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1.3. ESPACES DE SOBOLEV Chapitre 1

1.3.1 Espace W 1,p(Ω)

Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On définit l’espace vectoriel W 1,p(Ω) par :

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω), tel que :

du(x)

dx
∈ Lp(Ω)

}
.

L’espace W 1,p(Ω) muni de la norme

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +

∥∥∥∥du(x)

dx

∥∥∥∥
Lp(Ω)

est un espace de Banach. On pose
H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Définition 1.2. Soit Ω un ouvert de Rn. L’espace de Sobolev H1(Ω) est défini par

H1(Ω) =

{
v ∈ L2(Ω), tel que ∀i ∈ {1, ..., N} ∂v

∂xi
∈ L2(Ω)

}
où ∂v

∂xi
est la dérivée partielle faible de v au sens de la définition (1.1).

Proposition 1.1. Muni du produit scalaire

〈u, v〉H1(Ω) =

∫
Ω

(
u(x)v(x) +∇u(x)∇.v(x)

)
dx

et de la norme

‖u‖H1(Ω) =

(∫
Ω

(
|u(x)|2 + |∇u(x)|2

)) 1
2

l’espace de Sobolev H1(Ω) est un espace de Hilbert.
Démonstration. (Voir [2])
Définition 1.3. Soit C∞c (Ω)l’espace des fonctions de classeC∞ à support compact dans (Ω). L’es-
pace de Sobolev H1

0 (Ω) est défini comme l’adhérence de C∞c (Ω) dans H1(Ω).

1.3.2 Espaces Wm,p(Ω)

Pour m ≥ 2, 1 ≤ p ≤ ∞, on définit Wm,p(Ω) par :

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Wm−1,p(Ω), tel que

dku

dxk
∈ Lp(Ω), k ≤ m

}
où k ∈ N et dku

dxk
est la dérivée faible d’ordre k de u au sens de la définition (1.1). C’est un espace

de Banach muni de la norme :

‖u‖Wm,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
∑
k≤m

∥∥∥∥dkudxk
∥∥∥∥
Lp(Ω)

.

On pose
Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

Remarque 1.2. Les espaces Hm(Ω), sont des espaces de Hilbert muni du produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
∑
k≤m

(
dku

dxk
,
dkv

dxk

)
L2(Ω)

, u, v ∈ Hm(Ω).
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1.4. INÉGALITÉS Chapitre 1

1.3.3 Espaces de fonctions à valeurs vectorielles

Définition 1.4. Soient 1 ≤ p <∞ et X un espace de Banach, si p est fini on définit Lp(0, T ;X)
par :

Lp
(
0, T ;X

)
=

{
u : [0, T ]→ X mesurable, telle que

T∫
0

‖u‖pX dt <∞

}
où [0, T ] est un intervalle de R. On munit cet espace de la norme :

‖u‖Lp(0,T ;X) =

 T∫
0

‖u‖pX dt


1
p

Si p est infini, alors on définit

L∞
(
0, T ;X

)
=

{
u : ]0, T [→ X mesurable, telle que sup

t∈[0,T ]

ess ‖u‖X <∞

}
.

On le munit de la norme
‖u‖L∞(0,T ;X) = sup

t∈[0,T ]

ess ‖u(t)‖X .

Théorème 1.1. Les espaces Lp
(
0, T ;X

)
munis des normes précédentes sont des espaces de Banach

pour p ∈ [0,∞].

Démonstration. (Voir [4]).

On peut, comme dans le cas d’une fonction réelle définir la dérivée au sens classique ou au sens
généralisé d’une fonction à valeurs vectorielles.

Remarque 1.3. C
(
[0, T ], X

)
=
{
u : [0, T ] −→ Xcontinue i.e. ‖u(t)− u(t0)‖ tend vers zéro

quand t tend vers t0
}
. Si pour tout t0 ∈ [0, T ], la limite suivante existe dans X

u′(t0) = lim
h−→0

1

h

[
u(t0 + h)− u(t0)

]
alors on dira que u est dérivable au sens classique et si de plus, la fonction t 7−→ u′(t) est continue
on dira alors que u appartient à C1

(
[0, T ], X

)
. De façon générale, pour k ≥ 1 entier, on peut

définir :
Ck
(
[0, T ], X

)
=
{
u ∈ Ck−1

(
[0, T ], X

)
tel que u(k) ∈ C

(
[0, T ], X

)}
.

1.4 Inégalités
Lemme 1.1. (Inégalité de Hölder). (Voir [1]) Soit 1 < p ≤ ∞, on désigne par q l’exposant
conjugué de p définie par

q =
p

p− 1
c’est-à-dire

1

p
+

1

q
= 1.

Si u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω), alors uv ∈ L1(Ω) et∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ‖u‖Lp(Ω) ‖v‖Lq(Ω) . (1.1)

12



1.4. INÉGALITÉS Chapitre 1

Corollaire 1.1. Si p = q = 2 on obtient l’inégalité de Cauchy-Schwarz∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ‖u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) . (1.2)

Lemme 1.2. (Inégalité de Young). Soient 1 < p, q < ∞, 1
p

+ 1
q

= 1 et a, b ≥ 0. Alors pour tout
η > 0,

ab ≤ ηap + Cηb
q

où
Cη =

1

q (ηp)
p
q

.

Démonstration. (Voir [5]).

Remarque 1.4. pour p = q = 2, l’inégalité précédente s’écrit sous la forme

ab ≤ ηa2 +
b2

4η
. (1.3)

On introduit ensuite :

H1
0 (Ω) = adhèrence de D(Ω) dans H1(Ω),

= sous-espce deH1(Ω) , des fonctions "nulle" sur ∂Ω.

Lemme 1.3. (Inégalité de Poincaré). Pour toute fonction φ définie pour tout x ∈ [0, L] et t ∈
[0,∞) et continument différentiable sur [0, L], alors, on a :

L∫
0

φ2(x, t)dx 6 2Lφ2(L, t) + 4L2

L∫
0

φ2
x(x, t)dx.

Démonstration. Voir [6].

Lemme 1.4. (Inégalité de Gronwall). Soient α une fonction non-négative de L1(0,∞) et g une
fonction de L∞(0,∞). Soit β une constante positive ou nulle. Si

g(t) ≤ β +

t∫
0

α(s)g(s)ds;

alors

g(t) ≤ β exp

( t∫
0

α(s)ds

)
.
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1.5. QUELQUES FORMULES UTILES Chapitre 1

1.5 Quelques formules utiles
Théorème 1.2. (Formule de Green)(Voir [2]) Soit Ω un ouvert régulier de classe C1. Soit ω une
fonction de C1(Ω) à support borné dans le fermé Ω. Alors elle vérifie la formule de Green∫

Ω

∂ω

∂xi
(x)dx =

∫
∂Ω

ω(x)ηids, (1.4)

où ηi est la i-ème composante de la normale extérieure unité de Ω.

Corollaire 1.2. (Formule d’intégration par parties) Soit Ω un ouvert régulier de classe C1. Soit
u et v deux fonctions de C1(Ω) à support borné dans le fermé Ω. Alors elles vérifient la formule
d’intégration par parties∫

Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω

v(x)
∂u

∂xi
(x)dx+

∫
∂Ω

u(x)v(x)ηi(x)ds. (1.5)

Démonstration. Il suffit de prendre ω = uv dans le Théorème(1.2).

Lemme 1.5. (Formule de Leibniz). Supposons que f(x, y) et ∂f(x,y)
∂x

sont continues sur un rectangle
a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, et supposons que u(x) et v(x) sont des fonctions de a ≤ x ≤ b dans c ≤ y ≤ d
telles que u′ et v′ sont continues sur a ≤ x ≤ b. Alors

d

dx

v(x)∫
u(x)

f(x, y)dy = f
(
x, v(x)

)
v′(x)− f

(
x, u(x)

)
u′(x) +

v(x)∫
u(x)

∂f

∂x
(x, y)dy.

1.6 Méthode de Faedo-Galerkin

1.6.1 Introduction

La méthode de Galerkin est une méthode, ou plutôt une famille de méthodes très générale
et très robuste. Son idée est la suivante, partant d’un problème variationnel posé dans un espace
de dimension infinie, on procède d’abord à une approximation dans une suite de sous-espaces
de dimension finie. On résout ensuite le problème approché en dimension finie, ce qui est en
générale plus facile de résoudre directement en dimension infinie. Enfin, on passe d’une façon ou
d’un autre à la limite quand on fait tendre la dimension des espaces d’approximation vers l’infini
pour construire une solution du problème de départ. Il convient de noter que, outre son intérêt
théorique, la méthode de Galerkin fournit également dans certains cas un procédé constructif
d’approximation.

Définition 1.5. Soit V un espace de Hilbert séparable et {Vn}n∈N∗ une famille d’espace vectoriels
de dimension finie vérifiant les axiomes :

1) Vn ⊂ V , dim Vn <∞ ;
2) Vn −→ V quand n −→∞.
Au sens suivant : il existe Vn sous-espace dense dans V , tel que pour tout u ∈ Vn, on peut

trouver une suite {un}n∈N∗ vérifiant : pour tout n, un ∈ Vn et un −→ u dans V lorsque n −→∞.
L’espace Vn s’appelle une approximation de Galerkin d’ordre n.
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1.7. RÉSULTATS DE COMPACITÉ Chapitre 1

1.6.2 Le schéma de la méthode de Faedo-Galerkin

Soit (P) le problème exact pour lequel on cherche à montrer l’existence d’une solution dans un
espace de fonction construit sur un espace de Hilbert séparable V . Soit u la solution unique du
problème (P). Aprés avoir fait un choix d’une approximation de Galerkin Vn de V , il convient de
définir un problème approché (Pn) dans l’espace de dimension finie (Vn) ayant une unique solution
(un). Le déroulement de l’étude est alors le suivant :

Étape 1 : on définit la solution un du problème (Pn).
Étape 2 : on établit des estimations sur un (dites estimation a priori) pour montrer que un

est uniformément bornée.
Étape 3 : par l’utilisation des résultats que un est uniformément bornée, il est possible d’ex-

traire de {un}n∈N∗ une sous suite {u′n}n∈N∗ qui a une limite dans la topologie faible des
espace qui interviennent dans les estimations de l’étape 2.
Soit alors u la limite obtenue.

Étape 4 : on montrer que u est solution du problème (P).
Étape 5 : résultats de convergences fortes.

1.7 Résultats de compacité
Le résultat de compacité générale dans l’espace de fonction à valeurs vectorielles est donné par

le célèbre théorème de Lions-Aubin.

Définition 1.6. Soient (X, ‖.‖X) et (Y, ‖.‖Y ) deux espaces normés.

(1) X ↪→continue Y, signifie X ⊂ Y avec l’injection continue c’est-à-dire :

∃c > 0, ‖u‖Y 6 c‖u‖X , ∀u ∈ X.

(2) X ↪→compacte Y, si de toute suite bornée dans X, on peut extraire une sous suite converge
dans Y .

Théorème 1.3. Soient X0, X et X1 trois espaces de Banach avec X0 ⊂ X ⊂ X1. On suppose que
l’injection X0 ↪→compacte X ↪→compacte X1.
Soit 1 < p0, p1 <∞. On suppose X0 et X1 sont réflexifs et on définit :

W =

{
u ∈ Lp0(I;X0), u′ ∈ Lp1(I;X1)

}
,

muni de la norme :
‖u‖W = ‖u‖Lp0 (I;X0) + ‖u′‖Lp1 (I;X1),

alors W ↪→compacte L
p0(I;X).

Démonstration. Voir [10].
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Chapitre 2
Étude de l’existence et l’unicité de la solution

2.1 Position du problème
L’objectif principal de ce travail est d’étudier la stabilité d’une corde fixée sur les deux extré-

mités, une partie de la corde est construite par des matériaux élastique tandis que l’autre partie
est construite par des matériaux viscoélastique. C’est un problème de transmission d’équation des
ondes viscoélastique comme le montre la figure suivante :

Figure 2.1 – Problème de transmission

où L0 est la longueur de la corde de la partie élastique et L est la longueur de la corde de la partie
viscoélastique.

2.2 Formulation mathématique du problème
En utilisant le principe de Hamilton généralisé

δ

t1∫
t0

[
Ec(t)− Ep(t) +W (t)

]
dt = 0 (2.1)

où δ est un opérateur variationnel, t0 est le temps initial, t1 est le temps final et t0 < t < t1,
Ec(t), Ep(t) et δW (t) représentent l’énergie cinétique, l’énergie potentielle entre x = 0 et x = L
à l’instant t et le travail virtuel effectué par la force de dissipation interne (c-à-d la dissipation
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2.2. FORMULATION MATHÉMATIQUE DU PROBLÈME Chapitre 2

visqueuse), respectivement, avec :

Ec(t) =
ρ1

2

L0∫
0

u2
t (x, t)dx+

ρ2

2

L∫
L0

v2
t (x, t)dx, (2.2)

Ep(t) =
α1

2

L0∫
0

u2
x(x, t)dx+

α2

2

L∫
L0

v2
x(x, t)dx (2.3)

et

δW (t) =

L∫
0

δvx(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx (2.4)

où les fonctions u et v désignent le déplacement transversal de la corde à la position x et l’instant
t dans les parties élastique et viscoélastique respectivement, et g c’est une fonction de relaxation.
Les constantes ρ1 et ρ2 sont les densités des matériels et α1 et α2 sont les coefficients élastiques.

En appliquant l’opérateur variationnel δ sur l’énergie cinétique Ec(t), on obtient :

δEc(t) =ρ1

L0∫
0

ut(x, t)
∂

∂t
δu(x, t)dx+ ρ2

L∫
L0

vt(x, t)
∂

∂t
δv(x, t)dx (2.5)

En intégrant l’équation (2.5) sur [t0, t1], on trouve

t1∫
t0

δEc(t)dt = ρ1

t1∫
t0

L0∫
0

ut(x, t)
∂

∂t
δu(x, t)dxdt

︸ ︷︷ ︸
I1(t)

+ ρ2

t1∫
t0

L∫
L0

vt(x, t)
∂

∂t
δv(x, t)dxdt

︸ ︷︷ ︸
I2(t)

.
(2.6)

Une intégration par partie par rapport à t dans I1(t) et I2(t), nous donne

I1(t) = ρ1

L0∫
0

ut(x, t1)δu(x, t1)dt− ρ1

L0∫
0

ut(x, t0)δu(x, t0)dt− ρ1

t1∫
t0

L0∫
0

utt(x, t)δu(x, t)dxdt (2.7)

et

I2(t) = ρ2

L∫
L0

vt(x, t1)δv(x, t1)dt− ρ2

L∫
L0

vt(x, t0)δv(x, t0)dt− ρ2

t1∫
t0

L∫
L0

vtt(x, t)δv(x, t)dxdt. (2.8)

On remplaçant (2.7) et (2.8) dans (2.6), sachant que :

δu(x, t0) = δv(x, t0) = 0,
ut(x, t1) = vt(x, t1) = 0,
δu(0, t) = 0,
δv(L, t) = 0,
δu(L0, t) = δv(L0, t),
ρ1ut(L0, t) = ρ2vt(L0, t)

(2.9)
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on trouve
t1∫
t0

δEc(t)dt =− ρ1

t1∫
t0

L0∫
0

utt(x, t)δu(x, t)dxdt− ρ2

t1∫
t0

L∫
L0

vtt(x, t)δv(x, t)dxdt. (2.10)

Aussi, on appliquant l’opérateur variationnel δ sur l’énergie potentiel Ep(t), et en utilisant des
intégrations par parties sur [t0, t1], on trouve

δEp(t) =α1

L0∫
0

ux(x, t)
∂

∂x
δu(x, t)dx+ α2

L∫
L0

v(x, t)
∂

∂x
δv(x, t)dx

donc
t1∫
t0

δEp(t)dt =α1

t1∫
t0

L0∫
0

ux(x, t)
∂

∂x
δu(x, t)dxdt

︸ ︷︷ ︸
I3(t)

+α2

t1∫
t0

L∫
L0

v(x, t)
∂

∂x
δv(x, t)dxdt

︸ ︷︷ ︸
I4(t)

.
(2.11)

Une intégration par partie, nous donne

I3(t) = α1

t1∫
t0

ux(L0, t)δu(L0, t)dt− α1

t1∫
t0

ux(0, t)δu(0, t)dt− α1

t1∫
t0

L0∫
0

uxx(x, t)δu(x, t)dxdt (2.12)

et

I4(t) =α2

t1∫
t0

vx(L, t)δv(L, t)dt− α2

t1∫
t0

vx(L0, t)δv(L0, t)dt− α2

t1∫
t0

L∫
L0

vxx(x, t)δv(x, t)dxdt (2.13)

D’après (2.9), on obtient
t1∫
t0

δEp(t)dt =− α1

t1∫
t0

L0∫
0

uxx(x, t)δu(x, t)dxdt− α2

t1∫
t0

L∫
L0

vxx(x, t)δv(x, t)dxdt

+ α1

t1∫
t0

ux(L0, t)δu(L0, t)dt− α2

t1∫
t0

vx(L, t)δv(L0, t)dt.

(2.14)

Une intégration par partie par rapport à x dans (2.4), nous donne

δW (t) =

L∫
L0

δvx(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx

=

t∫
0

g(t− s)
L∫

L0

δvx(x, t)vx(x, s)dxds

=δv(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)ds
∣∣∣L
L0

−
L∫

L0

δv(x, t)

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)dsdx,

(2.15)
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et d’après la condition (2.9) et une intégration entre t0 et t1 dans (2.15), on obtient
t1∫
t0

δW (t)dt =−
t1∫
t0

L∫
L0

δv(x, t)

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)dsdxdt

−
t1∫
t0

δv(L0, t)

t∫
0

g(t− s)vx(L0, s)dsdt.

(2.16)

Finalement, la substitution de (2.12), (2.13) et (2.16) dans (2.1), nous donne

−
t1∫
t0

L0∫
0

[
ρ1utt(x, t)− α1uxx(x, t)

]
δu(x, t)dxdt−

t1∫
t0

L∫
L0

[
ρ2vtt(x, t)− α2vxx(x, t)

+

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)ds

]
δv(x, t)dxdt−

t1∫
t0

[
α1ux(L0, t)− α2vx(L0, t)

+

t∫
0

g(t− s)vx(L0, s)ds

]
δv(L0, t)dt = 0,

(2.17)

ce qui implique [
ρ1utt(x, t)− α1uxx(x, t)

]
δu(x, t) = 0,[

ρ2vtt(x, t)− α2vxx(x, t) +

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)ds

]
δv(x, t) = 0

et [
α1ux(L0, t)− α2vx(L0, t) +

t∫
0

g(t− s)vx(L0, s)ds

]
δv(L0, t) = 0

Alors, comme δu(x, t) 6= 0, δv(x, t) 6= 0 et δv(L0, t) 6= 0, le problème est modélisé par le système
d’équations suivantes :

ρ1utt(x, t)− α1uxx(x, t) = 0, x ∈]0, L0[, t > 0,

ρ2vtt(x, t)− α2vxx(x, t) +

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)ds = 0, x ∈]L0, L[, t > 0.
(2.18)

satisfaisant les conditions aux limites suivantes :
u(0, t) = v(L, t) = 0, u(L0, t) = v(L0, t), t > 0,

α1ux(L0, t) = α2vx(L0, t)−
t∫

0

g(t, s)vx(L0, s)ds, t > 0
(2.19)

et les conditions initiales :{
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈]0, L0[,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈]L0, L[.
(2.20)
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La première équation de (2.18) c’est une équation aux dérivées partielles de type hyperbolique
et la deuxième équation c’est une équation aux dérivées partielles intégro-différentielle de type
hyperbolique.

Le terme intégral dans la deuxième équation de (2.18) représente le terme de mémoire ou le
terme de l’amortissement viscoélastique. Ce terme mémoire tient compte de toute la préhistoire
du matériel à travers un noyau g appelé fonction de relaxation en théorie de viscoélasticité.

2.3 Formulation variationnelle
Soit

V =
{

(ϕ, ψ) ∈ H1(0, L0)×H1(L0, L) : ϕ(0) = ψ(L) = 0, ϕ(L0) = ψ(L0)
}

un espace de Hilbert. Multiplions la première équation de (2.18) par une fonction ϕ ∈ V , la
deuxième équation par une fonction ψ ∈ V et intégrons sur ]0, L0[ et ]L0, L[, respectivement, on
obtient :

ρ1

L0∫
0

utt(x, t)ϕ(x)dx− α1

L0∫
0

uxx(x, t)ϕ(x)dx+ ρ2

L∫
L0

vtt(x, t)ψ(x)dx

− α2

L∫
L0

vxx(x, t)ψ(x)dx+

L∫
L0

ψ(x)

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)dsdx = 0.

Utilisons une intégration par parties on trouve :

ρ1

L0∫
0

utt(x, t)ϕ(x)dx− α1[ux(L0, t)ϕ(L0)− ux(0, t)ϕ(0)] + α1

L0∫
0

ux(x, t)ϕx(x)dx

+ ρ2

L∫
L0

vtt(x, t)ψ(x)dx− α2[vx(L, t)ψ(L)− vx(L0, t)ψ(L0)] + α2

L∫
L0

vx(x, t)ψx(x)dx

+ ψ(L)

t∫
0

g(t− s)vx(L, s)ds− ψ(L0)

t∫
0

g(t− s)vx(L0, s)ds

−
L∫

L0

ψx(x)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx = 0.

Pour ϕ, ψ ∈ V , on a {
ϕ(0) = ψ(L) = 0,

ϕ(L0) = ψ(L0).
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Donc la formulation variationnelle s’écrit : on cherche u et v tels que

ρ1

L0∫
0

utt(x, t)ϕ(x)dx+ α1

L0∫
0

ux(x, t)ϕx(x)dx+ ρ2

L∫
L0

vtt(x, t)ψ(x)dx

+ α2

L∫
L0

vx(x, t)ψx(x)dx−
L∫

L0

ψx(x)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx = 0, ∀ϕ, ψ ∈ V

(2.21)

avec les conditions initiales{
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈]0, L0[,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈]L0, L[.
(2.22)

2.4 Existence et unicité de la solution
Afin d’établir notre résultat d’existence et d’unicité de la solution du problème (2.18)–(2.20),

nous supposons que la fonction g :]0,∞[−→ R vérifie les hypothèses suivantes :
(H1) g est une fonction de classe C1 satisfaisant :

g ∈ L1(0,∞), g(0) > 0, β(t) = α2 −
t∫

0

g(s)ds et β0 = α2 −
∞∫

0

g(s)ds > 0.

(H2) Il existe trois constantes positives δ1, δ2 et δ3 telle que :

− δ1g(t) ≤ g′(t) ≤ −δ2g(t), t > 0,

0 ≤ g′′(t) ≤ δ3g(t), t > 0.

Les hypothèses ci-dessus impliquent que :

β0 6 β(t) 6 α2.

Remarque 2.1. Il existe des fonctions qui vérifiant les hypothèses (H1) et (H2), par exemple :
la fonction de la forme g(t) = e−βt avec β > 0.

Commençons par donner la définition d’une solution faible du problème (2.18)–(2.20).

Définition 2.1. Le couple (u, v) est un solution faible du problème (2.18)–(2.20) si

(u, v) ∈ L∞(0, T ;V)
⋂
W 1,∞(0, T ;L2(0, L0)× L2(L0, L)), pour tout T > 0,

et vérifie :

− ρ1

L0∫
0

u1(x, t)ϕ(0)dx− ρ2

L∫
L0

v1(x, t)ψ(0)dx− ρ1

T∫
0

L0∫
0

ut(x, t)ϕt(x)dxdt

− ρ2

T∫
0

L∫
L0

vt(x, t)ψt(x)dxdt+ α1

T∫
0

L0∫
0

ux(x, t)ϕx(x)dxdt+ α2

T∫
0

L∫
L0

vx(x, t)ψx(x)dxdt

−
T∫

0

L∫
L0

g(t− s)vx(x, s)ψx(x)dxdt = 0,
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pour tout (ϕ, ψ) ∈ L∞(0, T ;V)
⋂

W 1,∞(0, T ;L2(0, L0)× L2(L0, L)
)
tel que : ϕ(T ) = 0, ψ(T ) = 0.

Notre résultat d’existence de la solution est le théorème suivant :

Théorème 2.1. Supposons que (u0, v0) ∈ [H2(0, L0) × H2(L0, L)] ∩ V et (u1, v1) ∈ V tel que la
condition de compatibilité suivante :

α1u
0
x(L0, t) = α2v

0
x(L0, t)

et satisfaite. Alors sous les hypothèses (H1) et (H2), le problème (2.18)–(2.20) admet une solutions
unique vérifiant :

(u, v) ∈
2⋂

k=0

W k,∞(0, T ;H2−k(0, L0)×H2−k(L0, L)
)
.

Remarque 2.2. La démonstration de ce théorème est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin, qui
consiste à réaliser les trois étape suivantes :

(1) Recherche de solution � approchées �.
(2) On établit sur ces solutions approchées des estimations a priori.
(3) On passe à la limite grâce à des résultats de compacité.

Maintenant, on donne deux Lemmes qui seront un support à la démonstration de ce théorème.

Lemme 2.1. Soit V un espace vectoriel normé séparable de dimension infinie. Il existe une famille
libre dénombrable {vi}i∈N ; vi ∈ V , telle que les combinaisons linéaires des vi sont denses dans V .
De plus, on peut les choisir de telle sorte à ce que la suite des sous-espaces vectoriels Vm =
vect {vi, 0 ≤ i ≤ m} soit croissante.

Démonstration. Soit (wn)n∈N une partie dénombrable dense de V . Il existe au moins un wn non
nul et on note v0 = wn0 le premier d’entre eux. On procède ensuite par récurrence. Supposons
qu’on extraite de la suite (wn)n∈N une famille libre (wni

)0≤i≤m ,et on pose vi = wni
telle que

vect
{
wk, 0 ≤ k ≤ nm

}
= vect

{
vi, 0 ≤ i ≤ m

}
= Vm.

Comme dim Vm = m + 1, c’est un sous espace vectoriel strict de V et il est fermé. Comme la
famille (wn)n∈N est dense dans V , l’ensemble des entiers n > nm tel que wn /∈ Vm n’est pas vide.
On prend pour nm+1 sont plus petit élément (N est bien ordonné) et l’on pose vm+1 = wnm+1 .
Par construction, on a bien vect {wk, 0 ≤ k ≤ nm+1} = Vm+1. La famille (vi)i∈N répond donc à la
question et la famille de sous-espaces vectoriels associée est bien croissante.

Remarque 2.3. i) Réciproquement, s’il existe une telle famille vi, alors l’espace V est séparable.
En effet, les combinaisons linéaires à coefficients rationnels des vi forment un ensemble également
dense dans V et dénombrable.
ii) Le lemme (2.1) s’exprime de façon équivalente en disant que le sous-espace vectoriel

∞⋃
m=0

Vm

est dense dans V. On dit aussi que la famille {vi}i∈N est une famille totale dans V ou encore une
base de Galerkin, bien que ce ne soit naturellement pas du tout une base de V .
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Lemme 2.2. On a :[ t∫
0

g(t− s)h(s)ds

]
h
′
(t) =

1

2

t∫
0

g′(t− s)[h(t)− h(s)]2ds− 1

2
g(t)[h(t)]2

− 1

2

d

dt

{ t∫
0

g(t− s)
[
h(t)− h(s)

]2
ds−

( t∫
0

g(s)ds

)
)
[
h(s)

]2}
.

pour toute g, h ∈ C1(R).

Démonstration. On a :

d

dt

( t∫
0

g(t− s)
[
h(t)− h(s)

]2
ds

)
=

t∫
0

g′(t− s)
[
h(t)− h(s)

]2
ds

+ 2

( t∫
0

g(t− s)
[
h(t)− h(s)

]
dsds

)
h
′
(t).

Donc

d

dt

( t∫
0

g(t− s)
[
h(t)− h(s)

]2
ds

)
=

t∫
0

g′(t− s)
[
h(t)− h(s)

]2
ds− 2

( t∫
0

g(t− s)h(s)ds

)
h
′
(t)

+ 2

( t∫
0

g(s)ds

)[
h(s)

]
h
′
(t)

=

t∫
0

g′(t− s)
[
h(t)− h(s)

]2
ds− 2

( t∫
0

g(t− s)h(s)ds

)
h
′
(t)

+
d

dt

{ t∫
0

g(s)ds
[
h(s)

]2}− g(t)
[
h(t)

]2
pour toute g, h ∈ C1(R).

Preuve du théorème 2.1. On applique le lemme (2.1) à l’espace V = V lequel est séparable.
Pour construire l’approximation des problèmes en dimension finie.

Étape 1 : (Solutions approchées)
Soit

{
(ϕ0, ψ0), (ϕ1, ψ1), ..., (ϕm, ψm)

}
une base dans V , pour chaque m ∈ N∗, on note par :

Vm = vect
{

(ϕ0, ψ0), (ϕ1, ψ1), ... , (ϕm, ψm)
}

l’espace engendré par :{
(ϕ0, ψ0), (ϕ1, ψ1), ..., (ϕm, ψm)

}
.

On cherche des solutions approchées sous la forme :

um(x, t) =
m∑
j=1

hj,m(t)ϕj(x), x ∈]0, L0[, t ∈ R+
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et

vm(x, t) =
m∑
j=1

hj,m(t)ψj(x), x ∈]L0, L[, t ∈ R+

où hj,m, j = 1, 2, ...,m sont déterminées par les équations différentielles ordinaires suivantes :

ρ1

L0∫
0

umtt (x, t)ϕ
j(x)dx+ α1

L0∫
0

umx (x, t)ϕjx(x)dx+ ρ2

L∫
L0

vmtt (x, t)ψ
j(x)dx

+ α2

L∫
L0

vmx (x, t)ψjx(x)dx−
L∫

L0

t∫
0

g(t− s)vmx (x, s)ψjx(x)dsdx = 0, 1 ≤ j ≤ m

(2.23)

avec les conditions initiales{
um(x, 0) = u0(x), umt (x, 0) = u1(x), x ∈]0, L0[,

vm(x, 0) = v0(x), vmt (x, 0) = v1(x), x ∈]L0, L[.
(2.24)

Le système (2.23)–(2.24) est un système d’équations différentielles ordinaires avec m fonctions hj,m
inconnue ou j = 1, ...,m. D’après la théorie des E. D. O. le système (2.23)–(2.24) va admettre une
solution sur [0, tn] où tn ≤ T . Maintenant on peut montre que tn = T . Les estimations a priori
ci-dessous permettant de prolonger la solution à l’intervalle [0, T ], pour tout T > 0.

Étape 2 : (Estimations a priori)
La première estimation a priori : Multiplions (2.23) par h′j,m(t) et sommons sur j dans [1,m],
on aura :

ρ1

L0∫
0

umtt (x, t)
m∑
j=1

ϕj(x)h
′

j,m(t)dx+ α1

L0∫
0

umx (x, t)
m∑
j=1

ϕjx(x)h
′

j,m(t)dx

+ ρ2

L∫
L0

vmtt (x, t)
m∑
j=1

ψj(x)h
′

j,m(t)dx+ α2

L∫
L0

vmx (x, t)
m∑
j=1

ψjx(x)h
′

j,m(t)dx

−
L∫

L0

t∫
0

g(t− s)vmx (x, s)
m∑
j=1

ψjx(x)h
′

j,m(t)dsdx = 0.

(2.25)

On a :

um(x, t) =
m∑
j=1

hj,m(t)ϕj(x), alors umt (x, t) =
m∑
j=1

h
′

j,m(t)ϕj(x)

et

vm(x, t) =
m∑
j=1

hj,m(t)ψj(x), alors vmt (x, t) =
m∑
j=1

h
′

j,m(t)ψj(x).

Alors

ρ1

L0∫
0

umtt (x, t)u
m
t (x, t)dx+ α1

L0∫
0

umx (x, t)umxt(x, t)dx+ ρ2

L∫
L0

vmtt (x, t)v
m
t (x, t)dx

+ α2

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx−
L∫

L0

t∫
0

g(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx = 0.

(2.26)
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Remarquons que
L0∫

0

umtt (x, t)u
m
t (x, t)dx =

1

2

d

dt

L0∫
0

[
umt (x, t)

]2
dx,

L0∫
0

umx (x, t)umxt(x, t)dx =
1

2

d

dt

L0∫
0

[
umx (x, t)

]2
dx,

L∫
L0

vmtt (x, t)v
m
t (x, t)dx =

1

2

d

dt

L∫
L0

[
vmt (x, t)

]2
dx

(2.27)

et
L∫

L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx =
1

2

d

dt

L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx.

En substituant (2.27) dans (2.26), on obtient :

1

2

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

[
umt (x, t)

]2
dx+ α1

L0∫
0

[
umx (x, t)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmt (x, t)

]2
dx+ α2

L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx

}

=

L∫
L0

t∫
0

g(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx.

(2.28)

D’après le lemme (2.2) on a :
L∫

L0

vmxt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vmx (x, s)dsdx =
1

2

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)
[
vmx (x, t)− vmx (x, s)

]2
dsdx

− 1

2
g(t)

L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx− 1

2

d

dt

{ L∫
L0

t∫
0

g(t− s)
[
vmx (x, t)− vmx (x, s)

]2
dsdx

− 1

2

d

dt

( t∫
0

g(s)ds

) L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx

}
.

(2.29)

En remplaçant (2.29) dans (2.28), on aura :

1

2

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

[
umt (x, t)

]2
dx+ α1

L0∫
0

[
umx (x, t)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmt (x, t)

]2
dx+ α2

L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx

}

=
1

2

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)
[
vmx (x, t)− vmx (x, s)

]2
dsdx− 1

2
g(t)

L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx

− 1

2

d

dt

{ L∫
L0

t∫
0

g(t− s)
[
vmx (x, t)− vmx (x, s)

]2
dsdx−

( t∫
0

g(s)ds

) L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx

}
.
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Alors

1

2

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

[
umt (x, t)

]2
dx+ α1

L0∫
0

[
umx (x, t)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmt (x, t)

]2
dx+ β(t)

L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx

+

L∫
L0

t∫
0

g(t− s)
[
vmx (x, t)− vmx (x, s)

]2
dsdx

}
=

1

2

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)
[
vmx (x, t)− vmx (x, s)

]2
dsdx

− 1

2
g(t)

L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx.

Donc

d

dt
E(t, um, vm) =

1

2

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)[vmx (x, t)− vmx (x, s)]2dsdx− 1

2
g(t)

L∫
L0

[vmx (x, t)]2dx. (2.30)

où

2E(t, um, vm) =ρ1

L0∫
0

[
umt (x, t)

]2
dx+ α1

L0∫
0

[
umx (x, t)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmt (x, t)

]2
dx

+ β(t)

L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx+

L∫
L0

t∫
0

g(t− s)
[
vmx (x, t)− vmx (x, s)

]2
dsdx

En intégrant l’équation (2.30) sur [0, T ], on obtient :

E(T, um, vm)− 1

2

T∫
0

[ L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)[vmx (x, t)− vmx (x, s)]2dsdx

]
dt+

1

2
g(t)

T∫
0

[ L∫
L0

[vmx (x, t)]2dx

]
dt

6 E(0, um, vm).
(2.31)

La deuxième estimation a priori : Premièrement, on estime les termes utt(0) et vtt(0).
En multipliant l’équation (2.23) par h′′j,m(t), et on prend la somme par rapport à j, j = 1, 2, ...,m
on obtient :

ρ1

L0∫
0

umtt (x, t)
m∑
j=1

h′′j,m(t)ϕj(x)dx+ α1

L0∫
0

umx (x, t)
m∑
j=1

h′′j,m(t)ϕjx(x)dx

+ ρ2

L∫
L0

vmtt (x, t)
m∑
j=1

h′′j,m(t)ψj(x)dx+ α2

L∫
L0

vmx (x, t)
m∑
j=1

h′′j,m(t)ψjx(x)dx

−
L∫

L0

t∫
0

g(t− s)vmx (x, s)
m∑
j=1

h′′j,m(t)ψjx(x)dsdx = 0.

(2.32)
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On a :

umt (x, t) =
m∑
j=1

h
′

j,m(t)ϕj(x) ⇒ umtt (x, t) =
m∑
j=1

h
′′

j,m(t)ϕj(x)

et

vmt (x, t) =
m∑
j=1

h
′

j,m(t)ψj(x) ⇒ vmtt (x, t) =
m∑
j=1

h
′′

j,m(t)ψj(x).

Alors

ρ1

L0∫
0

umtt (x, t)u
m
tt (x, t)dx+ α1

L0∫
0

umx (x, t)umxtt(x, t)dx+ ρ2

L∫
L0

vmtt (x, t)v
m
tt (x, t)dx

+ α2

L∫
L0

vmx (x, t)vmxtt(x, t)dx−
L∫

L0

t∫
0

g(t− s)vmx (x, s)vmxtt(x, t)dsdx = 0.

(2.33)

Remarquons que
L0∫

0

umx (x, t)umxtt(x, t)dx = umx (L0, t)u
m
tt (L0, t)− umx (0, t)umtt (0, t)−

L0∫
0

umxx(x, t)u
m
tt (x, t)dx

et
L∫

L0

vmx (x, t)vmxtt(x, t)dx = vmx (L, t)vmtt (L, t)− vmx (L0, t)v
m
tt (L0, t)−

L∫
L0

vmxx(x, t)v
m
tt (x, t)dx

donc

ρ1

L0∫
0

umtt (x, t)u
m
tt (x, t)dx+ α1

[
umx (L0, t)u

m
tt (L0, t)− umx (0, t)umtt (0, t)

]
− α1

L0∫
0

umxx(x, t)u
m
tt (x, t)dx

+ ρ2

L∫
L0

vmtt (x, t)v
m
tt (x, t)dx+ α2

[
vmx (L, t)vmtt (L, t)− vmx (L0, t)v

m
tt (L0, t)

]

− α2

L∫
L0

vmxx(x, t)v
m
tt (x, t)dx−

L∫
L0

t∫
0

g(t− s)vmx (x, s)vmxtt(x, t)dsdx = 0.

(2.34)
Posons t = 0 dans (2.34) on trouve :

ρ1

L0∫
0

[
umtt (x, 0)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmtt (x, 0)

]2
dx = α1

L0∫
0

umxx(x, 0)
[
umtt (x, 0)

]
dx

− α1

[
umx (L0, t)u

m
tt (L0, t)− umx (0, t)umtt (0, t)

]

+α2

L∫
L0

vmxx(x, 0)
[
vmtt (x, 0)

]
dx− α2

[
vmx (L, t)vmtt (L, t)− vmx (L0, t)v

m
tt (L0, t)

]
.
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D’après l’inégalité de Young, on peut écrire

L0∫
0

[
umtt (x, 0)

]2
dx+

L∫
L0

[
vmtt (x, 0)

]2
dx 6M1

{ L0∫
0

[
umxx(x, 0)

]2
dx+

L∫
L0

[
vmxx(x, 0)

]2
dx

}

où M1 est une constante.
Deuxièmement, en dérivant l’équation (2.23) par rapport à t, on obtient :

ρ1

L0∫
0

umttt(x, t)ϕ
j(x)dx+ α1

L0∫
0

umxt(x, t)ϕ
j
x(x)dx+ ρ2

L∫
L0

vmttt(x, t)ψ
j(x)dx+ α2

L∫
L0

vmxt(x, t)ψ
j
x(x)dx

−
L∫

L0

t∫
0

g′(t− s)vmx (x, s)ψjx(x)dsdx− g(0)

L∫
L0

vmx (x, t)ψjx(x)dx = 0.

(2.35)
En multipliant l’équation (2.35) par h′′j,m(t) , et on prend la somme par rapport à j = 1, 2, ...,m,
on déduit :

ρ1

L0∫
0

umttt(x, t)u
m
tt (x, t)dx+ α1

L0∫
0

umxt(x, t)u
m
xtt(x, t)dx+ ρ2

L∫
L0

vmttt(x, t)v
m
tt (x, t)dx

+ α2

L∫
L0

vmxt(x, t)v
m
xtt(x, t)dx−

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)vmx (x, s)vmxtt(x, t)dsdx

− g(0)

L∫
L0

vmx (x, t)vmxtt(x, t)dx = 0.

Or, on a :
L0∫

0

umttt(x, t)u
m
tt (x, t)dx =

1

2

d

dt

L0∫
0

[
umtt (x, t)

]2
dx,

L0∫
0

umxt(x, t)u
m
xtt(x, t)dx =

1

2

d

dt

L0∫
0

[
umxt(x, t)

]2
dx,

L0∫
0

vmttt(x, t)v
m
tt (x, t)dx =

1

2

d

dt

L0∫
0

[
vmtt (x, t)

]2
dx,

et
L∫

L0

vmxt(x, t)v
m
xtt(x, t)dx =

1

2

d

dt

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx.
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Donc

1

2

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

[
umtt (x, t)

]2
dx+ α1

L0∫
0

[
umxt(x, t)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmtt (x, t)

]2
dx+ α2

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx

}

=

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)vmx (x, s)vmxtt(x, t)dsdx+ g(0)

L∫
L0

vmx (x, t)vmxtt(x, t)dx.

D’autre part, on a :

d

dt

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx

= g′(0)

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx+

t∫
0

d

dt

[ L∫
L0

g′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dx

]
ds

= g′(0)

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx+

L∫
L0

t∫
0

g′′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx

+

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)vmx (x, s)vmxtt(x, t)dsdx.

D’où

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)vmx (x, s)vmxtt(x, t)dsdx = −g′(0)

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx

+
d

dt

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx−
L∫

L0

t∫
0

g′′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx.

(2.36)

Donc, en tenant compte de (2.36) dans l’estimation présidente, on aura :

1

2

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

[
umtt (x, t)

]2
dx+ α1

L0∫
0

[
umxt(x, t)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmtt (x, t)

]2
dx+ α2

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx

}

= −g′(0)

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx+
d

dt

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx

−
L∫

L0

t∫
0

g′′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx+ g(0)

L∫
L0

vmx (x, t)vmxtt(x, t)dx
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Par ailleurs, on a :

d

dt

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx =

L∫
L0

vmxt(x, t)v
m
xt(x, t)dx+

L∫
L0

vmx (x, t)vmxtt(x, t)dx.

Donc

g(0)

L∫
L0

vmx (x, t)vmxtt(x, t)dx = g(0)
d

dt

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx− g(0)

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx.

Par suite :

1

2

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

[
umtt (x, t)

]2
dx+ α1

L0∫
0

[
umxt(x, t)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmtt (x, t)

]2
dx+ α2

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx

}

=
d

dt

[ L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx

]
−

L∫
L0

t∫
0

g′′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx

− g′(0)

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx+ g(0)
d

dt

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx− g(0)

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx.

(2.37)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, l’inégalité de Young et la condition (H2),
on obtient :∣∣∣∣

L∫
L0

t∫
0

g′′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx

∣∣∣∣ 6 δ2
3

2

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx

+
1

2
‖g‖L1(0,∞)

t∫
0

g(t− s)
[ L∫
L0

[
vmx (x, s)

]2
dx

]
ds.

(2.38)

En remplaçant (2.38) dans (2.37), ensuite on intègre entre 0 et t, on obtient :

1

2

{
ρ1

L0∫
0

[
umtt (x, t)

]2
dx+ α1

L0∫
0

[
umxt(x, t)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmtt (x, t)

]2
dx+ α2

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx

}

6
1

2

{
ρ1

L0∫
0

[
umtt (x, 0)

]2
dx+ α1

L0∫
0

[
umxt(x, 0)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmtt (x, 0)

]2
dx+ α2

L∫
L0

[
vmxt(x, 0)

]2
dx

}

+

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)vmx (x, s)vmxt(x, t)dsdx−
δ2

3

2

t∫
0

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dxds

(2.39)
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− 1

2
‖g‖2

L1(0,∞)

t∫
0

L∫
L0

[
vmx (x, s)

]2
dx
]
ds− g′(0)

t∫
0

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dxds

+ g(0)

L∫
L0

vmx (x, s)vmxt(x, t)dx− g(0)

t∫
0

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dxds.

Remarquons, d’après l’inégalité de Young, pour tout η > 0 on a :

∣∣∣∣g(0)

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dx

∣∣∣∣ 6
(
g(0)

)2

4η

L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2

dx+ η

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2

dx,

∣∣∣∣g′(0)

t∫
0

L∫
L0

vmx (x, t)vmxt(x, t)dxds

∣∣∣∣ 6
(
g′(0)

)2

4η

t∫
0

L∫
L0

[
vmx (x, s)

]2

dxds+ η

t∫
0

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2

dxds,

et

L∫
L0

t∫
0

g′(t− s)
[
vmx (x, s)vmxt(x, t)

]
dsdx 6

δ2
2

4η
‖g‖L1(0,∞)‖g‖L1(0,∞)

t∫
0

L∫
L0

[
vmx (x, s)

]2
dxds

+ η

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx.

(2.40)

En tenant compte de ces estimations, on en déduit que :

1

2

{
ρ1

L0∫
0

[
umtt (x, t)

]2

dx+ α1

L0∫
0

[
umxt(x, t)

]2
dx+ ρ2

L∫
L0

[
vmtt (x, t)

]2
dx+ α2

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx

}

6M2 +

(
g(0)

)2

4η

L∫
L0

[
vmx (x, t)

]2
dx+ 2η

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx+

(
g′(0)

)2

4η

t∫
0

L∫
L0

[
vmx (x, s)

]2
dxds

+ η

t∫
0

L∫
L0

[
vmxt(x, s)

]2
dxds+

δ2
2

4η
‖g‖L1(0,∞)‖g‖L1(0,∞)

t∫
0

L∫
L0

[
vmx (x, s)

]2
dxds.

(2.41)

où M2 est une constante dépendante de u0, u1, v0 et v1.
A ce point, on choisit η assez petit, et en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient l’estimation
suivante :

L0∫
0

[
umtt (x, t)

]2

dx+

L0∫
0

[
umxt(x, t)

]2
dx+

L∫
L0

[
vmtt (x, t)

]2
dx+

L∫
L0

[
vmxt(x, t)

]2
dx 6M3 (2.42)

où M3 est une constante positive.
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Étape 3 : (Passage à la limite)
D’après les estimations (2.31) et (2.42) on déduit que :

(um, vm) sont uniformément bornée dans L∞
(
0, T ;V

)
,

(umt , v
m
t ) sont uniformément bornée dans L∞

(
0, T ;V

)
,

(umtt , v
m
tt ) sont uniformément bornée dans L∞

(
0, T ;L2(0, L0)× L2(L0, L)

)
.

(2.43)

Donc, il existe deux sous-suites (un, vn) de (um, vm) vérifiant :
(un, vn) ⇀ (u, v) faible étoile dans L∞

(
0, T ;V

)
,

(unt , v
n
t ) ⇀ (ut, vt) faible étoile dans L∞

(
0, T ;V

)
,

(untt, v
n
tt) ⇀ (utt, vtt) faible étoile dans L∞

(
0, T ;L2(0, L0)× L2(L0, L)

)
.

(2.44)

Et on sait que l’injection V ↪→ L2(0, L0)× L2(L0, L) est compacte. Donc, on peut donc appliquer
le théorème de compacité de Aubin-Lions avec : X0 = V , X = X1 = L2(0, L0)× L2(L0, L)
et p0 = p1 = 2, c’est-à-dire qu’on peut extraire deux suites telle que :{

(un, vn) −→ (u, v) forte dans L2
(
0, T ;V)

)
,

(unt , v
n
t ) −→ (ut, vt) forte dans L2

(
0, T ;L2(0, L0)× L2(L0, L)

)
.

(2.45)

Les convergences (2.44) et (2.45) sont suffisent pour passer à la limite dans (2.23), pour obtenir :
ρ1utt(x, t)− α1uxx(x, t) = 0, x ∈]0, L0[, t > 0

ρ2vtt(x, t)− α2vxx(x, t) +

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)ds = 0, x ∈]L0, L[, t > 0
(2.46)

D’oú l’existence de la solution du problème (2.18)–(2.20).

Unicité de la solution

Soient (u(1), v(1)) et (u(2), v(2)) deux solutions du problème (2.18) telles que :

(u(i), v(i)) ∈ L∞
(
[0, T ];V

)
(u

(i)
t , v

(i)
t ) ∈ L∞

(
[0, T ];V

)
(u

(i)
tt , v

(i)
tt ) ∈ L∞

(
[0, T ], L2(0, L0)× L2(L0, L)

)
avec i = 1, 2.

Alors
(z(1), z(2)) = (u(1) − u(2), v(1) − v(2))

vérifiant :

ρ1

L0∫
0

z
(1)
tt (x, t)ϕ(x)dx+ α1

L0∫
0

z(1)
x (x, t)ϕx(x)dx+ ρ2

L∫
L0

z
(2)
tt (x, t)ψ(x)dx

+ α2

L∫
L0

z(2)
x (x, t)ψx(x)dx−

L∫
L0

ψx(x)

t∫
0

g(t− s)z(2)
x (x, s)dsdx = 0, ∀ϕ, ψ ∈ V

(2.47)
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avec
z(1)(x, 0) = 0, z

(1)
t (x, 0) = 0, z(2)(x, 0) = 0, z

(2)
t (x, 0) = 0. (2.48)

En raisonnant de la même manière que pour le cas de la première estimation a priori on obtient
directement u(1) = u(2) et v(1) = v(2). Ceci achève la démonstration du théorème 2.1. �
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Chapitre 3
Comportement asymptotique de la solution

3.1 Introduction
Dans ce travail nous intéressons à l’étude du comportement asymptotique de la solution d’un

problème de transmission d’équations des ondes viscoélastiques suivant :
ρ1utt(x, t)− α1uxx(x, t) = 0, x ∈]0, L0[, t > 0,

ρ2vtt(x, t)− α2vxx(x, t) +

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)ds = 0, x ∈]L0, L[, t > 0.
(3.1)

satisfaisant les conditions aux limites suivantes :
u(0, t) = v(L, t) = 0, u(L0, t) = v(L0, t), t > 0,

α1ux(L0, t) = α2vx(L0, t)−
t∫

0

g(t, s)vx(L0, s)ds, t > 0.
(3.2)

et les conditions initiales :{
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈]0, L0[,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈]L0, L[,
(3.3)

où ρ1, ρ2, α1 et α2 sont des constantes positives.
Dans ce chapitre, nous aimerions étudier le cas où le noyau g :]0,∞[−→ R vérifie les hypothèses

suivantes :
(H1) g est une fonction de classe C3 satisfaisant :

g ∈ L1(0,∞), g(0) > 0, β(t) = α2 −
t∫

0

g(s)ds et β0 = α2 −
∞∫

0

g(s)ds > 0.

(H2) Il existe k0, k1, k2, k3 et k4 sont des constantes positives telle que :

− k0g(t) 6 g′(t) 6 −k1g(t),

k2g(t) 6 g′′(t) 6 k3g(t),

|g′′′(t)| 6 k4g(t).

Sous ces hypothèses, nous montrerons que l’énergie modifiée associée au problème (3.1)–(3.3)
décroit exponentiellement vers zéro, quand le temps tend vers l’infini.
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3.2 Énergie modifiée
On définit l’énergie classique associée au système (3.1)–(3.3) par :

2E(t, u, v) = ρ1

L0∫
0

u2
t (x, t)dx+ α1

L0∫
0

u2
x(x, t)dx+ ρ2

L∫
L0

v2
t (x, t)dx+ α2

L∫
L0

v2
x(x, t)dx (3.4)

Lemme 3.1. Soit (u, v) la solutions du problème (3.1)-(3.3), alors l’énergie classique E(t, u, v),
satisfait

d

dt
E(t, u, v) =

L∫
L0

vxt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx (3.5)

pour toute t ≥ 0.

Démonstration. Multiplions la première équation de (3.1) par ut et la deuxième équation par vt,
puis intégrons sur ]0, L0[ et ]L0, L[, respectivement, on obtient :

ρ1

L0∫
0

utt(x, t)ut(x, t)dx− α1

L0∫
0

uxx(x, t)ut(x, t)dx+ ρ2

L∫
L0

vtt(x, t)vt(x, t)dx

− α2

L∫
L0

vxx(x, t)vt(x, t)dx+

L∫
L0

vt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)dsdx = 0.

(3.6)

En utilisant des intégrations par parties, les termes en (3.6) sont estimés comme suit :
Le premier terme :

ρ1

L0∫
0

utt(x, t)ut(x, t)dx =
ρ1

2

d

dt

L0∫
0

u2
t (x, t)dx. (3.7)

Le deuxiéme terme :

− α1

L0∫
0

uxx(x, t)ut(x, t)dx = −α1

[
ux(L0, t)ut(L0, t)− ux(0, t)ut(0, t)

]
+
α1

2

d

dt

L0∫
0

u2
x(x, t)dx.

(3.8)
Le troixième terme :

ρ2

L∫
L0

vtt(x, t)vt(x, t)dx =
ρ2

2

d

dt

L∫
L0

v2
t (x, t)dx. (3.9)

Le quatrième terme :

− α2

L∫
L0

vxx(x, t)vt(x, t)dx = −α2

[
vx(L, t)vt(L, t)− vx(L0, t)vt(L0, t)

]
+
α2

2

d

dt

L∫
L0

v2
x(x, t)dx.

(3.10)
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Le cinquième terme :

L∫
L0

vt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)dsdx = vt(L, t)

t∫
0

g(t− s)vx(L, s)ds

− vt(L0, t)

t∫
0

g(t− s)vx(L0, s)ds

−
L∫

L0

vxt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx.

(3.11)

En substituant (3.7)–(3.11) dans (3.6), on aura

1

2

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

u2
t (x, t)dx+ ρ2

L∫
L0

v2
t (x, t)dx+ α1

L0∫
0

u2
x(x, t)dx+ α2

L∫
L0

v2
x(x, t)dx

}

= α1

[
ux(L0, t)ut(L0, t)− ux(0, t)ut(0, t)

]
+ α2

[
vx(L, t)vt(L, t)− vx(L0, t)vt(L0, t)

]

+

L∫
L0

vxt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx− vt(L, t)
t∫

0

g(t− s)vx(L, s)ds

+ vt(L0, t)

t∫
0

g(t− s)vx(L0, s)ds.

(3.12)

Finalement, l’utilisation des conditions aux limites (3.2), nous donne

1

2

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

u2
t (x, t)dx+ ρ2

L∫
L0

v2
t (x, t)dx+ α1

L0∫
0

u2
x(x, t)dx+ α2

L∫
L0

v2
x(x, t)dx

}

=

L∫
L0

vxt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx.

(3.13)

Mais on a :

2E(t, u, v) = ρ1

L0∫
0

u2
t (x, t)dx+ ρ2

L∫
L0

v2
t (x, t)dx+ α1

L0∫
0

u2
x(x, t)dx+ α2

L∫
L0

v2
x(x, t)dx.

Donc
d

dt
E(t, u, v) =

L∫
L0

vxt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx.

pour tout t ≥ 0.
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Remarque 3.1. D’après le Lemme (2.2), on peut facilement voir que

L∫
L0

vxt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx =
1

2

L∫
L0

(g′� vx)(t)dx−
1

2
g(t)

L∫
L0

v2
x(x, t)dx

− 1

2

d

dt

{ L∫
L0

(g� vx)(t)dx−

( t∫
0

g(s)ds

) L∫
L0

v2
x(x, t)dx

} (3.14)

où � est un opérateur défini par

(f � z)(t) =

t∫
0

f(t− s)
(
z(x, t)− z(x, s)

)2
dsdx, t ≥ 0.

Maintenant, nous définissons l’énergie "modifiée" pour le système (3.1)–(3.3) par :

2E (t, u, v) =E1(t, u) + E2(t, v) (3.15)

où

E1(t, u) =
1

2

{
ρ1

L0∫
0

u2
t (x, t)dx+ α1

L0∫
0

u2
x(x, t)dx

}
(3.16)

et

E2(t, v) =
1

2

{
ρ2

L∫
L0

v2
t (x, t)dx+ β(t)

L∫
L0

v2
x(x, t)dx+

L∫
L0

(g� vx)(t)dx.

}
. (3.17)

Pour préserver l’hyperbolicité du système (3.1)–(3.3), on pose

β0 = α2 −
∞∫

0

g(s)ds.

D’après le Lemme 3.1 et la Remarque 3.1, on obtient,

d

dt
E (t, u, v) =

1

2

L∫
L0

(g′� vx)(t)dx−
1

2
g(t)

L∫
L0

v2
x(x, t)dx. (3.18)

En intégrant sur [0, T ] l’égalité (3.18), on peut écrire :

E (T, u, v)− 1

2

T∫
0

L∫
L0

(g′� vx)(t)dxdt+
1

2
g(t)

T∫
0

L∫
L0

v2
x(x, t)dxdt 6 E (0, u, v). (3.19)
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3.3 Stabilité de l’énergie
Il existe plusieurs degrés de stabilité que l’on peut étudier. Le premier degré consiste à analyser

simplement la décroissance de l’énergie des solutions vers zéro, c’est-à-dire

E (t, u, v) −→ 0 lorsque t −→∞,

c’est ce que l’on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse à la décroissance de l’énergie la plus rapide, c’est-à-dire lorsque

celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle, c’est-à-dire

E (t, u, v) 6 C exp(−βt),∀t > 0,

où C et β sont deux constantes positives avec C qui dépend des données initiales.
Quant au troisième, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance des

solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :

E (t, u, v) 6
C

tα
,∀t > 0,

où C et α sont deux constantes positives avec C qui dépend des données initiales.

3.4 Quelques lemmes utiles
Dnas cette section, nous donnons quelques lemmes qui seront un support à la démonstration

de notre résultat sur la décroissance exponentielle de l’énergie modifiée quand t tend vers l’infini.

Lemme 3.2. Pour toute solutions (u, v) du problème (3.1)–(3.3), il existe K1 > 0 telle que :

T∫
0

E1(t, u)dt 6 K1

{ T∫
0

{
u2
t (L0, t) + u2

x(L0, t)
}
dt+ E1(T, u)

}

pour tout T > 0

Démonstration. En multipliant la première équation de (3.1) par σ(x)ux, puis en intègre sur ]0, L0[,
on obtient :

ρ1

L0∫
0

utt(x, t)σ(x)ux(x, t)dx− α1

L0∫
0

uxx(x, t)σ(x)ux(x, t)dx = 0. (3.20)

Or, on a :

L0∫
0

utt(x, t)σ(x)ux(x, t)dx =
d

dt

{ L0∫
0

σ(x)ut(x, t)ux(x, t)dx

}
−

L0∫
0

σ(x)ut(x, t)uxt(x, t)dx. (3.21)

En substituant (3.21) dans (3.20), on aura :

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

σ(x)ut(x, t)ux(x, t)dx

}
= ρ1

L0∫
0

σ(x)ut(x, t)uxt(x, t)dx+ α1

L0∫
0

σ(x)uxx(x, t)ux(x, t)dx.
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D’après une intégration par partie, on trouve :

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

σ(x)ut(x, t)ux(x, t)dx

}
= −1

2

L0∫
0

σ′(x)
{
ρ1u

2
t (x, t) + α1u

2
x(x, t)

}
dx

+
1

2

[
σ(x)

{
ρ1u

2
t (x, t) + α1u

2
x(x, t)

}]x=L0

x=0

,

(3.22)

et pour σ(x) = x dans (3.22), on obtient :

d

dt

{
ρ1

L0∫
0

xut(x, t)ux(x, t)dx

}
= −1

2

L0∫
0

{
ρ1u

2
t (x, t) + α1u

2
x(x, t)

}
dx

+
1

2

[
L0

{
ρ1u

2
t (L0, t) + α1u

2
x(L0, t)

}]
.

Alors
1

2

L0∫
0

{
ρ1u

2
t (x, t) + α1u

2
t (x, t)

}
dx = − d

dt

{
ρ1

L0∫
0

xut(x, t)ux(x, t)dx

}

+
1

2

[
L0

{
ρ1u

2
t (L0, t) + α1u

2
x(L0, t)

}]
.

(3.23)

Une intégration sur [0, T ] de (3.23), donne :

T∫
0

E1(t, u)dt =
1

2

T∫
0

[
L0

{
ρ1u

2
t (L0, t) + α1u

2
x(L0, t)

}]
dt− ρ1

[ L0∫
0

xut(x, t)ux(x, t)dx

]t=T
t=0

et par l’utilisation de l’inégalité de Young, on trouve :

T∫
0

E1(t, u)dt 6
1

2

T∫
0

[
L0

{
ρ1u

2
t (L0, t) + α1u

2
x(L0, t)

}]
dt+

ρ1L0

2

{ L0∫
0

[
u2
t (x, T ) + u2

x(x, T )
]
dx

}

+
ρ1L0

2

{ L0∫
0

[
u2
t (x, 0) + u2

x(x, 0)
]
dx

}
.

D’où

T∫
0

E1(t, u)dt 6
L0

2

T∫
0

{
ρ1u

2
t (L0, t) + α1u

2
x(L0, t)

}
dt+ L0ρ1

{
E1(T, u) + E1(0, u)

}
. (3.24)

D’autre part, en multipliant la première équation de (3.1) par ut, on obtient :

ρ1

L0∫
0

utt(x, t)ut(x, t)dx− α1

L0∫
0

uxx(x, t)ut(x, t)dx = 0
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et puisque

ρ1

2

d

dt

{ L0∫
0

u2
t (x, t)dx

}
− α1

[
ux(x, t)ut(x, t)

]x=L0

x=0

+ α1

L0∫
0

ux(x, t)uxt(x, t)dx = 0

on déduit aisément que

1

2

d

dt

{ L0∫
0

(
ρ1u

2
t (x, t) + α1u

2
x(x, t)

)
dx

}
= α1ux(L0, t)ut(L0, t)− α1ux(0, t)ut(0, t).

D’où
d

dt
E1(t, u) = α1ux(L0, t)ut(L0, t).

Ensuite, en intégrant sur [0, T ], on trouve :

E1(T, u)− E1(0, u) =

T∫
0

α1ux(L0, t)ut(L0, t)dt

et en utilisant l’inégalité de Young une autre fois, on obtient :

E1(0, u) 6 E1(T, u) +
1

2

√
α1

ρ1

T∫
0

{
ρ1u

2
t (L0, t) + α1u

2
x(L0, t)

}
dt. (3.25)

En remplaçant (3.25) dans (3.24), on trouve :

T∫
0

E1(t, u)dt 6 K1

{ T∫
0

{
u2
t (L0, t) + u2

x(L0, t)
}
dt+ E1(T, u)

}

pour tout T > 0.

Remarque 3.2. Dans la suite de ce mémoire, on note par ∗ et � les deux l’opérateurs définis par :

(g ∗ h)(t) =

t∫
0

g(t− s)h(s)ds (3.26)

et

(g � h)(t) =

t∫
0

g(t− s)
{
h(t)− h(s)

}
ds. (3.27)

Aussi, il est claire que

(g ∗ h)(t) =

( t∫
0

g(s)ds

)
h(t)− (g � h)(t) (3.28)

et [
(g � h)(t)

]2

6

( t∫
0

g(s)ds

)
(g�h)(t). (3.29)
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Lemme 3.3. Sous les hypothèses (H1) et (H2), si (u, v) sont solutions du problème (3.1)– (3.3),
alors, il existe K2, K3 et K4 des constantes positives telles que :

(i)

T∫
0

E2(t, v)dt 6 K2

{ T∫
0

{
u2
t (L0, t) + u2

x(L0, t)
}
dt+ E2(T, v)

}

+K3

{
−

T∫
0

L∫
L0

[
g′� vx

]
dxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt

}

et

(ii)

T∫
0

{
u2
t (L0, t) + u2

x(L0, t)
}
dt 6 K4

{ T∫
0

E2(t, v)dt+ E2(T, v) + E2(0, v)

}
pour tout T > 0.

Démonstration. En multipliant la deuxième équation de (3.1) par σ(x)(α2vx − g ∗ vx), on trouve :

ρ2

L∫
L0

vtt(x, t)σ(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx− α2

L∫
L0

vxx(x, t)σ(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx

+

L∫
L0

[
g ∗ vxx

]
σ(x)

(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx = 0.

On a :

d

dt

{
ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx

}
= ρ2

L∫
L0

vtt(x, t)σ(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx

+ ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
t
dx.

D’où
d

dt

{
ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx

}

= ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
t
dx

+

L∫
L0

(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
x
σ(x)

(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx

= ρ2α2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)vxt(x, t)dx

︸ ︷︷ ︸
I1(t)

−ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)
[
g ∗ vx

]
t
dx
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+

L∫
L0

σ(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
x
σ(x)

(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx

︸ ︷︷ ︸
I2(t)

.

En utilisant une intégration par partie par rapport à x dans I1(t) et I2(t), on obtient

I1(t) =
ρ2α2

2

[
σ(x)v2

t (x, t)

]x=L

x=L0

− ρ2α2

2

L∫
L0

σ′(x)v2
t (x, t)dx.

I2(t) =
1

2

[
σ(x)

(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)2
]x=L

x=L0

− 1

2

L∫
L0

σ′(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)2
dx.

Alors
d

dt

{
ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx

}

=
σ(x)

2

[
ρ2α2v

2
t (x, t) +

(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)2
]x=L

x=L0

− ρ2α2

2

L∫
L0

σ′(x)v2
t (x, t)dx−

1

2

L∫
L0

σ′(x)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)2
dx

− ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)
[
g ∗ vx

]
t
dx.

On a :

ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)
[
g ∗ vx

]
t
dx = ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)

[ t∫
0

g(t− s)vx(x, s)ds
]
t

dx

= ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)

[
g(0)vx(x, t) +

t∫
0

g′(t− s)vx(x, s)ds
]
dx

= ρ2

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)
[
g(0)vx(x, t) + g′ ∗ vx

]
dx.

D’après la formule (3.28), on peut écrire :

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)
[
g ∗ vx

]
t
dx =

L∫
L0

vt(x, t)σ(x)

[
g(0)vx(x, t) +

( t∫
0

g′(s)ds

)
vx(x, t)−

(
g′ � vx

)]
dx.
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Enfin, on trouve :

d

dt

{
ρ2

L∫
L0

σ(x)vt(x, t)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx

}

=
1

2

[
σ(x)

{
ρ2α2v

2
t (x, t) +

[
α2vx(x, t)− g ∗ vx

]2}]x=L

x=L0

− 1

2

L∫
L0

σ′(x)

{
ρ2α2v

2
t (x, t) +

[
β(t)vx(x, t) + g � vx

]2
dx

}

+ ρ2

L∫
L0

σ(x)vt(x, t)

{
−g(t)vx +

[
g � vx

]
t

}
dx.

(3.30)

Si σ(x) = x− L dans (3.30), il est facile de voir que :

d

dt

{
ρ2

L∫
L0

(x− L)vt(x, t)
(
α2vx(x, t)− g ∗ vx

)
dx

}

=
1

2

[
(x− L)

{
ρ2α2v

2
t (x, t) +

[
α2vx(x, t)− g ∗ vx

]2}]x=L

x=L0

− 1

2

L∫
L0

{
ρ2α2v

2
t (x, t) +

[
β(t)vx(x, t) + g � vx

]2}
dx

+ ρ2

L∫
L0

(x− L)vt(x, t)

{
−g(t)vx +

[
g � vx

]
t
dx

}
.

(3.31)

Or

1

2

L∫
L0

{
ρ2α2v

2
t (x, t) +

[
β(t)vx(x, t) + g � vx

]2}
dx =

1

2

L∫
L0

ρ2α2v
2
t (x, t)dx+

1

2

L∫
L0

β(t)2v2
x(x, t)dx

+
1

2

L∫
L0

[
g � vx

]2
dx+

L∫
L0

β(t)
[
g � vx

]
dx

donc d’après l’inégalité (3.29), on peut écrire :

L∫
L0

ρ2α2v
2
t (x, t)dx+

L∫
L0

β(t)2v2
x(x, t)dx

6 (L− L0)

{
ρ2α2v

2
t (L0, t) +

[
α2vx(L0, t)− g ∗ vx(L0, t)

]2}
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− 2
d

dt

{
ρ2

L∫
L0

(x− L)vt(x, t)

{
β(t)vx(x, t) + g � vx

}
dx

}

+ 2ρ2

L∫
L0

(x− L)vt(x, t)
{
−g(t)vx(x, t) + gt � vx

}
dx− 2β(t)

L∫
L0

vx(x, t)g � vxdx.

Une intégration sur [0, T ] de la dernière estimation après l’utilisation de l’inégalité de Young, on
obtient :

γ0

T∫
0

E2(t, v)dt 6(L− L0)

T∫
0

{
ρ2α2v

2
t (L0, t) +

[
α2vx(L0, t)− g ∗ vx(L0, t)

]2}
dt

+ c1

{ T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt+ E2(T, v) + E2(0, v)

}
,

(3.32)

où γ0 = min {α2, β0} et c1 est une constante positive.
Ensuite, en multipliant la deuxième équation de (3.1) par vt, puis en intégrant sur ]L0, L[, on

aura :

ρ2

L∫
L0

vtt(x, t)vt(x, t)dx− α2

L∫
L0

vxx(x, t)vt(x, t)dx+

L∫
L0

vt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)dsdx = 0

(3.33)
et comme

α2

L∫
L0

vxx(x, t)vt(x, t)dx = α2

[
vx(L, t)vt(L, t)− vx(L0, t)vt(L0, t)

]
− α2

2

d

dt

L∫
L0

v2
x(x, t)dx (3.34)

et
L∫

L0

vt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)dsdx

=vt(L, t)

t∫
0

g(t− s)vx(L, s)ds− vt(L0, t)

t∫
0

g(t− s)vx(L0, s)ds−
L∫

L0

vxt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx.

(3.35)
En substituant les estimations (3.34) et (3.35) dans (3.33), nous trouvons :

1

2

d

dt

{
ρ2

L∫
L0

v2
t (x, t)dx+ α2

L∫
L0

v2
x(x, t)dx

}

=α2

[
vx(L, t)vt(L, t)− vx(L0, t)vt(L0, t)

]
+

L∫
L0

vxt(x, t)

t∫
0

g(t− s)vx(x, s)dsdx

− vt(L, t)
t∫

0

g(t− s)vx(L, s)ds+ vt(L0, t)

t∫
0

g(t− s)vx(L0, s)ds
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et par une intégration sur [0, T ], nous obtenons

E2(0, v) =E2(T, v) +

T∫
0

vt(L0, t)

{
α2vx(L0, t)− g ∗ vx(L0, t)

}
dt

− 1

2

T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt+
1

2

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt,

et par (3.32), il est clair que

γ0

T∫
0

E2(t, v)dt 6c2

{ T∫
0

{
ρ2α2v

2
t (L0, t)

[
α2vx(L0, t)− g ∗ vx(L0, t)

]2}
dt+ E2(T, v)

}

− c3

{ T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt

}

où c2 > 0 et c3 > 0 sont des constantes.
Pour monter (ii), il suffit prendre σ(x) = x− L dans (3.30) après l’intégration sur [0, T ] pour

avoir :
L− L0

2

T∫
0

{
ρ2α2v

2
t (L0, t)

[
α2vx(L0, t)− g ∗ vx(L0, t)

]2}
dt

6c4

{ T∫
0

E2(t, v)dt+ E2(T, v) + E2(0, v)

}
où c4 > 0 est une constante.

Lemme 3.4. Soit (u, v) solution du problème (3.1)– (3.3), alors, sous les hypothèses (H1) et (H2),
il existe deux constantes K5 > 0 et K6 > 0, telles que :

T∫
0

E(t, u, v)dt 6 K5

T∫
0

E2(t, v)dt+K6

{
−

T∫
0

L∫
L0

[
g′� vx

]
dxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt

}
,

pour tout T > 0.

Démonstration. D’après le Lemme 3.2 et en exploitant l’égalité (3.30), nous trouvons

T∫
0

E(t, u, v)dt 6 (K1 +K2)

{ T∫
0

{
u2
t (L0, t) + u2

x(L0, t)
}
dt+ E(T, u, v)

}

+K3

{
−

T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt

}
.
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En utilisant la deuxième l’inégalité de Lemme 3.3 (c’est-à-dire (ii)), nous obtenons

T∫
0

E(t, u, v)dt 6 c1

{ T∫
0

E2(t, v)dt+ E(T, u, v) + E(0, u, v)

}

+K3

{
−

T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt

}
.

(3.36)

En multipliant la première équation de (3.1) par ut, la deuxième équation par vt, en intégrant sur
[L0, L] × [0, T ], en utilisant le Lemme 3.2 et en tenant compte que la fonctionnelle E(t, u, v) est
fonction décroissante, on obtient :

E(0, u, v) 6
1

T

T∫
0

E(t, u, v)dt− 1

2
−

T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt. (3.37)

En substituant l’estimation (3.37) dans (3.36), on aura :

T∫
0

E(t, u, v)dt 6 c1

T∫
0

E2(t, v)dt+
2c1

T

T∫
0

E(t, u, v)dt

+ c3

{
−

T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt

}

pour tout T > 0.

Lemme 3.5. Soit (uk) une suite de fonction telle que :

uk
∗
⇀ u dans L∞

(
0, T ;Hβ

(
]0, L[

))
et

ukt ⇀ ut dans L2
(

0, T ;Hα
(
]0, L[

))
,

lorsque k →∞ pour α < β.
Alors, on a :

uk → u dans C
(

0, T ;Hr
(
]0, L[

))
,

pour tout r < β.

Démonstration. Voir[7].

Lemme 3.6. Pour tout η > 0, il existe Cη > 0 indépendante des conditions initiales, alors

T∫
0

[
v(L0, t)

]2
dt 6 η

T∫
0

E2(t, v)dt+ Cη

{ T∫
0

L∫
L0

[
g′� vx

]
dxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)
[
vx(x, t)

]2
dxdt

}
,

pour toute solution (u, v) du problème(3.1)–(3.3) et à condition que T soit assez grand.
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Démonstration. On démontre ce résultat par contradiction. On suppose qu’il existe (yk,0, zk,0) ∈
[H2(0, L0)×H2(L0, L)] ∩ V , (yk,1, zk,1) ∈ V et un constant positif η0 telle que la solution (yk, zk)
du système suivant :

ρ1y
k
tt(x, t)− α1y

k
xx(x, t) = 0, x ∈]0, L0[, t > 0,

ρ2z
k
tt(x, t)− α2z

k
xx(x, t) +

t∫
0

g(t− s)zkxx(x, s)ds = 0, x ∈]L0, L[, t > 0,
(3.38)

avec les conditions aux limites
yk(0, t) = zk(0, t) = 0, yk(L0, t) = zk(L0, t), t > 0,

α1y
k
x(L0, t) = α2z

k
x(L0, t)−

t∫
0

g(t, s)zkx(L0, s)ds, t > 0,
(3.39)

et les conditions initiales{
yk(x, 0) = yk0(x), ykt (x, 0) = yk1(x), x ∈]0, L0[,

zk(x, 0) = zk0 (x), zkt (x, 0) = zk1 (x), x ∈]L0, L[,
(3.40)

vérifient
T∫

0

[
zk(L0, t)

]2
dt = 1 ∀k ∈ N, (3.41)

et l’inégalité suivante :

1 > η0

T∫
0

E2(t, zk)dt+ k

{
−

T∫
0

L∫
L0

[
g′� zkx

]
dxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)
[
zkx(x, t)

]2
dxdt

}
.

pour tout k ∈ N. D’où il vient que

T∫
0

E2(t, zk)dt est borné, (3.42)

et de plus, on a :

T∫
0

L∫
L0

[
g′� zkx

]
dxdt −→ 0 et

T∫
0

L∫
L0

g(t)
[
zkx(x, t)

]2
dxdt −→ 0 quand k −→ +∞. (3.43)

En multipliant la première équation de (3.38) par ykt , la deuxième équation par zkt , puis en utilisant
une intégration par partie, Lemme 2.2 et tenant compte que t 7−→ E(t, yk, zk) est une fonction
décroissante, on obtient :

E(t, yk, zk) 6
1

T

T∫
0

E(t, yk, zk)dt− 1

2

T∫
0

L∫
L0

[
g′� zkx

]
dxdt+

1

2

T∫
0

L∫
L0

g(t)
[
zkx(x, t)

]2
dxdt.

47



3.5. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE Chapitre 3

D’après le Lemme 3.4, la relation (3.42) et la convergence (3.43), on conclue que E(t, yk, zk) est
borné. Par conséquent il existe une sous-suite de (yk, zk)k∈N, telle que :{

(yk, zk)
∗
⇀ (y, z) dans L∞

(
0, T ;V

)
,

(ykt , z
k
t )

∗
⇀ (yt, zt) dans L∞

(
0, T ;L2(L0, L)× L2(0, L0)

)
.

(3.44)

Par conséquent, d’après le Lemme 3.5, on a :

zk → z dans C
(
0, T ;Hr

(
]L0, L[

))
,

pour r < 1. Aussi d’après (3.41), on aura :

T∫
0

[
z(L0, t)

]2
dt = 1. (3.45)

Le convergence (3.42), montre que zk = 0 p.p. dans ]L0, L[×]0, T [ de telle sorte que

T∫
0

[
z(L0, t)

]2
dt 6 C2

p

T∫
0

L∫
L0

[
zk(x, t)

]2
dxdt = 0 (3.46)

où Cp est la constante de Poincaré, et d’après (3.45) c’une contradiction.

3.5 Comportement asymptotique
Notre objectif dans cette partie est de montrer que l’énergie modifiée associée au système décroît

de manière exponentielle vers zéro quant t→ +∞. Nous sommes maintenant en mesure d’établir
et de démontrer notre résultat principal de stabilisation.

Théorème 3.1. Sous les hypothèses (H1) et (H2), l’énergie E (t, u, v) associée au problème (3.1)–
(3.3) décroit exponentiellement vers zéro, c’est-à-dire, qu’il existe deux constantes positives C0 et
ν telles que :

E (t, u, v) 6 C0E (0, u, v)e−µt

pour t ≥ 0.

Remarque 3.3. La preuve de ce théorème repose sur la construction d’une fonctionnelle de Lya-
pounov L en effectuant une modification appropriée de l’énergie, et qui doit vérifier une inégalité
de la forme

L ′(t, u, v) 6 −C0L (t, u, v), t ≥ 0

où C0 est une constante positive. Pour cela, on définit la fonctionnelle L (t, u, v) par

L (t, u, v) = NE (t, u, v) +
g(0)

2
R1(t, v) + R2(t, v), t ≥ 0 (3.47)

où

R1(t, v) = ρ2

L∫
L0

v(x, t)vt(x, t)dx (3.48)
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et

R2(t, v) = −ρ2

L∫
L0

vt(x, t)(g ∗ v)t(t)dx−
ρ2

2

L∫
L0

(g
′′
� v)t(t)dx

+
ρ2g
′(t)

2

L∫
L0

v2(x, t) +
1

2

L∫
L0

[
(g ∗ vx)(t)

]2
dx

(3.49)

avec N est une constante positive qui sera déterminée par la suite.

Remarque 3.4. En utilisant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, on peut démontre une
équivalence entre E (t, u, v) et L (t, u, v), c’est-à-dire, qu’il existe une constante positive N telle
que :

N

2
E (t, u, v) ≤ L (t, u, v) 6 2NE (t, u, v) (3.50)

pour tout t ≥ 0.

Démonstration. En dérivant la fonctionnelle L (t, u, v) définie par l’équation (3.47) par rapport au
temps t, on obtient pour tout t ≥ 0

d

dt
L (t, u, v) = N

d

dt
E (t, u, v) +

g(0)

2

d

dt
R1(t, v) +

d

dt
R2(t, v), t ≥ 0. (3.51)

Or, la multiplication de la deuxième équation de (3.1) par v et une intégration sur ]L0, L[, nous
donne :

ρ2

L∫
L0

vtt(x, t)v(x, t)dx− α2

L∫
L0

vxx(x, t)v(x, t)dx+

L∫
L0

v(x, t)

t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)dsdx = 0

et par les conditions aux limites et la formule (3.28), on trouve :

d

dt
R1(t, v) = ρ2

L∫
L0

v2
t (x, t)dx−

L∫
L0

{
β(t)vx(x, t) + g � vx

}
vxdx− α1ux(L0, t)v(L0, t). (3.52)

Ensuite, en multipliant la deuxième équation de (3.1) par g ∗ v, puis en intégrant sur ]L0, L[, on
aura :

ρ2

L∫
L0

vtt(x, t)
(
g ∗ v

)
dx− α2

L∫
L0

vxx(x, t)
(
g ∗ v

)
dx+

L∫
L0

(
g ∗ v

) t∫
0

g(t− s)vxx(x, s)dsdx = 0

et de même, d’après (3.2) et (3.28), on peut écrire :

d

dt
R2(t, v) = −g(0)ρ2

L∫
L0

v2
t (x, t)dx−

ρ2

2

L∫
L0

g′′� vdx+
g′′(t)ρ2

2

L∫
L0

v2(x, t)dx

+ α1(L0, t)
(
g ∗ v

)
t
(L0, t) + α2

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dx− α2

L∫
L0

vx(x, t)
[
g′ � vx

]
dx.

(3.53)
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En substituant (3.18) (3.52) et (3.53) dans (3.51), on déduit que

d

dt
L (t, u, v) =

N

2

L∫
L0

g′� vxdx−
N

2
g(t)

L∫
L0

v2
x(x, t)dx−

g(0)ρ2

2

L∫
L0

v2
t (x, t)dx

− g(0)β(t)

2

L∫
L0

v2
x(x, t)dx+

g(0)

2

L∫
L0

g � vxvx(x, t)dx

− g(0)

2
α1ux(L0, t)v(L0, t)−

ρ2

2

L∫
L0

g′′′� vdx+
g′′(t)ρ2

2

L∫
L0

v2(x, t)dx

+ α1ux(L0, t)
{
g(t)v(L0, t)− g′ � v(L0, t)

}
+ α2

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dx

− α2

L∫
L0

vx(x, t)
[
g′ � vx

]
dx.

En tenant compte de l’inégalité (3.29), et en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré ainsi
que l’hypothèse (H2), nous aboutissons à l’estimation suivante :

d

dt
L (t, u, v) 6

N

4

{ L∫
L0

g′� vxdx− g(t)

L∫
L0

v2
x(x, t)dx

}
− g(0)

2
E2(t, v)

+ δ0u
2
x(L0, t) + c1v

2(x, t)

(3.54)

pour N suffisamment large, c1 > 0 et δ0 est une constante qui sera déterminée dans la suite.
D’après le Lemme 3.3 et en intégrant sur [0, T ] l’inégalité (3.54), on obtient :

L (T, u, v)−L (0, u, v) 6
N

8

{ T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt−
T∫

0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt

}

− g(0)

2

T∫
0

E2(t, v)dt+ c1

T∫
0

v2(L0, t)dt

+K4δ0

{ T∫
0

E(t, u, v)dt+ E(T, u, v) + E(0, u, v)

}
.

Puis, en multipliant les équations de (2.18) par ut et vt, respectivement, après l’utilisation des
intégrations par parties, le Lemme 3.2, les condition (2.20) et en tenant compte que la fonctionnelle
E (t, u, v) est une fonction décroissante, nous obtenons :

E (0, u, v) 6
1

T

T∫
0

E (t, u, v)dt− 1

2

T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt.
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Ensuite, on sélectionne N suffisamment large, de manière que

L (T, u, v)−L (0, u, v) 6
N

16

{ T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt+

T∫
0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt

}

− g(0)

2

T∫
0

E2(t, v)dt+K4δ0

(
1 +

2

T

) T∫
0

E (t, u, v)dt

+ c1

T∫
0

v2(L0, t)dt.

En appliquant le Lemme 3.4, il est facile de voir que :

L (T, u, v)−L (0, u, v) 6
N

32

{ T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt−
T∫

0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt

}

− g(0)

2K5

T∫
0

E (t, u, v)dt+K4δ0

(
1 +

2

T

) T∫
0

E (t, u, v)dt

+ c1

T∫
0

v2(L0, t)dt,

(3.55)

à condition que N soit assez grand.
L’utilisation de Lemme 3.6 pour n = δ0, nous donne :

L (T, u, v)−L (0, u, v) 6
N

64

{ T∫
0

L∫
L0

g′� vxdxdt−
T∫

0

L∫
L0

g(t)v2
x(x, t)dxdt

}

−

(
g(0)

2K5

− δ0

{
c1 +K4 +

2K4

T

}) T∫
0

E (t, u, v)dt.

Maintenant, on prend δ0 de telle sorte que :

g(0)

2K5

− δ0

{
c1 +K4 +

2K4

T

}
=
g(0)

4K5

par conséquent on obtient :

L (T, u, v)−L (0, u, v) 6 −g(0)

4K5

T∫
0

E (t, u, v)dt 6 −g(0)T

4K5

E (T, u, v). (3.56)

D’après (3.50) et (3.56), on trouve :

L (T, u, v)−L (0, u, v) 6 − g(0)T

8K5N
L (T, u, v) (3.57)
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ce qui implique que :

L (T, u, v) 6 αL (0, u, v) avec α =

(
1 +

g(0)T

8K5N

)−1

.

D’une manière analogue, on peut démontrer que

L (t̂+ T, u, v) 6 αL (t̂, u, v), ∀t̂ > 0. (3.58)

D’autre part, pour t > 0 il existe n ∈ N et un nombre réal r satisfaisant 0 6 r < T , tel que :

t = nT + r ⇐⇒ n =
t

T
− r

T
.

En utilisant les inégalités (3.58) et (3.50) n fois, on obtient :

L (T, u, v) 6 αnL (r, u, v)

6 2NαnE (r, u, v)

et comme l’énergie E (t, u, v) est décroissante, donc :

L (t, u, v) 6 2Nα−1E (0, u, v)e−µt.

avec µ = − ln(α1/T ). Finalement, En vertu de la relation (3.47), nous obtenons :

E (t, u, v) 6 4α−1E (0, u, v)e−µt.

Ceci achève la démonstration du théorème 3.1.

Corollaire 3.1. Sous les hypothèses de théorème 3.1. Il existe deux constantes positives C0 et µ
telles que :

E (t, u, v) 6 C0E (0, u, v)e−µt.

pour toute solution faible (u, v) du problème (3.1)–(3.3).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons considéré un problème de transmission d’équations
des ondes viscoélastiques.

Après la modélisé mathématiquement du problème physique en utilisant le prin-
cipe de Hamilton généralisé, nous avons étudié l’existence et l’unicité de la solution
d’un problème modélisé par une équation aux dérivées partielles en utilisant la mé-
thode de Faedo-Galerkin et la théorie d’analyse fonctionnelle.

Enfin, nous avons établi un résultat de stabilité du problème sous certaines hy-
pothèses (H1) et (H2) pour la fonction de relaxation g.

La stabilisation de l’équation des ondes avec une dissipation viscoélastique est un
problème qui peut se résoudre en définissant une bonne fonction de Lyapunov.
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