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Introduction

L’algeébre désigne généralement la partie des mathématiques qui s’intéressent a 1'étude de
certains ensembles sur lesquels on a mis une certaine structure, dite structure algébrique. Ainsi,
au collége, on peut dire que tout le calcul avec parenthéses, les identités remarquables..., sont
de 'algébre puisqu’ils s’intéressent a un ensemble (généralement, celui des entiers, ou des réels)
muni des opérations d’addition, de multiplication habituelles, et que I’'on regarde simplement les
propriétés de ces opérations.

Plusieurs types d’algebres existent et ont été étudiés de facon approfondie, notamment les
algebres associatives, les algébres de Lie, de Leibniz, flexibles, admissibles...

L’étude des algébres admissibles de Lie flexibles a été initiée par Albert [1], et étudiée par
nombre d’auteurs : " Myung, Okubo, Laufer, Tomber et Santilli". Elles ont été introduites par A.
A. Albert en 1948. Les physiciens ont tenté d’introduire cette structure a la place des algebres de
Lie.

Dans notre mémoire on concentre sur les structures Hom algebres. L’étude des hom-algebres
trouve son origine dans [8, 9, 10, 11], qui a introduit une notion d’algébre hom-Lie dans le contexte
de la théorie de la déformation des algebres de Witt et de Virasoro. Plus tard, cette notion a été
généralisée et transférée a toutes les structures algebriques. Les structures hom-algébres sont
une généralisation des structures d’algebres. Ces algebres obtenues ne satisfont plus l'identité
de Jacobi mais une version modifiée impliquant un homomorphisme. Ces algébres ont été appe-
lées algebres de hom-Lie et étudiées par Hartwig, Larsson et Silvestrov dans [11]. Les algébres
hom-associatives considérée s’obtient en modifiant la condition d’associativité a I’aide d’un mor-
phisme a. Les algeébres hom-associatives jouent le role d’algebres associatives dans le cadre du
Hom-Lie. Elles ont été introduites dans [15], ou I'on montre que le crochet du commutateur dé-
fini par la multiplication dans une algébre hom-associative peut étre utilisé comme crochet de la
multiplication. Hom-associative conduit naturellement a une algebre de Hom-Lie.

L’algébre de Hom-Lie menu du crochet [, | appelé le crochet de Lie qui vérifie I’anti-symétrique
et I'identité de hom-Jacobi. Une algébre Hom-Leibniz est le triplet (L,[, ], @) ou L est un espace
vectoriel et le crochet [, | verifier la condition [[x,y], @(z)] = [[x, 2], a(v)] + [[@(x), [y, z]], et @ un
morphisme d’algebre.

L’algebre hom poisson est le quadruplet (A, {,}, p, @) c’est une algébres hom associative com-
mutative muni d une algébre hom-Lie et satisfait la réegle de hom-Leibniz.

Ce mémoire est reparti a trois chapitre :
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Le premier chapitres est dévoué aux espaces vectoriels qu’on aura besoin plus tard dans notre
mémoire, est fait de trois sections ( 'espace vectoriel, les morphismes et les algebres).

Dans le deuxiéme chapitre on rappelle quelques définitions et propriétés de quelques algebres
notament les algebres associatives, de Lie, de Leibniz, flexible, admissible,et les algébres de poisson
ainsi que leurs classifications a isomorphisme pré en dimension inferieur ou égal a quatre.

Dans le troisieme chapitre, on donne la version hom des algebres étudier dans le deuxieme
chapitres ullistré par la classification a isomorphisme prés de ces algébres en dimension inférieur

au égal a quatre.



Chapitre 1

les espaces vectoriels

1.1 Despace vectoriel

On désigne par un corps commutatif K, (K = R ou C).

Définition 1.1.1. On dit que E est un espace vectoriel sur K si E est muni d’une loi interne (addition)
et d’'une multiplication externe vérifiant les propriétés suivantes :
1. Loi interne” +” (I’addition) :
+:ExE — E
(v,w) - v+w

— Associativité :

Yu, v, weE : u+(v+w)=(u+v)+w.

— L’élément neutre :
d0g€E, YveE, v+0pg=0g+v=v.

— L'opposé :
YveE, v eE, v+v' =v' +v =0

— La commutativité :

Vv, weE, v+tw=w+7.

Ces propriétés font de (E, +) un groupe commutatif.

” ”

1. Loi externe (la multiplication) :

- : RxE — E
A v) > Av

— L’associativité :
YA, uelR, YveE : A-(p-v)=(A-p)-v.

— L’élément neutre :

VveE:1g-v=v.
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— La distributivité (1) :
VA, peR, YveE (A+pu)-v=XA-v+pu-v.
— La distributivité (2) :
VAeR, Vv, weE : A-(v+w)=A-v+ 1 -w.

Notation :
1. O ’élément neutre pour I’addition.
2. 1 I’élément neutre pour la multiplication.
3. v’ Popposé de v.
Exemple 1.1.1. L’ensemble des polynomes d’une variable, a coefficients réels est aussi muni natu-

rellement d’une addition et d’une multiplication externe (R[x] =Y /_, axk, k € N et a; € R).

Exemple 1.1.2. Suites des réels : RN = {(u,), Yn €N, u, € R). L’ensemble des suites des réels

est muni de I’addition et de la multiplication par un réel, terme a terme.

1.1.1 Sous espaces vectoriels

Définition 1.1.2. Soit E un espace vectoriel. Une partie F de E est un sous-espace vectoriel de E si

et seulement si :
1. FF0 o 0 €F.
2.Vu, veFeou+vekF.
3. VAeR,VueF :A-uekF.

Exemple 1.1.3.
1. L’espace nul est le plus petit sous-espace vectoriel de E.

2. L’espace total E est le plus grand sous-espace vectoriel de E.

On les appelles les sous-espaces vectoriels triviaux de E.

Théoréme 1.1.1. Soit E un espace vectoriel et F C E un sous ensemble non vide de E. L’ensemble

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
Yv, weF, YAXeR : A-v+A-weF.

Proposition 1.1.1. L’intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Combinaison linéaire

Définition 1.1.3. Soient {vq,v,,v3,...,v,} une famille des vecteurs dans K-espace vectoriel E. On

dit qu’un vecteur u € E est une combinaison linéaire de {v{,v,,v3,...,v,}, s’il existes des scalaires

A, A A, €RR, telle que :
n
u= Z/\kvk
k=1
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Famille libre et liées

Définition 1.1.4. Une famille{v,,v;,,vs,...,v,} de E est une famille libre ou linéairement indépen-

dante si toute combinaison linéaire égale au vecteur nul :

n
u= Z/\kvk
k=1

est telle que tous ses coefficients sont nuls, c’est a dire :

Dans le cas contraire, c’est a dire s’il existe une combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls,
on dit que la famille est liée ou linéairement dépendante. Une telle combinaison linéaire s’ appelle alors

une relation de dépendance linéaire entre les vy.

Famille génératrice

Définition 1.1.5. On dit que la famille {v{,v,,v3,...,v,} des vecteurs d’'un R-espace vectoriel de
E est une famille génératrice de E si tout vecteur u de E est une combinaison linéaire des vecteurs

{vi,v2,v3,...v,}, Cest a dire :

n
VA, Ay A €R : u:Z/\kvk.
k=1

1.1.2 La base et la dimension d’un espace vectoriel

Définition 1.1.6. On dit que la famille {v{,v,,v3,...,v,} des vecteurs d’un R-espace vectorielle de

E est une base de E si{vy,v,,v3,...,v,} est une famille libre et génératrice.

Exemple 1.1.4. La famille e; = (1,0,0), e, = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1) forme une base de R3. Elle

est appelée la base canonique de R3.

Définition 1.1.7. Le nombre de vecteurs formant une base de E s’appelle la dimension de E et est

notée dim E.

Exemple 1.1.5. La base canonique e; = (1,0,...,0),e, =(0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1) de ’es-

pace vectoriel R" comporte n vecteurs. Cet espace est donc de dimension n.

Exemple 1.1.6. L'espace des matrices carrées M,,,,(IR) admet une base formée de n® vecteurs. Il

est donc de dimension n?.

Théoréme 1.1.2. Soient E sur IKK-espace vectoriel de dimension finie alors :
1. Tous sous espace vectoriel F de E est de dimension finie.
2. dimF <dimE.

3. soient F et G deux sous espace vectoriel de E et G C F on adonc:dimF =dimG & F =G.
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1.2 Les morphismes

En algebre générale, un morphisme est une application entre deux structures algébrique de
méme espace c’est a dire des ensembles muni de loi de composition interne ou externe qui respect

certaines propriétés en passent d'une structure a l'autre.

1.2.1 Application linéaire

Définition 1.2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels et f une application de E dans F. On dit que
f est une application linéaire si :

Yu, veE :f(u+v)=f(u)+f(v).

et
VveE, VAeK : f(A-v)=A-f(v).

Ou de maniére équivalente :
fu+p-v)=2A-fu)+p-f(v).

Pour tous u, v € E et pour tous A, p€lK.

— On note par L(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Exemple 1.2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels.

1. L’application nulle :

f:E — F
u = OF
est une application linéaire.
2. L’application identique :
f:E — F
u - u

est linéaire.

Remarque 1. :

1. Un morphisme de E dans luis méme s’appelle endomorphisme . (exemple : ’application de
dérivation de R [x] — R [x] qui a un polynéme P fait correspondre sont polynéme dérivé P’

est un endomorphisme de R [x]).
2. Une application f est un isomorphisme si elle est linéaire et bijective.

3. Une application f est un automorphisme si elle est linéaire, bijective et F = E.
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1.2.2 Noyau et 'image d’une application linéaire

Définition 1.2.2. Soient E, F deux espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. On
appelle :

1. Image de f et on note Im(f) le sous-espace vectoriel de F :
Im(f) = f(E)={f(v), veE}.
2. Noyau de f et on note Ker(f) le sous-espace vectoriel de E :
Ker(f)=f"'({0s) = fv € E, f(v)=0g).

Exemple 1.2.2.

1. Soit f € L(E,F), si f est l'application nulle, alors : Ker f = E et Imf = {0p}.

2. Soit f € L(E), si f =1dg alors : Kerf ={0g} et Imf = E.
Proposition 1.2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels f, une application linéaire de E dans F.
L’application f est :

1. Surjective si et seulement si :

Im(f)=F.

2. Injective si et seulement si :
Ker(f)=0g.

En dimension finie, la dimension de I’espace de départ est la somme de la dimension de I'image

et de la dimension du noyau : c’est le théoréeme du rang,.

Théoréme 1.2.1. (théoréme du rang)

Soient E et F deux espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Si E est de dimension

finie, il en est de méme pour Im(f) et Ker(f) et :

dim(Im(f))+dim(Ker(f))=dim(E).

1.3 Algebres

Définition 1.3.1. [17] Soit K un corps commutatif. On appelle IK-algébre tout K-espace vectoriel E

muni d’une loi de composition interne (u,v) — uxv appelée multiplication telle que I’application

ExE — E
(v,vw) > vxw

soit IK-bilinéaire.
— On dit que ’algébre est associative si la multiplication est associative .

— On dit que ’algébre est commutative si la multiplication est commutative.
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— On dit que I’algébre est unitaire si la multiplication posséde un élément unité.

— Toute algeébre associative unitaire est un anneau.

Exemple 1.3.1.
1. K est une K-algébre.

2. Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Alors I’'espace L(E) des applications K-linéaires de

E dans lui méme muni de la composition des applications est une IK-algebre unitaire.

3. Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Alors espace L(E) des applications IK-linéaires de
E dans lui méme muni du produit appelé crochet [f,g]=f og—go f est une K-algébre.

Cette algébre n’est ni associative, ni commutative, ni unitaire si dimygE > 2.

1.3.1 Sous algebres

Définition 1.3.2. Une sous algébre d’une K-algébre (E,+, %, ) c’est une partie F de E qui contient

1g qui est stable pour chacune des trois lois, c’est a dire :
1. Est un Kespace vectoriel.
2. 1g eF.
3 Yu, veF : u+veFetuxverF.
4 YueF,YAeK:A-ueF.

Proposition 1.3.1. Une sous algébre d'une K-algébre est une K-algébre.

1.3.2 Morphisme de [K—-algeébre

Définition 1.3.3. Soient E et F deux K-algébre. Un morphisme de K-algébre de E dans F est une
application :
f : E—>F,

telle que :

1. Yu, veE:

flu+v)=fu)+f(v).

2. YueE, YieK:
fA-u)=2A-f(u).

3 Yu, veE:

fuxwv)=f(u)xf(v).

Pour tousu, veE et A e K.

En d’autres termes, f est un morphisme de IK-algébres si et seulement si f est K-linéaire et est un
homomorphisme d’anneaux.

Si E est une K-algébre, un morphisme d’algébres f : E — E est parfois appelé un endomorphisme
deE.
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Définition 1.3.4. Un morphisme de K-algébres f : E — F est appelé un isomorphisme s’il existe
un morphisme g: F — E tel que: fog=1petgof =1p.

Les algebres E et F sont alors dites isomorphes.

Remarque 2. Soit f : E — F un morphisme de K-algébres. Alors f est un isomorphisme si et

seulement si elle est bijectif.



Chapitre

Quelques structures algébriques

Dans ce chapitre, on rappelle des notions fondamentales et quelques propriétés de quelques
algebres, en particulier les algebres associatives, algebres de Lie, algebres de Leibniz, algebres

flexibles et algebres de Lie admissibles ainsi que les algebres de poisson.

2.1 Algebres associatives

Définition 2.1.1. Une K-algébre associative sur A est la donnée d’une application bilinéaire,
P:AXA—A,

appelée multiplication, vérifiant la condition suivante :

— i est associative, c’est a dire :
Vx, v, z€A, p(p(x,p),2) - plx, u(y,2)) = 0. (2.1)

Remarque 3. Si la multiplication p posséde un élément neutre, ce qui est équivalent a lexistence
d’élément 1 4 € A tel que :
VxeA, u(x,14)=p(lg,x)=x. (2.2)

Dans ce cas on U'appelle algebre associative unitaire .

Exemple 2.1.1. Les matrices carrées de taille n par n a coefficients dans IK forment une algébre

associative unitaire sur K.

Exemple 2.1.2. Les nombres complexes C forment une algébre associative unitaire de dimension 2

sur le corps IR des nombres réels.

Exemple 2.1.3. Les polynomes a coefficients dans IK forment une algébre associative unitaire de

dimension infinie sur K.

2.1.1 Sous algebres associatives, idéaux

Définition 2.1.2. Soit (A, u) une algebre associative, une sous algébre H de (A, pt) est un sous espace
vectoriel qui vérifie :

pour tous x, ye€ H, u(x,y)e H. (2.3)

12



CHAPITRE 2. QUELQUES STRUCTURES ALGEBRIQUES 13

Ou de maniére équivalente :

u(H,H)C H. (2.4)

Définition 2.1.3. Un sous-ensemble I de (A, p) est un idéal de (A, p) sil est un sous-espace vectoriel

de (A, p) et si pour tout x € I et pour touty € A,ona:

ulx,y)el. (2.5)

Ou de maniére équivalente :

u(l,A)cC . (2.6)

Remarque 4. Dans la définition (2.1.3) on a définie I'idéal a gauche, Un idéal a droite I est un sous
ensemble de A qui vérifie u(A,I)C I.
On appelle idéal bilatere de A toute partie de A qui est simultanément un idéal a gauche et un

idéal a droite.

2.1.2 Morphismes et représentations d’algébres associatives

Définition 2.1.4. Soient (A1, p1), (Aj, uy) deux algebres associatives. Un morphisme d’algébre
associative est une application linéaire :

(P:A1—>A2,

qui vérifie :
P (x,9)) = pa(p(x), (), 2.7)
Pour tous x, y € Ay.
Remarque 5. Soient (A1, 1) et (A,, up) deux algébres associatives sur un corps K, et soit
@ : Ay — A, un morphisme d’algébre associative.

1. Le noyau d’un morphisme d’algébres associatives, Ker(@p) ={x € V | ¢(x) =0}, est un idéal
de Al .

2. L’image d’un morphisme d’algébres associatives, Im(@) = {p(x), x € V}, est une sous algébre

deAz.

Définition 2.1.5. Soient (A, u) une algébre associative sur un corps K et V un IK-espace vectoriel,

on appelle représentation de l’algébre associative A sur V Iapplication linéaire :
p:A—End(V).

qui vérifie :
p(u(x,9)) = u(p(x), p(v))- (2.8)

Pour tousx, y € A, ou End(V)={@p : A —V linaires}. On dit aussi que V est un A-module. Cette

représentation de A est notée (p, A).
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2.1.3 Dérivations
Définition 2.1.6. Soit (A, pt) une algebre associative. Une dérivation D : A — A est une application
K-linéaire qui vérifie pour tousx, y € A :

D(p(x,y)) = w(Dx,p) + p(x, D). (2.9)

L’ensemble des dérivations de A est notée Deryg A .

2.1.4 Classification des algébres associatives

La classification des algebres associatives de dimension n est connue pour : n < 5 . Nous
rappelons les résultats dans les dimensions 2 et 3. Soit {ey,...,e,} une base de 'espace vectoriel
sous-jasent (Voir [7]).

Proposition 2.1.1.

1. Toute algébre associative de dimension 2 est isomorphe a I'une des algébres suivantes :

piler,e1) = ey, pi(er,ex) =ey pilerer)=ey uilesep)=0.

2 2 2 2
paler,er) = ey, prler,ex) =ey pslerer)=ep pr(erer)=es.

2. Toute algeébre associative de dimension 3 est isomorphe a ['une des algébres suivantes :

wien,e) =ey, pilen,ex)=ey pilere))=ey
3 3 3
pilex, ex) = ey, piler,es) =es, pi(es,e)) =es,

3 3 3
pilex, e3) = e3, piles,ez) =e3, pi(es e3)=e3.

1(er,er) = e, poler,er)=ey plerer)=ey,
143(62'6’2) =€y, ﬂ%(el,ee,) =é€3, #3(63;61) =es3,

ﬂg(ez;es) =es3, I‘g(es’ez) = e3, #3(63’63) =0.

e, e) =ey, (e, en)=ey p3(ener)=ey
3 3 3
ps(ex, e0) = ey, pzler,es) =es, p3les e)) =es,

13(exe3) =0, pi(es, ep) =0, wi(es e3)=0.

3 3 3
paler,er) =ey, pyler,er)=en pylere)) =ey,
pa(ere) =0, piler,e3)=e;3, ples er) =e;3,

paene3) =0, uiles,en) =0, pi(es es)=0.

/42(61,61) =é1, /u?(epez) = éy, ﬂ?(ez,el) = éy,
pi(ey e0) = €y, piler e3) =es, piles,er) =es,

pi(ere3) = e3, piles,e) =0, pies e3)=0.
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2.2 Algebres de Lie

Définition 2.2.1. Une K-algebre de Lie est un IKK-espace vectoriel G muni d’une application K-
bilinéaire :
[1:GxG — G
(xy) = [xy]
appelée crochet de Lie et satisfaisant les deux axiomes :
— L’antisymétrique :
[x,y]=-[p,x] (2.10)
— L’identité de Jacobi :
(%[, 211+ (v, [z x]] + [2,[x, 9] = 0 (2.11)

Pour tousx, v, z€G.

Remarque 6.
1. L’identité de Jacobi peut s’écrire sous la forme O, . [x,[y,z]] = 0.
2. L’antisymétrique [x,y] = —[y, x] est équivalent a [x,x] = 0.

3. L’axiome (2.11) peut se réécrire sous la forme :
[x [v,2]1 =[x 9] 2] + [y, [x,2]).

Notation :

1. gl, I'ensemble des matrices carré.

2. sl,(KK) I'ensemble des matrices de g/,,(IK) de trace nulle.

3. t,(IK) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures de g/,,(IK).
4. d,(K) Pensemble des matrices diagonales de gl,,(K).

Exemple 2.2.1. L’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n sur un corps K, M(n,K), muni

du crochet :

[,]: M(n,K)x M(n,IK) — M(n,K).

telle que pour tous A, B de M(n,K) :
[A,B] = AB - BA.

est une algebre de Lie.

DEMONSTRATION : On va montré que [A, B] = AB — BA est une algébre de Lie ,on a :
1. Pour tous A, Be M(n,K), [A,B]=AB-BA=—-(BA-AB)=-[B,A].
2. Pourtous A, B, C € M(n,K):

[A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[C,[A,B]] = [A BC-CB]+[B,CA-AC]+[C,AB-BA]
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ABC-BCA-ACB+CBA+BCA-CAB
—-BAC+ACB+ CAB-ABC-CBA +BAC
= 0.

.y 1 0 01 0
Exemple 2.2.2. Les éléments A = 0 =

. 0ol €711 8 , engendrent I’algébre
de Lie sl(2,1R) et satisfont les relations de commutation : [A,B] = 2B, [A,C]=-2C et [B,C]=A.
DEMONSTRATION : Pour tous A, B, C €sl(2,R):
1. L’anti-symétrique :
[A,B] = 2B = —(-2B) = —[B, A],
[A,C]=-2C=—-(2C)=-[C,A],
[B,C]=A=-(-A) =-[C,B].

2. . L’identité de Jacobi :

[A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[C,[A,B]] = [AA]+][B,2C]+][C,2B]
0+2B-2B=0.

Définition 2.2.2. Tout espace vectoriel G sur IK, muni du crochet de Lie nul [x,y] = 0, est une

algébre de Lie sur K, dite abélienne(ou commutative).
Exemple 2.2.3. Toute algébre de Lie de dimension 1 sur K est abélienne.

Proposition 2.2.1. (Algébre de Lie sous-jacente a une algébre associative). Si A est une K-algébre

associative, alors [x,y] = u(x,v) — u(y, x) définit un crochet de Lie sur A.

DEMONSTRATION : Le crochet est anti-symétrique et avec un calcule direct nous avons :

[x.[y.z]]+ [y, [z x]]+ [z [x,9]] = wpxp2) - pxpzp) - p(p(p,2),x)
+ p(p(z,9), %)+ p(y, p(z,x)) — w(y, p(x, z))
- u(u(z,x),9) + p(p(x, 2), ) + p(z, p(x, )
— plz (v, x) = p(p(x,9),2) + u(p(y, x),z) = 0

2.2.1 Sous algebre de Lie et idéal

Définition 2.2.3. [16] Un sous-ensemble H de G est une sous-algébre de Lie de G si H est un sous-
espace vectoriel de G et si pour tousx, y € H,ona:

[x,y] € H. (2.12)

Ou de maniére équivalente :
[H,H|CH. (2.13)

[A,BC] - [A, CB]+[B,CA] - [B,AC] +[C,AB] - [C, BA]
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Définition 2.2.4. Un sous-ensemble I de G est un idéal de G si I est un sous-espace vectoriel de G

et si pour tout x € I et pour touty € G,ona:
[x,v] €I (2.14)

Ou de maniére équivalente :

[I,G]cI. (2.15)

Remarque 7. On vérifie sans peine que si H, K sont des sous-algébres (respectivement idéaux) de

G, alors HN K et H + K sont des sous-algébres (respectivement idéaux) de G.

Exemple 2.2.4. Soit n € IN*. Les sous-ensembles sl (KK), t,,(KK) et d,(IK) de gl,,(K), sont des sous-
algebres de gl,(K) :

Exemple 2.2.5. Le sous-espace vectoriel [H, H| engendrée par les crochets [x,y], oux, y € G, est

un idéal de G, appelée commutant de G ou idéal dérivée de G.

2.2.2 Morphisme d’algebre de Lie

Définition 2.2.5. Un morphisme d’algébres de Lie G est une application linéaire ¢ : G — G, qui

respecte le crochet de Lie, c’est-a-dire :

Vx, y€G1, @([xy]) =), @)l (2.16)

Définition 2.2.6. L’application ¢ est un isomorphisme d’algébres de Lie si de plus ¢ est bijective.
Les algébres de Lie G; et G, sont dites isomorphes s’il existe un isomorphisme d’algebres de Lie

(Plgl—)gz.

2.2.3 Représentations et modules

Définition 2.2.7. [16] Une représentation de G, ou G-module, est une paire (V,p), otr V est un
K-espace vectoriel et p : G — gl(V) est un morphisme d’algébres de Lie. Autrement dit, p est une

application linéaire telle que :

Y(x,9) €GxG, p(x)op(y)-p®)op(x)=p(xy]) (2.17)

Remarque 8. En général, on définit plutot un G-module (a gauche) comme étant un espace vectoriel

V' muni d’une opération :
:GgxV —> VvV
(x,v) > x-v
vérifiant les propriétés suivantes :

1. (x,v) > x-v est linéaire en x et en v.

2 [xy]l-v=x-(y-v)—p-(x-v) pourtousx, yeG et veV.
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Exemple 2.2.6. L’application :

ad: G — gl(9)
X b ad,=[x,—]

définit une représentation de G, appelée la représentation adjointe .

2.2.4 Deérivations

Définition 2.2.8. Une dérivation D d’algébre de Lie (G,|,]) est une application K-linéaire
D : G — G qui vérifie, pour tousx, y€G :

D([x,y]) = [D(x),p]+[x, D(y)], (2.18)
ou de maniére équivalente :
D(xy) =D(x)y + xD(p). (2.19)
On note par Dery (G) 'ensemble des dérivations de G.

Exemple 2.2.7. Soit (G, [, ]) une algébre de Lie abélienne, tout endomorphisme de G est une dériva-
tiondeG.

Proposition 2.2.2.

1. La dérivation des somme égal a somme des dérivation, c’est a dire :
D(x+vy,z)=D(x,z)+ D(y,z), pour tous x, y,z€G. (2.20)
2. La dérivation de Axy est égal a A dérivation xy, c’est a dire :
D(Axy) = AD(xy), pour tous x, y€@. (2.21)

DfMONSTRATION :

1. Par la définition de la dérivation d’algebre de Lie, on a :

D(x+vy,z2) = D(x+y)z+(x+v)D(z)
= D(x)z+ D(y)z+xD(z)+yD(z)
= D(x)z+xD(z)+D(y)z+yD(z)
- D(x,2)+D(32)

2. Pour la deuxiéme propriété, on a:

D(Axy) = (/\xy+/\xD(y)
= AD(x)y + AxD(y)

= AD(x)y+xD(y))
= AD(xy).
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2.2.5 Centre d’une algebre de Lie

Définition 2.2.9. Soit G une algébre de Lie sur K. Le centre Z(G) de G est défini par :
Z(G)={xeG | [xy]=0,Yyeg} (2.22)

Exemple 2.2.8. Si G est une algébre de Lie abélienne, alors Z(G) = G.

2.2.6 Classification des algébres de Lie

Proposition 2.2.3. (voir[2])

1. Toute algébre de Lie de dimension 2 est isomorphe a I'une des algebres suivantes :
G, :[e1,e2] = 5.

2. Toute algeébre de Lie de dimension 3 est isomorphe a ['une des algébres suivantes :
g; :[e1,e2] = es.
g§ ler,ea] = ey, [e1,e3] = aes, a=0.
G3:le el =er+es, [e 03] =es.

3. Toute algeébre de Lie de dimension 4 est isomorphe a I'une des algébres suivantes :

gi lep, el = ey, [ere3] = aes, [er,eq] = (1+a)ey, [er,e3] = ey
gi’ leea] =extes, [e,e3] =e3, [er,es] =2ey, [er,635] = €4
gi e e3] =e3, [er,eq] = ey [er,e3] =ey.

gi [er,ex] =y, [er,e3] = aes, [e1,e4] = Bes.

QZ [er,e2] = ey, [eg,e3] =e3+ey, [e1,e4] = ey

QZ [er,ex] = ey +es, [e,e3] =e3+ey, [er,e4] = ey

G :len,ex] =es, [e1 4] = ey

GS:len,ex] =3, [er,e3] =ey

2.3 Algeébre de Leibniz

Définition 2.3.1. [14] Une algébre de Leibniz droite sur K est la donnée d’un IK-module L muni

d’une application bilinéaire (crochet) [,]: L x L — L, satisfaisant a la relation de Leibniz droite :

[x [9,2]] = [[x, 9] 2] = [[x, 2], ¥] (2.23)

pour toutx, v, z€ L.

— Si l'on pense a l'opération [—,z] comme a une dérivation d(), on obtient précisément :

d(xy) = d(x)y + xd(y).
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— Pour une algébre de Leibniz gauche la relation de Leibniz gauche est :

[[x,9] 2] =[x 9, 2]] - [, [x, 2]]. (2.24)
Pour toutx, vy, z€L.

Remarque 9. Lorsque le crochet est anticommutatif, c’est a dire [x,y] = —[y, x|, chacune de ces

relations est équivalente a la relation de Jacobi :

[ [y 211+ (9, [z x]] + [2,[x,9]] = 0. (2.25)

— Puisque (2.23) (respectivement (2.24)) consiste a réécrire (2.25) en mettant x a la premiére place

(respectivement z a la derniére place) dans chaque terme.

— On remarquera que si le crochet [, | vérifie (2.23) alors le crochet [, |, défini par [x,y]" = [y, x],
vérifie (2.24). Il y a donc équivalence entre algébres de Leibniz gauches et algébres de Leibniz
droites.

Exemple 2.3.1. [12] Soit (L, [, ]) une algébre de Leibniz droite qui n’est pas une algébre de Lie. Alors :

1. SiDim(L) =2 (sur C ) et {e;, e,} est une base de L alors L est isomorphe a ['une des algébres

suivantes :
— Ly :[eg,er] = ey
— Ly:[ep,e0] = ey.

2. SiDim(L) =3 (surC) et {ey, e, e3} est une base de L alors L est isomorphe a ['une des algébres

suivantes :

— Ly: ey, en] =eq, [e3,e3] =aeq, [ep,e3]=e1, aeC.

]

]

]

]

— Ls: ez, er] =1, [e3,e3] =ey.

— Lg:[ep,e3] = ey [ere3]=ey.
— Ly:[ej,e3] = ey, [ep €3] =ae; +e.
— Lg:[eses]=e1, [er,e3] =er.

]

Exemple 2.3.2. Toute algebre de Lie est de Leibniz, si le crochet est supposé antisymétrique, I'identité

de Leibniz est équivalente a I’identité de Jacobi.

2.3.1 Sous algebre de Leibniz

Définition 2.3.2. Soit L une algébre de Leibniz. Une sous-algébre H de L est un sous espace vectoriel
de L stable par crochet c’est a dire vérifiant [H, H] C H. On dit de plus qu’elle est :
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1. Un idéal a gauche si[L,H] C H.
2. Un idéal a droite si [H,L] C H.

3. Un idéal bilatere si elle est un idéal a gauche et a droite.

Exemple 2.3.3. Si L est une algebre de Lie, tout idéal de L au sens de Lie est un idéal bilatére au

sens de Leibniz.

Exemple 2.3.4. [L, L] est toujours un idéal bilatére d’une algébre de Leibniz L.

2.3.2 Morphisme d’algebre de Leibniz

Définition 2.3.3. Soient Ly et L, deux algébres de Leibniz et ¢ : Ly — L, une application linéaire.

On dit que @ est un morphisme (d’algébres de Leibniz) si elle vérifie l'identité suivante :

P([xy],) = [ex), @)L, (2.26)

Pour tousx, y € L.

Si de plus Uapplication est bijective, on parle alors d’isomorphisme.

2.3.3 Dérivation et bidérivations

Définition 2.3.4. Soit L une algébre de Leibniz. Une dérivation d : L — L est une application

K-linéaire qui vérifie, pour tousx, y € L :

d([x,y]) = [dx, p] + [x,dy]. (2.27)
Une anti-dérivation D : L — L est une application KK-linéaire qui vérifie, pour tousx, y €L :
D([x,y]) = [Dx,y] - [Dy, x]. (225)

Notons que si L est une algébre de Lie il n’y a pas de différence entre dérivation et anti-dérivation.

Définition 2.3.5. Une bidérivation de L est la donnée d’une dérivation d et d’une antidérivation D
qui vérifient en outre :

[x,dy] =[x, Dy] (2.:29)

Pour tout x,y € L.

2.3.4 Représentation d’algébre de Leibniz
Définition 2.3.6. [12] Soient L une algébre non associative, V un espace vectoriel et

R, I:L— End(V)

deux applications linéaires.
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1. SiL est une algébre de Leibniz gauche, alors on dit que (R, 1) est une représentation gauche de

L dans V si pour tousx, y €L :

H[x p]) = [1(x), 1(y)] (2.30)
R([x,p]) = R(y)R(x) + [(x)R(y) (2.31)
R([x,p]) = l(x)R(y) - R(p)(x) (2.32)

2. Si L est une algebre de Leibniz droite, alors on dit que (R, 1) est une représentation droite de L

dans V si pour tousx, y€L:

l([x9]) = [R(y), I(x)] (2.33)
l([x,9]) = 1(x0)1(y) + R(»)l(x) (2.34)
R([x,9]) = R(y)R(x) = R(x)R(y) (2.35)
Remarque 10. Soit L une algébre de Leibniz gauche (respectivement droite). Alors, on défini les
applications :
L:L — End(L). R:L — End(L).
x — L, x — R,

Ou pour tout x € L, L,, R, sont les multiplications de L. Alors, (R, L) est une représentation

gauche(respectivement représentation droite) de L dans L appelée la représentation adjointe de

L.

2.4 Algebres Flexibles

Définition 2.4.1. Une KK-algébre flexible est un K-espace vectoriel F muni d’une application bili-

néaire, y : F x F — F qui vérifie la condition suivante :

pour tous x, y€F, u(x,u(y,x)) = pu(p(x,v),x) (2.36)

Proposition 2.4.1. Soit A = (F, ) une algébre. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (F, u,) est flexible.
2. Pourtousx, y € F, u(x, u(y,x)) = u(u(x,v),x).
3. Pourtousx, y, z€F, u(x, u(y,2) - p(p(x,y),2) = p(p(z,9), x) = p(2, y(y, x)).
DEMONSTRATION :
1. L’équivalence des deux premiers points provient de la définition.

2. (2) < (3),pourtousx, y, z€F,ona:

p(x, p(y,x)) = p(p(x, v), x)

est équivalent a :

wx—z,pu(y,x—2)) = p(p(x - 2,9),x - 2) (2.37)
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par linéarité de y :

p(x, u(v, x)) — p(x, w(y, 2)) — plz, p(y, X)) + w(z, Wy, z)) = plp(xy),x) — p(p(z,v), x)

on obtient :

p(x, (. 2)) — p(p(x, ), 2) = p(p(z,9), x) — p(z, p(y, x))-

Corollaire 2.4.1. Toute algeébre associative est une algébre flexible.

2.5 Algeébres de Lie admissibles

Définition 2.5.1. Soient A un espace vectoriel sur un corps K et une application bilinéaire,
p:AxA—A,

le couple (A, p) est appelée algébre de Lie admissible si le crochet défini par :

pour tous x, y €A, [x,v]=pu(xy)-pu, x), (2.38)

Remarque 11. Puisque le crochet [, ] est antisymétrique, une algébre (A, u) est Lie-admissible si et

seulement si le crochet [, | vérifie l'identité de Jacobi.

Remarque 12. Toute algébre associative est une algébre de Lie admissible.

2.6 Algebres de Poisson

Définition 2.6.1. 3] Une algébre de Poisson est un triplet (P,{,}, u) constitué d’un espace vectoriel

P et de deux applications bilinéaires{,}, p:P x P — P satisfaisant :
1. (P,{,}) est une algébre de Lie.
2. (P, p) est une algébre associative commutative.

3. Pourtousx, vy, z€P:
{u(x,v), 2z} = u({x, z}, ) + u(x, {y,z}) (U'identite’ de compatibilite’). (2.39)
Si p est non commutative alors (P, {,}, u) est une algebre de Poisson non commutative.

2.6.1 Sous algebre de poisson et idéaux

Définition 2.6.2. Une partie H de P est appelée une sous-algébre de P si c’est une sous-algebre
associative de P telle que :

{x,y} € H, pour tous x, ye H (2.40)
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Ou de maniére équivalente :
{H,H}CH (2.41)

Définition 2.6.3. Une partiel de P est appelée un idéal de P si c’est un idéal de I’algebre associative
Petsi:
{x,y} €I, pour tout xeP et yel. (2.42)

Ou de maniére équivalente :
{LLP}CI. (2.43)

2.6.2 Morphisme d’algebre de poisson
Définition 2.6.4. Soient (Py,{,}1, 1) et (P, {,}2, 42) deux algébres de poisson, une application
p:P—P
est un morphisme d’algébre de poisson si et seulement si pour tousx, y € P, :
P(xyh) = {ex), p(¥)l (2.44)

P(p1(x,9)) = pa(@(x), (v)). (2.45)

2.6.3 Dérivations

Définition 2.6.5. Une dérivation D de P est une dérivation de l’algébre associative, telle que :

D({x,9}) = {D(x), p} + {x, D(p)}, (2.46)

pour tousx, y € P.



Chapitre 3

Structures des Hom-algebres

Dans ce chapitre on rappelle quelques définitions et propriétés de quelques algébres Hom-
associatives, algébres Hom-Lie, algébres Hom-Leibniz, algébres Hom-flexibles, algébres Hom-
admissibles et algebres Hom-poisson. Le triple (V, y, ) est appelé hom-algébre ot V un espace
vectoriel sur IK, y application bilinéaire et a application linéaire. Le principale caractéristique des

structures Hom-algebre est que les identités classiques sont twisté par 'application linéaire.

3.1 Algebre Hom-associative

Définition 3.1.1. [15] Une algébre Hom-associative est un triplet (A, p, ) constitué d’un IK-espace
vectoriel A, une application bilinéaire y : AxA — A et une application linéaire o : A — A, vérifiant

pourtousx, y, z€A:
pla(x), w(y,z)) = p(u(x, ), a(z)). (3.1)

Elle est dite multiplicative si a est un morphisme d’algébre :

a(p(x,y)) = pla(x) a(y)). (32)
Pour tous x, y € A.

Exemple 3.1.1. (sI(2,C),[, ], @) est une Hom-algébre associative, ou sl(2,C) est I'algébre des ma-

trices carrées d’ordre 2 et de trace nulle qui est engendrée par :
H:10 ,E:OI,P:OO,
0 -1 0 0 1 0
le [, ] est une application bilinéaire,
[,]:s1(2,C)xsl(2,C)—sl(2,C),

tel que : pour tous A, Besl(2,C),[A,B]= AB—BA et

a: V-V,

25
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_ o O
o = O

1
Papplication linéaire dont la matrice associée dans la base (H, E, F) est :| 0
0

Remarque 13. Si a = Id, alors nous avons ’algébre associative classique.

3.1.1 Sous algebre Hom-associative, et idéal

Définition 3.1.2. Soit A = (A, p, ) une algébre Hom-associative, un sous-espace H de A est appelé

sous-algébre hom associative si :
uwH,H)CH et a(H)CH. (3.3)

Définition 3.1.3. Un sous-ensemble I de (A, p, ) est un idéal de (A, y,a) si I est un sous-espace

vectoriel de (A, p, @) et si pour tout x € I et pour touty € A, ona:

ux,y)el et a(l)C1. (3.4)

3.1.2 Morphisme d’algebre Hom-associative
Définition 3.1.4. soient (Aq, u1, ) et (Ay, Hp, ap) deux algebre de Hom-associative. une applica-

tion linéaire  : A — A, est un morphisme d’algébre Hom-associative si pour tousx, y € Ay :

P(p1(x,9)) = p2(@(x), 9(v)) (3.5)
et
P(x) oy = az o @(x). (3.6)

En particulier, les algébres hom-associatives (Aq, u1,a1) et (Ay, pp, ap) sont isomorphes si @ est

également bijective.

3.1.3 Dérivations d’algébre Hom- associative

Définition 3.1.5. Soit (A, p, ) une algébre Hom-associative multiplicative. une application linéaire

D : A — A, est une a-dérivation de I’algébre Hom-associative multiplicative (A, y, @), si :
u(D,a)=0 ie Doa=aoD. (3.7)

et

Do u(x,y) = p(D(x), a(p)) + p(a(x), D(p)), ¥x, y € A. (3.8)

Nous désignons par Der,(A) I'ensemble des a-dérivations de I’algébre Hom-associative multiplica-

tive (A, p,a) .



CHAPITRE 3. STRUCTURES DES HOM-ALGEBRES 27

3.1.4 La classification des algebres Hom-associatives

Dans cette partie, on rappelle quelques classification des algebre Hom-associative en dimen-
sion 2 et 3. Ahmed Zahari a donne toutes les classifications des algebres Hom-associatives en
dimensions 2 et 3 voir [18].

Proposition 3.1.1. Nous devons considérer deux classes de morphismes qui sont données par les

) ) a 0 a 1
matrice suivantes : @ = , a= .
0 b 0 b
Toute algébre Hom-associative de dimension 2 est isomorphe a I'une des algébres suivantes :
) a 0
1. Premiercas:a =
0 b

2 2
piler,e1) =—aje;, piler,ex) =ajey, ale)=ey,

2 2
pilex,e1) = ajey, piler,e) =bye;, aley)=—e;.

pi(er,e1) = aze;, pieex)=0, ale))=ey,

pi(ere1) =0, pi(ere) =baey, aley)=0.

p3(e,e1) =0, piler, ex) =kasey, afey)=key,

ﬂ%(ebel) = kasey, M%(ez,ez) =azey, aley) =ey.
aq
—e
by

2 2
pilex, e1) = agey, pyler,er) =byey, ale) =e;.

pilere1) =0, uiler,e) =age;, ale)=

pier, e1) =asey, pi(e;,e))=bsey, ale)=e,
pi(ex,e1) = bsey, p3(er,e2) =0, e, = 2—2(62)-
pi(er,er) = agey, pi(er,en)=0, ale)=0,
pelea,e1) =0, pglere2) =0, ale;)=kes.
plerer) =azes, piler,e2) =0, aler) = ke,

V%(ebel) =0, I/l%(ez, e,) =0, aley)=k?e,.

. a 1
euxieme cas : @ =
0 b

———— —— — N

2.

S

palere1) =0, uiler,e;)=agey, ale)=0,
ﬂ§(€2y€1) = bge,, P‘gzg(eb ey) =cgey, aley)=ej.
pi(er,e)) =0, pd(er, e)) =age;, ale))=ey,

2 2
,”9(32)31) =0, #9(62;62) =age; +age,, aley)=e; +ey.

—N————

piolen,e1) =0, (e, en) =0, ale))=e,
2 2
Hioler e1) = ajoer, piglex, ex) =ajper +ajper, aley)=ej +e;.

Proposition 3.1.2. Toute algebre Hom-associative de dimension 3 est isomorphe a I’'une des algébres

suivantes :
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S Q=
S O O

a
1. Premiérecas:a =| 0
0

piler,e1) =0, pui(eres)=0,

pi(e1,e2) = parer +pazes, piles,e) =0, ale)) =0,
15 (e1,e3) = p3rey + pzes, piles ex) = pgier +pgses, alep) =ey,
pi(ea,e1) =0, piles e3) = porer +poses, ales) =0,
V?(ezrez) = Ps1€1 * P53€3.

pi(er,e1) =0, ey e3) = psien,

p5(e1,e2) = parer, piles e) =prier, ale) =0,
j5(e1,e3) = parer, pyles ex) = pgier, ale;)=ey,
15(e,e1) =0, (e e3) = porer, ales)=0,
ﬂ%(ez,ez) =Ps1&a

piler,e1) =0, ps(exe3)=perer,

13(e1,e2) = porer, pa(es er) =0, ale)=0,
y§(€1,€3) =0, py(es,ex) =pgier, aley)=ey,
13(ez,e1) =0, p3(es e3)=0, a(es)=ces,

Vg(€2,€2) =PpPs1e

paler,e1) =0, p3leres)=perer,

piler,e) =0, pyles,er)=0 ale)) =e,

pa(ere3) =0, piles,ep) =pgier, aler)=e;+ey,
pi(ez,e1) =0, pjles e3) =porer, ales)=es,
P‘i(ezxez) =Pps1e

piler,e1) =0, p3(eyes3)=0,

paler,e) = —pases, pales,e1) =0, a(e))=aey,
paler,e3) =0, pi(es,ex) =0, aley)=e +aey,
pa(ez,e1) = pases, piles e3) =0, ales)=a’es,
l‘g(ez,ez) = Ps2€3

poler,e1) =0, pp(eres)=perer,

peler,e2) =0, piles,e1) =0, ale))=aey,
palere3) =0, piles,ep) =pgier, aley)= e +aey,
poley,e1) =0, piles,e3)=0, ales)=e;

pe(ea,e2) = 0.
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ja(er,e1) =0, p(eye3)=0,

(e, e0) =0, pales,er) =0, ale)=ey,
(e e3) =0, pi(es,e0) =0, a(e))=e;+ey,
j5(e,e1) =0, (e e3) =prier, ales)=—es,
15 (ez,€2) = psye

pi(er,e1) =0, pileres)=peier,

pier,e2) =0, pies,e;)=0, ale)=0,
ﬂ?(€1,€3) =DP31€1, #%(33132) =psie1, aler)=ey,
1i(ex,e1) =0, piles e3)=porer, ales)=ey,
/uf(ez, e;) = 0.

p5er,e1) =0, p3(eye3) =—pgey,

1(e1,e2) =0, pi(es,e)) =0, ale)=¢e,
p5(e1,e3) =0, p3(es ex) =pgrer, aler)=ej+ey,
(e, e1) =0, p3(es e3) =porer, ales)=ey+es,
y%(ez, e;) = 0.

3.2 Algebre Hom-Lie

Définition 3.2.1. On appelle algébre Hom-Lie un triplet (G, [, ], «) ot G est un K-espace vectoriel,

[,]: G xG — G est une application bilinéaire et « : G — G une application linéaire tels que :
[x, 9] = —[v,x] ('antisymtrique). (3.9)

[a(x), [y, z]] + [a(2), [x, v]] + [a(), [z, x]] = O (I'identite’ de Hom— Jacobi)  (3.10)

Pour tousx, y, z€@.
— Une algébre de Hom-Lie (G, |, |, «) est dite multiplicative si a est un morphisme d’algébre, c’est
a dire :
a([x,y]) = [a(x),a(y)],Vx,p € G.
Il est dit régulier si a est un automorphisme algébrique.

Remarque 14. Nous récupérons ’algébre de Lie classique lorsque a = Idg.

Exemple 3.2.1. Soit {x1,x,,x3} une base de l’espace vectoriel de dimension 3 G sur K. Le crochet

suivant et Uapplication linéaire a sur G = IK® définissent une algébre Hom-Lie sur K :
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[x1,x2] = axy + bx;, a(x;)=x
[x1,x3] == cx3, a(xy)=2x,

[x2,x3] = dxy +2x3, a(x3)=2x;3
avec [x,x1),[x3,x1] et [x3, %] définis par I’anti-symétrique. Ce n’est pas une algébre de Lie si

et seulement sia =0 et ¢ =0, puisque [x1,[x2, x3]] + [x3, [x1, x2]] + [x2, [x3, x1]] = acx,.

Exemple 3.2.2. (sI(2,K),[,], a) est une algébre Hom-Lie, ou sl(2,)K) est d’algébre des matrices

carrées d’ordre 2 et de trace nulle,
[,]:s1(2,K)xsl(2,K) - sl(2,K),
tel que : pour tous A, Be€sl(2,K),[A,B] = AB—BA et
a:sl(2,K) — sl(2,K),

dont la matrice associée dans la base (H,E, F) est :

(R R
o O O
e

Proposition 3.2.1. Chaque application bilinéaire anti-symétrique sur un espace linéaire a dimen-

sions 2 définit une algébre Hom-Lie.
DEMONSTRATION : L’identité Hom-Jacobi est satisfaite pour tout triplet (x, x, v).

Proposition 3.2.2. On peut associer a chaque algébre Hom-associative (A, y, ), une algébre Hom-

Lie dont le crochet est défini pour tous x,y € A par :

[x, ] = p(x,y) = u(@, x).

DEMONSTRATION : Le crochet est anti-symétrique et avec un calcule direct nous avons :

[a(x), [y, 2]] + [a(v), [z, x]] + [a(2), [x,9]] = pla(x), u(y,2) - pla(x), p(z,9) - p(p(,2), @(x))
+ p(p(z, ), a(x) + p((a(y), p(z, x)) — pla(y), px, z))
= pp(zx), a(y)) + p(p(x, 2), a(y)) + p(alz), u(x,p))
= pla(z), u(y, x) — p(p(x,9), a(2) + p(u(y, x), a(z))
= 0.

3.2.1 Sous algébre Hom-Lie et Idéal

Définition 3.2.2. [4] Soit (G,[,], @) une algébre de Hom-Lie. Un sous-espace H de G est appelé
sous-algébre Hom-Lie si :
[H H|CH et a(H)CH. (3.11)
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En particulier, on dit qu’une sous-algébre Hom-Lie I est un idéal de G si :
[[,G] C H. (3.12)

Remarque 15. L’algébre de Hom-Lie G est appelée abélienne si[x,y] =0, Vx,p € G.

3.2.2 Morphisme d’algebre Hom-Lie

Définition 3.2.3. Soient (G1,[, |1, 1) et (G2, [, |2, @2) deux algébres de Hom-Lie. Une application
linéaire ¢ : G; — G, est un morphisme d’algébre Hom-Lie si pour tous x, y € Gy :

P([xv]) = [e(x), e®)] (3.13)

et

poa;=ajoQ. (3.14)

Remarque 16. En particulier, ils sont isomorphes si ¢ est une application linéaire bijective.

3.2.3 Dérivations

Définition 3.2.4. Soit (G, [, ], @) une algébre de Hom-Lie. Une application linéaire D : G — G est

appelée une a-dérivation de I’algébre de Hom-Lie, si :
[D,a]=0 ie Doa=aoD, (3.15)

et
D([x,y]) = [D(x), a(y)] +[a(x), D(y)], (3.16)

pour tousx, y €G.

3.2.4 Représentation d’algébre Hom-Lie

Définition 3.2.5. [13] Une représentation d’une algébre Hom-Lie (G, |, |, ) sur Uespace vectoriel V
par rapport a p € gl(V') est une application linéaire p : G — gl(V), telle que pour tout x, y € G, ce
qui suit les égalités sont satisfaites :

pla(x))o B =pBop(x). (3.17)
p(lx, 1) o B = pla(x))p(y) - pla(y)p(x). (3.18)
On note une représentation par (V,p, B). Pour tout x € G, on définitad, : G — G par :

ad,(y) = [x,y] (3.19)

Alorsad, : G — gl(G) est une représentation de I’algébre de Hom-Lie (G, [, |, @) sur g par rapport a
G, que l'on appelle la représentation adjointe .
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Proposition 3.2.3. Soit (G, [, |, «) une algébre de Hom-Lie, (V1, By,, pv,) et (V2, By,, pv,) ses repré-
sentations. Alors (Vi x V, By, X Bv,, pv, X By, + By, X py,) est une représentation de (G, [, ], ).

3.2.5 La classification des algébres Hom-Lie

Dans cette partie, on établit la classification des algebre Hom-lie en dimension 3. Ce travail a
été publier dans "Journal of Generalized Lie Theory and Applications" en 2008 Voir [15] .

Proposition 3.2.4. Toutes les algébres de Hom-Lie associées a I’homomorphisme donnée par rap-

port a la base {e1, e, e3} du dimension 3 par la matrice suivante :

a 0 0
a=| 0 b 0 |, dansla liste, Clkj pouri, j, k=1, 2, 3 sont des paramétres dans K.
0 0 b
[e1,e2]1 = Ciye1 + Cipes [e1,e2]r = %ngel — Ciser+ Chyes [e1,€2]3=0
le1 e3]1 = C123€2 ) [e1,e3]p = —%C%el + C123€2 + C13363 [e1,e3]3 = C113el + C123e2
[e2,e5]1 = Clzer + Ecllz% [es, €3], = Czer + Coiex + Cse3 [e2,€5]5 = Clze1
[e1,e2]5 = CPye3 [e1,e2]5 = CP,e3 [e1,e2]6 = Ciye1 + Cies
[e1,e5]4 = Clzen + Cies [e1,e3]5 = Cizez [e1,e3]6 =0
le2,63]4 =0 [e2,e3]5 = Clseq [e2,e3]6 = Clse1

_ Al 2 3 3 3 -3 3
[e1,e2]7 = Cppe1 + Clyen + Ciaes [e1,e2]g = —C7se2 + Ciye3 [e1,e2]o = —Cise2 + Cise3

[e1,e3]7=0 [e1,e3]5 = Cizen + Cises ler,es]o = —%C§3el +Cizea + Cise3
le2,e3]; = Clyey + C3es [e2,e3]5 = Case1 [e2,e3]9 = Chse1 + Cze,
[e1,e2]10=10 [e1,€2]11 = Cirea + Cies
[61,63]10 = C113€1 + C123€2 + Ci%3€3 [61,83]11 = C123€2 + C?3€3
[e2,e5]10 = Chze1 + Caser [ez,e3]11 =0
1 ~3 3 -3
le1, e2]12 = —CLSBQ +Cpyer - C13§:2 €3 _ 3
2, C2, [e1,e2]13 = Cilzes
eneslia = Claer - ch23C§3 0y + Chies lereshis = =3 Cher + Chyes
23

| 2
. 5 3 [e2,e3]13 = Cy3e1 + Chzer
[e2,e3]12 = Cy3e1 + Cizer + Cises

Cc%,C3
clLc3 _ 4.3 2 12623
_ 1 3 1213 e, e =—-C.e; +Ciep + ——==¢
[e1,e2]14 = Cihe1 —Cizer+ ——€3 leve2lis p o231 T H1202 %
13 2 3
Cl C3 _ ((a_b)clz_bcl?))CZ?, C2 C3
ey, e3]ya = Cloey — —13718, 4 3 ¢ ler,e3]i5 =— > e+ Cley+ Coyes
1,€3]14 — ~13%1 1 2 1363 an
2 aC2.C3
1 _ #2323 2 3
[62; 33]14 = C23€1 [62, 83]15 = bcz e + C23€2 + C23€3
12
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3 ~3 1 3 3 ~3
[ _ aC3 Ci5C55 _ Ci5C5, 3 Ci5C53
e1,e2)16 = 7 2361+ Cl €3 le1,e2]17 =— C2 e; — Lz — 2 e

13 3 . 23
_ 1 2 3
[e1,e3]16 = C13231 "‘3C 132+ Cizes le1,e3]17 = Cise1 + 133 23 ey + C133e3
[y e3]16 %61 +Ces 23
, 23
bC, [e2,e3]17 = Chze1 + Cazen + Cze3

(bCZ, + (b—a)Ci5)C5,

1 2 _
[e1,e2]18 = Cipe1 + Cyer + Clyes  |[er e2lio = - bC3 e1+ Cirer + Cise3
2 ~2 3
a C%,C o3
[e1,e3]1s = = Chze1 — —122e; __Ac2 C75C3; c3
b Ci, [61;63]19——b 2361+ C3 €2+ 363
1 2 23
[ep, €3] :Me +C2e aC3;C3s 2 3
273118 bC122 ! 2372 [e2,e3]19 = O3 er+Chsen + Cyse3
13

_“C133C§3 + (b(C112C113 + C122 + C133)C;3 es
bCly+aC3,
bC?,Cl, +aC? C? bc]2 C2.-bC3.C?
12013 1AL+ 0015053 13-23
19C112+aC§’3

_ 2 2
[e1,e2]20 = Ciye1 + Ciher +

_ 1
[e1, €3]0 = Czer + es+Cises

a(CllZC§3 + C113C§3)

2 3
e +C €2+C e3
2 3 23 23

[e2,e3]20 =

3.3 Algebre Hom-Leibniz

Définition 3.3.1. [ 15] Une algébre Hom-Leibniz est le triplet (L, |, |, ) formé par un espace vectoriel

L, une application bilinéaire [,]: L x L — L et une application linéaire a : L — L satisfaisant :

[[x, vl a(2)] = [[x, 2], a(y)] + [[a(x), [y, z]]. (3.20)
Pour tous x, y, z€ L.
En termes d’homomorphismes adjoints (d droite) ady : L — L définis parady(X) = [X, Y], l'identité
(3.20 ) peut s’écrire :
adq(z)([x,y]) = [ad;(x), a(y)] + [a(x), ad,(p)]. (3.21)

Ou sous forme d’opérateur par :
adg(z) 0 ady = adyy) 0 ad; + adggy(y) o & (3.22)

Définition 3.3.2. L’algébre de Hom-Leibniz (L,|[,], a) est dite multiplicative si I'application K-

linéaire o conserve le crochet, c’est-a-dire si :

alxy] = [a(x),a )] (3.23)
Pour tousx, v € L.

Exemple 3.3.1. Soit L un C-espace vectoriel bidimensionnel de base {e1, e,}. Nous définissons une

opération de parenthése comme [e,,e,] = ey et zéro ailleurs et 'endomorphisme est donné par la
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o1)

C’est un travail de routine de vérifier que (L,[, ], a) est une algébre de Hom-Leibniz qui n’est pas
Hom-Lie.

matrice :

Exemple 3.3.2.

1. Ilexiste des algébres de Hom-Leibniz complexes de dimension 3 (a droite) L, , y = (L, [, |0.p,0 @ap,1)
avec une basel{ey, ey, e3}, ou:a,p 1(e1) = (ad+1)ey, agpa(er) =bey, a,p 1(e3) =ae;+ey+es
et les produits non nuls sont :
lers e3]ap,0 = Aad +1)e
le2,€3]0,b,1 = —[e3,€2]4,5,0 = —bea
les,e3]ap0 =(aAd+1)e, a, b, AeC.

2. Il existe une algébre de Hom-Leibniz complexe a dimensions 4 (da droite) (L, |, ], ) avec une base
ler,en,e3,e4fou:a(e;) =ej+ey+es+ey, aley) =er+es+ey ales)=ez+ey, aley) =ey

et les produits non nuls sont :
ler,er] =es
ler, e2] = —e3—eq = —[ea, 1]

[e1,e3] = —eq = —[e3,€1]

Remarque 17. En prenant a = id dans la définition (3.3.1), nous obtenons la définition de I’algébre
de Leibniz. Par conséquent, les algébres de Hom-Leibniz incluent les algébres de Leibniz comme un
sous-catégorie, motivant ainsi le nom « algébres de Hom-Leibniz » comme une déformation d’algébres

de Leibniz twisté par un homomorphisme. De plus c’est une algébre multiplicative de Hom-Leibniz.

3.3.1 Sous algébre Hom-Leibniz

Définition 3.3.3. 6] Soit (L, [, ], «) une algébre de Hom-Leibniz. Une sous-algébre Hom-Leibniz H

est un sous-espace linéaire de L, qui est fermé pour le crochet et invariant par a, c’est-a-dire :
[x,v] € H, pour tous x, y € H. (3.24)

a(x) € H, pour tout xe H. (3.25)

On dit qu’une sous-algébre Hom-Leibniz H de L est un Hom-idéal bilatéral si [x,v], [y, x] € H, pour
toutxe H ety € L.

3.3.2 Morphisme d’algebre Hom-Leibniz

Définition 3.3.4. [6] Un homomorphisme de ’algébre de Hom-Leibniz : (L1, [, |1, 1) — (L, [, ]2, @2)
est une application K-linéaire ¢ : Ly — L, telle que :

o([xv]1) = [e(x), )] (3.26)
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Qoai(x)=a;o@(x). (3.27)

Pour tousx, y € L.

Définition 3.3.5. Soient H et K des Hom-idéaux a deux cotés d'une algébre de Hom-Leibniz (L, |, ], @).
Le commutateur de H et K, noté [H, K|, est la sous-algébre de Hom Leibniz de L définie par le crochet

[h,k], heH, keK.

3.3.3 Dérivations

Définition 3.3.6. (L,[, ], @) une algébre de Hom-Leibniz. Une application linéaire D : L — L est

appelée une a-dérivation de I’algébre de Hom-Leibniz, si :
[D,a]=0 ie Doa=aoD, (3.28)

et

D([x,v]) = [D(x), a(y)] +[a(x), D(y)], (3.29)

pour tousx, y € L.
3.3.4 Centre d’algéebre Hom-Leibniz
Définition 3.3.7. Soit (L,[, ], ) une algébre de Hom-Leibniz. Le sous-espace :
Z(L)y={xeL| [x,9]=0=[y,x], pour tout yeL}, (3.30)

est dit centre de (L, [, ], a).

Lorsque a : L — L est un homomorphisme surjectif, alors Z(L) est un Hom-idéal de L.

3.3.5 Représentation des algébres de Hom-Leibniz

Définition 3.3.8. [5] Une représentation de I’algébre de Hom-Leibniz (L, |, ], ) est une Hom-module
(V, B) équipé de deux L-actions (gauche et droite) :

LI,: VXL—>V et []:LxV->YV, (3.31)

satisfaisant les cinq axiomes suivants :

B([v,x],) = [B(v), a(x)], (3.32)
B(lx,v]y) = [a(x), B(v)]; (3.33)
[Bv), [x, 9]l = [[v,x], ()] = [[v, 9], a(x)];, (3.34)

[a(x), [v, 911 = [[x, v a ()] =[x 9], B, (3.35)
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la(x), [y, v]i]i = [l 9] @) = [[x, v ] a(®)]- (3.36)

Pour tousv € V, et x, y € L. Cette representatlon sera notée (V, B,[,11,[, ];)- Des deux derniéres
relations il résulte : [a(x), [v,y],]; + [a(x), [y, v];]; = 0.

3.4 Algébres Hom-Flexibles

Définition 3.4.1. [15] Une Hom-algébre A = (F, y, ) est dite flexible si pour tousx, y € F :

p(p(x,v), a(x)) = pla(x), u(y, x)). (3.37)

Remarque 18. En utilisant le Hom-associateur as, ,(x,9,z) = p(p(x,v), a(z)) — p(a(x), u(y, 2)),

la condition (3.37) peut s’écrire comme :
as,,q(x,y,x) = 0. (3.38)

Le a-association as,, , est un outil utile dans I'étude des algébres admissibles de Hom-Lie et Hom-Lie.

Lemme 3.4.1. Soit A = (P, U, a) une Hom—algébre. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est flexible.
2. Pourtoutx, y €F, asy,a(x, y,x)=0.

3. Pourtoutx, y, z€F, asﬂ,a(x,y, z) = —as,, a(z21,%).

DEMONSTRATION :

— ((1) © (2)) : par définition on a

p(p(x, ), a(x)) = pla(x), p(y, x))
e u(pu(x ), ax)) - pla(x), u(y, x)) =
& aslw(x, 1,x)=0

— ((2) © (3)), par définition on a, pour tous x, y € F :as, 4(x,9,x) =0,

est équivalent a :

asyo(x—2,9,x—-2)=0, pour tous x, y€F,

pp(x —2z9), a(x—z)) - pla(x - 2), u(y, x ~2)) = 0
et par linéarité de p et o :

p(p(x, v), a(x)) = p(p(x,9), a(2) + p(p(z, ), a(2)) - p(p(z, ), a(x))
—pla(x), u(y, x)) + pla(z), u(y, x)) + pla(x), p(y, 2)) - pla(z), u(y,z)) = 0
asu,q(%,9,%) +as,4(2,9,2) + as,,4(2,9,x) + as,4(x,9,2) = 0

as;,q(x,9,2) = —as, 4(2,9, x).

0

0
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Corollaire 3.4.1. Toute algébre hom-associative est Hom-flexible.

Soit (F, 4, &) une Hom-algéebre, ou p est la multiplication et @ un homomorphisme. On note F*

1
I'algébre Hom sur V' avec une multiplication x ey = E( u(x,v)+ pu(y,x)). Nous notons aussi F~ la

Hom-algébre sur V ou la multiplication est donnée par le commutateur [x,y] = p(x,v) — u(y, x).

Proposition 3.4.1. Une Hom-algébre (F, y, @) est flexible si et seulement si :
[a(x),yez]=[x,v]ea(z)+a(y)e[xz] (3.39)

DEMONSTRATION :

1. On suppose que (F, y, ) est flexible, pour tousx, y, z€ Fona:

(pla(x), (v, 2)) + pla(x), u(z,v)) — p(p(y, 2), @(x))

) -
p(p(xp), a(2)) +

N =

[a(x),yez]—[x,p]ea(z) —a(y) e [x,z]

—u(p(z,9), a(x)) — p H(p(v,x), a(2))
—p(a(z), u(x,9)) + pla(z), u(y, x)) — pla(y), p(x, z))
+u(a(y), p(z,x)) = p(p(x, z), a(y)) + p(p(z, x), a(y)))
= 3 (85,0(09,2) + 05,,0(2,9) + 85,0(3,21)
+a8,,4(2,9, %) — a8,,4(9,X,2) — as;, 4(2,x, )

et comme (F, y, a) est flexible, alors as, ,(x,y,2) + as;, 4(2,y,x) = 0, donc :
[a(x),yez]=[x,v]ea(z)+a(y)e[xz]

2. Inversement, pour tous x, v, z€ F,ona:[a(x),yez]=[xy]ea(z)+a(y)e|xz],
pour z=x:[a(x),yex] =[x, p] e a(x)+ a(x)e[x,x]
qui est équivalenta: as, (x,y, X)+as,,o (X, X,)+a5;, 4 (9, X, X)+a5, (X, Y, X)—as, o (, %, X)—

as, a(%,x,9)=0,
qui est équivalent a : as, a(x%,v,x) =0, alors (F, u, ) est flexible.

3.5 Algébres Hom-Lie admissibles

Définition 3.5.1. [15] Soit A une structure Hom-algébre sur V définie par la multiplication y et un
homomorphisme «. Alors A est dit algébre Hom-Lie admissible sur V si le crochet défini pour tous

x,v €V par:
[x, 9] = p(x,y) — p(p, x). (3.40)

satisfait I’identité de Hom-Jacobi :
Oxy,z [a(x), [y,2]] = 0. (3.41)

Pour toutx, vy, ze V.
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Remarque 19. Puisque le crochet du commutateur (3.40) est toujours antisymétrique, elle trans-

forme toute algébre Hom-Lie admissible en une algebre Hom-Lie.
Remarque 20. D’apreés la proposition (3.2.2), toute algébre hom-associative est Hom-Lie admissible

Proposition 3.5.1. Toute algébre de Hom-Lie (G, [, ], «) est Hom-Lie admissible avec la méme ap-

plication o

DEMONSTRATION : Pour le produit commutateur (x,y) = [x,y] - [y,x], ona:

xyy = [xyl-[yx]==(y,x]-[xy]) =~ x)
Oxyz{a(x),(y,2)) = Oy ([a(x)[y2]]-[a(x),[zy]] -y, 2], a(x)] + [z, 9], a(x)]
= Oy, ([a(x), [y, 2]] + [a(x), [v, 2] + [a(x), [9, 2]] + [@(x), [, 2]])

4 Qx,y,z ([a X ,[y,Z] 0

Définition 3.5.2. Le a-associateur, associé a un produit y et a une application linéaire a, est une
application trilinéaire, a, o : VXV xV -V

(%9, 2) = p(p(x,p), a(2)) = pla(x, u(y, 2)) (3.42)

Dans ce qui suit, nous donnons une nouvelle caractérisation des algébres admissibles de Hom-
Lie.
Soit A = (V, u, ) une Hom-algebre et soit [x, ] = u(x, y)—p(y, x) son commutateur. On introduit
I'application ternaire définie par S(x,y,2) = a,, (%, 9,2) +4,,4(9,2 %) +a,,4(2,%,9). On a alors les

propriétés suivantes :

Lemme 3.5.1. Pour tousx, y, z €V, [’égalité suivante est vérifiée :

S(x,9,2) = [p(x,9), a(2)] + [p(p, 2), a(x)] + [p(z, x), a(p)].

DEMONSTRATION : L’assertion suit en développant les commutateurs du coté droit :

[u(x,y), a(2)]+ [p(®,2), ()] + [z, x), a(v)] = plplxy), a(z) - pla(z), p(x,p) + p(pu, 2),

a(x))

= pla(x), u(y,2)) + u(p(z,x), a(y)) — pla(y), u(z, x))

= 4,4(%9,2)+4,4(9,2,%) +a,,4(2,%,9)

= S(xv,2)

Proposition 3.5.2. Une Hom-algébre A est Hom-Lie admissible si et seulement si S(x,y,z) =
S(x,z,v), pour toutx, y, ze V.

DEMONSTRATION : L’assertion découle de :

I
E
3<

S(x,v,2)—-S(x,2,v)

[l
S
[l

kel
\Q
N
—
Q
—_
ii
\?
N
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3.6 Algebres Hom-poisson

Définition 3.6.1. Une algebre de Hom-Poisson est le quadruplet (P, {,}, u, a) constitué de :
1. et (P,{,},a) une algébre de Hom-Lie.

2. (P, yu, ) Une Hom-algébre associative commutative.

telle que ’identité Hom-Leibniz (condition de compatibilité entre p et {,}) :

{a(x), u(y,2)} = pla(y), {x, 2}) + pla(z),{x, p}), (3.43)

Pour toutx, vy, z€P.

Remarque 21. Dans une algébre de Hom-Poisson (P, {,}, u, ), Uopération {,} est appelée crochet de

Hom-Poisson.

Remarque 22. La condition de compatibilité est équivalente a la condition :

pour tous x, y, z€V, {p(x,y), a(z)} = p({x, 2}, a()) + pla(x), {y,2}).

Exemple 3.6.1. Soit {eq,e,,e3} une base d’un espace vectoriel A de dimension 3 sur IK. La multi-
plication p, le crochet antisymétrique {,} et U'application linéaire a suivantes définissent sur P une

structure d’algebre Hom-Poisson :

uler,er) =ey, le1,ex} = aey + bes,
pler, er) = pler, e1) = e3, {e1, ez} =cey +des,

a(el) = /\1@2 + /\263, a(ez) = /\362 + /\4@3, a(e3) = /\562 + /\663.

oua, b, ¢, d, A, Ay, A3, Ay, As, Ag, sont des paramétres dans K.

3.7 Principe de twist

Le théoréme suivant donne un moyen aisé permettant de déformer des structures usuelles en

Hom-structures.

Théoréme 3.7.1.

1. Soit A = (A, u) une algébre associative et a : A — A une application linéaire qui est multi-
plicative par rapport a y, cest a dire : ¢ o = po a®?. Alors A, = (A, piy = @ 0 y, @) est une
algébre Hom-associative.

2. Soit A= (A,[,]) une algébre de Lie et « : A — A une application linéaire qui est multiplicative
par rapport a [,], cest a dire: ao[,] =[,] o a®?. Alors A, = (A,[,], = @ o[, ], a) est une
algébre Hom-Lie.

3. Soit A = (A,[,]) une algébre de Leibniz et a« : A — A une application linéaire qui est multi-
plicative par rapport a[,], c’est a dire: awo[,] = [,]oa®?. Alors A, = (A,[,]a = aol,], @) est

une algébre Hom-Leibniz.
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4. Soit A = (A, u,{,}) une algébre de Poisson, et @« : A — A une application linéaire qui est
multiplicative pour u et pour{,} . Alors A, = (A, py = aop,{,}o = ao{,}, ) est une algebre
Hom-Poisson.

DEMONSTRATION :

1. Ona:

asy,a = Hala(x), pa(¥,2)) = palpa(x,y) a(z))
= aop(a(x),aop(y,z))—aopu(aopu(xy) alz)
= pla®(x), pa®(y), a’(2) - p(p(a®(x), a*()), a*(z))
= & (ulx p(v,2) - (1(n(x,9),2))) = 0.

Comme (A, ) est associative, ainsi A, est une algebre Hom-associative.

2. Ona:Vx, yeA, [v,x]=-[x,y]  [x,x] =0 c’est adire :

[x,x], = ao[xx]=
et Jle = [ax)[pzlee+1a2)[xv]a]a +[a(@) (2 x]ala
= aola(x),ao[yz]]+aolal(z),ac[x,y]]|+aoc|a(y) ao]zx]]
= [a®(x) [@®(y), a*(2)]] + [a?(2), [@®(x), a®(9)]] + [@*(v), [a*(2), a*(0)]]
= a’[lx[y.2]+ [z [xy]+ v, [zx]] = 0.

Comme [, ] est un crochet de Lie, ainsi A, est une algébre Hom-Lie.

3. Ona:

Lije = nylea@)]a—[x2ley]e —la(x)[p,2]a]a
= aolao[x,yla(z)]-aolaox z],a(x)]-aola(x),ao[y,z]]
= [[@*(x),a*(®)], a*(2)] - [[@*(x), a*(2)], * (9)]] - [@*(x), [@*(p), &*(2)]]
= a*(([xy)zl =[xzl yl =[x 2] =0

Comme [, ] est un crochet de Leibniz, ainsi A, est une algébre Hom-Leibniz.

4. on sait déja que (A, p,, ) est une algeébre commutative Hom-associative et que (4, [, |4, @)

est une algebre Hom-Lie Il reste a vérifier I'identité Hom-Leibniz :

Liyonaa = {pa(x9) a(@)}e — pa({x 2} a(y)) — pala(x),{y,2}a)
= aolaopu(x,y)a(z)}-aoplaoixz}a(y))—aopu(a(x),aoly,z}
= {u(a’(x),a’(v)), a*(2)} - p({a’(x), a*(2)}, a* () — pla®(x), {a* (), a*(2))
= a*({u(x,9),2)} - u(lx 2} p) — pl(x, {9, 2) =

En particulier, si & : A — A est un morphisme de ’algébre (associative ou de Lie ou de

Leibniz ou de poisson) (A, p), alors c’est également un morphisme de la Hom-algébre A,,.



Conclusion

Dans notre mémoire on a vue quelques définitions et propriété de quelques structures algé-
briques avec leurs versions hom, ainsi que leurs classification a isomorphisme pré en dimension

inférieur ou égale a quatre.
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Résumé

Le but de notre mémoire est de donner quelques structures algébriques dans le cas
classique et dans le cas Hom. Les Hom-algebres ou algébres twistées par un homomorphisme
a sont une généralisation d'algebres. On a commencé par donner la définition d'un espace
vectoriel pour définir une algebre, notre mémoire est illustré par une classification a

isomorphisme pré.

Abstract

The objective of our brief is to give some algebraic structures in the classical case and in the case
Hom. Hom-algebras or algebras twisted by a homomorphism a are a generalization of algebras. We
started by giving the definition of a vector space to define an algebra, our memory is illustrated by a

pre-isomorphic classification.
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