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Résumé 

Dans ce mémoire, une méthode de classification des pathologies cardiaques basée sur la 

modélisation de la DSP de l’ECG par une fonction de transfert d’ordre fractionnaire est 

présentée.  

Cette méthode comporte deux étapes, une étape d’extraction de paramètres et une étape de 

classification.  

L’extraction de paramètres est la partie la plus importante, elle est basée sur la modélisation 

de la DSP des battements ECG par une fonction de transfert d’ordre fractionnaire. La 

classification est assurée par un classificateur SVM. 

Les résultats expérimentaux ont indiqué que la méthode atteignait une précision de 

classification de 72% et pouvait être appliquée efficacement dans l'identification automatique 

des arythmies cardiaques. 

  

Summary 

In this memory a method of classifying cardiac pathologies based on the modeling of the ECG 

DSP by a fractional order transfer function is presented.  

This method consists of two steps, a  extraction settings step and a classification step.  

The settings extraction is the most important part, it is based on modeling the DSP of ECG 

beats by a fractional order transfer function. Classification is provided by an SVM classifier. 

The experimental results indicated that the method achieved a classification accuracy of 72% 

and could be applied effectively in the automatic identification of cardiac arrhythmias. 

 ملخص

 انخزحيب َقم وظيفت خلال يٍ ECG , DSP ًَذخت عهى بُاء   انقهب أيزاض نخصُيف طزيقت حقذيى يخى ، انًذكزة هذِ في

 .اندزئي

 .انخصُيف وخطىة الاسخخزاج إعذاداث خطىة ، خطىحيٍ يٍ انطزيقت هذِ حخكىٌ

 ححىيم وظيفت خلال يٍ ECG نذقاث DSP ًَذخت عهى يعخًذ فهى ، أهًيت الأكثز اندزء هى الإعذاداث اسخخزاج يعذ

 .SVM يصُف بىاسطت انخصُيف حىفيز يخى. اندزئي انخزحيب

 الآني انخعزف في فعال بشكم حطبيقها ويًكٍ٪ 27 إنى حصم حصُيف دقت حققج انطزيقت أٌ إنى انخدزيبيت انُخائح أشارث

 .انقهب ضزباث اَخظاو عذو عهى
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Introduction générale 

 

Un électrocardiogramme (ECG) est une représentation complète de l'activité électrique du 

cœur à la surface du corps humain, il est largement appliqué dans le diagnostic clinique des 

maladies cardiaques, il peut être utilisé de manière fiable comme mesure pour surveiller la 

fonctionnalité du système cardiovasculaire.  

L'extraction des paramètres et la classification des signaux d'électrocardiogramme (ECG) sont 

deux étapes nécessaires dans la conception des systèmes intelligents de diagnostic 

automatique des maladies cardiaques.  

Le calcul d’ordre fractionnaire est une discipline mathématique qui traite des dérivées et des 

intégrales d'ordres réels ou complexes. Elle peut être considérée comme une généralisation du 

calcul d'ordre entier. Les dérivés fractionnaires fournissent un excellent instrument pour la 

description de la mémoire et des propriétés héréditaires de divers processus. 

C'est le principal avantage des dérivées fractionnaires par rapport aux modèles classiques 

d'ordre entier, dans lesquels ces effets sont en fait négligés. 

Les avantages des dérivées fractionnaires deviennent évidents dans la modélisation des 

systèmes et des signaux physiques, ainsi que dans la description des systèmes réels dans de 

nombreux autres domaines. 

Dans ce mémoire, une méthode d’extraction de paramètres basée sur la modélisation de la 

densité spectrale de puissance (DSP) de l’ECG par une fonction de transfert d’ordre 

fractionnaire est présentée.  

Cette méthode comporte essentiellement deux étapes, une étape d’extraction de paramètres et 

étape de classification. Les coefficients du nominateur et du dénominateur de la fonction de 

transfert fractionnaire de la DSP du signal ECG seront utilisés comme paramètres pertinents. 

La classification sera assurée par un classificateur SVM pour classer trois types de signaux 

ECG.  

Ce mémoire est présenté en trois chapitres de ma manière suivante : 

Le premier chapitre est consacré aux généralités sur le cœur et l’électrocardiogramme 

Le deuxième chapitre présente les notions et les concepts du calcul d’ordre fractionnaire. 

Le dernier chapitre est réservé à la présentation de la méthode utilisée ainsi qu’aux résultats 

trouvés. 

Ce mémoire se termine avec une conclusion générale.  
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CHAPITRE I  

Le cœur et l’électrocardiographie 

 

 

1.1 Le cœur : 

       Le cœur est le principal organe vital du corps humain puisqu'il assure le rôle de pompe 

pour permettre la circulation sanguine. Le cœur est un muscle, qui peut être affecté par 

différentes pathologies qui peuvent affecter les valvules, les muscles ou la fréquence 

cardiaque. 

Le cœur contient quatre sections principales (chambres) constituées de muscles et alimentées 

par des impulsions électriques. Le cerveau et le système nerveux dirigent la fonction du cœur 

[1]. 

 

1.2 Anatomie du cœur  

Le cœur est situé dans la cage thoracique en position milieu-gauche. Il est composé de 

différentes parties ayant un rôle dans la circulation sanguine : les deux oreillettes et les deux 

ventricules droit et gauche, les valves permettant la circulation entre les oreillettes et les 

ventricules. Le muscle cardiaque est composé de trois couches : l’endocarde, la partie la plus 

interne, le myocarde, contractile et le péricarde qui constitue l’enveloppe du cœur. Le cœur 

est alimenté par les artères coronaires et circonflexe. L’aorte et les artères pulmonaires 

pénètrent dans le cœur, tout comme les veines pulmonaires et la veine veineuse inférieure [1]. 

 

Figure 1.1: Représente l'anatomie du cœur [1]. 
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1.3 Système de conduction électrique [2]. 

Le système de conduction du cœur contrôle le rythme et le rythme des battements du cœur. Il 

comprend : 

 Nœud sino-auriculaire (SA) : envoie les signaux qui font battre le cœur. 

 Noeud auriculo-ventriculaire (AV) : transporte les signaux électriques des cavités 

supérieures du cœur vers les cavités inférieures. 

Le cœur possède également un réseau de faisceaux électriques et de fibres. Ce réseau 

comprend : 

 Branche du faisceau gauche : Envoie des impulsions électriques au ventricule gauche. 

 Branche du faisceau droit : Envoie des impulsions électriques au ventricule droit. 

 Faisceau de His : Envoie des impulsions du nœud AV aux fibres Purkinje. 

 Fibres de Purkinje : provoquent la contraction des ventricules cardiaques et pompent 

le sang [2]. 

1.4    L’activité mécanique cardiaque [3]. 

Le cœur se contracte rythmiquement de façon automatique et indépendante de la volonté, 

Cette contraction est contrôlée par le système nerveux central : du bulbe rachidien partent des 

nerfs qui peuvent accélérer (effort, émotion) ou ralentir (repos) le rythme cardiaque. Mais 

même isolé un cœur continue à battre seul car il possède un tissu spécial qui 

au sein du muscle, assure la contraction autonome du cœur [3,4]. 

Le travail du cœur se divise en deux périodes : la systole et la diastole. 

 La systole est la période correspondant à l'éjection du sang dans la grande et petite 

Circulation. Elle se décompose en trois phases: la systole auriculaire, la contraction 

Ventriculaire iso volumique et la systole ventriculaire [4]. 

 La systole auriculaire est la contraction des oreillettes lorsque celles-ci sont 

Remplies de sang. 

 La contraction ventriculaire iso volumique commence lorsque les cellules 

Musculaires du myocarde ventriculaire se contractent. 

 La systole ventriculaire commence lorsque les pressions dans les ventricules 

Dépassent les pressions dans l'artère pulmonaire et l'aorte. 

 La diastole est la phase de relaxation du cœur pendant laquelle il se remplit de sang. 

Cette période est composée de deux phases: la relaxation ventriculaire isométrique et 

la phase de repos. 

o La relaxation ventriculaire fait suite à la systole. Les ventricules se relâchent, 
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la Pression chute jusqu'à être inférieure à celle exercée dans l'aorte et l'artère 

pulmonaire. 

o La phase de repos est celle pendant laquelle le sang des veines caves et 

pulmonaires s'écoule librement dans les ventricules via les oreillettes [5]. 

 

1.5   Le fonctionnement électrique du cœur[6]. 

L’activité électrique du cœur consiste en des signaux électriques qui le font battre à un rythme 

régulier et à une fréquence normale. Le trajet de ces signaux commence avec une impulsion 

du nœud sinusal, ou sino-auriculaire (SA), situé dans l’oreillette droite. L’impulsion 

électrique traverse le cœur de haut en bas, soit des oreillettes aux ventricules. En retour, les 

parties du coeur se contractent tandis que les autres prennent de l'expansion. 

 

 

Figure 1.2 :Représente le fonctionnement électrique du cœur 

 

1.6 Electrocardiographie 

Électrocardiographie, méthode de tracé graphique (électrocardiogramme ; ECG ou ECG) du 

courant électrique généré par le muscle cardiaque lors d'un battement cardiaque. Le tracé est 

enregistré avec un électrocardiographe (en fait un galvanomètre à cordes relativement 

simple), et il fournit des informations sur l'état et les performances du cœur.  

1.7 Dérivations de l’ECG 

Selon le nombre et l’emplacement d’électrodes réparties sur le thorax et les membres, les 

différences de potentiel peuvent être enregistrées en même temps à partir d’un appareil 
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électrocardiographique. Chaque mesure de ces potentiels correspond à une dérivation de 

l'ECG. Un système de dérivations consiste en un ensemble cohérent de dérivations, chacune 

étant définie par la disposition des électrodes sur le corps du patient. L'emplacement des 

électrodes est choisi de façon à explorer au maximum le champ électrique du cœur [7]..  

- Dérivations unipolaire  

Désignées par aVR, aVL et aVF comme il est montré sur la figure 3, ces dérivations permettent 

de mesurer la tension entre l'électrode exploratrice qui est placée près du cœur et les 

électrodes placées dans le bras droit (aVL), le bras gauche (aVL) et la jambe gauche (aVF).  

 

Figure 1.3 : Exemple de dérivation, dérivations unipolaires. 

-  Dérivations précordiales  

désignés par V1à V6 sont des dérivations unipolaires fixées sur le thorax par numéro de leur 

emplacement comme elles sont montrées sur la figure. [8]. 

1.8  Ondes et Intervalles de L'ECG 

Le processus de dépolarisation et de repolarisation des structures myocardiques se présente 

dans l'ECG comme une séquence de déflexions ou ondes superposées à une ligne de potentiel 

zéro, appelée ligne isoélectrique ou ligne de base. Ces déflexions sont dites positives si elles 

sont situées au-dessus de la ligne isoélectrique sinon elles sont dites négatives. Pour chaque 

battement cardiaque l'ECG enregistre principalement trois ondes successives[9] comme 

montre sur la Figure 4. 
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Figure 1.4 : Trace ECG. 

 L'onde P 

 Elle représente la dépolarisation auriculaire. Cette onde peut être positive ou négative avec 

une durée de l'ordre de 90 ms. Généralement son observation est difficile, spécialement dans 

des conditions bruitées. Il faut noter que la repolarisation auriculaire n'est pas visible sur 

l'ECG car elle coïncide avec le complexe QRS d'amplitude plus importante. 

 Le complexe QRS 

Il correspond à la dépolarisation ventriculaire précédant l'effet mécanique de contraction et il 

possède la plus grande amplitude de l'ECG. Il est constitué de trois ondes consécutives : 

l'onde Q qui est négative, l'onde R qui est positive dans un ECG normal et l'onde S qui est 

négative. Sa durée normale est comprise entre 85 et 95 ms. 

 L'onde T 

Elle corresponde à la repolarisation des ventricules, qui peut être négative, positive ou bi- 

phasique et qui a normalement une amplitude plus faible que le complexe QRS. Bien que la 

dépolarisation et la repolarisation des ventricules soient des évènements opposes, l'onde T est 

normalement du même signe que l'onde R, ce qui indique que la dépolarisation et la 

repolarisation ne sont pas symétriques. L'ECG est aussi caractérise par plusieurs intervalles 

comme on peut voir sur la Figure 4. 
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 L'intervalle RR 

Il est délimite par les sommets de deux ondes R consécutives et d'où est évaluée la fréquence 

cardiaque instantanée. Cet intervalle est utilisé pour la détection des arythmies ainsi que pour 

l'étude de la variabilité de la fréquence cardiaque. 

 Le segment ST 

Il représente l'intervalle durant lequel les ventricules restent dans un état de dépolarisation 

actif. Il est aussi défini comme la durée entre la fin de l'onde S et le début de l'onde T. 

 L'intervalle PQ 

Il représente l'intervalle de temps entre le début de la dépolarisation des oreillettes et le début 

de la dépolarisation ventriculaire. Il représente le temps nécessaire à l'impulsion électrique 

pour se propager du nœud sinusal jusqu'aux ventricules et il est mesure entre le début de 

l'onde P et le début du complexe QRS. 

 L’intervalle QT 

Il représente la durée entre le début du complexe QRS et la fin de l'onde T. Cet intervalle 

reflète la durée de la dépolarisation et repolarisation ventriculaire. En effet sa dynamique peut 

être associée à des risques d'arythmie ventriculaire et de mort cardiaque soudaine. 

 

1.9   Trouble du rythme et de la conduction électrique [10]. 

On appelle trouble du rythme et de la conduction cardiaque une variation anormale du rythme 

des battements du cœur perturbant son bon fonctionnement. Ils résultent d'une anomalie 

électrique du cœur et sont de gravité variable. 

 

1.10     Le rythme sinusal [11]. 

Rythme qui naît des cellules du nœud sinusal. Les impulsions sont transmises aux ventricules 

et responsables de leurs dépolarisations. C’est le rythme physiologique habituel car le nœud 

sinusal est le pacemaker physiologique dominant. 

Sur l’ECG, chaque complexe QRS est précédé par une onde P et chaque onde P est suivie par 

un complexe QRS. L’onde P doit avoir les caractéristiques d’une onde P sinusale (axe, 

forme…). La fréquence sinusale normale au repos chez l’adulte est comprise entre 60 et 100 

par minute. 
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Figure 1.5 :Rythme sinusal, segment de l'enregistrement  

 

1.11       Les blocs cardiaques [12]. 

              a. Bloc Sino-Auriculaire (BSA)  

 Le nœud sinusal peut ne pas transmettre de stimulus aux cellules des oreillettes. La 

conséquence est qu'au moins un cycle complet n'est pas exécuté. Après la pause, due au bloc, 

le cycle reprend normalement si aucun autre foyer ectopique n'a déclenché de contraction. 

               b. Blocs Auriculo-Ventriculaire (BAV) : On appelle BAV l'altération de la 

conduction du stimulus de dépolarisation entre les oreillettes et les ventricules. On distingue 

trois degrés de sévérité. 

 Les BAV de premier degré provoquent l'allongement du segment PR de chaque cycle. 

 Les BAV de deuxième degré traduisent l'absence momentanée d'onde QRS après une 

onde P normale.  

 Les BAV de troisième degré sont dit complets, c'est-à-dire qu'aucune dépolarisation 

auriculaire ne parvient aux ventricules. Un foyer ectopique ventriculaire ou 

fonctionnel joue alors le rôle de pacemaker.  

 

c. Blocs de branches  

Le bloc de branche est un type de blocage de la conduction qui engage une interruption 

partielle ou complète du flux des impulsions électriques à travers les branches droite ou 

gauche. 
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Un bloc de branche est dû au blocage de la dépolarisation dans l'une des branches du faisceau 

de His. Un bloc dans l'une ou l'autre branche provoque un retard dans la dépolarisation du 

ventricule auquel elle appartient. La dépolarisation des ventricules est désynchronisée et le 

complexe QRS se voit élargi. Les figures 6 et 7 indiquent respectivement un bloc de branche 

gauche ou Left Bundle Branch Block(LBBB) et un bloc de branche droite ou Right Bundle 

Branch Block(RBBB). 

Le courant électrique qui contrôle la contraction du muscle cardiaque commence dans le 

nœud sino-auriculaire, circule dans les cavités supérieures du cœur (oreillettes), puis va 

jusqu’aux cavités inférieures du cœur (ventricules) à travers une sorte de tableau électrique 

appelé nœud auriculo-ventriculaire (nœud AV). Le nœud AV est situé dans la partie inférieure 

de la paroi entre les oreillettes près des ventricules et fournit la seule connexion électrique 

entre les oreillettes et les ventricules. Le faisceau de His est un groupe de fibres qui conduit 

les impulsions électriques du nœud auriculo-ventriculaire vers les cavités inférieures du cœur 

(ventricules). Le faisceau de His se divise en deux branches. La branche gauche conduit les 

impulsions vers le ventricule gauche, alors que la branche droite les conduit vers le ventricule 

droit. La conduction peut être bloquée au niveau de la branche gauche ou de la branche droite. 

 

Figure 1.6 : Exemple de Bloc de Branche Gauche 
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Figure 1.7 Exemple de Bloc de Branche Droite  

 

Le bloc cardiaque est un trouble du rythme cardiaque (une arythmie). Il s’agit d’un 

ralentissement ou de l’interruption du signal électrique des cavités supérieures du cœur (les 

oreillettes) vers les cavités inférieures (les ventricules). Le signal électrique provoque la 

contraction du muscle cardiaque et le battement du cœur. Un rythme cardiaque lent de moins 

de 60 battements par minute est appelé bradycardie. 

1.12      Les arythmies cardiaques [13]. 

L’arythmie est une anomalie qui affecte la fréquence cardiaque normale. En présence 

d’arythmie, le cœur a tendance à battre trop lentement (bradycardie), trop vite (tachycardie) 

ou de façon irrégulière. Ces anomalies peuvent influer sur la quantité de sang que le cœur 

arrive à pomper. 

 

1.13       Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons résumé les principales notions concernant l’anatomie du cœur et 

l’électrocardiographie. 

Nous avons présenté l'anatomie du cœur, ses activités physique et électrique et son système 

conducteur.  Nous avons présenté également l'électrocardiogramme.  

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter les bases théoriques des opérateurs et des 

systèmes d’ordre fractionnaire ainsi que leurs principales propriétés nécessaires. 
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Chapitre 2  

Identification d’un système fractionnaire 

 

2.1  Introduction  

La première idée du calcul des dérivées fractionnaires remonte à Leibnitz, quand il introduisit 

le symbole de dérivation d’ordre,
    

   
 =   , ou 𝑛 est un entier positif, ce qui poussa l’Hôpital 

à s’interroger sur la possibilité d’avoir 𝑛 dans Q. tout en se demandant quelle pourrait être 

l’interprétation de la dérivée d’ordre un demi.  

Suite à cette question Leibnitz répond dans une lettre adressée à l’Hôpital en 1695, en lui 

disant que : « c’est un Paradoxe apparent dont l’on tirera un jour d’utiles conséquences. 

».[14] 

 

2.2  Opérateurs d’ordre fractionnaire  

Le développement du calcul d’ordre fractionnaire est basé sur la généralisation des opérateurs 

d’intégration et différentiation en un seul opérateur fondamental D
1  

  , où   est l’ordre de 

l’opérateur qui est un nombre non entier [15].  

L’opérateur integro-différentiel  continu est défini par : 

 

                       
 ={

  

   
            

           

  
           

 

Les opérateurs   
  et   

  représentent respectivement l’opérateur de la dérivation et 

d’intégration d’ordre non entier. 

L’intégration et la dérivation fractionnaires sont la généralisation de l’intégration et de la 

dérivation classique entière à des ordres quelconques non entiers irrationnels ou complexes. 

En outre, la généralisation de la dérivation entière à des ordres non entiers a donné le jour à 

plusieurs définitions, qui ne sont pas toutes équivalentes. 

Dans le cas discret, comme dans le cas continu, il existe différentes définitions de l’opérateur 

de différenciation fractionnaire. Les plus utilisées sont celles de Riemann-Liouville, Caputo et 

celle de Grunwald-Letnikov [15]. 
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2.3 Définitions fondamentales 

Dans la littérature, il existe plusieurs définitions de l'intégrale et de la dérivée de l'ordre 

Fractionnaire. La définition la plus couramment utilisée est Riemann-Liouville, Grünwald- 

Letnikov et Caputo [16]. 

2.3.1 Définition de Caputo [17]. 

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée non entière suite à ses travaux sur la 

dissipation dans un matériau viscoélastique linéaire à la fin des années 60, elle s’obtient aussi 

en deux étapes [17] : 

- Dériver d’abord la fonction ( ) à l’ordre entier . 

- Intégrer ensuite le résultat ainsi obtenu à l’ordre non entier    − 𝑛 + 1 . 

L’expression mathématique de cette définition est : 

  
 

  
  ( )  

 

 (   )
∫ (   )     
 

  

 ( )( )   

    𝑛 − 1 <   < 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

  𝑛 ( ) étant la dérivée d’ordre entier 𝑛 par rapport à   de la fonction ( ). 

  
 

  
  : désigne la dérivée d’ordre non entière   de la fonction ( ) entre  0 et   selon la 

définition de Caputo. 

Si   est une fonction causale sur ℝ+, la dérivée d’ordre non entière   avec 0 <   < 1 au sens 

de Caputo est nulle, mais ce n’est pas le cas pour celle au sens de Riemann-Liouville si (0
+
) ≠ 

0. 

Autrement dit la définition de Caputo requière donc que la fonction ( ) ainsi que ses 𝑛 

dérivées successives soient nulles pour   ≤ 0 , ce qui la rend plus restrictive que la définition 

de Riemann-Liouville qui exige la seule causalité de   ( ) , plus généralement on obtient la 

relation suivante entre les deux définitions pour   non entier : 

 

   
 f(t) =   

  ( )  ∑
 (   )

 (     )
   
    ( )(  ) 

Avec 0 ≤ 𝑛 − 1 <   <  , et que   soit continument dérivable jusqu’à l’ordre 𝑛 − 1 sur 

l’intervalle ] 0 , +∞[. 

Ce qui peut être décrit autrement par : 

  
  ( )       

 ( ( )  ∑  ( )(  )   
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Il est très intéressant de signaler que l’avantage principal de l’approche Caputo est que les 

conditions initiales de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans les équations 

différentielles fractionnaires prennent la même forme que dans le cas des équations 

différentielles d’ordre entier, et lors de la résolution de ces dernières à l’ordre non entier, la 

solution obtenue en utilisant la définition de Riemann-Liouville, s’exprime en fonction des 

valeurs initiales d’ordre non entier (y0,
  

   
 ( ) ), alors que l’utilisation de la définition de 

Caputo permet d’exprimer la solution en fonction des valeurs initiales entières (y0,
 

  
 ( )….). 

 

Il est encore à signaler que la définition de Caputo considère que la dérivée à l’ordre non-

entier d’une constante est nulle, tandis que celle de Riemann-Liouville donne une fonction 

non nulle dépendante de la variable   : 

 

  
    

   
 (    )

 

 (   )
      Et       

    
    

 

2.3.2 Définition de Reimann-Liouville [16]. 

Soient   ∈ ℝ+, 𝑛 un entier positif,  0 ∈ ℝ et   une fonction localement intégrable définie sur 

l’intervalle [ 0 ,+∞[ , la dérivée d’ordre   de   de borne inférieure  0 s’obtient en deux étapes 

suivantes : 

- Intégrer d’abord la fonction ( ) à l’ordre non entier 𝑛 −  . 

- Dériver le résultat ainsi obtenu à l’ordre entier 𝑛. 

Son expression générale est donnée par la formule suivante : 

 

  
 

  
   ( )   

  

   
{

 

 (   )
∫ (   )     
 

  

 ( )  } 

avec : (𝑛 − 1) <   < 𝑛  

  
 

  
  : désigne la dérivée d’ordre non entier   par rapport à   de la fonction ( ) entre  0 et   

selon la définition de Riemann-Liouville. 

C’est exactement comme dans le cas de l’intégrale d’ordre non entier, quant on remplace la 

borne inférieur par −∞ dans la relation (I.). 

On parlera de la dérivée non entière de Liouville. [16] 

Cette dérivée d’ordre fractionnaire peut aussi être définie comme : 
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   ( )  

  

   
{ (   ) ( )} 

 

 

 

2.3.3 Définition de Gr𝒖nwald-Letnikov (G-L) [18]. 

C’est l’une des définitions les plus utilisées et les plus rencontrées dans le domaine des 

dérivées fractionnaires, en fait elle est basée sur la généralisation de la définition usuelle de la 

dérivée entière d’une fonction ( ), ou toute la différence par rapport au cas entier se situe dans 

l’extension de la factorielle à travers la fonction Gamma d’Euler. 

La définition de Gr nwald-Letnikov est plus adéquate au calcul numérique de la dérivation 

non entière. [5 ] 

 

2.3.4 Formule de la rétrodifférence d’ordre   ∈ ℕ 

Partant de la dérivée première : 

D
1 ( )        

 ( )  (   )

 
   ( ) 

  étant la période (ou le pas) d’échantillonnage. 

En dérivant cette équation, nous obtenons la dérivée seconde qui est comme suit : 

 

   ( )     
   

 ( )    (   )   (    )

  
     (  ) 

 

D’après les deux définitions (I.) et (II.) nous pouvons écrire une formule générale à l’ordre 

entier 𝑛 qui est donnée comme suit : 

   ( )     
   

 

  
∑((  ) (

𝑛

 
)  (    ))

 

   

 

La notation  ( 
 
) représente les coefficients binomiaux qui expriment la combinaison de   

élément parmi 𝑛 dont l’expression est donnée par : 

(
𝑛

 
)  

𝑛(𝑛   )(𝑛   ) (𝑛     )

  
 

𝑛 

  (𝑛   ) 
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2.3.5 L’extension de l’équation (I.) à des valeurs non entières 𝜶 ∈ ℝ+ 

Après l’extension on obtient la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Gr nwald Letnikov 

qui est sous la forme suivante : 

 

   ( )     
   

 

  
∑((  ) 
 

   

(
 

 
)  (    )) 

ou la notation ( 
 
)  désigne le binôme de Newton généralisé à des ordres réels : 

(
 

 
)  

 (   )

    (     )
 

 

2.4  Propriétés principales [19] : 

 

Les principales propriétés des dérivées et intégrales fractionnaires sont les suivantes : 

1. Si  (t) est une fonction analytique en   alors sa dérivée fractionnaire est 0  
  ( ) une 

fonction analytique en   et  . 

2. Pour définir un operateur d’ordre fractionnaire il est nécessaire de connaitre les deux 

paramètres   et  . 

3. Pour   𝑛, où 𝑛 est un nombre entier, l’opération 0  
  ( )  produit le même résultat que 

la dérivation classique d’ordre entier. 

4. La dérivée d’ordre fractionnaire   de l’intégrale de même ordre d’une fonction donne la 

fonction elle-même avec    . 

                       t0  
 *  

  ( )+   ( )                                          avec       

 

5. Pour     , l’opérateur 0  
  est l’opérateur identité, ainsi : 

                 0  
  ( )   ( ) 

6. La différentiation et l’intégration fractionnaires sont des opérations linéaires. 

 

                       
 (  ( )    ( )  y  

  ( )     
  ( ) 

 

2.5 Représentation d'état [20]. 

Le comportement dynamique d'un système dynamique est souvent décrit par des équations 

différentielles. Ces dernières représentent les relations mathématiques entre les entrées et les 

sorties. Souvent la modélisation mathématique conduit à des équations différentielles. 
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Pour les problèmes d'automatique, on a toujours recours à les mettre sous forme exploitable 

pour l'analyse et la synthèse. La forme d'état est l'une des représentations les plus utilisées 

[20][21][22]. Cette représentation interne, appelée aussi boite blanche, donne toutes les 

relations entre les variables caractéristiques du système (commande, état et sortie). Les états et 

les commandes sont liés par une équation différentielle appelée équations d'état. Par contre les 

états, les sorties et éventuellement les commandes sont liés par une équation algébrique 

appelée équation de sorties. Notons aussi que dans la formulation d'un problème de 

commande optimale d'un système d'ordre fractionnaire, la dynamique du système est décrite 

par l'équation d'état [23][24][25]. 

 

2.6 Représentation d'état d'un système fractionnaire linéaire 

La modélisation d'un système fractionnaire linéaire monovariable conduit à l'équation 

différentielle ordinaire fractionnaire de la forme 

   
   ( )       

     ( )       ( )     
   ( )       

     ( )  ...+b0 u(t)  

ou    et bj sont des coefficients réels pour       𝑛            avec   𝑛. 

Les variables  ( ) et  ( ) sont respectivement la sortie et la commande du système. 

Selon la nature des ordres   et    (      𝑛        ), on peut distinguer deux types de 

systèmes [26] : les systèmes commensurables et non commensurables. On utilise aussi la 

terminologie systèmes d’ordres commensurables et non commensurables. Pour un système 

commensurables, les ordres     et    sont des multiples entiers d'un ordre  ∈    appelée 

ordre de base. Dans ce cas, on a 

 

  

 
             ∈  (      𝑛) 

  

 
             ∈  (       ) 

2.7  Représentation mathématique d’un système d’ordre fractionnaire : 

Comme pour les systèmes d’ordre entier, un système d’ordre fractionnaire peut être représenté 

par : 

Des équations différentielles d’ordre fractionnaires comme suit : 

  

                            ( )   ( )   ( ) 

Une représentation d’état comme suit : 

   ( )    ( )    ( ) 
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Une fonction de transfert comme suit : 

 ( )  
   

      
        

  

                   
 

 

 

2.8  Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons introduit différentes définitions mathématiques Dérivation 

fractionnaire, nous commençons par la définition mathématique d'un Intégration fractionnaire, 

puis nous donnons la définition mathématique Dérivée fractionnaire selon la définition 

donnée par Riemann Liouville, Caputo et Grünwald-Letnikov, également leurs propriétés 

principales, Évaluation numérique des opérateurs fractionnaires et des représentations Les 

mathématiques des systèmes d'ordre fractionnaire. 
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Chapitre 3 

Modélisation de la DSP d’un battement ECG par une 

fonction de transfert d’ordre fractionnaire  

 

 

3.1 Introduction 

Ces dernières années, avec le développement rapide de l'informatique, le calcul du calcul 

fractionnaire est n'est plus un problème. Un certain nombre de mathématiques et de calcul des 

outils de calcul fractionnaire ont été proposés, et le calcul fractionnaire a été appliquée avec 

succès en science et en ingénierie. Le calcul fractionnaire a été un point chaud de la recherche 

pour ses avantages uniques et irremplaçables.  

3.2 Identification d’un système d’ordre fractionnaire 

Les systèmes d'ordre fractionnaire, ou les systèmes contenant des dérivées fractionnaires 

et des intégrales, ont été étudiés par beaucoup de rechercher dans le domaine de l'ingénierie.  

L'identification du système, une approche qui utilise la mesure données d'entrée et de sortie 

pour établir des modèles, s'est avérée efficace dans la construction de modèles de FOS, et 

suscite un intérêt croissant de la communauté scientifique.  

Pour les systèmes inconnus, l'identification du système est devenue un outil standard. 

Identifier un système donné à partir de les données deviennent cependant plus difficiles 

lorsque des ordres fractionnaires sont présents.  

Pour les systèmes d'ordre entier, une fois l'ordre maximum du système à identifier est 

choisi, les paramètres du modèle peuvent être optimisés directement. Pour les systèmes 

d'ordre fractionnaire, l'identification nécessite le choix du nombre d'opérateurs fractionnaires, 

la puissance fractionnaire des opérateurs, et enfin les coefficients des opérateurs. Ainsi, la 

perte d'ordre entier a considérablement compliqué le processus d'identification.  

Les méthodes actuellement disponibles pour l'identification des FOS se divise en deux 

catégories : les méthodes dans le domaine fréquentiel et les méthodes du domaine temporel.  

Dans le domaine fréquentiel, Lévy proposait une méthode d'identification de base basé sur le 

concept de continuité commande-distribution, l'identification de la fréquence a été effectuée 

pour identifier les FOS.  
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3.3 Méthode d'identification fréquentielle de Sanathanan et Korner [27] 

Sanathanan et Korner ont proposé une approche itérative pour améliorer la méthode de Levy. 

Dans leur approche, la variable   de l'équation est remplacée par la variable itérative 

suivante :  

  (   )    (   ), (   ) (   )   (   )- 

avec   ( ) est une fonction poids dépendant de la fréquence et de l'itération qui est donnée 

comme suit: 

  (   )  {

  si    
 

    (   ) 
 si     

où   est le nombre ditérations et  (   ) le dénominateur trouvé dans litération précédente 

(avec      ) qui est calculé à partir des paramètres    estimés à l'itération (    ). 

 

      *,   ( )      ( )-(    )  (    )+

   (   )*   ( )     ( )   -   ,   ( )     ( )   -+
 

Dans ce cas, le critère d'enreur utilisé est donné comme suit (       ) : 

   ∑  

 

   

   (   |
    (   ) 

où   (     ). De la même façon que la technique de Levy le système à résoudre peut-

être écrit sous la forme matricielle comme suit : 

0
  
  

1 0
 
 
1  0

 
 1 

où le vecteur des paramètres 0
 
 
1  

[
 
 
 
 
 
  
 
  
  
 
  ]
 
 
 
 
 

. Dans ce cas aussi, pour   (     )   

      et        , les matrices       et   et les vecteurs e et   sont données comme 

suit  : 

         
  {    0(   )

  
1
  
[(   )

  
]     0(   )

  
1] [(   )

  
]]  (   ) 

         
  2   [   )

  
1   [(   )

  
]
  
[ (   )]     0(   )

  
1    [(   )

  
]   [ (   )] 
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    0(   )
  
1    [(   )

  
]   [ (   )] 

    0(   )
  
1    [(   )

  
]   [ (   )]]

   

(   ) 

         
  2    0(   )

  
1
  
[(   )

  
]   [(   )] 

    0(   )
  
1    [(   )

  
]   [ (   )] 

    0(   )
  
1    [(   )

  
]   [ (   )] 

    0(   )
  
1    [(   )

  
]   0 (   )

  
1    (   ) 

         
 

 .{   [(   )]}
 
 2[ [(   )]}

 
/ 

.   0(   )
  
1    [(   )

  
]     0(   )

   
   [(   )

   
- -  (   ) 

         
  {    0(   )

   
1
  
[ (   )]     0(   )

  
1     [ (   )]]   

         
      0(   )

  
1 .2   [ (   )]

 
3  2   [ (   )]

 
1   

 

3.4 Modélisation d’un battement cardiaque par un système d’ordre fractionnaire  

La travail proposé dans ce mémoire est basée sur l’article de [28]. Dans ce travail nous 

proposons de modéliser la totalité du battement cardiaque au lieu de modéliser le complexe 

QRS. 

L’identification du modèle fractionnaire d’un battement est assurée par la méthode 

d'identification fréquentielle de Sanathanan et Korner.  

Le modèle proposé  est défini comme un système d'ordre fractionnaire  représenté par 

l’équation suivante: 

∑ 

 

   

    
   ( )  ∑  

 

   

    
   ( ) 

En appliquant la transformée de Laplace sur les deux côtés de l’équation précédente, nous 

obtenons la fonction de transfert de ce modèle comme suit: 

 ( )  
   
      ( 

 ) 

   
      ( 

 ) 
 

où   et   sont des nombres entiers (avec    ), les paramètres   (     ) et   (  

   ) sont des réels et l'ordre fractionnaire   est tel que      . 
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3.5 Organigramme de la méthode 

La modélisation du battement est effectuée en fournissant le contenu fréquentiel du battement 

obtenu par la méthode de périodogramme, l'ordre fractionnaire   et le nombre de pôles   et le 

nombre de zeros   pour calculer les coefficients   (     ) et   (     ) du modèle 

en utilisant la méthode d’identification de Sanathanan et Koerner.  

Chaque battement subit les opérations suivantes : 

- Extraction du battement. 

- Calcul de la DSP par la méthode de periodogramme. 

- Identification des paramètres du modèle par la méthode de Sanathanan et Koerner, 

l'algorithme d'identification de Sanathanan et Koemer reçoit le gain en    et la phase 

en degrés du contenu fréquentiel du           pour les fréquences en      , l'ordre 

fractionnaire   et les nombres   et  ; il calcul les paramètres estimés du modèle et 

l'erreur quadratique entre le modèle et les données fréquentielles du battement.  

3.6 Filtrage et prétraitement des signaux ECG 

L'objectif principal du prétraitement est de réduire plusieurs types d'artefacts dans le 

signal ECG, tels que les interférences de la ligne électrique, la respiration et les tremblements 

musculaires. Nous avons utilisé le filtre passe-bande conçu dans [29] composé de trois filtres 

comme suit : 

1. Filtre coupe-bande pour la suppression des interférences de la ligne électrique, mis en 

œuvre en faisant la moyenne mobile d'échantillons dans une période de l'interférence de la 

ligne électrique (60 Hz). La réponse en fréquence du filtre a un premier zéro à la fréquence 

d'interférence (60 Hz). 

b. Filtre passe-bas pour l'élimination du bruit électromyographique avec un premier zéro à 

environ 35 Hz mis en œuvre en faisant la moyenne mobile d'échantillons à des intervalles de 

temps de 30 ms. 

c. Filtre récursif passe-haut pour la suppression de la dérive. 

Le filtre récursif passe-haut est donné par : 

     (       )         

où      (      (    )) et    (      (    )) (      (    )), où T est la période 

d'échantillonnage et         est la fréquence de coupure choisie. La fréquence de coupure 

équivalente du filtre passe-haut de 1 Hz est proche de la bande passante acceptée (0,67-30 Hz) 

pour les ECG de type « moniteur » (CEI 62D/60601-2-27 1994) [30]. 

3.7 La base de donnée utilisée 
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La base de données MIT-BIH Arrhythmia Database contient 48 enregistrements d'une durée 

de 30 minutes d’ECG ambulatoires à deux canaux, obtenus à partir de 47 sujets étudiés par le 

BIH Arrhythmia Laboratory entre 1975 et 1979.  

Les enregistrements ont été numérisés à 360 échantillons par seconde par canal avec une 

résolution de 11 bits sur une plage de 10 mV. Deux cardiologues ou plus ont annoté 

indépendamment chaque enregistrement ; les désaccords ont été résolus pour obtenir les 

annotations de référence lisibles par ordinateur pour chaque battement (environ 110 000 

annotations au total) incluses dans la base de données. 

Dans ce mémoire, nous avons utilisé des battements issus de la base de donnée MIT/BIH, six 

enregistrements comportant trois type de battement ont été choisi pour valider la méthode 

proposée, les enregistrements utilisés sont 103, 111, 112, 113, 115 et 118. 

3.8 Présentation du classificateur SVM 

Les machines à vecteurs de support (SVM) sont des algorithmes d'apprentissage automatique 

supervisés puissants et flexibles, il sont utilisés à la fois pour la classification et la régression. 

Dans les années 1960, les SVM ont été introduites pour la première fois, elles ont ensuite été 

affinées en 1990. Les SVM ont leur mode de mise en œuvre unique par rapport aux autres 

algorithmes d'apprentissage automatique.  

a) Fonctionnement du SVM 

Un modèle SVM est essentiellement une représentation de différentes classes dans un 

hyperplan dans un espace multidimensionnel. L'hyperplan sera généré de manière itérative par 

SVM afin que l'erreur puisse être minimisée. L'objectif de SVM est de diviser les ensembles 

de données en classes pour trouver un hyperplan marginal maximum (MMH). 
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Figure 3.1 :Hyperplan et classes d’un classificateur SVM  

 

Les concepts suivants sont importants dans SVM  

- Les vecteurs de support : Les points de données les plus proches de l'hyperplan sont 

appelés vecteurs de support. La ligne de séparation sera définie à l'aide de ces points 

de données. 

- L’hyperplan : il s'agit d'un plan ou d'un espace de décision qui est divisé entre un 

ensemble d'objets ayant différentes classes. 

- La marge : Elle peut être définie comme l'écart entre deux lignes sur les points de 

données de différentes classes. Il peut être calculé comme la distance perpendiculaire 

de la ligne aux vecteurs de support. Une grande marge est considérée comme une 

bonne marge et une petite marge est considérée comme une mauvaise marge. 

L'objectif principal de SVM est de diviser les ensembles de données en classes pour trouver 

un hyperplan marginal maximum et cela peut être fait dans les deux étapes suivantes : 

Tout d'abord, SVM générera des hyperplans de manière itérative qui séparent les classes de la 

meilleure façon. Ensuite, il choisira l'hyperplan qui sépare correctement les classes. 

3.9 Partie Pratique 

a) Expérience 1 : Estimation de la DSP des pathologies cardiaques par la méthode 

du periodogramme  
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Les figures 1,2 et 3 montre un battement Normal, un battement RBBB et un battement 

LBBB ainsi que leurs densités spectrales de puissance (DSP), calculé en utilisant la 

méthode du périodogramme. 

 

Figure 3.2 : Battement normal de l’enregistrement 103 
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Figure 3.3 : Densité spectrale du puissance d’un battement normal (enregistrement 103) 

 

 

Figure 3.4 : Battement LBBB de l’enregistrement 111 
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Figure 3.5 : Densité spectrale du puissance d’un battement LBBB (enregistrement 111) 

 

 Figure 3.6 : Battement RBBB de l’enregistrement 118  
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Figure 3.7 :Densité spectrale du puissance d’un battement RBBB (enregistrement 118) 

 

b) Expérience 2 : Estimation des coefficients du model fractionnaire en fonction de 

la pathologie 

Dans cette expérience nous allons fixer le nombre des pôles et des zéros de la fonction de 

transfert à 6. L’ordre fractionnaire Q est fixé à 0.7 et la phase est fixé à 0. Le tableau 1 montre 

les coefficients du modèle en fonction des trois pathologies étudiées. 

L’instruction ‘sanko’ du toolbox ‘ninteger’ est utilisée pour estimer les coefficients de la 

fonction de transfert [31]. 

La fonction de transfert estimer est donnée par la relation : 

 

 ̂( )  
   

        
(   )       

(   )       
    

   
        

(   )       
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Tableau4.1 : coefficients de la fonction de transfert estimée dans le cas des trois pathologies 

étudiées. 

 

Coefficients 

(x100) 

                                          

103 

(Normal) 

0 0     0    0     0.03    0.11     -0.37    0     0.02    -0.16     0.68     5.58    -25.1     1.00 

 

112 

(Normal) 

0 0     0    0     0.03    -0.18     1.29     0    -0.02     0.23    -3.06     1.203    -36.3     1.00 

 

113 

(Normal) 

0    0     0    -0.01     0.12    -0.57     0.0195    0     0.05    -0.72     04.34    -14.82     02.02     1.00 

 

115 

(Normal) 

0    0     0    -0.01     0.15    -0.65     0.0237    0     0.05    -1.07     6.35    -12.07     05.18     1.00 

 

111 

(LBBB) 

0    0     0    -0.03     0.29    -1.13     0.0358    -0.01     0.12    -1.40     7.94    -17.57     11.56     1.00 

 

118 

RBBB 

0 0 0 -0.3     0.33    -1.28     0.0402    0     0.06    0.65     2.97    -01.85    -15.31     1.00 

 

D’après le tableau 1, on remarque que les coefficients des trois pathologies sont de différents 

valeurs ce qui permet de les utilisées dans un système afin de classifier les trois pathologies. 

c) Expérience 3 : Diagramme de Bode de la fonction de transfert fractionnaire des 

pathologies cardiaque 

Dans cette expérience nous allons estimer la fonction de transfert et tracé le diagramme de 

Bode des trois pathologies cardiaques étudiées à savoir, battement normal, battement LBBB 

et battement RBBB. L’objectif de cette expérience est de comparer les tracés de Bode des 

trois pathologies. 

Nous allons garder les mêmes paramètres de l’expérience précédente.  

 

Diagramme de Bode d’un battement normal 

La fonction de transfert estimé est donnée par : 

G1 = 

-2.653e-10 s^6 + 2.923e-08 s^5 - 1.635e-06 s^4 + 2.378e-05 s^3 - 0.000274 s^2 + 0.001108 s - 0.003673 

-----------------------------------------------------------------------------------------------------  

7.368e-06 s^6 - 0.0001592 s^5 + 0.001584 s^4 - 0.006789 s^3 - 0.05582 s^2 + 0.2511 s - 1 
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Figure 3.8 : Diagramme de Bode d’un battement normal de l’enregistrement 103 

 

Battement de type bloc de LBBB 

G1 = 

 

-5.731e-09 s^6 + 5.285e-07 s^5 - 2.205e-05 s^4 + 0.0002874 s^3 - 0.002892 s^2 + 0.01131 s - 0.03581 

---------------------------------------------------------------------------------------------------  

6.629e-05 s^6 - 0.001219 s^5 + 0.01398 s^4 - 0.07942 s^3 + 0.1757 s^2 - 0.1156 s - 1 
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Figure 3.9 : Diagramme de Bode d’un battement LBBB de l’enregistrement 111 

 

 

Battement de type RBBB 

G1 = 

 

-7.994e-09 s^6 + 6.812e-07 s^5 - 2.779e-05 s^4 + 0.000346 s^3 - 0.003347 s^2 + 0.01278 s - 0.04018 

--------------------------------------------------------------------------------------------------  

3.613e-05 s^6 - 0.0006177 s^5 + 0.00649 s^4 - 0.02974 s^3 + 0.01848 s^2 + 0.1531 s - 1 
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Figure 3.10 :Diagramme de Bode d’un battement LBBB de l’enregistrement 111 

A partir des figure 8,9,10 on remarque une nette différence entre les diagrammes de Bode des 

trois pathoogie, cela va nous permettre d’utiliser un système de classification pour discriminer 

les trois pathologies. 

d) Expérience 4 : Evaluation des paramètres du modèle fractionnaire par le biais 

des performances du classificateur SVM 

Plusieurs combinaisons des paramètres     et   peuvent donc être Choisis. La meilleure 

combinaison des paramètres     et   est celle pour laquelle l'erreur quadratique moyenne 

entre les données fréquentielles d'un battement et le modèle estimé est la plus petite ainsi que 

la stabilité du modèle obtenu. 

Dans l’expérience suivantes, nous voulons optimiser les paramètres du model fractionnaire en 

utilisant le taux de classification d’un classificateur SVM comme indicateurs. 

Pour cela, Nous allons classifier les battements en trois classe : battements normaux, 

Battements de type LBBB et battements de type LBBB. 

Le nombre de battement total est de 600. 

A partir des résultats du tableau 2, on remarque que le taux de classification est maximal pour 

n=6, m=9 et Q=0.8. 
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Le tableau 4.2 : montre le taux de classification en fonction des paramètres n, m et q.  

Ordre fractionnaire 

Q 

Nombre de pôle n Nombre de zéro m Justesse 

0.4 5 1 70.00 

0.2 6 2 68.00 

0.7 6 3 69.33 

0.5 1 4 69.33 

0.1 7 5 70.00 

0.3 5 6 68.66 

0.2 2 7 70.66 

0.6 2 8 70.66 

0.8 6 9 72.00 

0.3 7 10 68.00 

 

Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons modéliser et identifié trois types de battements 

cardiaques par des fonctions de transfert d’ordre fractionnaire. Plusieurs expériences ont été 

réaliser afin de tester l’efficacité de la méthode.  

La classification des battements en utilisant les coefficients des fonctions de transfert 

comme paramètres pertinent et un classificateur SVM ont donné une exactitude maximale de 

72.00% dans le cas de 6 pôles, 9 zéros et un ordre fractionnaire de 0.8. 
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Conclusion générale 

 

L’objectif de ce projet est de proposer un système de classification des pathologies 

cardiaques, ce système est composé de deux parties, une partie extraction de paramètres et 

une deuxième partie classification. 

L’extraction de paramètres est la partie la plus importante, elle est basée sur la modélisation 

du contenu fréquentiel des battements ECG par une fonction de transfert d’ordre fractionnaire. 

La classification est assurée par un classificateur SVM. 

 Plusieurs expériences ont été réalisées pour vérifier l’efficacité de la méthode étudiée. 

La méthode proposée est validée par des signaux ECG de la base de données MIT BIH. Les 

performances de la classification ont été validées sur un ensemble de 600 battements. 

Les résultats expérimentaux ont indiqué que la méthode atteignait une précision de 

classification élevée de 72% et pouvait être appliquée efficacement dans l'identification 

automatique des arythmies cardiaques. 

Les performances de la classification des modèles ECG dépendent fortement de la phase 

extraction de paramètres à partir du signal ECG et de la conception du classificateur (modèle 

de classification). 
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