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Les progrès technologiques dans Le domaine du transport sont en constant changement et 

s’adaptent aux réalités d’aujourd’hui. Permettent de produire des assemblages qui sont plus 

légers et ainsi, de réduire la consommation énergétique des déplacements. Toutefois, les normes 

de sécurité au niveau de la solidité de la structure et en cas d’accident demeurent, ce qui 

demande l’utilisation de matériaux résistants. Construire une structure avec un seul matériau 

alliant légèreté et résistance n’est pas la seule option, il faut aussi tenir compte du coût 

d’acquisition du matériau de base et de sa mise en forme qui peut être important. Il est donc 

logique de construire en utilisant des matériaux différents, L'assemblage des matériaux 

dissemblables est l'un des besoins les plus essentiels des industries. Le soudage par friction est 

un procédé à l'état solide qui permet d'assembler des matériaux, en particulier des matériaux 

dissemblables. Le soudage par friction rotative (RFW) est la méthode la plus couramment 

utilisée dans le soudage par friction. 

Nous nous intéressons dans ce mémoire, à étudier l’évolution de température dans le 

soudage par friction rotatif dans les matériaux similaires et dissemblables. Le travail présenté 

Constitue une contribution théorique sur l’étude des phénomènes thermiques associés à une 

opération de soudage par friction rotative. Pour mener à bien notre travail, nous l'avons organisé 

en trois chapitres selon le plan méthodologique suivant : 

Le premier chapitre, comprend une généralité sur le procédé de Soudage et 

particulièrement sur le soudage par Friction Rotative.  

Introduction 
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Dans le deuxième chapitre, nous exposerons dans un premier à partir établir l’équation 

qui permet d’obtenir d’information sur l’évolution de la température dans un système soudé par 

Friction Rotative, et le deuxième partir est consacré à résoudre analytiquement détaillée du 

modèle numérique proposé dans cette étude. 

Le troisième chapitre, mettre une approche numérique utilisait le logiciel COMSOL 

Multiphysics, présente un modèle 3D axisymétrique de transfert de chaleur. Ce modèle permet 

de décrire les cycles thermiques et la répartition thermique dans les matériaux considérés.  

On terminera ce travail par une conclusion générale.
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1.1. Introduction 

L'assemblage par soudage est l'une des méthodes de fixation les plus courantes et les plus 

répandues dans divers domaines de l'industrie et de la construction mécanique, car il constitue 

un maillon nécessaire dans l'assemblage des bâtiments de transport (voitures, trains, navires), 

tuyaux, réservoirs……. Ceci pour une facilité de mise en œuvre et de suivi 

Dans ce chapitre, nous parlerons d'une nouvelle technique de soudage connue sous le nom 

de soudage par friction rotative. 

1.2. Les procédures de soudage 

On dénombre quelques dizaines de procédés de soudage dont les principes et la mise en 

œuvre sont très différents. Pour les uns, l’assemblage est obtenu par fusion locale des éléments 

à assembler, pour d’autres, la continuité métallique est obtenue sans fusion par effets purement 

mécaniques. Les sources d'énergie utilisées dans le domaine du soudage sont des types 

chimiques, électriques, optiques ou mécaniques [01]. 

Souder consiste à établir la continuité métallique entre les parties à assembler. Cela implique 

qu'il n'y a pas de matières non métalliques interposées entre les éléments réunis. Cette technique 

d'assemblage est différente du rivetage, de l'agrafage ou du collage [02]. 

D’après la théorie, le soudage consiste à assembler deux pièces de métal (A) en 

provoquant simultanément une fusion de leurs bords et en ajoutant d’un métal d’apport (il est 

dit (hétérogène) [03]. 

1.3. Classification générale des procédés de soudage        

1.3.1. Selon la source d’énergie  

 

Figure 1.1 : Classification de source d’énergie. 
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1.3.2. Selon l’état du métal pendant le soudage : 

1.3.2.1. Le soudage par fusion : 

La plupart des procédés de soudage en phase liquide ont été développés depuis la fin du 

XIXe siècle puisqu’avant on ne disposait pas de moyens pour focaliser l'énergie de manière à 

faire fondre les métaux localement. Dans l’industrie le procédé plus utilisé pour construire des 

assemblages de matériaux de mémé pépérite est le soudage en phase liquide. Nous allons voir 

comment elle est adaptée pour le soudage dissimilaire aluminium /acier. [04] 

Il consiste à porter à fusion les bords des pièces à souder à l'aide d'une source d'énergie 

telle que l’arc électrique, la flamme de gaz, la réaction chimique, l’énergie de rayons laser, le 

jet de plasma, etc. Sous l'action de la chaleur les bords du métal sont tondus et établissent une 

liaison entre eux ou encore avec un métal d'apport, ainsi formant le bain de fusion, lequel après 

solidification constitue la soudure. [05] 

1.3.2.2. Le Soudage par pression  

Cette catégorie regroupe tous les procédés de soudage dans lesquels on obtient une 

soudure, en général sans métal d’apport, par l’application d’une pression ou d’une friction suivie 

d’une pression, suffisante pour provoquer une déformation plastique à froid ou à chaud, assurant 

la continuité atomique entre les bords de la soudure. [06] 

1.4. Caractéristiques mécaniques des pièces à souder  

Parmi les caractéristiques mécaniques que doivent remplir les pièces à souder, on trouve 

la soudabilité, la conductivité thermique, la résistance a la déformation thermique, …etc. a se 

point, on s’intéresse à l’explication de la soudabilité comme étant le facteur principal dans toute 

opération de soudure. [07] 

1.5. Définition de soudage par friction  

Le soudage par friction rotative (RFW - Rotary Friction Welding) permet de réaliser des 

assemblages en bout de deux pièces dont l’une au moins a une symétrie de révolution. Il met en 

œuvre l’effet thermique engendré dans leur plan de joint par la rotation rapide sous pression des 
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pièces l’une contre l’autre. La puissance de chauffe résulte du couple résistant et de la vitesse 

de rotation. Du fait du fluage du matériau pendant la friction et lors du forgeage, la température 

de fusion n’est jamais atteinte. Ceci confère à la soudure des qualités exceptionnelles comparées 

à d’autres moyens de liaison tels que le soudage par résistance ou par étincelage, le soudage par 

faisceau d’électrons ou bien le soudage laser. [08] 

1.5.1. Type de soudage par friction  

En raison de l'expansion du domaine du soudage et en fonction de la manière dont le 

frottement est produit, il existe différentes formes et méthodes d'application du soudage par 

friction, notamment : 

 Soudage par friction linéaire.    

 

 Soudage par friction malaxage 

 

 Soudage par friction rotative. 
 
1.5.1.1. Soudage par friction linéaire  

Le soudage par friction linéaire est un processus dans lequel une pièce est fixe et l’autre 

est animé d’un mouvement linéaire oscillatoire sous une pression normale. Le soudage par 

friction linéaire peut souder des pièces prismatiques (non circulaires) et la génération de 

chaleurs est presque uniforme sur toute la section du joint. [09] 

Lors du soudage par friction linéaire, la chaleur nécessaire est créée par un mouvement 

de va-et-vient des pièces à souder. Ce procédé permet de souder des pièces symétriques non 

rotatives. L'application la plus importante du soudage par friction linéaire est la production 

d’aube de turbine de moteurs d'avions et de turbines. [10]   

 

Figure 1.2 : Principe de Soudage par friction linéaire. 



Chapitre 1                                                                Procédé de Soudage par Friction Rotative                                                                                                                                                                                     

6 
 

1.5.1.2. Soudage par friction malaxage  

Lors du soudage par friction malaxage (FSW), un outil rotatif à épaulement qui se termine 

par un pion fileté se déplace le long des surfaces de contact de deux plaques serrées de manière 

rigide. L'épaulement est en contact avec la surface supérieure des pièces à souder. La chaleur 

générée par le frottement entre le pion de l’outil rotatif et les deux pièces ramollit le matériau à 

souder. Une déformation plastique sévère et un écoulement de ce métal plastifié se produisent 

lorsque l'outil est déplacé dans le sens de la soudure [11]. 

 

Figure 1.3 : Principe Soudage par friction malaxage. 

1.5.1.3. Soudage par friction rotative  

Le soudage par friction rotative est un procédé de soudage par friction où les pièces à 

souder sont tournées l’une contre l’autre sous l’action d’un effort axial, afin de produire la 

chaleur nécessaire à l’assemblage [12]. 

Ce type de soudage est utilisé pour les pièces de révolution. Dans ce processus, une pièce 

est animée d’un mouvement de rotation autour de son axe tandis que l’autre est maintenu 

immobile sous un effort axial de compression. Lors du soudage par friction rotative, l’énergie 

de rotation pendant la phase de friction peut être générée et transférée à la pièce tournante selon 

deux manières. Par l’utilisation d’un moteur tournant à vitesse constante (soudage par Friction 

pilotée) ou par l’utilisation de l’énergie cinétique stockée dans un volant rotatif (soudage par 

friction inertielle) [09]. 
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Figure 1.4 :  Principe du soudage par friction rotative. 

1.5.1.3.1. Principe du soudage par friction rotative  

Le soudage par friction rotative est un processus qui produit une soudure sous l'effet d'une 

force de compression, mettant en contact deux pièces en rotation l’une par rapport à l’autre afin 

de produire de la chaleur et de déformer plastiquement le matériau à l’interface de contact [13]. 

Le principe du soudage par friction rotative est basé sur la rotation de toutes les deux 

pièces à souder à l'opposé l'une de l'autre et commence par une friction avec l'application d'une 

force sur l'un des supports des deux pièces, puis de la chaleur est générée pour fusionner et 

fusionner les deux pièces l'une avec l'autre pour produire une soudure. Lors du processus de 

soudage par friction rotative, le mouvement relatif entre les deux pièces et la pression qui leur 

est appliquée génère de la chaleur aux points de contact. 

Le joint de soudure peut être obtenu sans atteindre le point de fusion du matériau ; ce qui 

réduit considérablement les problèmes de fissuration et la déformation grossière des soudures 

lors de la solidification. En outre, le soudage par friction présente des avantages supplémentaires 

par rapport aux techniques de soudage par fusion [14]. Le soudage par friction est effectué dans 

des machines spécialisées qui permettent à ces dernières d'effectuer le processus avec précision 

et rapidité.   
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Figure 1.5 :  Machine de tour. 

1.5.1.3.2. Paramètres du soudage par friction  

Il existe des paramètres de base et importants qui affectent le processus de friction et sont 

liés à la qualité des soudures résultant du processus de friction rotationnelle : vitesse de rotation, 

la pression axiale et le temps nécessaire pour réaliser un cycle de soudage. 

 Vitesse de rotation : La vitesse de rotation est liée à la nature du matériau à 

souder, car la vitesse a des effets différents sur les propriétés mécaniques des joints de 

soudage par friction. La vitesse génère une grande quantité de chaleur à l'interface, ce 

qui entraîne un ramollissement des matériaux et une augmentation de la composition 

minérale. Afin d'obtenir une soudure de bonne qualité, le degré des vitesses de rotation 

doit être approprié, car la variation des vitesses produit des effets différents sur la qualité 

du joint. 

 Pression : Il lie les métaux et a un effet sur la température dans la zone de 

soudage. La pression axiale et la vitesse de rotation doivent être comprises dans la plage 

appropriée pour chacun des matériaux à souder et ne doivent pas être indépendantes 

pour obtenir une soudure de haute qualité.  

 Temps : C'est l'un des facteurs les plus importants affectant le processus de 

soudage. Un temps de préchauffage très court peut entraîner un chauffage insuffisant, 
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ce qui entraîne des zones sans soudure et donc des soudures faibles. D'autre part, un 

temps de chauffage très long peut entraîner un gaspillage de matériaux. La première 

méthode, arrêter la rotation à la fin d'une période prédéterminée à l'aide d'un système de 

temporisation approprié. Deuxième méthode, configurée pour consommer 

suffisamment de longueur pour assurer un chauffage adéquat. 

1.5.1.3.3. Mécanismes de soudage par friction rotative  

 

 
 

Figure 1.6 :  Variations des paramètres opératoires en fonction du temps lors d’une 

opération de soudage par friction 

 

 Phase de friction : Dans cette phase, le frottement se produit entre les surfaces 

en contact les unes avec les autres sous l'action d'une force de pression axiale. L'adhésion 

entre les matériaux se produit dans la zone de contact après une période au cours de 

laquelle le cisaillement a lieu et le métal se déplace d'une surface à l'autre sous l'influence 

du frottement. Avec l'augmentation de la température de surface et du couple, la quantité 

de matière transportée pendant cette période augmenter le couple augmente puis diminue 

jusqu'à la valeur minimale pour prouver le taux de raccourcissement et la force axiale. 

 Phase de forgeage : Lorsque la vitesse de rotation tend à diminuer (à la fin de 

la phase d’échauffement) et la pression est augmentée (au début de la phase de forgeage), 

un deuxième pic de couple se produit lorsque la liaison métallique se produit à l'interface 

et se refroidit. Le couple est ensuite tendu à diminuer lorsque la vitesse de rotation 

s’annule. Pour les métaux dissemblables, plusieurs facteurs peuvent influencer le 
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mécanisme de liaison ce qui le rend plus complexe et très difficile de prédire l’aptitude 

à la soudabilité des métaux différents. Parmi ces facteurs, on cite notamment les 

propriétés physiques et mécaniques, la structure cristalline, la solubilité mutuelle et les 

composés intermétalliques [15]. 

1.5.1.3.4. Applications du soudage par friction rotative  

Le soudage par friction rotative fonctionne sur la possibilité de coller et de souder des 

matériaux différents tels que l'acier, la céramique ou le cuivre. 

Il existe également de nombreux domaines d'utilisation du procédé de soudage comme les 

domaines de l'aviation, la navigation spatiale, la pétrochimie et l'industrie automobile. 

 

Figure 1.7 : Soupape d'un moteur et Arbres de transmission [10]. 

 

 

Figure 1.8 : Engrenage soudé par friction [10]. 

1.5.1.3.5. Avantages et limites du soudage par friction rotative  

Le soudage par friction rotative présente les avantages suivants 

 Aucune préparation particulière n'est nécessaire pour les pièces à souder. 
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 Un rapide. 

 Moins de déformations des pièces après l'opération. 

 Possibilité de combiner des matériaux différents. 

 Exempt de gaz, de vapeurs ou de rayonnement. 

 Obtenez un bon cadre en métal. 

 Cependant, le soudage par friction rotative a certaines limites, telles que : 

 Certains matériaux ne peuvent pas être soudés en raison du faible coefficient de 

frottement. 

 Coûts élevés du matériel et des outils de soudage. 

1.6. Titre de publication  

Ce chapitre comprend quelques résumés des travaux publiés sur le sujet de notre travail : 

Le soudage par friction rotative. 

Détails des travaux de recherche : 

Titre de la publication 

[16] 

Characterization and thermal modelling of friction welded aluminamild 

steel with the use of Al 1100 interlayer. 

Auteurs H. Seli, M. Z. Noh, A. I. Md. Ismail, E. Rachmand, Z. A. Ahmad. 

Année 2010 

Méthodologie 

Dans ce travail publié, le soudage par friction rotative a été activé pour 

des tiges de 10 mm de diamètre en acier doux et alumine de même 

diamètre avec insertion d'une couche d'aluminium 1100 d'une épaisseur 

de 1,4 mm à l'extrémité des tiges a été activé avec une vitesse de rotation 

de 900 tr/min et une pression axiale de 20 MPa avec une variété de temps 

de frottement In de 2 à 20 secondes avec une mesure précise de la dureté 

et un test de flexion. 

La technique de simulation a été utilisée avec un modèle thermique aux 

différences finies afin d'analyser et de déterminer la distribution de la 

température au cours du processus. 

Remarque 

Il y a accord entre les prédictions et les mesures numériques de la 

température. La modification des propriétés mécaniques de l'échantillon 

lors du frottement 
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Titre de la publication 

[17] 

Simulation of friction welding of alumina and steel with aluminum 

interlayer 

Auteurs N. R. J. Hynes, P. S. Velu 

Année 2017 

Méthodologie Dans cette recherche, le soudage par friction de la céramique et de l'acier 

a été étudié avec l'utilisation d'une couche interne d'aluminium avec le 

développement d'un modèle numérique basé sur des éléments finis pour 

comprendre le phénomène thermomécanique au cours du processus. 

Avec l'utilisation de la simulation numérique par le programme 

ABAQUS pour étudier l'effet du temps de frottement sur la génération 

de chaleurs. 

Remarque 

Une augmentation du flux de chaleur avec un temps de frottement pour 

rester constant par la suite. Consommation de couche d'aluminium. 
 

Titre de la publication 

[18] 

Direct Drive Friction Welding: A Comprehensive Mathematical Model 

Auteurs Michele Trancossi, Antonio Dumas 

Année 2010 

Méthodologie 

Cette recherche comprenait une étude théorique du processus de 

soudage par friction et un travail pour produire une solution analytique 

à l'équation de transfert de chaleur pendant la première partie du 

processus de chauffage et la deuxième partie lorsque la température est 

fixée avec une comparaison avec les résultats expérimentaux. L'équation 

de température pendant le processus est 

 
 

Remarque 

 L'étude SLUZALEC a été utilisée pour valider le modèle. La dernière 

étape du dessin n'est pas considérée comme statique. 

 

Titre de la publication 

[19] 

Simulation of rotary friction welding using a viscoelastic Maxwell 

model 

Auteurs M. Kessler, R. Hartl, A. Fuchs, M. F. Zaeh 

Année 2020 
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Méthodologie 

Dans ce travail, un modèle 3D des éléments de soudage par friction 

rotative a été développé en utilisant le caoutchouc visqueux de Maxwell, 

où le modèle a permis la prédiction des phénomènes (RFW). Les 

paramètres thermiques et mécaniques des matériaux sont adaptés aux 

paramètres actuels de l'acier trempé AISI 4140. 

Remarque 

Un raccourcissement de l'échantillon et une géométrie flash peuvent être 

attendus. Température de fusion non dépassée sur les surfaces tombantes 

Un modèle de plasticité et de frottement approprié est essentiel à la 

simulation (RFW). 

 

1.7. Conclusion  

Le soudage par friction est un procédé qui permet le collage de matériaux similaires et 

dissemblables à l'état solide. Il possède de bonnes propriétés et techniques qui encouragent 

son utilisation dans divers domaines et secteurs. 
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2.1. Introduction 

Le but de cette étude est consacré d’un modèle mathématique simple pour déterminer 

quantitativement l’évolution de la température à l’intérieur du système de deux tiges soudé par 

processus de soudage par friction rotative dans l’espace et dans le temps et décrire la possibilité 

de produire une solution analytique de l'équation de transfert de chaleur pour certaines 

conditions frontières et initiale imposées. 

2.2. Position de problème 

Au cours de ce chapitre considéré deux échantillons cylindriques ; peuvent être soudés 

par la chaleur de friction générée, comme le montre la figure (2.1) Dans le processus de soudage 

par friction les pièces combinées sous charge. Pour assembler c’est composant avec une 

intégrité de joint élevée grâce aux effets combinés de la pression et du mouvement relatif des 

deux pièces ; [1] du chauffage de l'interface du joint et de l'incitation à la déformation plastique 

du matériau, dans des conditions normales. La température soit dans le processus de soudage 

est inférieure au point de fusion du matériau [2].  

Pour déterminer l’évolution de la température dans l’espace et dans le temps à l’intérieur 

du système de deux tiges cylindriques I et II de rayon R, des matériaux différents. Les 

conductivités thermiques et les coefficients de transfert de chaleur sont donnés par k1, h1 et k2, 

h2 respectivement pour la tige I et la tige II. De même Les diffusivités thermiques sont données 

par α1 et α2, et la température ambiante est T∞. Les deux tiges sont soudées par friction rotative, 

comme indiquent sur la figure (2.1). On suppose les deux tiges semi-infinies dans la direction 

z, la tige I tourne avec une vitesse angulaire ω tandis que la tige II est fixe, le coefficient de 

frottement µ et la pression P sont constantes et uniformes sur toute la surface. [3] 

L’équation qui permet d’obtenir cette information s’appelle l’équation de l’énergie ou 

l’équation de la chaleur.  

 La question que se pose comment établir cette équation ? 

 Et la deuxième question comment le résoudre ? 
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Pour repende à la première question en commence à déterminer le bilan d’énergie (bilan 

de chaleur), qui va permettre ainsi d'obtenir l'équation différentielle que doit vérifier la 

température. 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.1 : Géométrie et système de coordonnées deux tiges cylindriques de matériaux 

dissimilaires soudé par friction rotatif. 

2.2.1. Partie A : Equation de chaleur 

2.2.1.1. Bilan d'énergie 

Un bilan d’énergie sur le système à étudier c’est-à-dire que l’on applique le premier 

principe de la thermodynamique, à chaque instant qu’on appelle le bilan de conservation 

d'énergie (énergie mécanique + énergie interne) sur ce volume. 

                                   IN out G ACCE E E E    

[CE QUI RENTRE] − [CE QUI SORT] + [CE QUI EST GÉNÉRÉ] = [CE QUI S 'ACCUMULE]. [4] 

Et pour déterminer on applique les trois étapes suivantes : 

1. Définir le volume de contrôle  

2.  L’inventaire des différents flux d’énergie 

3.  On fait le bilan d’énergie 

GE 0  ; (dans le cadre du mémoire en suppose que n'y avait pas de source de chaleur interne 

dans les deux tiges. Le bilan d'énergie se limitera à un bilan d'énergie thermique).       

R   

 

  

r (j) 

Z (i) Z ’ 

  

 

0 
F 
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                                                  IN out ACCE E E   (2.1) 

 Etapes 1 : 

 Déterminer le volume de contrôle : le volume de contrôle dans ce cas est défini par 

coordonné cylindrique  , ,   . 

 Etapes 2: 

Inventaire des différents flux d’énergie :(flux de chaleur entrant, flux de chaleur 

sortant, flux de chaleur accumulé (stocké)). 

a) Flux de chaleur 

Un flux de chaleur (q) est une quantité d’énergie transférée sous forme de chaleur par 

unité de temps. Qui s’exprime en Watt (J/s). [5] 

b) Densité de flux de chaleur 

En général, le flux échangé à travers une surface n’est pas uniforme sur toute la surface. 

On définit alors une densité de flux de chaleur q’, qui correspond à un flux de chaleur par unité 

de surface (en W/m2). [5] 

 Etapes 3: 

Bilan d’énergie: On suppose 

    S, S1, S2, S3: des surface   

    k : Conductivité thermique dépende de matériaux 

     : Variable dépende de rayon de cylindre 

    :  Variable dépende de temps  

   d :  Densité volumique 

   m : Masse volumique 

   V : Volume 

   µ : Coefficient de frottement  
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  CP : Capacité calorifique dépende de matériaux 

 Calcul l’énergie IN outE E  

La distribution de température à l’intérieur du cylindre est définie par les coordonner 

cylindrique  , ,    

 Suivant la direction radiale «   »  

                                     
' '

IN outE E q q     

Déterminons la densité de flux de chaleur qui traverse le cylindre en ρ quelconque, en 

appliquant la loi de Fourier [6] : 

                                     1

dT
q k S

d
    


      (2.2)           

avec         1S d d            
dT

q k d d
d

     


 

On a :      
'q q d            

et             
'q q (q )d d  

 
     

 
     

 

 

 

 

 

Figure 2.2 : volume de contrôle différentiel d , .d , d    , pour l'analyse de          

conduction en coordonnées cylindriques  , ,    
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' ' 'q q d q d q q q d                 

                
' 'q q (q )d d  


    


 (2.3) 

On remplace la valeur de « q  » d’équation (2.2) dans l’équation dernière   

                
' ' dT

q q ( k d d )d d
d

 

 
          

  
 

                 ' ' dT
q q k d d d d

d
 

 
        

  
 

            ' ' dT
q q k d d d d

d
 

 
         

  
 (2.4) 

On a         

2

2

dT dT dT dT T

d d d d

   
       

       
   (2.5) 

On injecte le terme de l’équation (2.5) dans l’équation (2.4), nous obtenons : 

              
2

' '

2

dT T
q q k d d d d

d
 

 
             

 (2.6) 

En multiplions l’équation (2.6) par 


.  

            
2

' '

2

dT T
q q k d d d d

d
 

   
                  

 

                 
2

' '

2

1 dT T
q q k d d d d

d
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Où :         d d d V       

          

2
' '

2

1 dT T
q q k.V. d

d
 

 
      

   
 (2.7) 

 Suivant la direction tangentielle «   » 

                                     
' '

IN outE E q q     

Le flux de chaleur traversant la surface S2 pour un   quelconque s’écrit comme suit: 

                2

dT
q k S

d
    

 
                Avec              2S d d    

          
dT

q k d d
d

     
 

 (2.8) 

On a        
'q q d     

                
'q q (q ) d d  

 
      

 
 

                
'q q d (q ) d d  

 
        

 
 

         
' 'q q (q ) d d  

 
       

 
 

                
' 'q q (q ) d d  


     


 (2.9) 

On remplace la valeur de q de l’équation (2.8) dans l’équation (2.9)  
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' ' dT

q q ( k d d ) d d
d

 

 
           

   
 

                 ' ' dT
q q k d d d d

d
 

 
        

   
 

Où :         d d d V     

                

2
' '

2 2

1 T
q q k.V. d 

 
       

 (2.10) 

 Suivant la direction axiale «   » 

                                     
' '

IN outE E q q     

En appliquant la loi de Fourier : 

                                     
3

dT
q k S

d
    


  (2.11) 

Avec        3S d d     
dT

q k d d
d

     


 

On a         
'q q d     

                
'q q (q )d d  

 
     

 
 

                
'q q d (q )d d  

 
       

 
 

          
' 'q q (q )d d  
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' 'q q (q )d d  


    


 (2.12) 

On remplace la valeur de q  de l’équation (2.11) dans l’équation (2.12) 

                
' ' dT

q q ( k d d )d d
d

 

 
          

  
 

                 ' ' dT
q q k d d d d

d
 

 
       

  
 

Où :         d d d V     

                

2
' '

2

T
q q k.V. d 

 
      

 (2.13) 

 Calcul l’énergie accumulée 

                                     ACC PE m C T    

On a        m d V                 Où              V d d d      

                                     ACC PE d V.C T    (2.14) 

On remplace les équations (2.7), (2.10), (2.13) et (2.14) dans l’équation (2.1) 

 
2 2 2

P 2 2 2 2

T 1 dT T 1 T
d V C T k V d k V d k V d

d

       
                       

         

 (2.15) 

On divise l’équation (2.15) par V, nous obtenons après simplification, l’équation différentielle 

du deuxième degré (équation de chaleur) de la forme : 

                          

2 2 2

2 2 2 2
P

dT k T 1 dT T 1 T

d d C d

        
                        

 (2.16) 
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2.2.2. Partie B : résolution de l’équation de chaleur (Répondre à la question numéro deux) 

La modélisation d'un système physique (soudage deux tiges cylindriques par friction 

rotative) permet de prévoir son comportement et d’étudier l’influence des paramètres sur ses 

performances.    

 Dans une grande majorité de cas, les équations aux dérivées partielles sont non linéaires 

et l’on doit faire appel à l’ordinateur pour les résoudre (logiciel de calcul numérique). 

 Lorsque cela est possible (équations linéaires), il est intéressant de résoudre les équations 

du modèle de façon analytique (à la main). Dans ce cas, la solution obtenue permet de voir 

l’influence des différents paramètres. Elle peut être utilisée pour une première étude 

d’optimisation de soudage. 

2.2.2.1. Analyse numérique 

Il s’agit de prévoir comment va évoluer la température dans le cas de deux tiges 

cylindriques de matériaux différents en fonction du temps. Pour cela, il faut résoudre une 

équation aux dérivées partielles qui dépendent de la variable d’espace (ρ, φ, ξ) et du temps t 

(équation de diffusion ou équation de la chaleur).  

D’après la référence [3], Le problème à résoudre est alors le suivant : 

Où :         1

2

r





,  2
k

1

k
r

k
 ,  1

1
1

h R
B

k
  , 2

2
2

h R
B

k
  

Système d’équation: 

o 

2 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2 2

U U U U U1 1          
                        

    (2.17)  

o 

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2 2

U U U U U1 1
r

          
                        

  (2.18) 

 



Chapitre 2                                                                                    Modélisation Mathématique  

25 
 

Domaine d’étude: 

o  T 0    

o  
   

   
1

2

Z ,0
Z

Z 0,

  
  

  

 

o  1,2 0, 1   

o  1,2 0, 2    

Les conditions initiales : c'est la condition sur le temps (   = 0) ; qui définit l'état thermique 

initial du système. 

 1U , , ,0 0     ;            2U , , ,0 0     

Les conditions frontières : c'est la condition sur les variables d’espace, définissent les 

phénomènes qui s’observent sur les surfaces délimitant l’objet considère. 

 suivant   : 

1. Condition 1 :    1 2U , ,0, U , ,0,        

2. Condition 2 :  1U
, , , 0


    


 ;     2U

, , , 0


    


 

3. Condition 3 :    1 2U U
, ,0, 1 , ,0,

 
       

 
 

 

 suivant   

1. Condition 1:    1 1U ,0, , U ,2 , ,         ;     

                           2 2U ,0, , U ,2 , ,         

2. Condition 2 :    1 1U U
,0, , ,2 , ,

 
       

 
 ;    

                              2 2U U
,0, , ,2 , ,
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 suivant   

1. Condition 1 :  1U
0, , , 0


   


 ;  2U

0, , , 0


   


 

2. Condition 2 :      1
1 1

U
1, , , B U 1, , , 0


        


 ;   

                           2
2 1

U
1, , , B U 1, , , 0


        


 

2.2.2.2. Résolution système d’équations   

On va appliquer la méthode de séparation des variables, [7] qui consiste à chercher des 

solutions séparées pour trouver la solution du problème ; c.-à-d. on postule une solution de la 

forme : 

                                    U , , , t R( ) ( )Z( )T(t)          (2.19) 

En substituant la forme de l’équation (2.19) dans l’équation de Laplace (2.17) et (2.18), ce qui 

nous a permis de transformer les deux équations à l’équation suivante 

              
' ' ' ' ' ' ' '

2

1 1
R ZT r R ZT R ZT R ZT R Z T

 
         

  
 (2.20) 

Ensuite, nous divisons cette expression par le produit ( R ZT ), nous pouvons réécrire le 

problème comme :                                                      

                                                

' ' ' ' ' ' ' '

2

T R 1 R 1 Z

r T R R Z


   

 
 (2.21) 

Dans cette dernière équation, à gauche on a une expression qui ne dépend que de la variable  , 

et à droite on a une expression qui ne dépend que des variables d’espace  , ,   , et comme 

les variables de temps indépendante que les autres variables  , ,   , l’équation (2.21) 

entraine que les deux expressions sont constantes. 
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' '' ' '' ''

2

T R 1 R 1 Z

r T R R Z


     

 
 

Où   est connu comme la constante de séparation. Ainsi, nous avons maintenant deux équations 

différentielles, qui peuvent être réorganisé comme : 

 

 

'
' '

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

2 2

T
T r T T r T 0 2.22

r T

R 1 R 1 Z R 1 R 1 Z
2.23

R R Z R R Z

 



        




 
           

     

 

Et comme d'habitude dans la séparation des variables, l’équation (2.23) doit être égale à un 

constant, nous appellerons cette constant  . 

                                     

'' ' '' ''

2

R 1 R 1 Z

R R Z


       
 

 

D'autre part, on obtient, après un petit réarrangement 

 
' '

' '

' ' ' ' ' ' ' ' ' '

2 2

Z
Z Z 0 2.24

Z

R 1 R 1 R 1 R 1
(2.25)

R R R R


      



               
     

   

En multiplions l’équation (2.25) par 
2 . on  suppose une constante de séparation  , à laquelle 

les deux côtés de l'équation sont équivalents. Cela donne les équations suivantes :  

   

' ' ' ' '
2 2R R

( )
R R


          


  (2.26) 

 D’où, on obtient 
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' '

' ' '
2 2

0 2.27

R R
( ) 0 2.28

R R

   


          


 

Et parce que  R; ;Z et T  ne sont que des fonctions des différentes variables, les équations 

(2.17) et (2.18) aux dérivées partielles a été transformée en quatre équations différentielles 

ordinaires (ODE). 

o 
'T r T 0    

o 
' 'Z Z 0    

o 
'' 0     

o 
2 ' ' ' 2R R ( ) R 0           

 
 

 Si nous voulons résoudre ce problème dans une région bornée, nous avons besoin que certaines 

conditions aux limites soient vérifiées par la solution générale des équations (2.22), (2.24), 

(2.27) et (2.28).  

A. Une équation différentielle sur la variable «   » :  

Rappelons de l'étude des équations différentielles que les solutions à :     

                                                  
'T r T 0    (2.29) 

Est           
' dT

T r T r T
d

     


 (2.30) 

L’équation (2.30) peut s’écrire sous forme : 

                                                                     
dT

r d
T

    

En intégrant l'équation, on obtient : 
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                                     lnT r c          
r c

lnT lne     

On pose   
ce A ( où  A est une constante arbitraire)  

r
T Ae          

On obtient enfin :                 

   
 

 

1

2

1 1

r
2 2

T A e ,r 1
T 0

T A e 

 


 

   
   

 

  (2.31) 

Respectivement ; avec des constantes A1 et A2 déterminées par les conditions initiales. 

B. Une équation différentielle sur la variable « Z » :  

                                                   
' 'Z Z 0     (2.32)                                                                

L’équation (2.32) est une équation différentielle linéaires de second ordre, et à coefficient 

constant. Donc on étudie toutes les possibilités pour la constante de séparation .On distingue 

3 cas : 

 Cas 1 :   Si   0    on remplace la valeur   dans l’équation (2.32) 

                     " " '
1Z 0 Z 0 Z a         

En intégrer l'équation pour la deuxième fois                 

                  '
1 1 2Z a d Z a a          

La solution générale de l’EDO (2.32) est : 

                
 

 

1 11 12

2 21 22

Z a a

Z a a

    


    

 (2.33) 

Pour détermine les valeurs de 11 12 21 22a ,a ,a ,a  on s’ajoute des conditions frontières. 

1. Condition 1 :    1 2Z 0 Z 0  
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En remplacer la valeur 0    dans l’équation (2.33) 

                
 

 

 

 

1 11 12 1 12

2 21 22 2 22

Z 0 a 0 a Z 0 a

Z 0 a 0 a Z 0 a

     
 

     

 

                                        1 2 12 22Z 0 Z 0 a a    

2. Condition 2 : après la dérive de l’équation (2.33), on obtient :  

                

 

 

1
11

2
21

Z
a

Z
a


  


  

 

  (2.34) 

En remplacer la valeur     dans l’équation (2.34) et on applique la condition 2. 

                                      1Z
0


 


          et            2Z

0


 


 

                

 

 

1
11

11 21
2

21

Z
a 0

a a 0
Z

a 0


   

  
   

 

 

3. la condition 3 :    1 2
k

Z Z
0 1 r 0

 
 

 
  

En remplacer la valeur 0    dans l’équation (2.34) 

                

 

 

1
11

2
21

Z
0 a 0

Z
0 a 0
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L’application à la condition 3 donne le résultat suivant : 0 1  (Solution impossible). La 

solution de l’équations      1 2Z ,Z   n’existe pas quand 0   

 Cas 2 : Si   0    on pose  
2m          l’équation (2.32) devient :                  

                                                 
'' 2Z m Z 0    (2.35) 

Soit         
24m 0        (Admis une solution complexe). 

Les racines sont :    1,2

i 2m
im

2


      

La solution générale de l’EDO (2.35) s’écrit :       

                                                   3 4Z a cos a sin e      

Où            0    et    m   

       0
3 4 3 4Z a cosm a sin m e Z a cosm a sin m            

En écrit l’équation de  Z   comme suit :   

                
 

 

1 13 1 14 1

2 23 2 24 2

Z a cosm a sin m

Z a cosm a sin m

    


    

  (2.36) 

On utilise les condition limite pour détermine les valeurs des coefficients 13 14 23 24a ,a ,a ,a   

1. Condition 1 :    1 2Z 0 Z 0  

En remplacer la valeur 0    dans l’équation (2.36) et on obtient  

                
 

 

 

 

1 13 1 14 1 1 13

2 23 2 24 2 2 23

Z 0 a cosm 0 a sin m 0 Z 0 a

Z 0 a cosm 0 a sin m 0 Z 0 a
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                                        1 2 13 23Z 0 Z 0 a a    

2. En applique la Condition 3 :    1 2
k

Z Z
0 1 r 0

 
 

 
 

Nous dérivons l’équation (2.36) on obtient : 

                

 

 

1
13 1 1 14 1 1

2
23 2 2 24 2 2

Z
a m sin m a m cos m

Z
a m sin m a m cos m


      


      

 

 (2.37) 

En remplacer la valeur 0    dans l’équation (2.37), on trouve  

                

 

 

1
14 1

2
24 2

Z
0 a m

Z
0 a m


 


 

 

 

La condition 3 donne :     14 1 k 24 2a m 1 r a m    

3. En applique la condition 2 :   1Z
0


 


 ;  2Z

0


 


 

 Et en remplacer la valeur      dans l’équation (2.37) :  

                

       

       

1
13 1 14 1

2
23 2 24 2

Z
a m sin a m cos 0 2.38

Z
a m sin a m cos 0 2.39


       


       

 

 

- Remarque 1: 

                On a        11 sin m 1          (On multiplie par 
113a m ) 



Chapitre 2                                                                                    Modélisation Mathématique  

33 
 

                            13 1 13 1 1 13 1a m a m sin m a m      (2.40) 

                On a         11 cosm 1          (On multiplie par 14 1a m ) 

                           14 1 14 1 1 14 1a m a m cosm a m      (2.41) 

On fait la soustraction de l’équation (2.40) et (2.41) devient 

   13 1 14 1 13 1 1 14 1 1 13 1 14 1a m a m a m sin m a m cosm a m a m           (2.42) 

Suivant la condition 2 : 

                       13 1 1 14 1 1a m sin m a m cosm 0      

Et d’après l’équation (2.42) on a  

                
13 14

13 14
13 14

a a 0
a a

a a 0

 
 

  
 

- Remarque 2 :  En fait là même calcule pour l’équation (2.39) et on obtient   

                                                                 23 24a a  

Si                     
   

   

13 1 14 1

23 2 24 2

a m sin a m cos 0

a m sin a m cos 0

    

    

     

Il a une infinité de solutions, ce qui contredit à la condition 2 (Solution inacceptable). 0   

Ne sont pas des valeurs propres du problème. La solution de l’équation    1 2Z ,Z   

n’existe pas.  

 Cas 3 : Si   0   on pose  
2m    L’équation (2.32) devient :  

                                                
' ' 2Z m Z 0   (2.43) 

Soit         24m 0                                (Admis deux solution réelle) 
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Les racines de l’équation (2.43) sont :     1,2

2m
m

2
      

Et ainsi la solution générale de l’EDO (2.43) est : 

                                       1 2
5 6Z a e a e

   
     (2.44) 

En remplace les valeurs de 1,2  dans la dernière équation :  

                                       m m
5 6Z a e a e      

En écrit l’équation de  Z   comme suit :   

                
 

 

1 1

2 2

m m
1 15 16

m m
2 25 26

Z a e a e

Z a e a e

  

  

   


  

  (2.45)   

Pour détermine les valeurs de 15 16 25 26a ,a ,a ,a  on utilise les conditions limites 

1. Condition 1 :    1 2Z 0 Z 0  

En remplacer la valeur 0   dans l’équation (2.45) : 

  
 

 

 

 

1 1

2 2

m 0 m 0
1 15 16 1 15 16

m 0 m 0
2 25 262 25 26

Z 0 a e a e Z 0 a a

Z 0 a e aZ 0 a e a e

  

  

     
 

    

 

Suivant la condition 1 on obtient   

                                        1 2 15 16 25 26Z 0 Z 0 a a a e a      (2.46) 

2.  La condition 2 :  1Z
0


 


 ;            2Z

0


 


 

Nous dérivons l'équation (2.45) 
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1 1

2 2

m m1
15 1 16 1

m m2
25 2 26 2

Z
a m e a m e

Z
a m e a m e

  

  


   


   

 

 (2.47) 

En remplace la valeur     dans l’équation (2.47), et en applique la condition 2.   

                

     

     

1 1

2 2

m m1
15 1 16 1

m m2
25 2 26 2

Z
a m e a m e 0

Z
a m e a m e 0

    

    


    


    

 

 

          

 
 

 
 

1
1

2
2

m
m 1

1 16

16

m
m 2

25 2

25

m e 0
m a e 0

a 0

m e 0
a m e 0

a 0

  
  

 
 

  
  

  
 

 
  

 

   (2.48) 

D’après l’équations (2.46) et (2.48) on trouve  

               
15 16 25 26

15 26
16 25

a a a a
a a

a 0 ; a 0

  
 

 
  (2.49) 

       Où 15 26a et a  sont des constantes arbitraires. 

L’équation (2.45) devient 

                
 

 

1

2

m
1 15

m
2 26

Z a e

Z a e



 

  


 

 (2.50) 

On dérive l’équation (2.50) puis on applique la troisième condition 
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1

2

m1
15 1

m2
26 2

Z
a m e

Z
a m e



 


  


   

 

 (2.51) 

3. La condition 3 :    1 2
k

Z Z
0 1 r 0

 
 

 
 

En remplacer la valeur 0   dans l’équation (2.51) : 

                

 

 

 

 

1

2

m 01 1
15 1 15 1

m 02 2
26 2 26 2

Z Z
0 a m e 0 a m

Z Z
0 a m e 0 a m



 

  
    

 
     

   

 

Puis en applique la condition 3   

                                     15 1 k 26 2a m 1 r a m    (2.52) 

D’après l’équations (2.49) et (2.52) on trouve  

                 
 

15 26
15 1 k 2 15

15 1 k 26 2 1 k 2

a a 1
a m r m 1 a

a m 1 r a m m r m


    

  
 

A partir de ces résultats : 

                

 

 

 

1

2

m
1 15

m
2 26

15 26
1 k 2

Z a e

Z a e

1
a a

m r m



 


  



 

  



 

Nous pouvons réécrire la solution de l’équation (2.45) de la façon suivante : 
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1

2

m
1

1 k 2

m
2

1 k 2

1
Z e

m r m

1
Z e

m r m



 


  


  
 

 

Détermine la valeur de m1 et m2 

La surface étendue à l'infini. Le transfert de chaleur par conduction se produit dans le 

solide, puis vous avez un transfert de chaleur par conduction et convection à partir de la surface 

étendue. Dans la surface étendue à l'infini, on suppose généralement que le rayonnement est 

négligeable. Commençons donc par un élément différentiel, et nous allons faire un bilan 

énergétique autour de cela. [8] 

 

 

 

 

                        Figure 2.3 :  l'analyse thermique pour la surface étendue à l'infini  

De plus, nous avons ici un transfert de chaleur convectif que nous appellerons convdq . Donc 

l’énergie va se simplifier pour 

                                                IN outE E   (2.53)                                 

D’après la figure (2.3)      

  À                           convq q dq     (2.54)           

Selon la loi de Fourier [6] 

                                      3

dT
q k S

d
    


    (2.55)                 
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 Ont supposons k dont la loi de Fourier est constante. 

Maintenant à        
d

q q (q )d
d

    


   (2.56)             

Remplaçons maintenant l'équation (2.55) dans l’équation (2.56). 

                                     3 3

dT dT
q k S ( k S )d

d d



        

  
    (2.57)   

Nous allons trouver notre transfert de chaleur par convection. Donc, en utilisant la loi de 

refroidissement de Newton : 

                                     convdq hS(T T )    (2.58)           

h : Le coefficient de transfert de chaleur par convection, que nous allons supposer constant sur 

la surface de cylindre. 

dS : La surface d’élément. 

Et maintenant, remettons toutes ces expressions dans notre bilan énergétique. (Substitué aux 

équations (2.55), (2.57) et (2.58) dans l’équation (2.54)). 

     3 3 3

dT dT dT
k S k S ( k S )d hS(T T )

d d d



            

   
 (2.59) 

Et après petite simplification, nous pouvons réécrire l’équation (2.60) comme 

                                     3

d dT h
(S )d dS(T T ) 0

d d k
    

 
    (2.60)                  

Nous simplifiant l’équation (2.60) et nous divisons par S3, et il nous reste 

                                       

2
3

2
3 3

dSd T 1 dT 1 h dS
(T T ) 0

S d d S k dd
   

  
 

Notre surface peut être écrite comme : 
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dS

S P P
d

   


 

De plus, nous avons dit que notre section transversale était constante, donc notre dérivée par 

rapport à   égale.                       
3dS

0
d




 

Alors maintenant il nous reste 

                                         

2

2
3

d T hP
(T T ) 0

kSd
  


 (2.61) 

Maintenant, nous allons définir une température excessive, et supposons Z T T  et parce 

que T∞ est constant  

                                     
   22

2 2

dT d TdZ d Z

d d d d

 
  

   
 

Donc ce qu'il nous donne : 

                                      

2

2
3

d Z hP
Z 0

kSd
 


  (2.62) 

Et en comparant l'équation (2.43) à l'équation (2.62), on définit un  

      
2

3

hP
m

kS
                  Sache que           P 2 R            et         

2
3S R   

Par conséquent, on conclut que :      
1

2 1

1

2h
m

k R
  ,      

2

2 2

2

2h
m

k R
    

 La résolution de l’équation différentielle (2.24) du second ordre donne la solution suit :     
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1

2

m
1

1 k 2

m
2

1 k 2

1 2
1 2

1 2

1
Z e ,0

m r m

1
Z Z e 0,

m r m

2h 2h
m et m

k R k R



 


   





     



  


 

C. Une équation différentielle sur la variable «   » 

                             
'' 0     (2.63) 

Il s'agit d'une équation différentielle linéaire, homogène, du second ordre à coefficient constant, 

On étudie toutes les possibilités pour la constante de séparation  pour 0   , 0  , 0 :  

 1er Cas :  Si   0    

On remplace la valeur de   dans l’équation, alors (2.63) devient : 

                   ' ' 0    (2.64) 

Ont intégrée 2 fois l’équations différentielles (2.64), donc la solution est :     

                    1 2b b     

La solution générale de l’équation (2.63) a la forme :         

                
 

 

1 11 12

2 21 22

b b

b b

    

    

 (2.65) 

Nous avons également besoin de conditions aux limites pour établir la solution du problème et 

déterminons les valeurs de coefficient : 11 12 21 22b ,b ,b ,b  

1. Condition 1 :    1 10 2    ;                2 20 2    

En remplacer la valeur 0   et 2    dans l’équation (2.64), puis en applique la condition 1 : 
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1 11 12 1 12

1 11 12 1 11 12

0 b 0 b 0 b

2 b 2 b 2 b 2 b

       
 

             

    

                        1 1 12 11 120 2 b b 2 b        

                     12 11 12 11 11b b 2 b b 2 0 b 0          

On fait la dériver de l’équation (2.65) on obtient  

                      1
11b


 


  (2.66)      

Ne nous apprend rien sur 12b    

2. Condition 2 :     1 10 2
 

 
 

 

Après la dériver, on applique la condition2 :   

                

 

 
   

1
11

1 1

1
11

0 b 0

0 2 0

2 b 0


    

   
     

 

 

Par conséquent, 0  est une valeur propre simple, (où 12b  ; 22b est une constante arbitraire). 

- Remarque : fait les mêmes étapes pour l’équation 2  

Enfin quand  0 , nous arrivons aux solutions sous forme 

                
 

 

1 12

2 22

b

b

  

  

 (2.67) 
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 2ème Cas :  Si 0   on pose  
2    

                                    
'' 2 0      (2.68) 

Les racines de l’équation du second degré (2.68) dépendent du signe du discriminant 

Soit         
24 0         (alors l’équation à deux racines complexes)  

les racines sont :     1,2

i 2
i

2

 
       

Et la solution de l’équation (2.68) s’exprime par  

                                        3 1 4 1b cos b sin e        

Dans lequel :      1 0   ;      
1
    

          0
3 4 3 4b cos b sin e b cos b sin           

Et la solution générale est 

                
 

 

1 13 1 14 1

2 23 2 24 2

b cos b sin

b cos b sin

       

       

  (2.69) 

Avec 11 12 21 22b ;b ;b et b   constantes qui seront déterminées grâce aux conditions frontières. 

1. La première condition aux limites  

Condition 1 :            1 10 2    ;                      2 20 2                                              

 

 

1 13 1 14 1 13

1 13 1 14 1

0 b cos 0 b sin 0 b

2 b cos 2 b sin 2

     

       

 

 Cela implique             
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                 13 13 1 14 1b b cos 2 b sin 2       (2.70) 

2. La deuxième condition aux limites implique 

Condition 2 :     1 10 2
 

 
 

 ;               2 20 2
 

 
 

 

On fait la dériver de l’équation (2.69) on obtient  

                

 

 

1
13 1 1 14 1 1

2
23 2 2 24 2 2

b sin b cos

b sin b cos


          


          

 

 (2.71) 

En remplace la valeur 0 et 2      dans l’équation (2.71) 

                

 

 

1
13 1 1 14 1 1 14 1

1
13 1 1 14 1 1

0 b sin 0 b cos 0 b

2 b sin 2 b cos 2


         


          

 

 

Condition 2 ce qui donne la résulta suivante :                           

                                 14 13 1 14 1b b sin 2 b cos 2         (2.72) 

D’âpres les équations (2.69) et (2.71) et après simplification on obtient  

              
 

 

 
 

13 1
13 13 1 14 1

14 1

14 1
14 13 1 14 1

13 1

b sin 2
b b cos 2 b sin 2 2.73

b 1 cos 2

b sin 2
b b sin 2 b cos 2 2.74

b 1 cos 2

 
         


          

   

 

On constate d’après l’équation (2.73) et (2.74) que : 
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13

2 213 14
14

14 13

b b
b b 0

b b
      

       
13

13 14 13 142 2
14 13 14 13 14

13 14 13 14

b b 0 b b
b b 0 b b b b 0

b b 0 b b

    
       

   

 

On étudie la solution de l’équation (II.69) dans les deux cas : 13 14b b  et  13 14b b  

 Si   13 14b b   

On remplace la valeur de  13 14b b   dans les équations (2.73) et (2.74) on obtient 

- L’équation (2.73):      

             
 

13 1
1 1

14 1

b sin 2
1 sin 2 cos 2 1

b 1 cos 2

 
         

  
 (2.75) 

- L’équation (2.74) :       

           
 

14 1
1 1

13 1

b sin 2
1 sin 2 cos 2 1

b 1 cos 2

 
         

  
  (2.76) 

- Après soustraction de l’équation (2.75) et (2.76), on obtient         1sin 2 0    

- Après avoir sommé les équation (2.75) et (2.76), on obtient          1cos 2 1    

Par conséquent,  1 12 2 n n       

  Si   13 14b b  

On remplace la valeur de  13 14b b  dans les équations (2.73) et (2.74) on obtient 

- L’équation (2.73)         

                 
 

13 1
1 1

14 1

b sin 2
1 sin 2 cos 2 1

b 1 cos 2

 
        

  
 (2.77) 
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- L’équation (2.74)      

         
 

14 1
1 1

13 1

b sin 2
1 sin 2 cos 2 1

b 1 cos 2

 
          

  
 (2.78) 

On trouve le même résultat pour 13 14b b   et on constate que 1 n   

- Remarque : fait les mêmes étapes pour l’équation 2 . Et on conclue que 1 2 n     

                

     

     

1 13 14

2 23 24

b cos n b sin n

b cos n b sin n

     

     

  (2.79) 

 3ème Cas :  Si 0   on pose  
2    

                                                  
" 2 0      (2.80) 

Soit         
24 0                (l’équation  (2.80) a deux racines réelles) 

 Les racines sont :     1,2

2

2


      

La solution s’écrit :        

                
 

 

1 15 1 16 1

2 25 2 26 2

b cosh b sinh

b cosh b sinh

        

         

 (2.81) 

- Remarque : Pour simplifier la solution, on résolve l’équation   1   et en applique 

les mêmes étapes que l’équation  2    

On utilise les conditions limites pour déterminer les valeurs de coefficient 11 12 21 22b ;b ;b ;b  

1. Condition 1 :    1 10 2     

En remplace la valeur 0 et 2      dans l’équation (2.81) 
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1 15 1 16 1 15

1 15 1 16 1

0 b cosh 0 b sinh 0 b

2 b cosh 2 b sinh 2

       

         

 

La première condition nous amène à la relation suivante : 

                              15 15 1 16 1b b cosh 2 b sinh 2          (2.82)            

2. La conditions 2 :    1 10 2
 

 
 

  

On a        sinh cosh


     


 ;     cosh sinh


     


 

La dérive de l’équation (II.81) permet de donner l’équation (2.83) :                  

                 1
15 1 1 16 1 1b sinh b cosh


        


   (2.83)  

Après la dériver, en remplace la valeur 0 et 2      dans l’équation (2.83) : 

                

 

 

1
15 1 1 16 1 1 16 1

1
15 1 1 16 1 1

0 b sinh 0 b cosh 0 b

2 b sinh 2 b cosh 2


          


           

 

 

L’application de la condition 2 permet d’écrire l’équation (2.83) :  

                           16 15 1 16 1b b sinh 2 b cosh 2         (2.84) 

Après avoir sommé les équations (2.82) et (2.84) on obtient : 

                     15 16 15 16 1 15 16 1b b b b cosh 2 b b sinh 2           

Nous divisons cette expression par  15 16b b  ; nous obtenons : 

                   
1 1cosh 2 sinh 2 1         (2.85) 



Chapitre 2                                                                                    Modélisation Mathématique  

47 
 

On remplace la valeur de    1 1sinh 2 , cosh 2       dans l’équation (2.85) 

Sachant que :   

                
1 12 2

1

e e
sinh 2

2

     


       (Sinus hyperbolique).          

                
1 12 2

1

e e
cosh 2

2

     


      (Cosinus hyperbolique). 

Donc l’équation (2.85) devient :         

                          
1 1 1 12 2 2 2

e e e e
1

2 2

           
 

   

Apres simplifications on obtient : 

                          1 2 0
1 1e 1 e 2 0 0

  
               

(  1 10       n’admis pas une solution quand 0  ) 

- Remarque : On fait les mêmes étapes pour calculer 2  et ont conclu que  2   

n’admis pas une solution quand 0   . 

La solution finale de     est donnée par 

                
 

 

1 12

2 22

b
0

b

  
 

  
 

                
     

     

1 13 14

2 23 24

b cos n b sin n
(n 1,2,3....)

b cos n b sin n

     


     

 

On peut additif la solution quant 0  à la solution globale. Et n prend les valeurs n = 0,1,2, 3...  
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Résultat : Par conséquent,  0   sont la solution du problème. Les fonctions associées aux 

valeurs propres s’écrivent 
2 2n      l’équation    devient :  

  
     

     

1 13 14

2 23 24

b cos n b sin n
(n 0;1;2;3....)

b cos n b sin n

     
   

     

 (2.86) 

D. Une équation différentielle sur la variable «   » :  

                                                
2 ' ' ' 2R R ( ) R 0           

 
 (2.87) 

En remplace les valeurs 
2n   et 

2m   dans la dernière équation : 

                                                
2 ' ' ' 2 2 2R R (m ) n R 0         

 
 (2.88) 

Nous supposons :     
2 2m     

La solution de cette équation s’appelle fonction de Bessel. [9] Cette équation différentielle est 

une équation linéaire d’ordre n. La solution générale a la forme : 

                
     

     

1 11 n 1 12 n 1

2 21 n 2 22 n 2

R e J e Y

R e J e Y

      


      

 (2.89)  

11 12 21 22e ,e ,e ,e  Sont des constantes. 

- Remarque : Pour réduire les opérations arithmétiques, on résout l'équation  1R  , 

puis on la fait correspondre à la solution de l'équation  2R   

Résoudre l'équation  1R   

11 12e ,e Sont des constantes. On utilise les conditions limites pour les déterminer : 



Chapitre 2                                                                                    Modélisation Mathématique  

49 
 

1. Condition 1 :   1R
0 0





 ;                                     

En fait la dériver des équations (2.88) : 

                     ' '1
11 n 1 12 n 1

R
e J e Y


      


 (2.90) 

       où :        '
n 1 n 1 n 1 1

1

n
J J J        

 
 

                     '
n 1 n 1 1 n 1 1

1
Y Y Y

2
            

Nous substituons la valeur de  '
n 1J    et  '

n 1Y   dans l'équation (2.90) :  

         1 12
11 n 1 n 1 1 n 1 1 n 1 1

1

R en
e J J Y Y

2
  

 
                   

 (2.91) 

Suivant la condition 1, en remplace la valeur 0   dans l’équation (2.91) :

         1 12
11 n n 1 n 1 n 1

1

R en
0 0 e J 0 J 0 Y 0 Y 0 0

2
  

 
            

     

Ça signifie que :  

                

   

   

n n 1

11

n 1 n 1

12

J 0 0 et J 0 0

e 0

Y 0 Y 0 0

e 0



 

 





 
 

         

Sa solution sera l’équation de Bessel d’ordre n et d’argument 1   

                
   

   

1 11 n 1

2 21 n 2

R
n 0 ;1 ;2

e
3

J

R
;

e

J

   
 

   

          (2.92) 
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En fait la dériver de l’équation (2.92), et on obtient l’équation (2.93) : 

    

   

   

'1
11 n 1

'2
21 n 2

R
e J

R
e J


    


    

 

 (2.93) 

2. Condition 2 :      1
1 1

R
1 B R 1 0


  


                                   

Après la dériver et suivant la condition 2, on remplace la valeur de 1                      

      
     

11'
11 n 1 1 11 n 1 '

n 1 1 n 1

e 0
e J B e J 0

J B J 0 2.94


     

   

       

On remplace la valeur de  '
n 1J   dans l’équation (2.94) on obtient :   

                     n 1 n 1 1 1 n 1
1

n
J J B J 0     


 

              1 n 1 n 1 1
1

n
B J J 0

 
      

 
                         (En multiplier par 1 ) 

                     1 1 n 1 1 n 1 1n B J J 0        

Apres simplification :     
 

 
n 1 1

1 1
n 1

J
B n

J

 
   

 
           

Les valeurs λn1 sont les racines de la fonction  1R  .  

                   1 11 n n1R e J     

- Remarque :Nous résolvons l'équation  2R  de la même manière que l'équation  1R  . 
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                        2 21 n n2R e J    ,                   
 

 
n 1 2

2 2
n 2

J
B n

J

 
   

 
 

Donc l’équation  R   

    
   

   

1 11 n 1n

2 21 n 2n

R e J
R n 0,1,2,3....

R e J

   
  

   

 (2.95) 

Sache que     
 

 
n 1 1

1 1
n 1

J
B n

J

 
   

 

     et     
 

 
n 1 2

2 2
n 2

J
B n

J

 
   

 

           

E. La solution de l’équation  U , , , t    :   

On obtient ainsi une suite de solutions séparées : 

  
   

     
1 11 n 1n

2 21 n 2n

R e J n 0,1,2,3....
R

R e J 0, 1

    
  

    

 

  
     

       
1 13 14

2 23 24

b cos n b sin n n 0;1;2;3....

b cos n b sin n 0, 2

      
   

       

 

   

 
 

 

 
 

 

1

2

m
1

1 k 2

m
2

1 k 2

1
Z e ,0

m r m
Z

1
Z e 0,

m r m



 


   

  
    
 

 

   
 

 

1

2

1 1

r
2 2

T A e ,r 1
T 0

T A e 

 


 

   
   

 

 

La solution générale de l’équation aux dérivées partielles est la superposition de l’ensemble des 

solutions : 

                              U , , , t R( ) ( )Z( )T(t)         
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Dans lequel 

     
         

         

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

U , , , R Z T
U , , ,

U , , , R Z T t

         
     

        

 (2.96) 

En remplacent les solutions séparées dans l’équation (2.95) : 

       
 

       
 

1 1

22

m
1 11 n 1n 13 14 1

1 k 2

rm
2 21 n 2n 23 24 2

1 k 2

1
U , , , e J b cos n b sin n e A e

m r m

1
U , , , e J b cos n b sin n e A e

m r m


  

  

  
                 


 

               

 

Si l’on pose  

                

11 13 1 n1

11 14 1 n1

21 23 2 n2

21 24 2 n2

e b A C

e b A D

e b A C

e b A D

  


  


  
   

 

La dernière équation devient : 

 
 

     

 
 

     
 

1 1

22

m
1 n 1n n1 n1

1 k 2

rm
2 n 2n n2 n2

1 k 2

1
U , , , J C cos n D sin n e e

m r m
2.97

1
U , , , J C cos n D sin n e e

m r m


  

  


            


             

  

Est une solution de l’équation de la chaleur, et elle vérifie les conditions aux limites proposées. 

Nous sommes à exprimer une fonction comme un développement en série d'autres fonctions. 

Les séries de Fourier sont des moyens courants de développer une fonction comme une somme 

infinie de puissances de  ,  . La série de Fourier associée est définie comme suit [10].    
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2 21
1 1n

2 22
2 2n

m m
0

1 1n 1n n 1n
1 k 2n 1

m r m
0

2 2n 2n n 2n
1 k 2n 1

C e
U , , , C cos n D sin n J .e

2 m r m
2.98

D e
U , , , C cos n D sin n J .e

2 m r m



  



   



  
            

  


 
             





Trouvons maintenant la solution qui vérifie la condition initiale  1U , , ,0 0     ;     

 2U , , ,0 0     et la condition     1 2
k

Z Z
0 1 r 0

 
 

 
 ,ce qui revient à bien choisir 

les coefficients 0 0 n1 n1 n2 n2C ,D ,C ,D ,C et D  pour que cette condition soit vérifiée. On a : 

 Condition limite :    1 2
k

Z Z
0 1 r 0

 
 

 
 

On dérivons 1 2U ,U  par rapport à ξ : 

 
 

     

 
 

     
 

1 1

22

m1 1
n 1n n1 n1

1 k 2

rm2 2
n 2n n2 n2

1 k 2

U m
, , , J C cos n D sin n e e

m r m
2.99

U m
, , , J C cos n D sin n e e

m r m


  

  


             


               

 

Si 0, 0     la dernière équation devient : 

 
 

     

 
 

     
 

1 1
n 1n n1 n1

1 k 2

2 2
n 2n n2 n2

1 k 2

U m
, ,0,0 J C cos n D sin n

m r m
2.100

U m
, ,0,0 J C cos n D sin n

m r m


           


             

 

On pose :           
 

1
1

1 k 2

m
P

m r m



          et          

 
2 k

2
1 k 2

m r
P

m r m



 

 Et on applique la condition    1 2
k

U U
, ,0,0 1 r , ,0,0
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1 n 1n n1 n1

2 n 2n n2 n2

P J C cos n D sin n

P J C cos n D sin n 1

       

       

 

Après petit arrangement  

     

     

1 n 1n n1 2 n 2n n2

1 n 1n n1 2 n 2n n2

P J C P J C cos n

P J D P J D sin n 1

        

        

 (2.101) 

F. Déterminer les Coefficients  

Où les coefficients 0 0 n1 n2 n1 n2C ;D ;C ;C ;D ;D  sont calculés selon les formules suivantes :    

     

   

1 2

0 0
n

2 2

f , R d d

C n 0,1,2,3...

R d d



       

 

     

 

 

               f , 1    

On a              
10

1
2 2 2

0 0 1 0

0

1
J d J

2
          , 

 

 

 

 

   

1 2

0 10

1 100 0
0 1 2 2

2 10 1 101 10
0 10

0 0

J d d
4 J 2

C
J2 J

J d d





    
 

  
  

     

 

 

    

 

 

 
 

1 2

0 20

0 0
0 1 2

2 20 2 20
0 20

0 0

J d d
2

D
J

J d d





    

 
 

      

 

 

 

On a les intégrales suivantes : 

1)    
 

22 2
2

0 0 0

sin 2n1 1
(cos n ) d 1 cos 2n d

2 2 2n
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2)    
 

22 2
2

0 0 0

sin 2n1 1
(sin n ) d 1 cos 2n d

2 2 2n

   
             

 
   

3)    
1

2 2
n n n 1 n

0

1
J d J

2
         

4)    
1

n 1n 1n n 1 1n

0

n
J d J

n 1


  
        

  
  

 

   

   

1 2

n 1n

0 0
1 n1 1 2

2 2
n 1n

0 0

1 J cos n d d

P C n 0,1,2,3...

J d (cos n ) d





      

 

       

 

 

 

 
   

 
   

1 1
22 2

1 n1 n 1n n 1n2 2 0
n 1 1n n 1 1n0 0 0

4 4
P C J d cos n d J d sin n 0

J J




 

               
   

    

      Donc :       n1C 0  

 

   

   

1 2

n 2n

0 0
2 n2 1 2

2 2
n 2n

0 0

1 J cos n d d

P C n 0,1,2,3...

J d (cos n ) d





      

 

       

 

 

 

   Donc :    n2C 0  

 

   

   

1 2

n 1n

0 0
1 n1 1 2

2 2
n 1n

0 0

1 J sin n d d

P D n 0,1,2,3...

J d (sin n ) d
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1

1 n1 n 1n 1n n 1 1n2 2 0
n 1 1n n 1 1n0 0

4 4 n
P D J d sin n d J cos n

n 1J J






 

  
                        

   

Donc :  

 

 

n
1n n 1 1n

1 n1 2
n 1 1n

n
4 ( 1) 1 J

n 1
P D

J





            


 
 

 

   

   

1 2

n 2n

0 0
2 n2 1 2

2 2
n 2n

0 0

J sin n d d

P D n 0,1,2,3...

J d (sin n ) d





     

 

       

 

 

 

Donc : 

 

 

n
2n n 1 2n

2 n2 2
n 1 2n

n
4 ( 1) 1 J

n 1
P D

J





            


 
 

Apres calculer les valeurs des coefficient  0 0 n1 n1 n2 n2C ,D ,C ,D ,C et D  ; on remplacer les 

dans l’équation (2.98), on obtient : 

 
    

 

 
   

 

 
    

 

2 2
1 1n1

n
1n n 1 1n

mm
1 n 1n2

n 1 1 k 2 10 1 10 1 n 1 1n

n
2n n 1 2n

2

1 k 2 20 2 20

n
( 1) 1 J

n 12
U , , , J sin n e e

m r m J m J

n
( 1) 1 J

n 12
U , , ,

m r m J

  

 



                          
         
  

  

            
     

    



 
   

 2 2
2 2n2

r mm
n 2n2

n 1 k 2 n 1 2n

J sin n e e
r m J


   

 









  
  
     
    
  

  



 

Sache que  

 ♦ 
 

1
1

1 k 2

m
P

m r m



       ♦ 

 

 
n 1 1n

1n 1
n 1n

J
n B

J

 
   

 

                      ♦  n =0,1,2,3,…                 

♦ 
 

2 k
2

1 k 2

m r
P

m r m



       ♦ 

 

 
n 1 2n

2n 2
n 2n

J
n B

J
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3.1. Introduction 

La simulation numérique est devenue un élément indispensable dans les domaines des 

sciences et de l’ingénierie. Elle permet de comprendre et de modéliser le fonctionnement des 

systèmes réels. Aujourd’hui une large gamme d’outils numériques est disponible. Elle repose 

sur la mise en œuvre des modèles théoriques utilisant différents outils mathématiques dont la 

technique des éléments finis. La simulation numérique permet d’étudier le fonctionnement et 

les propriétés d’un système modélisé ainsi qu’à en prédire son évolution. 

Dans le cadre de ce mémoire, nous allons travailler avec le logiciel COMSOL 

Multiphasiques. C’est un logiciel commercial d’analyse en éléments finis qui permettent de 

modéliser et de simuler un grand nombre d’applications en physique et en ingénierie, 

notamment les phénomènes couplés, ou multi-physiques. [1] Il offre également plusieurs 

solveurs de très haut niveau de performance capable de traiter des problèmes avec des temps de 

résolution optimaux. Ceci et d'autres caractéristiques font de COMSOL un environnement 

inégalé de modélisation pour la conception industrielle, la recherche, développement et 

l'enseignement. [2] 

Le processus de modélisation et de simulation numérique sous COMSOL Multiphasiques 

implique plusieurs étapes. [2] 

1. Définir les « différents domaines » de physiques ;  

2. Définir la géométrie; 

3. Les propriétés matériaux; 

4. Conditions aux limites; 

5. Le maillage; 

6. Résoudre et afficher les résultats. 

 

3.2. Modélisation 

Le soudage par friction rotatif était un phénomène multi-physique, La modélisation d’un 

système tel que Le soudage, se déroule en plusieurs étapes. Il s’agit d’abord de définir les « 

différents domaines » de physiques que l’on utilisera. Dans le cas présent on a deux domaines. 
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Le premier domaine ce sera le domaine thermique « transfert de chaleur dans les solides ». 

Pour la modélisation du phénomène de changement de phase en utilise la « méthode de la 

capacité thermique apparente ». [3] Cela veut dire que les équations décrivant le transfert de 

chaleur sont déjà implémentées dans COMSOL. Donc L'équation de transfert de chaleur dans 

les deux tiges est la suivante : 

                                                   Pd.C . T . k. .T    (3.1) 

Dans cette équation, d est la densité, PC  est la capacité calorifique, T  est la température et k

est la conductivité thermique. 

Le deuxième domaine c’est le domaine « mécanique des solides ».  

À partir de la théorie classique du frottement, et La modélisation du flux thermique lors du 

soudage par friction est une description précise de la chaleur apportée aux surfaces de contact 

des pièces à souder. La phase de chauffage est décrite en fonction de quatre grandeurs physiques 

caractéristiques : force axiale, vitesse de rotation, couple (M) et temps.  Pour notre cas, le 

coefficient de frottement est constant, c'est-à-dire que la force de frottement n'a pas été modifiée 

avec le début de la fusion et la déformation de surface au niveau des surfaces de frottement, et 

en suppose que n'y avait pas de source de chaleur interne dans les deux tiges. L'énergie 

thermique produite peut être exprimée comme. [4]  

  
'dq dM   (3.2)  

 fricdM dF       (3.3) 

 

Figure 3.1 : Schéma d'interface de frottement 
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 dS d d    

fric s sdF P dS P d d           (3.4) 

En remplace la valeur de (3.4) dans l’équation (3.3) 

  2
sdM P d d        (3.5) 

En remplace la valeur de l’équation (3.5) dans l’équation (3.2) et en fait l’intégrale  

  ' 2
sdq dM P d d             

  
R 2

' 2
s

0 0

dq P d d



         (3.6) 

Après l’intégrale la simplification de l’équation (3.6), le flux de chaleur produit sur tout point à 

la distance  de l'axe de rotation peut être exprimé comme. 

                                                  ' 3
s

2
q P R

3
      (3.7) 

3.2.1. Modélisation sous COMSOL 

Après définissent les équations à utiliser, et comme évoqué dans l'introduction, nous 

allons utiliser le logiciel COMSOL Multiphasiques pour modéliser notre problème. 

Dans ce travail nous allons présenter la géométrie, et les maillages, en suit nous allons 

présenter la simulation des deux modèles « le premier modèle pour les métaux similaires, et le 

deuxième pour les métaux dissimilaires » 

3.2.1.1 Géométrie et Maillage de COMSOL 

 Géométrie:   

Afin de représenter le système de soudage de deux cylindres, on va simplifier les données 

du problème nous utilisons une géométrie 2D axisymétrique, la géométrie se compose de deux 

rectangles, dont un côté chevauche l'axe. Le diamètre des tiges utilisées pour l'expérience pour 
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les deux modèles a été fixé à 14,8 mm, tandis que les longueurs des tiges ont été maintenues à 

100 mm et 110 mm, respectivement. [5] 

 Maillage: 

Dans les modélisations numériques, le maillage est une partition de l’espace ou d’un 

domaine diviser en cellules élémentaires. Ces cellules élémentaires peuvent être de la même 

taille ou de tailles différentes. Plus la taille de la grille est petite, plus les équations physiques 

seront résolues avec précision dans le système, toutefois, plus les calculs induisent de longs 

temps de traitement [5]. 

Dans nos études, pour capturer avec précision l’évolution thermique dans les deux 

cylindres soude par friction, un maillage fin est nécessaire. Pour cela, avec une taille d'élément 

maximale de 0,0078 m et une taille d'élément minimale de 2,63 × 10-5 m. Comme il s'agit d'un 

problème axisymétrique, Le maillage est composé de nombreux tétraèdres libres (Figure 3.2) 

  

Figure 3.2 : État du modèle avant de simuler (Géométrie et maillage) 

En utiliser le modèle établi par A. Dawood et al. [3], L’objectif de ces simulations est de 

voir, si les paramètres de procédure de soudage influencé sur la distribution de température sur 

l'interface. 

3.2.1.1.1. Modèle « Métaux similaires » :   

 Dans la simulation de premier modèle, nous avons soudé l’acier inoxydable austénitique 

de la série AISI 304. Les aciers inoxydables austénitiques, sont les plus connus et les plus 
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employés parmi les aciers inoxydables. Ils contiennent une teneur en chrome de l'ordre de 17%, 

du nickel et d’autres éléments d’addition. L’une des propriétés les plus importantes des aciers 

inoxydables est leur résistance à la corrosion. Les propriétés de matériaux sont tirées de la 

bibliographie de logiciel COMSOL. Et le coefficient de frottement statique a été attribué une 

valeur de 0,7. [6] 

3.2.1.1.1.1. Paramètres 

Dans cette recherche, nous utilisons les conditions qui utilisait dans Le travail de A. 

Dawood et al. [3] qui étaient basée en quelque sorte varie les paramètres qui du contrôle le 

procédé de soudage, Les principaux paramètres de soudage sont : le temps de frottement, la 

pression de frottement, le temps de refoulement, la pression de refoulement et la vitesse de 

rotation. Quant aux paramètres de soudage utilisés sont indiqués dans les tableaux 1, 2 et 3 ci-

dessous :  

Tableau 3.1. Paramètres pour le soudage de métaux similaires. 

Nom Valeur Description 

1t               3 Temps de frottement 

1P  
71.31 10 (Pa) Pression de frottement 

2P  
81.00 10 (Pa) Pression de forgeage 

Rad             7.4 Rayon des tiges 

Longueur-st 100(mm) Longueur de la tige en acier 

Longueur-st 110(mm) Longueur de la tige en acier 

W  1400 RPM 

totalt               4 Temps total 

        

Tableau 3.2. Fonction d'Omega pour le soudage de métaux similaires. 

 

 

 

La figure (3.3) illustre la variation de vitesse de rotation (Omega) pendant le temps. Tel 

que la vitesse dans l'intervalle  10, t 3s  reste constante est égale 1400 tr/min. Cela est dû 

Début Fin Fonction 

0 
1t  W  

1t  
1t 0.1      1W t t W / 0.1    

1t 0.1  totalt  0 
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à la rotation l'un des composants autour de l'autre. Après les 3 secondes de l'opération, la 

vitesse de rotation décroît rapidement jusqu’à atteindre la valeur 0, et cela est dû à l'arrêt du 

composant rotatif rapidement. Et c'est ce que montre dans le tableau (3.2). 

 

Figure 3.3 : la variation de d'Omega en fonction de temps dans les métaux similaires 

Tableau 3.3. Fonction de pression pour le soudage de métaux similaires. 

Début Fin Fonction 

0 0.1  1t P / 0.1  

0.1 1t  1P  

1t  
1t 0.1      1 1 1 2P t t P P     

1t 0.1  
totalt  

2P  

 

La figure (3.4) représente la pression qui agissait sur les deux pièces, où l'un des 

composants est mis en rotation tandis que l'autre est poussé vers la partie mise en rotation par 

une action de glissement sous une pression pendant un certain temps de frottement 
1t 3s  de 

pression-frottement prédéterminée 8
1 0.1 PP 10  a  on appelle cette phase, phase de 

frottement. Ensuite, la phase de forgeage démarre et la pression axiale est augmentée jusqu'à 

une pression de forgeage prédéterminée supérieure 8
2 1 1 PP 0  a  pendant un temps 

prédéterminé 
totalt 4s  . 
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COMSOL fournit un outil de sonde qui facilite la mesure de différents paramètres tout au long 

du déroulement de la simulation. Ainsi, pour la mesure de la température au cœur de l'interface 

des deux tiges, une sonde a été placée à (0, 7.4mm). 

3.2.1.1.1.2. Résultats :  

Deux tiges cylindriques est simulé par soudage par friction rotatif. Dans le but de 

visualiser le comportement thermique les deux tiges. Pour la configuration 3D, la distribution 

de la température pour différents paramètres de soudage est présentée dans les figures dessous.  

a. Effet de la vitesse de rotation: 

Initialement, l'effet du changement d’oméga a été étudié en maintenant la pression est pris 

à 71.31 10 Pa. Et Les profils d’évolution de température pour différentes valeurs d’Omega 

(500, 1000,1410, 2000 tr/min) sont illustrés dans la figure (3.5) et à la figure (3.6). 

 

 

 

 

Figure 3.4 : la variation de pression pour le soudage de métaux similaires 
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 Figure 3.5 : Présentée la variation de la vitesse de rotation pendant le processus de soudage dans métaux similaire. 

      Temps(s) 

Omega (rpm) 
t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 

W = 500 

 

     

W = 1000 
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W = 1410 

 

     

W = 2000 
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Figure 3.6 : Evolution de température pour différentes valeurs de Omega (W=500, 1000, 

1400, 2000 tr/min) 

b. Effet de la pression :  

Figure (3.8) montre l'effet du paramètre de pression pendant le processus de soudage, où 

la vitesse de rotation est fixée à la valeur 1400 tr /min, pour différentes valeurs de pression 

(1.31, à 4.31MPa) avec un pas estimé à 1MPa. Les profils de température sont illustrés à 

la Figure (3.7). 

 

Figure 3.7 : Evolution de température pour différentes valeurs de P
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 Figure 3.8 : Présentée la variation de la pression pendant le processus de soudage dans métaux similaire. 

       Temps (s)  
Pression  

(N/mm^2) 

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 

7P 1.31 10   

     

7P 2.31 10   
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7P 3.31 10   

     

7P 4.31 10   
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3.2.1.1.1. 3. Discutions  

La qualité de la soudure dépend principalement de l'uniformité de température obtenue 

sur l'interface. Par conséquent, la discussion porte sur l'évolution et la distribution de la 

température autour de l'interface de soudage pour différentes valeurs de vitesse de rotation et de 

pression. Dans la simulation de ce model: 

1. A t = 0 s, la température des deux tiges est uniforme et égale à la température initiale, 

avec l’avancement du temps, le système commence à s’échauffer progressèrent. Après 

une quelque seconde la température du système atteint la valeur maximale qui varie entre 

520 et 1400 °k, Ce dernier change suivant la vitesse de rotation, et la pression de 

frottement P1 appliqué. Puis la distribution de température diminue graduellement. Ceci 

est dû à l'arrêt brutal du composant rotatif. 

2. La température augmente avec l'augmentation de la vitesse de rotation et la pression de 

friction appliquée.  

3. Nous remarquons que le temps de soudage diminue quand en augmente la vitesse de 

rotation et la pression de frottement. 

4. Selon les figures (3.5) et (3.8), le soudage de deux cylindres se fait de la périphérie vers 

le centre de l'interface. Car plus éloignent du centre, plus le frottement est important, et 

par conséquent, la température augmente. 

 

3.2.1.1.2. Modèle « Métaux dissimilaires » :  

Nous allons maintenant dans le deuxième modèle, Nous choisissons des matériaux 

dissimilaires pour la simulation de soudage deux tiges par friction, l’une l'acier austénitique 

AISI 304 et l’autre l’alliage d'aluminium AA1050. Ce dernier et occupent une place importante 

dans plusieurs domaines industriels en particulier dans les domaines du transport, Ceci peut être 

expliqué en partie par les propriétés mécaniques avantageuses de l’aluminium ainsi que les 

technologies innovantes permettant de former ce matériau. La bibliothèque de matériaux du 

logiciel COMSOL a été utilisée pour utiliser les propriétés dépendantes de la température des 

matériaux étudiés. Et le coefficient de frottement statique entre l'aluminium et l'acier est 0,61 

[7]. 
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3.2.1.1.2.1. Paramètres 

Le profil de température a été développé pour toute la durée du processus, Ainsi, pour la 

mesure de la température au cœur de l'interface des deux tiges, COMSOL fournit un outil de 

sonde qui facilite la mesure de différents paramètres. Pour cette simulation la sonde a été placée 

à (7.4, 0,012) mm. Les étapes de la simulation de modèle des métaux dissimilaires similaire au 

modèle précédent. Ces paramètres indiqués dans les tableaux 6, 7 et 8 ci-dessous.  

 Tableau 3.4. Paramètres définis pour le soudage de métaux dissimilaires.  

Nom Valeur Description 

1t  60 Temps de frottement 

1P  62.10 10  Pression de frottement 

2P  
61.40 10  Pression de forgeage 

Rad 7.4 Rayon des tiges 

Longueur-Al 100(mm) Longueur de la tige Al 

Longueur-st 110(mm) Longueur de la tige en acier 

W  3200 RPM 

apt  10 Heure d'approche 

totalt  120 Temps total 

 

 Tableau 3.5. Fonction d'Omega, pour le soudage de métaux dissimilaires. 

Début 

 

Fin Fonction 

0 1t  W  

1t  1t 3      1W t t W/ 3    

1t 3  
2t  0 

   

Semblable au modèle précédent, Le tableau 7 montre la variation d'Omega en fonction de temps 

d'une pièce pendant tout le processus et le même est représenté graphiquement dans la figure 

(3.9). 
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Figure.3.9 : la variation d'Omega en fonction de temps dans les métaux dissimilaires 

 Tableau 3.6. Fonction de la pression pour le soudage de métaux dissimilaires. 

Début Fin 

 

Fonction 

0 apt  0 

apt  apt 1    ap 1t t P   

apt 1   
1t  1P  

1t  1t 1      1 1 1 2P t t P P     

1t 1  
totalt  2P  

 

À partir des données du tableau 8, on peut tracer la variation de pression au cours de l'ensemble 

du processus. 
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Figure.3.10 : la variation de pression pour le soudage de métaux dissimilaires 

3.2.1.1.2.2. Résultats 

En effectuons les Mêmes étapes que le travail précédent dans cette simulation, à 

différence que Omega est passé de 1500 à 3200 tr/min, avec un incrément de 500 tr/min. et la 

pression varie de (1.31, à 4.31MPa). Les résultats obtenus sont récapitulés dans les figures 

(3.11) et (3.14) et le profil de répartition thermique de système soudé par friction rotative 

présente sur les Figures (3.12) et (3.13) respectivement
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Figure.3.11 : Présentée la variation de la vitesse de rotation pendant le processus de soudage 

        Temps (s) 

  

Omega (rpm) 

t = 9 t = 10 t = 25 t = 40 t = 55 t =70 t = 80 

W =1500 
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a. Effet de la vitesse de rotation:  

La figure (3.12) présente le profil de répartition thermique de système soudé par friction rotative 

pour diffère valeurs de vitesse de rotation et pression respectivement. 

 

 Figure.3.12 : répartition thermique pour différentes valeurs d’Omega de 1500 à 3200 tr/min. 

b. Effet de la pression :  

La figure (3.13) présente le profil de répartition thermique de système soudé par friction rotative 

pour diffère valeurs de pression. 

 

              Figure.3.13 : répartition thermique pour différentes valeurs de pression

.     W=1500 

.      W=2000 

.      W=2500 

.      W=3200 

 

 

 

.     P=2.4E6 N /m2 

.      P=3.4E6 N /m2 

.      P=4.4E6 N /m2 

.      P=5.4E6 N /m2 
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 Figure.3.14 : Présentée la variation de la pression pendant le processus de soudage 

        Temps (s) 

  
Pression  

(N/mm^2) 

t = 9 t = 10 t = 25 t = 40 t = 55 t =70 t = 80 

6P 2.4 10   

       

6P 3.4 10   
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6P 4.4 10   

       

6P 5.4 10   
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3.2.1.1.2.3. Discutions : 

La visualisation des contours de la température dans deux tiges cylindriques pour les 

différents paramètres considérés dans le cadre de ce travail est illustrée dans les figures :(3.12) 

présentes la distribution de la température dans l’interface de la soudure pour différentes valeurs 

de la vitesse de rotation. Et (3.13) illustre la distribution de la température pour différentes 

valeurs de pression de frottement. 

1.  Il ressort clairement de ces figures que les dix premières secondes constituent le temps 

d'approche. Au fil du temps, la densité de chaleur augmente jusqu'à atteindre sa valeur 

maximale qui est comprise entre 560 et 1700 °k. Cela dépend de la vitesse de rotation et 

de la pression de frottement applique. En raison de l'augmentation du mouvement relatif 

entre les deux pièces. Cette phase s'appelle phase de frottement, puis la phase de forgeage 

démarre. Dans cette phase, la température chute rapidement. En raison de la libération 

d'un élément rotatif et arrêté rapidement. 

2. Pour l'analyse thermique dans les figures (3.11) et (3.14). Dans les métaux dissimilaires 

indiquent que la variance de la température est très grande. Comme les métaux à des 

conductivités supérieures sont des températures très élevées par rapport aux métaux à 

faible conductivité. 

3. Les mêmes observations (3 et 4) dans le modèle des métaux similaires. 
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Le soudage par friction rotatif est un procédé utilisé pour assembler les métaux similaires 

et dissimilaires. Les principaux résultats de l'étude réalisée durant ce travail peuvent être 

résumés comme suit : 

 Nous avons discuté de la solution d'une équation de chaleur dans le cas de soudage par 

friction rotatif dépendante du temps appliqué à une coordonnée cylindrique avec des 

conditions initiales et frontière qui imposée par la référence [32], Il a été découvert que la 

solution de l'équation est présente dans la solution de l'équation différentielle ordinaire, 

homogène pour la variable  ,   et   . Et la solution de l'équation différentielle de Bessel 

pour la variable  . Dans lequel Les constantes doivent être déterminées en appliquant 

des conditions aux limites et initiale.   

 Aussi dans ce travail, nous avons présenté un model numérique pour la simulation du 

soudage par friction rotatif .il s’agit d’un modèle de conduction de chaleur 3D 

axisymétrique implanté sur le code de calcul éléments finis COMSOL multiphasiques. 

L’étude a été centrée principalement sur la distribution de température dont deux tiges 

cylindriques soudent par friction dans les métaux similaires et dissimilaires. Plusieurs 

paramètres ont été testés lors de la modélisation sous COMSOL (pression, vitesse de 

rotation et le temps).  

 Nous avons noté que la densité de chaleur est proportionnelle à la vitesse de rotation et la 

pression de frottement. 

 Nous remarquons que la vitesse de rotation est un paramètre sensible de processus de 

soudage et que la pression effet significatif. 

Qualitativement. Les simulations numériques réalisées nous ont permis d’obtenir une 

bonne corrélation entre les résultats calculés et ceux obtenus par la référence A. Dawood et all. 

 

conclusion 
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Résumé : Durant ce travail, nous avons mené une étude théorique et numérique de problème thermique 

engendré lors d’une opération de soudage par friction rotatif dans les matériaux similaires et 

dissimilaires. L’objectif est de présenter une nouvelle caractéristique pour l'estimation du profil de 

température dans la pièce au cours du soudage. Les équations du modèle de Transfer de chaleur dans le 

soudage par friction rotatif sont résolues de façon analytique par la méthode de séparation variable. 

Ensuite, L’analyse thermique de conduction de chaleur 3D a été réalisée à travers une simulation 

numérique via le logiciel COMSOL Multiphysics. Puis, on étudie l’influence des différents paramètres 

de soudage (vitesse de rotation et pression de frottement) Durant le temps. Le profil de température a 

comparé avec celle des résultats dans la référence [Abu Bakar Dawood and all, Thermal Model of Rotary 

Friction Welding for Similar and Dissimilar Metals]. 

Mots clés : Soudage par friction rotative, Simulation COMSOL, Méthode de séparation variable, métaux 

similaire, métaux dissimilaires. 

 

Abstract: During this work, we conducted a theoretical and numerical study of the thermal problem 

generated during a rotary friction welding operation in similar and dissimilar materials. The objective is 

to present a new feature for estimating the temperature profile in the work piece during welding. The 

heat transfer model equations in rotary friction welding are analytically solved by the variable separation 

method. Then, the 3D heat conduction thermal analysis was performed through numerical simulation 

via COMSOL Multiphysics software. Then, we study the influence of the different welding parameters 

(rotation speed and friction pressure) over time. The temperature profile was compared with that of the 

results in the reference [Abu Bakar Dawood and all, Thermal Model of Rotary Friction Welding for 

Similar and Dissimilar Metals]. 

Key words: Rotary Friction Welding, COMSOL Simulation, Variable Separation Method, Similar 

Metals, Dissimilar Metals. 

خلال هذا العمل، أجرينا دراسة نظرية ورقمية للمشكلة الحرارية الناتجة أثناء عملية اللحام بالاحتكاك الدوار في مواد متشابهة  الملخص:

وغير متشابهة. الهدف هو تقديم ميزة جديدة لتقدير ملف تعريف درجة الحرارة في قطعة العمل أثناء اللحام. تم حل معادلات نموذج نقل 

في اللحام بالاحتكاك الدوراني تحليلياً بطريقة الفصل المتغير، ثم تم إجراء التحليل الحراري للتوصيل الحراري ثلاثي الأبعاد  الحرارة

ثم ندرس تأثير معاملات اللحام المختلفة )سرعة الدوران وضغط  .COMSOL Multiphysicsمن خلال المحاكاة العددية عبر برنامج 

النموذج الحراري للحام  ،واخرين تمت مقارنة ملف درجة الحرارة مع النتائج في المرجع ]أبو بكر داودالاحتكاك( بمرور الوقت. 

 الاحتكاك الدوراني للمعادن المتشابهة وغير المتشابهة[.

 ، طريقة الفصل المتغيرة، المعادن المتشابهة، المعادن غير المتشابهة.       COMSOLلحام الاحتكاك الدوراني، محاكاة  كلمات مفتاحية:

 


