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R : Ensemble des nombres réels.

R™ : Espace euclidien de dimension n.

dx : Mesure de Lebesgue de dimension n.

p : Désigne I’exposant conjugué de p.

X' : Le dual de X.

X" : Le bidual de X.

(.,.) : Le crochet de produit scalaire.

(.,.) : Le crochet de dualiteé.

L7 () : L’espace des fonctions localement intégrable.

C.(€2) : L’espace des fonctions continues.

C>(Q) : L’espace des fonctions indéfiniment dérivables.

P(£2) : L’espace des fonctions exposant.
LO() : L’espace des fonctions mesurable.
X : Espace vectoriel.

X, : Espace modulaire.

PT :=sup,qess p(z).

P~ :=1inf,cqess p(x).

LP)(Q) : L’espace de Lebesgue généralisée.
Pop = min{p(z),in ficq, ,p(t)}.

Py o= max{p(x), supeq, . p(t)}-

Qo =]27" 2, 27",

NOTATION



INTRODUCTION

Les espaces de Lebesgue a exposant variable sont apparus dans la littérature pour
la premiére fois en 1931 dans un article de W.Orlicz [16], la premiére recherche systé-
matique a été effectuée en 1950 par H.Nakano[15], puis poursuivie par I.Musielak
[14]. Tl n’est pas évident de remplacer p par p(.) dans la définition usuelle de la norme
dans LP(Q2). Cependant, les espaces de Lebesgue peuvent étre considérés comme des
cas particuliers des espaces d’Orlicz qui appartiennent a une plus grande famille des

espaces dits modulaires.

Au cours des derniéres décennies ’exposant variable de ’espace de Lebesgue
L*0) a fait 'objet de recherches actives stimulés par le développement des études
des problémes d’élasticité, dynamiques des fluides, le calcul des variations et des

équations différentielles.

L’inégalité de Hardy a été publiée et prouvée pour la premiére fois en 1920, par

une mathématicien britannique Godfrey Harold Hardy dans une note de Hardy.

Dans ce mémoire, on va voir une inégalité du type de Hardy dans LP(), en
particulier du travail de R.A.Mashiyev, B.Cekig¢, F.I.Mamedov [13], qui est
une généralisation de I'inégalité de Hardy dans les espaces de Lebesgue classiques.
Cette inégalité est donnée dans le sens suivant :

Soient p(.), q(.) et «(.) des log-Hélder continus a 'origine et a l'infini. Si

/

d:=1—a*(p”) >0 (1)

ol oy, = maz{a(r),supiq, , a(t)}, 1 <p~ <p(z) <g(r) < g <ooet

—o00 < o~ < a(x) < 0o pour z €]0, 0], alors il existe une constante C' > 0, telle que



INTRODUCTION 0.0

1 1
wa(:v)— T 2@ u(m)

2@y (z)

<C|

q(x) p(z)

pour toute fonction absolument continue u sur [0, co[ avec u(0) = 0.

Ce mémoire est divisé en trois chapitre :

— Dans le premier chapitre, on donne des rappelles sur les espaces de Lebesgue,

quelques propriétés, puis quelques inégalités de Hardy dans LP.

— Le deuxiéme chapitre contient un apercu sur les espaces modulaires et quelques

propriétés de base des espace de Lebesgue a exposant variable.

— Dans le troisiéme chapitre, on a étudier I'inégalité de Hardy dans I'espace de

Lebesgue a exposant variable LP().



CHAPITRE 1

INEGALITE DE HARDY DANS L’ESPACE L”

Dans ce chapitre on va faire des rappels sur I'espace de Lebesgue classique LP et
on donne quelques propriétés essentielles, puis 1'inégalité de Hardy dans cet espace.
Nous nous référons dans ce chapitre a [1], [2], [3], [4], [9], [10], [17], [18].

1.1 Espace de Lebesgue

Définition 1.1.
Soit p € R avec 1 < p < 400, on note LP(2) I'espace des fonctions mesurables
intégrables sur €2 a valeurs dans R”.

Pour p # oo, on pose

LP(Q) ={f:Q — R: f est mesurable et |f|’ € L' (Q)}

1= (] |f<x>|pdx)’1’ |

L>*(Q)={f:9Q — R: f est mesurable :3C > 0 telle que |f| < C p.p sur Q}

muni de la norme
Et pour p =00, on a

et
Ifllo = nf{C : [f(2)] < C p.p sur Q.

Ezxemple 1.1.

Soit la fonction f définie sur ]0, +oo[ par

1
flw) = 2(1+ |In(z))?"

D



1.1. ESPACE DE LEBESGUE 1.1

On a f € L'(]0,1]) mais f ¢ LP(]0,1]) pour 1 < p < cc.

Par changement de variable y = — alors
x

/Olf(x)da: = /0+£1_1n37 dx
:/ 1+lny
[

Par suite f € L'(]0,1]) et ||f]|;. = 1.
Pour tout p > 1. Comme z | f(z)[" ~ m, quand x tend vers 0.

1
xgr(lﬁx\f( 2l xi}(l]* xP~(Inz)? oo

c
Donc il existe une constante réelle ¢ > 0 telle que |f(x)[” > — pour tout = €]0, a]
x

avec a€]0, 1], et
1 a
1
|f(2)]? dx > c/ ~dx = 400,
0 o T

par suite f ¢ LP(]0, 1]).

Théoréme 1.1.

LP est un espace vectoriel et ||| ;,est une norme pour tout 1 < p < co.

Démonstration.
Les cas p =1 et p = oo sont évidents.

Supposons que 1 < p < oo et soient f,g € L. On a

(@) + g(@)” < (If (@) + [g(@) )" < 2°(f ()| [9(2)[").

Par conséquent f + g € LP. D’autre part on a
£+ 9l = [ 1£49r IFw gl < [ 17+ ol 01+ [ 17+ 9l ol
Q Q Q
Or |f+g| ~! e L7 et grace a l'inégalité de Holder on obtient

-1 -1
I+ gllze < I+l 1l + 11+ gllze gl -



1.1. ESPACE DE LEBESGUE 1.1
Donc
1f+ 9l < Nl + N9l -
O
Théoréme 1.2.

Soit Q un ouvert de R" et 1 < p < oo donc LP(QQ) est un espace de Banach.
Démonstration. (on peut voir|2]). O
. . / . 1 1
Soit 1 < p < +o00, on désigne par p l'exposant conjugué de p telle que — + — = 1.

p p

Proposition 1.3. (Inégalité de Holder)
Soient f € LP(Q) et g € LP () avec 1 < p, p' < +o0 alors fg € L*(Q) et

/Q Folde < 11 llgll,

Démonstration.

Pour le cas p = 1 ou p = oo, supposons p = 1 donc f € L' et g € L™ telle que

[slas< [ \rliglaz,

et comme on a |g| < ||g, alors

d d
/ﬂ folde < gl / fdz
gl 171

IN

Donc l'inégalité est vérifiée.
Soit 1 < p < oo, appliquons I’inégalité de Young qui dite
solent a,b € Ry et p,p’ €]1, 0] tels que }D—l— 1% =1, alors

1 1
ab < —a” + =0 Ya > 0,b > 0.
p p

On sait que la fonction In est concave, on a

v

1 1., 1 1 ,
ln(—ap—t——/bp) —lnap—l——,lnbp

p p D p
> Ina+1Inb=In(abd).



1.1. ESPACE DE LEBESGUE 1.1

Donc . .
@) < 1@+ g(@)]” pp,zeQ.

Il en résulte que fg € L' et que
de = ||f < —1 Py —1 P 1

Donc d’apres (1.1)
L Si[[f]l, =0 ou [|g]l,, = 0, I'inégalité est vérifice.
2. Si||fll,=1et|gl, =1, donc

1 1
/Q folde < - = 1=, gl -

3. Si ||f||p > 1et ||9||p/ > 1, on pose I’ = ijllp et G = IIgﬂp/ alors ||F||p =1et
1G], = 1, donc

Ifgl

IFG, = <1
b

Alors |[fglly < (171, lgll,,-

Remararque 1.1.

Le cas particulier ou p = p’ = 2 dans l'inégalité de Holder, donne 'inégalité de

[ \rslds < </Q|f|2d:zc)é ([ Iglzdx)%.

Proposition 1.4. (Inégalité de Minkowski)
Soient f et g de LP(Q), alors f+ g € LP(Q) et

Cauchy Schwartz :

f+g <l fllp+ 19l

Démonstration.

Sip =1, on a l'inégalité suivante

|f+al < [f]+ gl



1.1. ESPACE DE LEBESGUE 1.1

Par l'intégration, on obtient

If+glly < 11+ Mgl -
Sip=o00,o0na
1f + glle =sup|f + gl < sup|f|+suplg| < [|fll + 9]l -
zeQ z€Q e
Maintenant, pour 1< p < oo, on a

If + 9l < [f1+ gl

Donc, on peut écrire
|f + 9" < (If1+ lg])"-

Alors
|f+al” < (1f1+1gD)” < 2°(1f7 + [g]")-

Donc f+ g € LP.

Comme p > 1, on peut écrire

f+9l” = |f+gllf+g"
< fIIf+glP gl |f +aP

En intégrant 1'inégalité :
[l earar< [15+grs1de+ [ 17+ gl da
Q Q Q

En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

I ol < ([ 17+ 0ae)” ([1eras) s ( [1r4aroa)

Soit p’ 'exposant conjugué de p

=

([ora)}

alors



1.2. QUELQUES PROPRIETES DE L’ESPACE L* 1.2

Donc
p—1

Ir+alp< ([ 1r+ar) ™ (151, +lal,).

1 +gll, < WIf1l, + gl -

et

Remararque 1.2.
1
Pour 0 < p < 1, application f +— (fQ |f|pdx) » n’est pas une norme, mais une quasi

norme car l'inégalité triangulaire n’est pas vérifie (Minkowski).

1.2 Quelques propriétés de ’espace L?

Dans cette section, on va donner quelques propriétés de base de l’espace de

Lebesgue.

Proposition 1.5.
Soit 1 < p < q < o0, si  est de mesure finie(|2] < oo) alors LI(S2) s’injecte
continument dans LP(€),

LUQ) € LP(Q).

Démonstration.

Soit 1 <p <g<ooet fe LYNQ), on applique l'inégalité de Holder avec les exposants

. , g r_
conjugués r = — et v’ = , alors
q—p
1= [ 1r@rae < ([ 1r@piar) ([ efae) © <piglar.
Q Q Q
Donc
Par conséquent f € LP(Q). O
Remararque 1.3.
Si la mesure de ) n’est pas finie alors
LY(Q) & LP(2) et LP(2) € LY(DD).
Exemple 1.2.
1
Si f est une fonction définie sur |1, +oo[ par : f(z) = —. On va montrer que
xa

10



1.3. DUALITE, REFLEXIVITE ET SEPARABILITE 1.3

feLiQ),ona
o0 o0 1

D’apres l'intégrale de Riemann, on a g > 1 donc av > %.
Sit>a>1alors
P q
feLs et f¢&LP
Remararque 1.4.

Pour p = 2, espace L*() est un espace de Hilbert, muni du

<ﬁmmmwaéfmmme Vg e LX),

1.3 Dualité, réflexivité et séparabilité

Proposition 1.6.

Soit X un espace vectoriel normé. Alors, X est isométriguement isomorphe a un
sous espace de son bidual X" . Plus précisément Uapplication Jx : X — X" définie
par Jx (z)(¢) = ¢(z) est une isométrie linéaire.

L’isométrie Jx : X — J(X) C X" est appelée Uinjection canonique de X dans X .
Démonstration. (On peut voir[2]). O

Les théorémes suivants vont nous permettre 'identifier le dual topologique des
espaces LP.

Théoréme 1.7. (Représentation de Riesz)
Soit 1 < p < +o00 et p son exposant conjugué. Soit p € (Lp)/, alors il existe un

unique u € L7 tel que o =0, c’est a dire

WJv:/ﬁﬁ Vi e L.

De plus on a
lull = llell Loy -
Ce théoréme est important, car il permet de représenter toute forme linéaire
continue sur LP & I’aide d’une fonction de Lp/, tel que l'application ¢ — u est un

opérateur linéaire isométrique et surjectif qui permet d’identifier le dual de LP & LP .

Théoréme 1.8.

Soit p € (L)', alors il existe un unique u € L™, tel que

Wsz/@ﬁ vieL

11



1.3. DUALITE, REFLEXIVITE ET SEPARABILITE 1.4

De plus, on a
[ull oo = NIl 21y -
Ce théoréeme permet d’identifier le dual de L' a L.

Remararque 1.5.
En particulier 'espace de Hilbert L2(Q) est isomorphe & son dual topologique (L?(£2))’
pour tout forme linéaire continue ¢ : L?(2) — R, il existe un unique f € L*(Q) tel

que

olg) = / f9={f.q)1e

Ou (., .)z2 est le produit scalaire de L.

Définition 1.2. (Espace réflexif)
Soit J : X — X, un espace normé X est dit réflexif si J est surjective de X dans

"

X" clest a dire J(X) = X

Théoréme 1.9.

Soit X un espace de Banach tel que X' est réflexif, alors X est réflexif.

Démonstration. (On peut voir [2])

O
Proposition 1.10.
1. L’espace LP est réflexif pour 1 < p < oo.
2. L' et L™ ne sont pas réflexifs.
Démonstration. (On peut voir [2]) O

Définition 1.3. (Espace séparable)
Un espace normé X est dite séparable s’il contient une partie F© C X dénombrable

et dense.

Théoréme 1.11.

Soit X un espace de Banach tel que X' est séparable, alors X est séparable.
Démonstration. (On peut voir [2]) O

Proposition 1.12.
1. L’espace LP est séparable pour 1 < p < +00.
2. Tout espace de Hilbert est séparable.

Démonstration. (On peut voir [2])

12



1.4. CONVOLUTION, REGULARISATION ET DENSITE 1.4

1.4 Convolution, régularisation et densité

Définition 1.4. (Convolution)
Le produit de convolution de deux fonctions f et g réelles ou complexes, est la

fonction si elle existe qu’on note par f * g, définie par :

frg(r)= - flz —y)g(y)dy.

Le théoréeme suivant nous donne une estimation du produit de convolution de

deux fonctions dans LP.

Théoréme 1.13.
Soient f € LY(R") et g € LP(R") avec 1 < p < oo, alors pour presque tout x € R™ la
fonction Y — f(x —y)g(y) est intégrable sur R™. de plus

frgeLP(R") et ||f*gllpy <l llgllze -

Définition 1.5. (Support)

Soit €2 C R™ un ouvert et soit f une fonction définie sur €2 a valeurs dans R. On
consideére la famille de tous les ouverts (w;)ier, w; C §2 tels que pour chaque i € 1,
f =0 p.p. sur w;. On pose w = |J,c; wi, alors f = 0 p.p sur w et par définition,

suppf = Q \ w.

Proposition 1.14.
Soient f € L' et g € LP. Alors

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Théoréme 1.15. (Régularisation)
Soient f € C.(R") et g € L}, .(R") alors f * g € C(R").

Proposition 1.16.
Soient f € CH(R") et g € L}, (R") telle que k un entier, alors :

frxgeCERY) et DY(fx*g)=(D)*g, aveclal <k
En particulier si f € C(R™), alors f g € C*(R").

Théoréme 1.17. (Densité)
L’espace C.(2) est dense dans L'(Q), c’est a dire :

Vfe LY Q) et Ve > 0,3f1 € C(Q) telle que || f — fill;: <e.

13



1.5. INEGALITE DE HARDY : CAS CONTINUE(INTEGRALE) 1.5

Remararque 1.6.

— L’espace C.(€2) des fonctions continues & support compact est dense dans LP(£2)

pour 1 < p < 0.

— L’espace C2°(£2) des fonctions indéfiniment dérivables & support compact est

dense dans LP(Q2) pour 1 < p < o0.

— L’espace C2°(2) est dense dans le sous espace de L™ des fonctions bornées qui

tendre vers 0 & 'infinie.

1.5 Inégalité de Hardy : cas continue(intégrale)

Théoréme 1.18.
Soient p > 1 et f(x) > 0 mesurable sur |0, +oo[ alors on a

/OOO (% /Oxf(t)dt)pdg; < (%)p/f (o), 12)

p
avec la constante By = (%) est optimale.

Démonstration.

Posons pour tout « > 0

0= [ s
et notons que pour presque tout x € [0, o0]

OF?(x)

g ) (),

Pour @ > 0 et A < oo arbitraires on a

/aA (@)pdx b aA P2 g,

T p—1

Alors en intégrant par partie, on obtient :

/aA (Mydx _ AR N P F(a)” Ll . /QA xlfpan(x)dx

x p—1 p—1 1— ox

alpr(a)P_i_ p /aA <F(x))p_lf(x)dx. (1.3)

p—1 p—1 x

14



1.5. INEGALITE DE HARDY : CAS CONTINUE(INTEGRALE) 1.5

D’autre part d’aprés l'inégalité de Holder, on a

/aA (#)H fz)dr < (/A (@)pdﬂf) P% (/A f(l’)pda:); L (14)

Considérons maintenant J tel-que 0 < a < § < A et appliquons les inégalité (1.3)
et (1.4) & F(x) — F(a) au lieu de F(x)

[ (P ([ o) (] (P20 )
D’ott (/aA <M)pdx) <_(/ i pda:) |

et a par suite

[

On a

Donc

(] (B ) (] (2 ) 2 [ v

Pour montrer que la constante B; est optimale, soit C' > 0 une constante arbitraire

/OOO (i /Omf(t)dt)pdx <cC Ooof(@pdx_

p
Montrons que C' > ( 1) )
p—

Si f est non identiquement nulle on a

0 » WG LSO e

B fo de

telle que :

S| =

Choisissons € > 0 telle que ¢ < p — 1 alors (% +1> 0> et considérons dans

15



1.5. INEGALITE DE HARDY : CAS CONTINUE(INTEGRALE)

I'inégalité précédente la fonction

fa) = O,HE six € [0,1]

xr stz €[l 00l

On a d’une part

1 1 x P o0 1 T p
N = / (—/ 1dt) da;+/ (—/t?dt> dz
o \TJo 1 T Jo
1 - —1—¢
(G=r)

et d’autre part :

D = /1dx+/ 71% dx

= 14+ =
€
D’ou
1
oo T
- 1+1
1
_ e
B e+1
Quand ¢ — 0, on obtient
c > !

p
Ce qui implique que B; = (ﬁ) est optimale.

16



1.5. INEGALITE DE HARDY : CAS CONTINUE(INTEGRALE) 1.5

Théoréme 1.19. (Inégalité de Hardy dans l’espace LP(0 < p < 1))

Considérons [inégalité de Hardy :

/0 h G /0 ' f(t)dt)px"‘dx < B, /O " f@)Patda. (1.5)

1. Sip>1eta<p—1, alorsil existe By > 0 telle que l'inégalité (1.5) soit vérifiée.
p
Vf > 0 mesurable sur ]0,00[ ou la constante optimale est By = (%) .
p—1—a
2. Sip>1eta>p—1, alors VYBy > 0 l'inégalité (1.5) ne peut voir lieu.

3. S5i0<p<1etacR (arbitraire) alors VBy > 0 l'inégalité (1.5) ne peut voir

lieu.

Démonstration. (on peut voir|[12]). O

17



CHAPITRE 2

ESPACE DE LEBESGUE A EXPOSANTS VARIABLE

L’objectif de ce chapitre est de donner quelques définitions et propriétés des espaces
de Lebesgue a exposant variable LP(), qui généralisent les espaces L classiques lorsque
I'exposant p n’est pas une constante, mais une fonction p(.) : Q@ — [1, 00]. Nous
nous référons a [5], [6], 7], [11].

2.1 Espace modulaire

Définition 2.1.
Soit X un espace vectoriel sur R, I'application p : X — [0,00] est dite semi

modulaire sur X si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. p(0) =0.

2 p(—f) = plf) VfeX.
3. (p(Af) =0 VYA>0)= f=0.
4. X — p(A\f) est continue a gauche sur [0, 00[, ce qui signifie que pour tout

f e X (cest adire limy_,1- p(Af) = p(f) VfeX).
5. p est convexe pour tout f,g € X et Va € [0,1],

plaf + (1 —a)g) < ap(f)+ (1 —a)p(g).

Définition 2.2.

Un semi modulaire p est dite modulaire si :

p(f)=0=f=0.

18



2.1. ESPACE MODULAIRE 2.1

Exemple 2.1.
Soit @ CR" et 1 < p < 00 alors

Mﬁ:[]ﬂmwm,

définit un modulaire sur L°(Q2) ou L°(Q) est 'ensemble de classe d’équivalence a des

fonctions mesurables sur €.
e Ona0e L%N)et
p(0) = / 0] dz = 0.
0

e Soit f € LY(Q), alors —f € LY()
) = g
o) = [ 1=
SALEE
Q
p(f).
e Soit f € LY(Q) et
PO\ f)=0 o /|)\f|pda::0 YA > 0
Q

N )\p/]f|pdx:0 VA > 0
Q

= /|f|pdx:0 (puisque A’ > 0)
Q

= f=0 p.psurQ (propriétés d’intégrale).
e Soient f € L%(Q), A €]0,1]
) B ) »
A—lz{g\<1p<>\f) N A—lgg\<1/9 |>\f| dr
~ [1fras
Q
p(f)-
e Soient f € L%(Q) et a € [0, 1],

plaf +(1-a)g) = Akﬁ+u—awwm

IN

a/ |fIPdx+ (1 — a)/ lg|" dz  (D’apres proposition (1.4))
Q 0

19



2.1. ESPACE MODULAIRE 2.1

Donc

ploaf + (1= a)g) = ap(f) + (1 — a)p(g).
donc p(f) est semi modulaire, pour que p(f) soit modulaire il faut que

p(f)=0= f=0donc
 p(f)=0= [|fPde=0=f=0 pp

Proposition 2.1.

Soit p un semi modulaire sur X, alors pour tout f € X, on a

p(0F) < 0p(f) VO € [0,1].

Démonstration.

Par la convexité de p et le fait que p(0) =0

p(0f) = p(0f+(1—0)0)
< Op(f) + (1 —0)p(0),

alors

p(0f) < 6p(f).

Définition 2.3.

Si p est un modulaire sur X, alors
X,={feX:3IX>0,p(\f) < o0}

est appelé espace modulaire associe a p.

Proposition 2.2.
— fe X, siet seulement si lim p(Af) = 0.
A—0
— Si p est un semi modulaire sur X. Alors X, est un espace vectoriel sur R.
Théoréme 2.3.

Soit p un semi modulaire sur X. Alors X, est un espace normé par la norme

Luxembourg donné par :

Hﬂuzmﬂk>0m(§)g1}
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2.2. FONCTIONS EXPOSANT 2.2

Proposition 2.4.
Soit Q CR", 1 <p<oo etsoit feLP(Q)\{0} on a

o(f) = / @) de,

alors

1l = A p ({) 1

Démonstration.

Supposons || f||;, = A, on obtient

(5)- 1,

p

v /
dr = [ |— | @
/Q (fo IFI)7
1 p
p— —— d p— .
fﬂ|f|pdx/g’f‘ v=1

AN :
Inversement supposons que p )= 1, on trouve :

@)1~ [
Q
= %/ﬂ|f|pdx:1
Pde = NP
= /Qm .

1

S A= ( / |f|pdx)” 1l

f
||f||LP

2.2 Fonctions exposant

Définition 2.4.
On note P(2) 'ensemble des fonctions mesurables sur © a valeurs dans [1, 400].
Alors P(2) est appelé 'ensemble des fonctions exposant.

On définit les trois sous ensembles suivants :

op) = {z € Q:p(x) = o0},
R = {z e Q:pla) =1},
P = {2 eQ:1<plx) < oo}
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Théoréme 2.5.

Soit p(.) € P(R2), alors
po) = [ 1P e
0\ Qe

définit un modulaire sur l'espace des fonctions mesurables L°(SQ).

Démonstration.

Soit X = L%(Q), on a

[0, +o0]

Pp() : X —
[ ppy= fQ\QOO |f<x)|p(m) dx + ||f||L°°(Qoo)

® pp()(0) = fQ\QOO |O’p(1) dx + ||O||L°°(Qoo) =0.
e Soit f € X alors —f € X

p(=f) = / = £ da + 1~ e
O\ Qoo

- / P do 4+ i
O\ Qoo
= pp(y(f)-

e Soit f € X on a

Py (M) =0 < - IMPD da + [ Af |l gy =0 VA > 0.

= u/ NP dar =0 YA>0 et [[Af]l i, =0 YA>0.
N\ Qoo

= f=0ppsurQ\ Qe et f=0 surQy.
= f=0 p.p surf.

e Soit ky(z) = AP@ | £[P®) 11 est clair que

lim  ky(z) =  lim X [fP@

A—1,A<1 A—1,2<1

= P, 2 € 0\ Qu.
On sait que A < 1 ce qui donne
NP < | f2)x € Q) Q.
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2.3. ESPACE L*0 2.3

D’aprés le théoréme de la convergence dominée

lim NP de = / lim AP da
Q

)\*}1,)\<1 Q\Qoo \Qoo )\*}1,)\<1

_ / F@)P dr.
O\ Qoo

Alors
. . . p(z) ;
/\—I}{g\dp()\f) N A—Ig{}\d N\ Qoo ’)\fl dx+A—l>l{g<1)\HfHL°°(Q°°)
_ / P
= pp()(f)-

e La quantité

oo (f) = / P do+ [l i
O\ Qoo

est convexe car elle est la somme de deux quantités convexes, telle que(| f| o o est

|p(l‘

une norme donc convexe et fQ\Q |f ) dz est convexe).
oo

e Soit f € X,ona

p)() =0 £ do 4 11f [l ey = 0
O\ Qoo
[ 1@l a=vet £, =0
N\ Qoo
f(@)=0pp sur(Q\ Q) et f=0p.p surQy
f=0pp sur(Q\Qu) et f=0p.p sur Qe

$d ol

f=0p.p sur.

Donc

Pp(-)(f) =0= f=0.

2.3 Espace LV

Pour la définition des espaces de Lebesgue a exposant variable, il est nécessaire

d’introduire la classe des exposants.
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2.3. ESPACE L*0 2.3

Définition 2.5.
On définit pour tout p € P(Q, u) :

pT =supess p(z) et p~ = inf ess p(z).
e CCEQ

telle que Les fonctions p € P(Q) sont appelés exposants variables sur €.

Remararque 2.1.

Si p™ < oo, alors on appelle p un exposant variable borné.

Définition 2.6.
Pour p € P(1), on définit p* € P(Q), par

La fonction p’ est appelée I'exposant conjugué de I'exposant variable p.

Définition 2.7.

On définit espace de Lebesgue a exposants variable LP() par :
LPO(Q)={f, f est mesurable, Pp()(Af) < oo pour certaines A >0 },

muni de la norme de type Luxembourg

1l = nf{A > 0, py) (§) <1}, 2.1)

Ezxemple 2.2.
1 e
Soit Q =0, 1[, p(z) = - et f(z) =4""2~2 donc

/Q\f(?UNp(x)d;z: — /01 4753
= /01 ‘4_193_%

1
*dx

dx

do f € LM)(Q).

Remararque 2.2.

Dans le cas ou p(z) = p € [1,00] est une constante alors le choix optimale dans
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2.3. ESPACE L*0 2.3

Pexpression (2.1) est A = ||f||,, c’est a dire Pespace LP)(Q) coincide avec 1’espace

de Lebesgue classique LP(£2).
Ezxemple 2.3.

Soit 1 < p < oo alors 'espace modulaire :

L) = {feLQ):3Ix>0,p\f) = /Q INf(2)]P dz < oo}

= {fel’Q): /\linop()\f) = Alin()/ﬂ IAf(x)|” dz = 0},

coincide avec 'espace de Lebesgue classique LP(£2).

e Soit f € LP(Q) alors f € L°(Q)

/Q\f(a:)\pda: < 0.

Donc il existe A =1 telle que

M) = / (@) de < oo

Ce qui implique que f € Lg(Q).
e Inversement, soit f € L9(Q) alors f € L°(Q) et 3A > 0

o) = /Q AP da
= W [ |fPde < 0.
/Q P dz < oo

Ce qui donne

/ |f|? dx < oo.
Q
Ce qui signifie que f € LP(Q).

Alors I'espace LP(Q) coincide avec espace L)(Q).
Proposition 2.6.
Soit p(.) € P(Q) et pyay(f) = [y I da, avec pt < .
1. SiA>1,0na
N p(f) < p(Af) < W p(f).

2. Si0<A<1,0ona
N p(f) < p(Nf) < N p(f).
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Démonstration.

1. Pour le cas A > 1, supposons que

< A\P(@) < AP

|p(93)

On multiplie les membres de I'inégalité par le terme positif |f|"", et on intégre

Na / PP do < / @) | P gy < AT / P da
0 Q Q
Et comme on a p,u)(f) = [, |fIP™) da, alors
N p(f) < p(Af) < W p(f).
2. Pour le cas A\ < 1, supposons que
pt < oo.

On a

+

< \PE) < NPT

|p(9&)

On multiplie les membres de I'inégalité par le terme positif | f|"*, et on intégre

AP / |f|p(1) dr < / A\P(®) |f|p(x) dr < \P~ / |f|p(x) dz.
Q Q Q

Et comme on a p,u)(f) = [, 1P da, alors

N p(f) < p(Mf) < N p(f).

Proposition 2.7.
Sipt(Q\ Qo) < 00, alors pour A > 1, on a

pON) < W=D p( 1),

Démonstration.
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2.3. ESPACE L*0 2.3

Pour A > 1,0n a
NP < )\p+(Q\Qoo)7 z€Q\ Qo

On multiplie les membres de I'inégalité par le terme positif | f(z)|” (x), et on intégré
sur Q \ Q, on obtient

[ v s@pas [ e ppe
O\ Qoo

O\ Qoo

On rajoute le terme A || f| .« (q. ), alors

foo XD M < [ TP A o,
N\ N\ Qoo

Donc

pONS) S NPTEND=) ().

Proposition 2.8.
Si f € LPO(Q) et || f]l oy > 0 alors

f
PrC) (anM)) =t
wo (1) =
AT

Pour toute f € LPY)(Q) non nulle, si et seulement si p*(Q2\ Qo) < 00

De plus

Démonstration.

— On prend une suite (\,) décroissante qui converge vers || f{| ;uw) q), dolt la suite

(lf |> est croissante et converge vers , d’aprés le lemme de Fatou et

An HfIIL @) ()’
la propriété (limp(Af) = p(f) Vfe X):

p(x) p(x)
/ (W) d:c<hm/ (‘f’) dr < 1.
Lr(z)

Finalement on a F
o) | ) < 1.
o) (u f HWW)
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2.3. ESPACE L*0 2.3

f(=z)

x)
o | T dx tel que

— Soit 0 < A < || f|l 1pte) (), Posons k = fQ\Q

+

£l Lo )\ *
_— k<1.

On a
p<>(i>:/ S gy / g P,
AN o0 A 1 £l Lo @)
< <|f ”LPWQ)) / f(z) p(x)dx
N O\ Qoo @) (Q)

_ <||f||LP >(Q)) ( f(zx) )
SENTIPEYA

p(z)
Si Pr(.) <|f”L—P<:¢>(Q)) < 1 alors Pp(.) (X) < (+® Car

- f
1|y = int{A, tel que py (X <1}

Donc pp, ( ) <1, et on peut trouver || f|| o)) < A qui contredit la définition

)
ooy | 77— ) = 1.
Po (anm@

)
Pp(. <L

7 (IIfIIme

)
ooy | ——— ) = 1.
7 (Hfr\mm)

de HfHLP(I)(Q) alors

Et comme on a

Alors

Remararque 2.3.
Soit p(.) € P(£2) alors

P)"=wm) e @O)-=0).

Dans la proposition suivante on donne une version de 1'inégalité de Holder dans

les espaces a exposant variable.
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2.3. ESPACE L*0 2.3

Proposition 2.9.
Pour tout f € LP™(Q) et g € LP @)(Q), on a fg € L*(Q) telle que ﬁ + A= =1

p (x) ’
de plus :
| @t de < 6l gl
ol
L el + el + x|l
Cp = — — — X || 00 Xl 1,00 X Qoo |l 7,00 -
P pt L L L
Démonstration.

le cas z € €,

On peut supposer que || f||,,) # 0, |g]l,/ ) # O et ona:|f(z)| < ocoet [g(z)| < oc.

telle que
G) - e ()
- = supess| —
p zeQ p(f)?)
B 1
"~ infueqessp(x)
1
=
On pose a = ”]L’;‘(x)(') et b= ”g”( 2)| , en tenant compte de 'inégalité de Young
LP P ( )

@ P @
+ —
p(z)  p(x)

)

ce qui donne :

P (x)
f(@)g()] 1 ( K )“@ 1 9]
d d
[;Hﬂumwmm/m ro= /ﬁ 2@ \lwo ) 7@ \Tal0 !

1 /
<
= p—”<ufmﬂ> p(nmupu>

A

Et puisque :
f g
Po. <1 py | ] <1,
“><nﬂqu YO \lgll e
avec
11 1
()~ (pt) p*
B 1
-t
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2.3. ESPACE L*0 2.3

Alors, on trouve

/ BACOICOI i_+1—i+. (2.2)
a. Il pee HgHLp/() p p

le cas z € ) :

On a p(x) =1 et p'(z) = +oo donc d’aprés I'inégalité de Holder ordinaire, on a

; [f(@)g(@)[de < [fxanll [lgxall -
1

= [ fxeullzeo laxadl )
< ”f”LP(-) ”gHLp’(q .

Donc
|f(@)g(z)| dz < || fll oo lgll ey - (2.3)

Q

le cas x € Q0 :

On ap(z) =1 et p(xr) = +oo, alors

/Q F@g@)de < [ xom e l9xan s

X Lo l9xasll
< ||f||LP(-) HgHLp’(.) .

Donc

/ [f(@)g(@)[de <[ fll oo N9l e, - (2.4)

e}

En combinant les termes (2.2), (2.3), (2.4) avec ||xq,||;~, on trouve

1 1
/Q |/ (z)g(z)| do < (p— — o7 T Ixellze +lixa - + IIXQMHLOO) Ll zocr lgll o

avec
1
== T or + Xl + [Ixa.

Leo T HXQooHLoo .

Remararque 2.4.
Si p(z) = p une constante, alors p™ = p~ et ¢, = 1 on retrouve I'inégalité de Holder

classique.

Maintenant, on donne une version de I'inégalité de Minkowski dans les espaces a

exposant variable. Pour cela on se propose de définir une autre norme.
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2.4. QUELQUES PROPRIETES DE L’ESPACE L*() 2.4
Définition 2.8.
Soit f € LP®(Q), on définit sur LP®)(Q) la norme suivante
I, = s || )gta)n < oo
Pp’ () ()
Proposition 2.10. (Inégalité de Minkowski )
Si f,g € LP@)(Q), alors on a
1f +all, < I1F1l, + llgll,-
Démonstration.
On a
If+gll, = sup (f(l‘) + 9(@))p(x)dz
Pp! (. )
< sup x)dx|+ sup / g(x)p(x)dx
Ppl( )(‘P)
< ||f||p + IIQHp-
]

2.4 Quelques propriétés de I’espace LP0)

Dans cette section, on va donner quelques propriétés de base de ’espace de

Lebesgue a exposant variable.

Théoréme 2.11.
Soit p(.) € P(Q), LP(Q) est un espace de Banach.

Démonstration. (On peut voir [6])

Théoréme 2.12.

L’espace dual de LP®@(Q)) est v @)(Q) si est seulement si p € L®(9).

Démonstration. (On peut voir [5])

Théoréme 2.13.

L'espace LPV)(Q) est réflexif si est seulement si

1<p<ph< oo
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Démonstration. (On peut voir [6]) O

Remararque 2.5.
Si p(z) = p telle que p est une constante c’est a dire (p~ = p*™ = p) alors LP(Q) est
réflexif pour 1 < p < oc.

Théoréme 2.14.
Si pt < oo, alors LP(.)(Q) est séparable.

Démonstration. (On peut voir [6])

0

Proposition 2.15.
Soient p(.) € P(Q) telle que p+ < 0o et f € LPO(Q), alors |f|P™ " e Lr @),
Démonstration.
En effet, comme f € LPO(Q) alors

pr)(f) = / |17 dz < oo.

Q
D’autre part
2)— 2)-1P @)
Py () (|f|p() 1) = /‘fp() 1‘p dx
Q
p(z)
) / p(z)
_ fp(ﬂﬁ) Hp@ =T Jp (p ) = )
A @)= -1
= / 1P de < 0o (puisque f € LV (Q)).
Q
Ce qui donne
P9 e O@),
O

Théoréme 2.16. (Théoréme d’injection)
Soit 0 < |Q] < oo et p,qg € P(Q), alors LY s’injecte continument dans LP")
(L1(Q) C LPY(Q) )si est seulement si p(.) < q(.) p.p, x € .

Démonstration. (On peut voir [5])

Théoréme 2.17. (Théoréeme de densité)

Sip e P(Q) avec p* < oo, alors lespace des fonctions bornées sur ) est dense dans
LrO(Q).
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24

Démonstration. (On peut voir [5])

Proposition 2.18.
Soit p € P(Q) N L>®(Q), alors

— L’ensemble C(2) N LPO(Q) est dense dans LPL)(Q).

— Si Q est un ouvert, alors C°(Q) est dense dans LPY(Q) .
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CHAPITRE 3

INEGALITE DE HARDY DANS L’ESPACE L)

Dans ce chapitre, on va étudier un type de l'inégalité de Hardy dans un espace
de lebesgue a exposant variable, bien connue pour les espaces de Lebesgue usuels
a p constant, au cas de la variable p(.). De telles inégalités avec variable p(.) sont
déja connues o = constante et ¢(x) = p(xz) > 1 sur un intervalle fini dans le cas
unidimensionnel. On va détailler le résultat de Iarticle [13], pour les variables p(.) et
a(.), les inégalités de Hardy dans le cas un dimensionnel pour le demi-axe infini |0, oo|

sous les conditions de continuité log-Holder a 'origine et a l'infini sans 'hypothése
p(0) < p(x).

3.1 Préliminaire

Dans cette section nous donnons quelques définitions qui nous seront utiles.

Définition 3.1.
L’exposant p : Q — [1, 00| est appelé log-Holder localement continu s'il existe une

constante tel que
— lp(z) — p(y)[log |z —y| < C, (3.1)

1

pour tout z,y € € avec |z —y| < 3. Cette condition a également été appelée

Dini-Lipschitz et faible-Lipschitz.

Définition 3.2.
L’exposant p(.) est dit log-Holder globalement continu s’il est log-Holder localement

continu et s’il existe une constante C' > 0 telle que

Ip(z) — p(y)|log(e + |2|) < C, (3.2)
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pour tout z,y € Q, |y| > |z| & l'infini.

Remararque 3.1.
La condition (3.2) implique qu’il existe un certain nombre py, tel que p(z) — poo

comme |z| — 00.

Définition 3.3.
L’exposant p :]0, co[— [1, 00| est dite log-Holder continu a l'origine et a 'infini s’il

existe constantes C; > 0(i = 1, 2) telles que

N | —

1
p(z) = p(0)[log = < C1, 0<a<
x
et
‘p(ZE) _p00|10g(6+x) < OQa Z 6]0700[7 (34>
ot p(0) et poo € [1,00][.
Définition 3.4.
Soient p(.), q(.) et a(.) des fonctions log-Holder continues a l'origine et a l'infini,on a
L<p <plx)<q(z) <q" <oo
et
—o0 < a” < a(r) < oo,

pour z €]0, ool

On note p,,, = min{p(z), in ficq, ,p(t)} et pl, = max{p(z), supicq, ,p(t)} ot
Qo =271, 27"2), n € N.

3.2 Lemmes et propositions techniques

Dans cette section nous présentons quelques lemmes et propositions importantes.

Proposition 3.1.
Soit I = [0, M) pour M < oo, p: 1 — [1,00) borné, p(0) > 1 et

lim sup(p(z) — p(0)) logé < 0.

z—0t
Et po 4y = P(0) pour certains xo € (0,1). Sia € (0,1 - 1%0))’ alors l'inégalité de
Hardy
Wl <ofev@|
x p(x) p(x)
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pour tout u € WPO(I) avec u(0) = 0, avec

WhPO(1) = {u € LPY(I),Vu € LPY(I)}. (3.5)

Démonstration. (on peut voir[8]). O

Lemme 3.2.
Soit p :]0, 00— [1, 00| log-Hdlder continu a lorigine avec 1 < p~ < p* < oo et af.)
est une fonction arbitrairement bornée et également log-Holder continue a l'origine.

On a
Pzi,nfp(z) 3C +

]_ €T Pz,n S eF _1_2(%_1)
9 pla@)—ain) < 201 4 glat—a™),

Pour tout x € [0, 00].

Démonstration.

1. Supposons que p,,, # p(z) pour tout = € [0, 0o[ alors on peut écrire :

&
o < < —, 3.6
telle que y € €2, ,, et dépend de x et n.

D’aprés la condition(3.3), on obtient

4 4 < 2C,

- _ o) < lp- — — p(0)] < .
‘pxm p( )‘_‘px,n p(y)‘—l—lp(y) ( )|—10g%+10g%_10g%

Encore une fois, en utilisant la condition (3.3), on obtient

20, 4 < 3C,

og= logi = logl’

[Pr = P(@)] < [P = PO)] + Ip(2) = P(0)] < 5

donc

p(z)—pPa,n

P;,n*p<z)

x P;,n

IN

VAN
N R
SN

carpy, <p-

8=
~_

3C
—log L
p~ log 3

Q
=

I
Q)
5|
|
—~
o
N
~—



3.2. LEMMES ET PROPOSITIONS TECHNIQUES 3.2

Maintenant, soit x > %, on a % < 2 alors

Pz ,n—P(x) 17;0(1)
x P;,n = I Px,n

AR
1
< (—) ’ car py,, <p~ et p(z) < p*

Par la somme de (3.7) et (3.8) on trouve

P;,n—P(Z) 3Cq +

P

2. la preuve de 2 est similaire a 1.

Lemme 3.3.
Soit p :]0, 0o[— [1,00[ un log-Hdlder continue a linfini avec 1 < p~ < pt < oo.
Ensuite on obtient

(1+ t2)p(t)—p£n < opT —p~ (6802 +1),

pour tout x € [0, 00|

Démonstration.

Commencons par estimer le terme p(t) — p,, pour t € 2 ,,, © > 0

[P(t) = D] < [P — Poc| + ID(t) = poc]
Maintenant, soit p,,, # p(x) et x soit fixe, v € €2, ,. On peut alors écrire :

&

< m. (3.9)

Dom < DY)

De la définition de p;,,, 3y € Q;,,, ot y dépend de ¢, z et n. Puisque p(.) est log-Holder

continue a l'infini et en utilisant 'inégalité (3.9), on obtient

P2n = Pos| < [P — PW)| + [P(y) — ool < 2, G
o - e ~ log(e +1t)  log(e +y)

D’autre part, on peut écrire

02 202 202 202
< 0 g = ;
log(e +y) ~ 2log(e+3) log(e+ 3)? ~ log(e+1)
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pour % < y < 2t. Par conséquent, nous obtenons

3C,

Pon — Poc| < Tog(e + 1)’

alors

_ 4C,
‘pz,n —p(t)‘ < m~

Maintenant, soit p, , = p(z). Puisque ¢ < x, alors on obtient

pen — )| = Ip(x) = p(t)] < |p(x) = poo] + |p(t) — Pl
Csy Csy
< d’aprés (3.4
— log(e+ x) * log(e + t) aprés (34)
2C,
log(e +t)

Ainsi
(1+ t2)p(t)*p;,n < (2t2)p(t)fp;,n < 21)**1)}% < opt—p~ 8C2

Et pour ¢t > 1 on trouve

(1 + t2>P(t)—p;,n < 2p+—p7 (6802 + 1).

[l
3.3 Un type d’inégalité de Hardy dans LV
Théoréme 3.4.
Soient p(.), q(.) et a(.) des log-Holder continus a lorigine et a l'infini. Si
S:=1—-at(p7) >0, (3.10)

ot o, = mar{a(z),sup,eq, ()}, 1 <p~ <p(z) <qr) <gF <ooet

—o00 < o~ < a(x) < 0o pour x €]0,00[, alors il existe une constante C' > 0, telle que

Pour toute fonction absolument continue u sur [0, 00] avec u(0) = 0.

1 1
xa(x)_lﬂ’(?f) _WU(ZE)

a(x), /
H‘J(I) =¢ Hm “ (x)Hp(ftf) ' (3.11)

Démonstration.

Comme il existe une relation entre la fonction monotone 9 avec ¥(0) = 0 et une
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fonction arbitraire absolument continue u avec u(0) = 0,

= [ e

il suffit de prouver le théoréme pour les fonctions monotones. On suppose que

u'(t)dt' > Ju(a)],

|z H =leto(x):=alx)— p,zx) q(x) Ensuite, il faut montrer qu'il existe

une Constante C’ indépendante de la Fonction monotone u telle que

ng(m)u x)“q(m) <C, (3.12)
et comme on a pour :
n— u(w) - u(?)
n= u(3) —u(g)
n=2 u(§) —u(g)
n=m-—1 u(z=)—uls)
n=m u(21m> u(meJrl)

donc

> (v(5) ~ (gi) =) (i)

n=0

De I'inégalité de Minkowski, on peut écrire

o() _ . LN L L o(z)
=" u(@)]] 0y = Z(“(zn) “<2n+1>>+“<2m+1> ’
_”:0 q(z)
< x x o\ x ol
< | X ()« [« +le(gm) <@
e a(@)
Ln q(z)
e a X
< S -+ G, )
- nz% H |:u <2n> v <2TL+1>:| v q(a:) + 2m+1 l‘ q($)
m 27"y T
== U<x>/ ! (¢)] dt +Hu< H)x"(x) . (3.13)
n:O 27n71m q(x) 2m q(a;)

ou m € N. Maintenant, estimons les deux normes dans la derniére expression. Pour

la premiére norme, on pose

q(z)

J = / 2o (@)a@) ( / \u’(t)\dt) dr < C.
0 x,mn
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En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient
/ /(4)|dt = / gt |/ (£)| £ it
sz, Qz,n
1

1
p.';,n p;” — (P;,n)/
/ dt / o pan) gy :
sz, Qz,n

ol (p;n)/ est I'exposant conjugué de (p,,,) et o, = maz{a(z),sup,cq,  a(t)}. De

to5n (1)

IN

—ng

la condition(3.10) on a
tlfa;:‘—,n(p;,n)/ ] 2

+ —
t_ax,n(pac,n) dt —
\/s;a:,n 1 - Oé:—v‘r,n(p;,n)/ 27,”711.

< Cy(0)(2 ) )

ou C(6) > 0 est indépendant de x et u. A cause de la derniére inégalité, on a

< / 2@z (9n7)7(2) /
0 Qz,n

o
170‘%771 (Pa,n) a(

ou y(z) = T’x)' Depuis

tehna/ (1)

o dt) " d, (3.14)

Y(@) = (1= ag,)q(z) —

En utilisant le théoréme (3.2), on obtient

(1-a wale)—fiE+ 2222 4

27 @) (@ @)~ ale) (g gy

Pz,n—P(2) g(z)

1 P@) (a(r)—ad n)g(x)9—nd(p~—1)

T T Px,n
g1 (eicl + Q(fl)) (6201 + 2(a+—a7)q(x)> 9-nd(p~—1)

Cy

xz

IA

IN

2—n5(p* -1) 7

IN

ot C4 > 0 ne dépend que de Cy, §, p~, p™, a™ et a*. On peut donc écrire A partir
a(@)

de (3.14)
J< / 5 gnio 1) / ra ) de (3.15)
o L Qo

Maintenant, soit G(t) = ﬁ, t > 0. Puisque «f(.) est log-Holder continue a l'infini et

1o/ (t)
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en utilisant le théoréme (3.3), on a :

p7 tain /(t) pz,n
ey " dt = / A e
/ ) o | G0 ()
t¥emnay (1) - -
< ERCA ) oy 4+ P | dt
< ) \[Tew| o on

IN

(*) _ .
/ (ta%u’(t)p G(t)P=n 1 G(t)P )dt
Qa:,n

IN

NG - -
/ (tainu )| 27 (8 4 1) + Gty ) dt
Q:E,n

(1)
/ (ta;"u’(t) ' C6+G(t)) dt
Qx,n
p(t)
< 07/ dt+/ G(t)dt.
Qzon Qzn

Mais on a supposé que ||x°‘($)u’(x)Hp(x) =letona [, Gt)dt < [7G(t)dt

alors
/g;cc,n

o C7 > 0 ne dépend que de O, Cy, p~, ¢, o~ et ™. Ainsi

(]

Et comme on a p,,, = min{p(r),inficq, , p(t)}, ¢(x) < ¢* alors on peut écrire

p;’n P;,n Q_
/ a)” < o /
Qm,n Qm,n

Par suite, on a p~ < ¢ donc - > 1 alors

P
p;,n px_,n Q—l p;,n
/ i)™ < o / i
Qz,n Qz,n

Co ( / (07 (ta@)u’(t)y”(”*G(”) dt) (3.16)
Qz.n

IN

toEn (t)

p;,n
tainu'(t)‘ dt < Cr + g = s,

q(x) a(z)

_ — _ = q(x)
Pz,n Pz,n 1 Pz,n Pz,n —
dt) — (— / teena/(£) dt) e
Cs Ja,

toEn/ (1)

s

toEna/ (t)

tona (t)

N

1o/ (1)

IA
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A partir des inégalités (3.15) et (3.16), en utilisant le théoréme de Fubini, on a

0 x x,n
0102—n6(p—1)/ <C7{ta | d'[;_|_/ G(t)dt)
O r,m
2ntly
= g ([ (eeonor” o) (%) a)
0

= (2 ™D log2<07 / |ty p(t dt+ | Gt )
0 0

= (1270 Diog2 <c7 + g)
= COp27m b,

A
=&

oit C1y = Co(C7 + 5)log 2. Puisque p~ > 1, on a

2n+1

27 / |/ (t)] dt
2ny

ot C12 > 0 et §; > 0 sont indépendants de n et u. De I'inégalité (3.13) on obtient

< Cp27m,

q(z)

(3.17)

ng < B Cre27 M 4 H <2m+1> 27

” a(z) — q(z)

D’aprés notre hypothése et le théoréeme de Lebesgue lorsque m — oo, nous obtenons

o(x) z
L u <2m+1 >

o0 olx T q(x)
/0 <a: @)y (2m+1)) dz — 0.

o(x) z
) v <2m+1>

Comme m — oo0. En prenant (3.18) en considération dans 'expression (3.17) comme

q(z)

< ’:U"(x)u(x)}q(x) € L'0, oo

Et

Par conséquent,

— 0. (3.18)

q()

m — 00, on obtient

00
||II?J(:E)'LL(.T)H(1(I) S Z 012277161 = 013.
n=0
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Corollaire 3.5.
Sotent p(.), q(.) et a(.) des log-Hélder continus a ['origine et a l'infini. Si

0y 1= of(p*)l -2+ ) > 0, (3.19)

(™)
oul<p <plr)<qlx)<qg-<ooetl<al)<at <oco pourz e [0,o00] alors il

existe une constante C' > 0, ne dépendant que de 6, C1,Co,p™,q" et o™, telle que

Pour toute fonction absolument continue u sur [0, 00| avec u(occ) = lim, o u(x) = 0.

1 1

xa(x) o' (z) 7Wu($)

) <C H:Ua(x)u’(x)Hp(z) . (3.20)

q(z

Démonstration. (On peut voir [13]). O
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudier 'espace de Lebesgue a exposant variable avec des
propriétés, puis on a étudié un type de l'inégalité de Hardy dans cet espace, c’est a
dire, les conditions pour lesquelles cette inégalité soit vraie. Les inégalités de type
de Hardy ont de nombreuses applications dans l’analyse fonctionnelle, les equations
aux dérivées partielles. Ces inégalités peuvent étre généralisées dans d’autres espaces

fonctionnels & exposant variable comme 'espace de Sobolev, ’espace de Besov ...
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Résumé

Dans ce mémoire on s’intéresse a I’étude d’une inégalité de type de Hardy
dans l'espace de Lebesgue a exposant variable LP(). Voir, les conditions sur
p(+), p~, qF, a(x) et § telle que

(@)=~

1
x P 1@y () 2@y (1)

<c|

q(x) o)

Mots clés: espaces de Lebesgue classique, Espace modulaire, Espaces de
Lebesgue généralisé, Inégalité de Hardy.

Abstract

In this dissertation we are interested in the study of a Hardy type in-
equality in the Lebesgue space with variable exponent LP(). See, conditions
on p(+), p~, ¢*, a(x) and ¢ such that

1 1
Ia(x)ip/(z) 7@/&(%)

2@ (2)

<c|

a(@) @)

Keywords: classical Lebesgue spaces, Modular space, Generalized Lebesgue
spaces, Hardy inequality.

.&3-.'3-';Lt’aﬁ‘;.ﬁé.\JLbtﬁ@@@@‘)@@@@éﬂﬂ‘o&bgﬁ
Coma 0 9 (1) g p7 (p(-) e do g ,idl (33 QI pudiadt (¥ il

xa(x)*p/tz) q(lgg) u(x)

T )

<c|

q(z) p(z) .
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