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En général, la simulation numérique permet I'étude et I'expérimentation d'un systeme
specifique qui peut étre régi par des interactions complexes. Il permet également de mesurer
comment des changements dans les interactions affectent le comportement du systeme et
d'explorer de nouvelles situations. Dans de nombreux domaines de la physique, ces méthodes de
simulation permettent d'approcher, par les calculs numeriques sur ordinateur, les états et les

grandeurs physiques caractérisant le systeme. La méthode Monte Carlo est I'une d'entre elles.

La méthode de Monte Carlo est un groupe d'algorithmes dans la physique numérique qui
utilise des procédés aléatoires, ou des techniques probabilistes, pour simuler des grandeurs
physiques. Elle est caractérisée par son aspect stochastique et non déterministe et repose sur

I’échantillonnage de séquences de nombres aléatoires qui sont distribués de maniere appropriée.

Dans ce mémoire, nous présentons I'approche d'intégration de Monte-Carlo
multidimensionnelle et discutons de son utilisation pour estimer numériquement les propriétés
quantiques de 1’état fondamental de I'atome de Lithium a I’aide de la méthode variationnelle. Ce

travail est divisé en trois parties distinctes :

Le premier chapitre est consacré a la présentation théorique de la méthode variationnelle
en mécanique quantique et son utilisation pour le calcul approximatif des énergies propres d’un
systeme quantique. Nous y mentionnons la base théorique de la méthode incarnée par le
théoreme de Ritz et nous donnons la démonstration de ce théoreme.

Dans le deuxiéme chapitre nous introduisons les méthodes Monte Carlo. On commence
par quelques éléments de la méthode Monte Carlo et son historique de développement, les
nombres aléatoires et comment générer des échantillons de ces nombres. Par la suite nous
présentons 1’utilisation des méthodes de Monte Carlo dans I'évaluation des intégrales et en
particulier des intégrales multidimensionnelles. La méthode de Monte Carlo a été abordée avec
échantillonnage uniforme, non uniforme et préférentiel. A la fin de ce chapitre, nous présentons
une comparaison entre 1’intégration Monte Carlo et deux méthodes déterministes (Gauss et
Simpson). Ceci nous amene a aborder le probléeme de la dimensionnalité avec les méthodes

déterministe.

Le troisieme chapitre est le coeur de notre travail et traite de I'application de la méthode
d'intégration Monte Carlo a I'atome de lithium (atome a trois électrons). Il s’agira d’appliquer la

méthode variationnelle pour le calcul de I’état fondamental de cet atome pour deux
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configurations possibles. Cette méthode passe par le calcul de la valeur moyenne de
I’hamiltonien qui conduit a des intégrales multidimensionnelles difficiles a calculer de facon
exacte. Celles-ci seront estimées a 1’aide de la méthode Monte Carlo en utilisant le logiciel

Maple. Les résultats de ces calculs seront discutés a la fin du chapitre.

Nous terminons notre mémoire par une conclusion générale ou nous résumons notre

travail et nos principaux résultats ainsi que les futures perspectives.
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Chapitre | : Méthode variationnelle en mécanique quantique

1.1 Introduction

La méthode variationnelle est utilisée en mécanique quantique pour obtenir des
approximations de I'état propre ou de I'état fondamental d'énergie la plus basse ainsi que de
certains états excités (1). La base de cette méthode est le principe variationnel (2) (3), qui permet
de calculer a partir de fonctions d'onde approximatives telles que des orbitales moléculaires, une

estimation de I'énergie fondamentale.

La méthode consiste a sélectionner une fonction d'onde d'essai en fonction d'un ou plusieurs
paramétres et a déterminer les valeurs de ces parametres pour lesquelles la valeur moyenne de
I'énergie est minimale. En ajustant les parametres a ces valeurs, la fonction d'onde obtenue est
alors une approximation de la fonction d'onde de I'état fondamental, et la valeur attendue de

I'énergie minimale dans cet état est une approximation de I'énergie de cet état.

1.2 Principe de la méthode

En mécanique quantique, la méthode des variations (également appelée méthode
variationnelle de Rayleigh-Ritz) est utilisée pour le calcul approché de I'énergie de I'état
fondamental Eo d'un systéme stationnaire (4). Imaginons un hamiltonien H discret, indépendant

du temps et non complétement dégénéré. On a I'équation aux valeurs propres de H :

H|§0n> = Ele”n) 1-1

Avec :
Ey <E;<E,<...... <E, 1-2

Les vecteurs propres {|¢,)} forment une base orthonormée de I’espace des états associée aux

énergies propres {E,}. Tout ket |y ) peut-étre développe sur la base de ces vecteurs :

) =) anlon) 13

n

La valeur moyenne de 1’énergie du systéme (H) dans 1’"état |¢p ) est:

CWIHR) | Tala,l?E,

= = 1-4
Wly) 2nl@n|?

(E)

En vertu de I’hypothése 1-2, il est aise de demontrer que :
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_WIHIp) _

E) ="y =

EO 1'5

Cette formule montre que la valeur moyenne de H pour tout état [y ) constitue une valeur

approchée par exces de 1’énergie du niveau fondamental.

Nous présentons par la suite un théoreme (ainsi que sa démonstration) appelé théoréme de Ritz
qui démontre le principe variationnel dans le cas général d'un spectre continu ou dégéneré.

1.2.1 Théoreme de Ritz
Il énonce que la valeur moyenne de I'namiltonien H d’un systéme quantique est

stationnaire au voisinage de ses états propres et prend alors comme valeur la valeur propre de

1’état en question

Ce qui veut dire que la valeur moyenne 1-5 qui est une fonctionnelle de la fonction d’onde 1, est
extrémale et passe par un minimum local lorsque ¥ est I’'une des fonctions propres de H. Cette

valeur extrémale est alors égale a 1’énergie propre correspondant a la fonction propre .
Démonstration du théoreme :

Considérons I’état [ ) pour lequel la valeur moyenne de H :

_@lH) L6
W)

Est extrémale et montrons que cela implique que |y) est vecteur propre de H. Pour cela

(H)

Définissons le ket [y.) suivant dépendant du petit parametre € et qui constitue une petite

variation autour de ¢ ) :

[Ye) = [P) + € |P) 1-7

|¢) Etant un ket quelconque de 1’espace des états. Considérons alors (H) en fonction de € :

elH ) _
e = =ow0 L8

Avec |Y.—o)=|) et |H.—o) = (H) . D’aprés nos hypotheéses, cette valeur moyenne 1-8 doit étre

extrémale pour €=0, c’est a dire



Chapitre | : Méthode variationnelle en mécanique quantique

d(H.)

de =0 1-9

€=0

Pour simplifier les calculs, écrivons 1-8 sous la forme suivante et dérivons par rapport a e

(1/Je|l/)e)(He) = (lpelHIlpe)

d
= (2 |y ) + (e 28] o) + (el () = (22 [ [e) + (e ] 22)

Sachant que |‘Z—l/’:> =|¢), il s'en suiten € =0

(dly) (H) +(plp) (H) = (p|H|Y) +(P|H|p)

= (p|(H — (H)Y) + WI(H — (H))|p) =0 1-10
Cette equation étant vérifiée pour tous ket |¢), elle I’est si I’on choisit le ket
|d) =(H — (H))|y), 1-10 implique alors : (¢|¢) =0
C’est-a-dire |¢p) = 0 et donc

(H-H)IY)=0 = Hp)=(H)|P) 1-11

|y) Est donc effectivement vecteur propre de H avec la valeur propre E = (H)

Ainsi, si nous choisissons une fonction d’essai de 1’état fondamental qui dépend d'un ou

plusieurs parametres variationnels o :

(¥ [Htby)
Y =Ys(0) , E(0) =7 —— =(H)}w) 1-12
(Wrlwy)
Les parametres variationnels o qui minimisent 1’énergie 1-12 doivent donc Vérifier des équations
de type :
E@ _ 1-13
da

La Figure 1-1 représente une illustration du principe variationnel
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Figure 1-1: Principe de la méthode variationnelle (5).

La méthode a d'innombrables applications notamment en physique atomique et en chimie
quantique. L'une de ses premieres utilisations a été le calcul des niveaux d'énergie de I'atome
d'Hélium (6) (7).

Dans le chapitre 3, nous allons appliquer cette méthode a I'atome de lithium en utilisant

I'intégration MC que I'on va voir dans le chapitre suivant.
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2 Chapitre Il : Méthode Monte Carlo
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2.1 Méthode Monte Carlo

2.1.1 Introduction

Les techniques de MC sont principalement utilisées pour le calcul d'intégrales en
dimensions multiples, mais elles sont également frequemment employées en physique des
particules pour la simulation de détecteurs. Ces techniques en calcul numérique peuvent
également étre utilisées pour résoudre des problemes d'optimisation, des équations aux dérivées
partielles et des systemes linéaires, des problemes a N-corps en mécanique quantique, des
problémes de diffusion et de transport. On peut dire que les méthodes de simulation Monte Carlo
sont une bonne option lorsque la complexité et la dimensionnalité d'un probléme deviennent

importantes (8).

2.1.2 Historique de la méthode Monte Carlo

Le nom de la méthode provient de la ville Monte Carlo dans la principauté de Monaco. La
ville est associée aux roulettes de chance, un simple générateur de nombres aléatoires (9).
L'article fondateur de cette méthode de calcul a été publié en 1949 par le physicien gréco-
américain Nicholas Métropolies et le mathématicien américain d'origine polonaise Stanislas

Ulam.

Les calculs d’intégrales (multidimensionnelle notamment) et les problemes de dissémination de
collision et de mouvement de particules dans un milieu matériel font partie des problemes

efficacement traités par la méthode de MOC.

Pour étre plus précis, 1’idée de procéder a des tirages aléatoires pour €valuer des intégrales
complexes était dans ’air du temps parmi la communauté des physiciens, mais 1’apport majeur
de Métropolies & Ulam a été de proposer la technique d’échantillonnage préférentiel, ce qui
améliore considérablement 1’efficacité de la méthode. La capacité a simuler une large variété de

fonctions de distribution a permis le développement de la méthode

Pour I’anecdote, c’est dans le cadre des recherches du projet Manhattan sur le développement de
la bombe atomique que ces chercheurs (avec quelques autres dont notamment John Von

Neumann) avaient commenceé a développer leurs idées.

13
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L'algorithme de Métropolies-Hastings, créé par Marshall Rosenbluth en 1953 et Keith Hastings
en 1970, a été un developpement majeur des méthodes de MC pour la simulation de variables
aléatoires en physique statistique. Cet algorithme a notamment servi de base pour déterminer les
extrémités globales de fonctions définies sur des espaces de grande dimension. Récemment
(2008), il a eté discuté des méthodes de MC pour leur application dans des logiciels pour jouer
au go. L'idée est que l'ordinateur évalue la qualité d'une position en supposant que les joueurs

jouent au hasard pour terminer leur partie, ce qui a conduit a des avancées significatives.

La dénomination « Monte-Carlo » provient simplement de 1’appel au hasard dans les

algorithmes, par allusion au célebre quartier de Monaco réputé pour son casino (10).

2.1.3 Définition

On appelle méthode de Monte Carlo (MC) toute méthode visant a calculer une valeur
numérique en utilisant des procédés aléatoires, c’est-a-dire des techniques probabilistes. La
méthode de Monte Carlo est une méthode d’approximation au sens statistique du terme. Il n’y a
pas de définition précise de ce qu’est une technique de type Monte Carlo, mais la description la
plus habituelle consiste a dire que les méthodes de ce type se caractérisent par 1’utilisation du
hasard pour résoudre des problémes centrés sur le calcul d’une valeur numérique (8). Ainsi, les
méthodes de Monte Carlo sont une classe de techniques qui peuvent étre utilisées pour simuler le
comportement d'un systeme physique ou mathématique, distingué des autres méthodes de
simulation par son aspect stochastique, c'est-a-dire non déterministe. Le traitement statistique de
ce comportement aléatoire est a la base des méthodes de Monte Carlo et conduit a l'utilisation de

suites de nombres aléatoires dans les opérations arithmétiques.

2.2 Rappel de la théorie des probabilités
La méthode MC utilise des procédés stochastiques aléatoires basées sur les principes de la

théorie des probabilités et statistiques (11) que 1’on va résumer ci-dessous

2.2.1 Variable aléatoire

Dans de nombreux cas, le résultat d'un événement aléatoire imprévisible peut étre
converti en une valeur numérique. Une définition simple d’un nombre aléatoire consiste a dire
que c’est une valeur numérique résultant d’un processus ou d’une expérience dont la valeur ne

peut étre prédéterminée par les conditions initiales et qu’elle est due au hasard.

Ainsi, pour chaque résultat élémentaire, il existe un nombre réel x; associé. Une sélection
aléatoire X de l'une des valeurs possibles x,, x,, ... est appelée une variable aléatoire. La

probabilité que la valeur x; soit choisie (12) est donneée par :

14
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pi = P{X = x;}

Une variable aléatoire peut étre soit discréte ou continue. Dans notre étude nous allons nous

concentrer uniquement sur les variables continues
a/ Densité de probabilité

Soit X une variable aléatoire continue (appelée aussi variable a densité), qui peut
prendre toute valeur réelle dans [lintervalle [a,b]. On définit une fonction
p(x) appelée densité de probabilité de la variable aléatoireX, telle que la probabilité d’obtenir

une valeur x dans ’intervalle [xq, x,] est (13) :

X2
P(x; <x<x,)= f p(x)dx 2-1

X1

Cette fonction p(x) vérifie la condition suivante, appelée condition de normalisation :

40
dx = 1
f_m p(x)dx 22

On introduit aussi la fonction de répartition F(x) qui donne la probabilité d’obtenir une valeur

inférieure ou égale a x :

X
F(x) = J p(x")dx'
La densité de probabilité représente le dérivé de la probabilité et de la fonction de répartition :

dP dF

pl) =—=— 2-3

Ainsi la probabilité d’obtenir une valeur entre x et x + dx est égale a:
dP = p(x)dx 2-4

b/ Variable aléatoire continue

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilité(Q). Nous disons que

la variable aléatoire X est continue s’il existe une fonction p definie sur R telle que

1. p(x) =0pourtoutxeR;

15
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2. L’ensemble des points de discontinuités de p est finie et ces discontinuités sont de

premiére espece (la limite a gauche et a droite en chaque point existe) (14)
¢/ Esperance et variance

Définition : Soit f une fonction & valeur dans R définie et continue sur I et X une variable

aléatoire réelle (v.a.r.).

f(X) admet une espérance mathématique E[f(X)] si et seulement si I’intégrale :

| reop@ax

est absolument convergente (15) et nous appelons alors cette intégrale 1’espérance mathématique

(ou lamoyenne) de f(X) :

E[F(X)] = (F(X)) = j FGp()dx 25

d/ Propriétés
1. L’espérance est linéaire : pour tout a, B € R, et pour toutes v.a.r. Xet'Y

E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y) 2-4

2. Si Xestune v.a.r. constante égale a a € R, ¢’est-a-dire pour tout ® € Q,
X(w) = a,alorsP(X = a) =1etEX) = a.

3. L’espérance d’une v.a.r. positive est positive. En particulier, si X > Y (ce qui signifie que

pourtout w € Q, X(w) = Y (w),alorsE(X — Y) = 0donc E(X) = E(Y).

L’espérance d’une Vv.a.r. X est un indicateur de “localisation" de sa loi : E(X) = “valeur
moyenne de X". Néanmoins, la connaissance de 1’espérance mathématique donne peu de
renseignements sur cette v.a.r. Ainsi, il faut étudier «1’étalement » de sa loi, c’est- a-dire la

dispersion de la v.a.r. X autour de sa moyenne E(X)

e/ Variance et écart-type
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Définitions : La variance permet d'estimer les écarts entre X et son espérance E (X)), elle
utilise les différences des carrées de la valeur absolue. On ne va donc pas calculer la moyenne

des écarts mais la moyenne des écarts au carré. C’est ce qu’on appelle la variance (15).

- La variance de la v.a.r. X est la quantité :

o*=Var(X) = E(X — E(X))" = f (x — E(0)’p(x)dx

Afin d’étre en mesure de comparer, en termes d’ordre de grandeur, variance et espérance, il faut

prendre la racine carrée de la variance. C’est ce qu’on appelle 1’écart-type ou bien I'écart
quadratique moyen. La racine carrée de la variance, notée o(X) = /Var(X), est appelée écart
type de X.

Propriétés :

- La propriété suivante peut étre facilement démontrée :

Var(X) = E(X?) - (E(X))" 2-6

-Var(aX + b) = a?Var(X) pour tout a,b € R. En particulier, Var(X + b) = Var(X).
Remarque :

Si X est une v.ar. telle que E(X) = u et r(X) = o2, alors la variable Y = (X — p)/o est
d’espérance nulle et de variance 1. On dit que Y est centrée (d’espérance nulle) et réduite (de
variance 1.

f/ Quelque loi de probabilité

Loi uniforme continue :

La variable aléatoire U est distribuée uniformément sur ’intervalle [a, b] si sa densité de

probabilité est constante sur cet intervalle (16) :

1
—_— six € [a, b]

f)=1b-a)’ 0.7

0 sinon

17
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On dit que U suit la loi uniforme et on note U — U(a, b). Par conséquent, sa fonction de

répartition est donnée par :

0 si x<a
F(x) = r—a si a<x<bh 2-8
" )b—-a -
1 six>b

Les principales caractéristiqgues numériques sont :
e Espérance (Moyenne) : E(X) = (a + b)/2
e Variance: Var(X) = 1—12 (a — b)?

e Ecarttype: = (b-a)/N12
Loi normale (ou Gaussienne) :

Une variable aléatoire X a valeur dans R suit une loi normale de parametresue R et o > 0,
notée N(u, o), si X est une variable continue et admet pour densité de probabilité la fonction p,s

suivante (14):

Puo(x) = - exp [_%(x—u)z]

2mo? o 2-9
Elle admet la fonction de répartition suivante :
1 g 1 2
x —
Fo(t) = j exp [——( %) ]dx 2-10
27.[0_2 ~ 2 (o)

[ee]

Propriétés

1. Le graphe de p,, a I’allure d’une courbe en cloche symétrique par rapport a x = ,
pointue pour ¢ petit, aplatie pour ¢ grand.

2. La fonction de densité d’une loi normale N (y, o) verifie

pp,a(ll +u) = pu,a(u —u) 2-11

3. La fonction de répartition d’une loi normale N (y, o) vérifie

Fu,cr(u - x) =1- Fu,a(u + x)
18
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4. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (u, o). Nous avons
EX)=p et Var(X) =o?
Loi exponentielle :

Cette loi permet entre autres de modéliser la durée de vie de la radioactivité ou d’un

composant électronique (16)

La fonction de répartition de la loi exponentielle est

1—e™six>0
x >
Al ){0 six<0 2-12

Et sa fonction de densité

_A .
p(x)={le X six>0

0 six<O0
Caractéristiques : E(x) = 1/A, Var (X) = 1/22

2.2.2 Génération de nombres aléatoires

Nous avons vu que la méthode Monte Carlo est basée sur I’'utilisation des nombres
aléatoires, c’est-a dire tirés au hasard (8). L’outil de base de la génération de nombre aléatoires
en genéral consiste en une séquence de nombres aléatoires, appelée échantillon, indépendants et
distribués selon une fonction de distribution. Plusieurs méthodes numériques sont utilisées pour

générer ces échantillons des nombres aléatoires.

a/ Méthode de congruence
Une des formules les plus utilisées pour engendrer une suite de nombres aléatoires a
distribution uniforme est la méthode de congruence. Elle est basée sur la séquence itérative (8) :

X; = ax;_, + c[modulo m]

Ceci signifie que le nombre X est égal au reste de la division par m de a.x, ; +C, Ou m,a, et C

sont des constantes. La séquence de nombres générés par cette relation a une période égale a m
sous certaines conditions verifiées par les constantes. On a donc intérét a ce que la période soit la

plus longue possible. La plupart des calculateurs utilisent cet algorithme pour donner des

séquences de nombres pseudo-aléatoires a distribution uniforme sur [0,1]

b/ Méthode d inversion
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Elle est utilisée pour générer des distributions pour des densités non uniformes dont
I’inverse de la fonction de répartition est connu (8). Soit F une fonction de répartition définie sur

un intervalle [a, b], de fonction inverse
F~1 = inf{t: F(t) = u} Pour tout ue]0,1[

Etant donné une variable aléatoire, notée U, qui suit la loi uniforme sur I’intervalle [0,1] alors la

variable aléatoire X = F~1(U) suit une distribution donnée par la fonction de répartition F

MNormal Distribution
Cumulative Prabahility

Uniform | Frobability Density
distribution

0.8
x«U(0,1)

0,6

0.4

02

] ; i ; i 1N

X«N(m,s) Normal distribution

Figure 2-1 : Méthode d’inversion pour une distribution normale (fonction gaussienne) (17)

Ainsi, & partir de nombres pseudo-aléatoires u; ... .....u, simulés suivant une loi uniforme sur
I’intervalle [0,1], nous obtenons, en posantx; = F~*(u;), des nombres pseudo-aléatoires x; ... x,

simulant les réalisations d’une variable aléatoire de fonction de répartition F(x) (8)
¢/ Méthode de rejet

Lorsque I’on dispose d’une méthode pour simuler une variable aléatoire de fonction de

densité (X) , on peut & partir de celle la simuler une variable aléatoire continue d’une autre

fonction de densité f (X) . La méthode consiste & simuler d’abord la variable y ayant la densité g

puis on accepte cette valeur générée avec une probabilité proportionnelle a M

a(y)

Soit un constante ¢ > 1 telle que : % < c pour tout x

Et soit a(x) = %6[0,1]
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Soit Y1 une variable aléatoire de densité g et U; une variable aléatoire de loi uniforme indépendant
de Y;.Si U; < a(Y;), on pose X =Y;. Si non, on rejette X; et on simule une autre variable

aléatoire Y, de méme densite g et on recommence (11).

Depart

Générer Générer un nombre A-t-on Oui

Y

Y- Aléatoire » — PoserX =Y

L’if(}lj gc

) —‘
Non

Figure 2-2 : L algorithme de la méthode de rejet (17)

o
=]

A titre d’exemple, on présente dans les figures ci-dessous sous forme d'histogrammes deux
exemples de génération de la distribution aléatoire a I'aide du logicielle Maple, la premiére pour
distribution uniforme sur l'intervalle [0,1] et le deuxiéme pour une distribution gaussienne avec
un écart type o = 1 sur l'intervalle [—3,3]. La taille de I'échantillon d'événements générés est de
N=20000 évenements.

350 700

300

Figure 2-3 : Histogramme d’une distribution uniforme (a gauche) et d’une distribution

gaussienne (a droite) avec un échantillon de 20000 événements obtenue a I’aide de Maple (11).

La premiére figure (2 gauche) montre une distribution uniforme sur [0, 1], tandis que la

deuxiéme figure (a droite) montre une distribution gaussienne avec ¢ = 1 sur [—3, 3].
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En examinant ces graphiques, on peut constater dans la distribution uniforme que le nombre de
points est quasiment constant sur tout ’intervalle [0, 1], alors que pour la distribution gaussienne
on observe un pic ou une majorité des points est située au voisinage du milieu de I’intervalle

[-3, 3] et diminue vers les limites de ’intervalle.

2.3 Formules d’intégration MC

2.3.1 Principe de la méthode

La propriété de l'espérance mathématique d'une fonction (ou valeur moyenne) est
exploitée par la méthode d'intégration Monte Carlo. Si X est une variable aléatoire distribuee
selon une densité de probabilité p(x), alors l'espérance de la variable aléatoire Y = f(X) est

donnée par l'intégrale :

b
E[f(0)] =(f(x)) = f f(x)p (x)dx 2-13

Par conséquent, pour utiliser la méthode Monte Carlo, il est nécessaire de mettre l'intégrale a
calculer sous la forme d'une espérance, comme dans I'équation 2-13. Ainsi, l'estimateur de
I'espérance peut approximer l'intégrale. Avec N tirages de la variable aléatoire X, cet estimateur

est donné par la loi des grands nombres :

b 1 _
E[f(x)] = j Fp (dx =7 Y f(x) =7 214

Y est aussi connu sous le nom de moyenne arithmétique de Y. Par conséquent, une bonne

sélection de la distribution de tirage p(x) permet d'évaluer 1'intégrale.

La variance de l'intégrale, qui dépend de la variance de la distribution de Y=f(x), est utilisée
pour estimer statistiquement I'erreur de lI'approximation 2-14. La formule mathématique donne

cette derniere :

Var [f(0)] = 0?[Y] = 250, (4, - 7)' = (- 7)" Avec:v = f(x) | 2O

Nous détaillons par la suite le cas d’un tirage uniforme et non-uniforme
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2.3.2 Integration Monte Carlo avec echantillonnage uniforme

a/ Formules MC a une dimension

Considérons I’intégrale a une dimension :

b
I =f f(x)dx 2-16

Si la densit¢ de probabilité p(x) est une fonction a une dimension constante dans

I’intervalle[a, b], alors elle s’écrit aprés normalisation :

1 e [a, b] e
p(x) = { p—g X S & . f p(x)dx =1 2-17
0 ,x & [a,b] —o0

L’espérance de f(x), ou X est une variable aléatoire distribué selon p(x), devient alors :

1 b
E[f(x)] = mf f(x)dx = (b — a)E[f (x)] 2-18

L’intégrale de f a une dimension peut étre approximée par :

b L
L= j fOOdx ~ bN—“Z fo)=(b-a)7, ¥=F) 2-19

La variance de |y est :

Var(l,) = Var <b ITI aif@ﬁ)) = (b;,_a)

- (bz:/_a)z NVC“"(f(Xi)) = (b — a)? Va;(f)

Var(f (X))

2 N
i=1

l

2-20

C’est a dire

o2(I,) = (bl;—a)zi(yi -7’ 221
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Et I’écart-type de la formule d’intégration est donné en fonction de 1’écart-type de la fonction

par :

o(Y)
VN

o(ly) =(b—a)

2-22

L'erreur d'intégration diminue avec l'augmentation de la taille N de I'échantillon et augmente

avec la longueur de l'intervalle d'intégration.
b/ Formules MC a n dimensions

Considérons I’intégrale a n dimensions sur un domaine D:

I, = j f@) dv, 7 = (X1, en, Xp)
D

Si la distribution p(x) est uniforme sur le domaine cubique D = ([a, b], ...,

(b —a)", on peut I’écrire aprés normalisation :

1
p(®) =1 —a) # € ([a,b], ..., [a, b])
0, 7¢&([ab]..[ab]

b b
] p(#) dv = J j p(xq, o, X)) dxq dx, =1
R™ a a

L’espérance est alors :

2-23

[a, b]) de volume V=

2-24

B0l = Gomge | fPv = [ v = - arEr@] 225

Et I’intégrale de " a n dimension peut &tre approximée par :

I RO kb o
I, = jD f(r)dv—T;f(n)—VY, Y = f®) 2-26

Variance de I:

N
b—ayr b—a)"
Var(l,) = Var (%Z f(ﬁ-)) - (252 ) Z var( )
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= <M> NVar(f(F)) = VZVCer(f)

N
o2(l,) = lwr ZN;(YL- -7 2-27
et son écart-type :
o(ly,) = V%

Qui est toujours inversement proportionnel a+/N, mais proportionnel au volume du domaine

d’intégration.

2.3.3 Intégration Monte Carlo avec échantillonnage non-uniforme

a/ Formules MC a une dimension

Pour une distribution p(x) quelconque, la formule d’intégration de Monte Carlo a une dimension

est donné par :

b 1w _
L= [ FepGadx =5 ) ) =7 228
@ i=1
L’erreur statistique ou variance de I1 se calcul aisément :
1% N 2 Var(f)
var(t) ~ 3 o) = (5) D VarfG) =(3) Warreo) ==
i=1 i=1
, N
1 —2
Var(ly) = (ﬁ) Z(Yi -Y) 2-29
i=1

Et I"ecarte type :
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Y
o(ly) = V% 2-30

b/ Formules MC a n dimension

Dans ce cas I’intégrale est de la forme :

I = f p(@® f(P)dv = E[f ()]
D

Et son estimation est donnée par :

e AN e LTy e _
I = j p(r)f(r)dv—N;f(n)—Y, Y =@ 231

Variance de | n:

N

Var(ln)zVar(%if(ﬁ-)) & ) > arf(r)—(—) NVarf( J—V“r(f )

im1

N
11° _
o2(I,) =~ [ﬁ] Z(Yi -7’ 2.32
i=1
Et son écart-type :
o(Y)
o(l,) = — 2-33
( n) \/N

2.3.4 Integration Monte Carlo avec échantillonnage préféerentiel (réduction de la
variance)

Les techniques de réduction de la variance sont utilisées pour augmenter la précision des

techniques d'intégration de Monte Carlo (18), (19) . Le but est de réduire I'erreur en réduisant

I'écart type (ou la variance) de l'intégrale. L'idée générale de ces meéthodes est de donner une
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autre représentation de I'espérance E(Y) sous la forme d'espérance d'une autre variable aléatoire
Z, tout en ayant E(Y) = E(Z) mais avec une variance réduite Var(Z) < Var(Y). L'échantillonnage
préférentiel (MCEP), qui permet une réduction significative de la variance, est I'une de ces
méthodes.

a/ Formules MC a une dimension

Considérons une fonction g(x) proche de f(x) sur I’intervalle [a, b] et choisissons-la
comme densité de probabilité de la variable aléatoire X. g(x) doit étre normalisée et doit
posséder une forme similaire a f(x) de telle sorte que le rapport f(x)/g(x) reste sensiblement

constant (varie peu) sur I’intervalle [a, b]

gx) = f(x), plx)=g), j p(x)dx =1

1@,

Calculons I’espérance de la fonction rapport 700

£

P f(x)
g(x) f

b
G5 pdx = j FG)dx = I

Et donc en utilisant 1’estimateur on obtient I’approximation MCEP :

b 1N fla)  — f(x)
h= fa fx)dx = Nizlg(xi) B y= g(x) 234

Pour la variance de |1

i=1 2-35
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17?2 o _
=[] - u= o
i=1
o) = —o(Y) 237

VN

b/ Formules MC a n dimension

De méme, nous choisissons une distribution p(7) = g(7) avec g(¥)proche de f(¥) surD =

[a,b]™(i.e f / g = Cte). On obtient alors la méme formule I’approximation :

b= =g fg) NE u=T w-L8 |2

Variance de I,

Var(l,) = Var (%EN: yi> = (%)2 EN: Var( Y;) = %Var(‘y) 2-39

i=1 i=1

N
1 —\2
o?(1,) = WZ( RET) 2-40
Et I’équart-type:
1
o(ly) = \/_NG( Y) 2-41

2.4 Efficacité de I'intégration MC

Dans les figures suivantes nous montrons une étude comparative entre la méthode d'intégration

de MC et les méthodes classiques (Simpson et Gauss). Ces études ont été réalisées par les
28
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étudiants de Master B. Boulahlib (5) et O. Deffaf (20) durant les années précedentes. Dans leurs
travails ils ont réalisé une comparaison entre ces méthodes classiques et la méthode Monte Carlo

pour l'intégration multidimensionnelle de la fonction f () = e "’

Calcul 9d

Calcul 12d
o) | B8 Gauss
10 & MC
10 =
s S
S 10°F EE
2 1z10°F *\\ E
T T f .
5 4 Te—
8 3
2 2
w m
107 =
E 1 w0'fF .
10 - " 10 )
10’ 10’ 10* 10’ 10° 10’ 10° 10° 10° 10° 10° 10’ 10*
N N

Figure 2-4 : Comparaison des erreurs d’intégration MC et Gauss (dimensions n=9 a gauche,
n=12 a droite) (5)

- 10° 4 —=— Simpson| 4
10°4 —a— Simpson o 3
—a—MC 3 —A—MC
1 107" 4 9
2197 EES ]
E: 12
o o
3 12 1074 .
€ 1074 15
- i3
o 1=
e 1@
107 5 4
107°4 §
T T T T T T 10‘4 » I3 [4 Is [ﬁ AL I:r
10?2 10° 104 10° 10° 107 10 10 10 10 10 10

Figure 2-5 : Comparaison des erreurs d’intégration MC et Simpson (dimensions n=7 a gauche,
n=8 a droite) (11)

Cette étude a montré que de fagon générale, la méthode d’intégration multidimensionnelle de
Monte Carlo devient plus efficace que les méthodes classiques déterministes telles que celles de
Gauss ou de Simpson pour les dimensions supérieures.
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Ainsi, d’apres les figures ci-dessus qui représentent le calcul d’une intégrale d’une fonction
Gaussienne, on voit que I’erreur MC devient plus petite que celle de Simpson a partir de la

dimension n=7 et elle devient plus petite que celle de Gauss a partir de la dimension n=9.

2.5 Probleme de la dimensionnalité

En plus de I’inefficacité de certaines méthodes classiques pour des dimensions Supérieures,
un autre probléme se pose rendant ces méthodes impossibles a appliquer. Ce probleme est
rencontré avec toute méthode déterministe utilisée pour estimer des intégrales
multidimensionnelles.

En effet, les méthodes classiques se basent toutes sur 1’estimation de la fonction a intégrer en des
points d’un intervalle donné sur un axe donné. Si on cherche une meilleure précision on
multiplie le nombre p de ces points d’intégrations, par exemple en subdivisant I’intervalle de
chaque axe en plusieurs sous intervalles. Le probléme apparait alors lorsque le nombre d’axe
d’intégration (dimension n de I’intégrale) devient trop grand, le nombre de point total

d’intégration devient alors une fonction exponentielle de la dimension :

N=pXxpX..Xp=p"=en?

(2m)

Nb de points N

1 2

4 6 810 20 40 60 80100

+
S oY, 10° 10’ 10°
Dimension n

n (dimension)

Figure 2-6 : lllustration du probléme de la dimensionnalité pour les méthodes classiques (Gauss
a gauche, Newton-Cotes a droite) (5) (11)

Cette augmentation exponentielle du nombre de points d’intégration est montrée dans la
Figure 2-6 dans laquelle on voit par exemple que méme avec aucune subdivision (m = 1), la

méthode de Gauss nécessite un nombre trés élevé de points d'intégration N = 10%° & évaluer pour
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une dimension n=70 nécessitant de fait un temps de calcul trés long. Méme remarque pour la

méthode de Simpson qui a besoin de N = 10°° points pour des intégrales de n=70 dimensions.

Ceci illustre ce que les physiciens appellent probléme de la dimensionnalité, ou malédiction de la
dimensionnalité. Aucune méthode déterministe n’échappe a ce probléme qui devient un obstacle
a I’utilisation de ces méthodes pour le calcul d’intégrales a haute dimensions. Généralement a
partir de quelques dizaines de dimensions, il est préférable d’utiliser d’autres méthodes comme
MC.
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3 Chapitre 111 : Calcul de I’état

fondamental de ’atome de Lithium
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3.1 Introduction

Les meéthodes stochastiques puissantes de MC, en particulier I'intégration MC, trouvent de
nombreuses applications dans le calcul de certaines propriétés de I'état fondamental des systémes
quantiques. Ils ont réussi a résoudre de nombreux problemes quantiques avec un hamiltonien de
type Schrodinger (21) (22). A la fin du siécle dernier, avec le développement rapide de
I'informatique et des super-ordinateurs, les méthodes MC ont commencé a se faire une place
importante en tant qu'alternative, en particulier pour résoudre les problémes liés a N corps
(lorsque N est relativement important) en mécanique quantique, en physique statistique et en
physique nucléaire (23). Les méthodes MC ont produit des solutions arbitrairement précises
pour de petits systemes comme les atomes de lithium et les molécules isolées (24) . Comme il
existe des solutions trés précises pour des systemes a plusieurs degrés de liberté, les méthodes
MC ont produit des solutions arbitrairement précises de I'équation de Schrodinger.

Dans ce chapitre, afin de démontrer I'utilit¢ de l'intégration MC dans des problémes
physiques a plusieurs corps, nous utiliserons l'intégration MC pour estimer numériquement les
intégrales d'échange qui représentent I'énergie d'interaction mutuelle entre les électrons de
I'atome de lithium (Z=3). Le but est de calculer I'énergie de I'état fondamental de I'atome de
lithium par la méthode variationnelle. Nous utiliserons pour cela une fonction d'onde de test

approximative obtenue a partir d'un modéle simple a électrons indépendants.

3.2 Rappel théorique

L’atome de lithium (Li) possede trois électrons liés a un noyau charge positivement de
charge Z = +3e. La figure ci-dessous donne un apercu des variables de I'atome Li. Pour Calculer
une valeur approximative de I'énergie de I'état fondamental il faut résoudre I'équation de

Schrodinger, ¢’est-a-dire I'équation aux valeurs propres de I'namiltonien de I'atome de Li.

On rappelle que la valeur expérimentale de 1’énergie de 1’état fondamental de l'atome Lithium est

Ey, =-203,45ev 3-1
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(A

Figure 3-1 : variables d’écrivant I’atome de lithium avec ces trois électrons

(+e)

3.2.1 Equation de Schrodinger pour I’atome de Lithium
Pour des atomes a Z électrons, il faut considerer I'énergie potentielle d’attraction entre les
électrons et le noyau et I'énergie potentielle de répulsion électron-électron, il s’agit donc d’un
probléme a (Z+1) corps (1 noyaux + Z €lectron). Dans notre cas, pour I’atome de Lithium Z = 3

(le noyau et trois 3 électrons)

En choisissant 1’origine des cordonnées sur le noyau immobile, et en considérant sa masse infinie
(ce qui €elimine les coordonnées du noyau) (25) , le probléeme devient un probleme a trois corps

indépendants, 1’équation de Schrodinger s’écrit dans ce cas :

H (7, 7, 3)=E Y (7,7, 73) 3-2

Ou H est I'hnamiltonien du systéeme :

PZ PZ PZ
[T S N

— > > - 3_3

Avec 7,7, et 75 les vecteurs positions des trois électrons, P;, P, et Ps leurs impulsions.
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V(7y, 75, 75) est I'énergie potentielle total de I'atome et m = m, la masse de I’électron

L’énergie potentielle contient deux termes d’interaction coulombienne. Le premier est

I'interaction individuelle des électrons avec le noyau V; et le deuxiéme est le terme d'interaction

entre les électrons appelée énergie potentielle d'échange V,,

V=V 4 Vex

V; contient trois termes : c’est I'interaction entre les 3 électrons et le noyau :

V=V +V+V; = e2[1+1+1]
= i drteglry 1, 13
et I, a aussi trois termes :
Vo = Vip + Vi3 + V. —62[1+1—F1
ex — V12 13 23 — 471'80 T T13 Ty3

Pour I'énergie cinétique totale on a :

2
T= T1+T2+T3= —:_m[A1+A2+A3]

L’équation de Schrddinger devient

Ze? [1 1 1

4megy Ly 2 T3

hZ

=l

—+—+—|+

Gl N

ameg lriz 713

1/)(77’1,77’2,?3) =E 1/J(F1'72'73)

Ou:

3-4

3-7

o 7= (X1, V1, 21), o= (X2, V5, Z5) €t 5= (X3, ¥3, Z3) Sont les vecteurs positions des trios électrons.
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s, = | — Thl, 13 = |, — T3l et ry3 = |7, — 75| sont les distances entre les trois électrons.

L’expression du Laplacien (termes des énergies cinétiques des électrons) en coordonnées

cartesienne est donné par:

Et en coordonnées sphériques est donné par :

L7 r2ar UL ary r;2sin6; 86; 136/ r2sine 2;02¢;

Qui se réduit pour un systéme a symeétrie sphérique a :

A=[2 20 3-11

arz  ror

3.2.2 Approximation a Z électrons indépendants

2 2 2
Les termes d’échange ( - )( - ) et ( - ) sont responsables en grande partie

4TTEYT 12 4TTEGT13 ATTEGT 23

de la difficulté du probléeme et rendent impossible une résolution exacte de |"équation de

Schrédinger, Si ’on cherche d’abord une approximation de 1’état fondamental en ’absence de

ces termes, on peut simplifier le probleme et séparer les variables 7, 7, et 75 pour réduire

I'¢équation a trois problémes indépendants équivalents au cas d'un atome hydrogenoide (25).
a/ Systémes d’unités atomiques :
Dans ce qui suit, nous allons utiliser le systeme des unités atomiques dans lequel on a :

2

h=1, m,=1, =1 3-12

471'80

Dans ce systeme, 1’unité d’énergie est le Hartree, ¢’est une unité égale a deux fois 1’énergie de

liaison de 1’¢lectron dans 1’état fondamental de I’atome d’hydrogéne.:

e2

1 Hartree =
4

TEYAg

L’unité de distance étant le rayon de Bohr a,

En unités atomiques, la valeur de I’énergie de 1’état fondamental de I'atome Lithium est :

=27,21ev. 3-13
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E, =—7,48 Hartree 3-14

En utilisant les unités atomiques, 1’équation de Schrddinger s'écrit, sachant que Z=3 :

(1A VR WO S 3}+1+1+1)¢(***) Ey(y, i) 315

=AM —zAy A3 ————— —+—+—+— VT, T3) = Ty, 7o, T -

271 27 273 TH Ty, T3 Ty T3 T3 fwfats b3

Si on néglige les termes d’interaction électron-électron (échange) ri,rietri, I’équation
12 13 23

devient une équation séparable :

1 31 3 1 3 I I
(—5A1 T EAZ T 5A3 - g) Y1, 75,73) = (E1 + E; + E3)Y (74,75, 73) 3-16

C'estadire:

(Hy + Hy + H3) Y(7,75,73) = (E; + Ey + E3)Y (7,75, 73) 3-17
Avec
H = 1A 3
ET 20

La fonction d’onde de I’état fondamental de 1’atome se factorise alors sachant que 1’état

fondamental d’un atome hydrogenoide (nlm)=(100) n’a pas de partie angulaire (elle est constante

1
=Yoo = \/ﬁ):

V(@ 1o, 75) = P1(71) Yo (75) Y3 (73) 3-18
L'énergie de I’état fondamental (n = 1) serait alors égale en unités atomiques a

2
E=FE +E+FE=->x3=-22=-135 Hartree

Par rapport a une valeur expérimentale de —7.48 Hartree, ce qui constitue une erreur importante

lorsque on néglige la répulsion entre les deux électrons.

Pour améliorer le résultat, nous allons utiliser la methode variationnelle en se basant sur une
fonction d’onde d’un systéme de 3 électrons indépendants, cette fonction a 9 variables spatiales
(3 pour chaque électron) dépend d’un parameétre ajustable a. Ce paramétre sera déterminé par

méthode variationnelle.
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3.3 Calcul variationnel pour I'atome de Lithium
Comme on a vu au chapitre I, la méthode variationnelle consiste & minimiser la valeur

moyenne de I'hamiltonien pour une fonction d'onde choisie dépendant d'un parameétre variable a.

_@WIHIp) 219
W)

En normalisant la fonction d’onde (¥ |y ) = 1, la valeur moyenne se réduit a :

(H)

(H) =([H|y ) 3-20

Avec H I'hamiltonien de I'atome de lithium

H:T+VI+Vex:(T1+T2+T3)+(V1+V2+V3)+(V12+V13+V23) 3'21

Qui s’exprime en unité atomiques par :

1 1 1 1 1 1 1
H=3@+8+8) =3 (S 4—+ =)+ (=4 —+ —) 3-22
2 T, T3 T

La fonction d'onde test que nous avons choisie est une fonction a un seul parameétre (les

fonctions a deux parameétres sont plus difficiles a traiter) et de forme factorisée :

Yo (11,72, 73) = Y1 (T, ), (7, )3 (75, @)

Dans notre étude nous avons choisie deux configurations, la premiére 1s1s1s est la plus simple et
la moins précise ou 1’on néglige le principe de Pauli en considérant les 3 €lectrons dans 1’état 1s.
La deuxiéme 1s1s2s permet d’améliorer I’approximation en considérant le troisiéme électron

dans I’état 2s. L'interaction de spin es négligée dans nos calculs.

3.3.1 Configuration 1s1sls

Traitons d’abord comme premiére approximation, le cas ou les 3 €lectrons sont dans I'état
1s, on néglige donc le principe de Pauli dans un premier temps. On choisit les fonctions d'onde
d'essai de type hydrogenoides ou 1’électron est dans 1'état fondamental n=1 et la fonction d’onde

a symeétrie sphériques :

1
nlm = 100, YOO =
vamn
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1,[)1(771) = R1(?1)Y00
1/12(?2) = Rz(?z)Yoo
1/13(?3) = R3(?3)Y00

Donc chacune des 3 fonctions d’onde est de la forme :

Y (7)) = Cxe™ Tk 3-23
Cy étant une constante de normalisation :

Normalisation de la fonction d'onde :

W) =1 & W1l [P XWsls) = 1

On normalise individuellement chaque fonction d'onde :

Wrlpe) =1, k=123
= jl/)*k Yrd3r, =1

- f Ckze_zark d3rk =1
Ckz-]- Tkze_zarkdrk dad =1
0 4

Comme
dQ = 4n

. ! .
et selon la relation : fooo x"e~%dx = —— , on obtient :

an+1 !
© 1
T Ze—Zar d _
jo k Tk = 203
et on déduit :
3
Co= |— 3-24
T

Les fonctions d'ondes normalisées sont alors :

(13
Y (P, @) = /?e“"k, k =1,2,3 3-25
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et la fonction d'onde totale est :

l/) (?1 FZ FB): a_3€—0-’7”1 a_3€—0””2 a_3€—0””3
av e i) i3 i

3

3/2
lpa (?1,?2,%) = (CZ_> g~ a(r+7m2+73) 3-26
T

On calcul maintenant la valeur moyenne (H) :

(H) = (Tl + Tz + T3> + <V1 + Vz + V3) + <V21 + V13 + V32> 3'27

a) Energie cinétique : On a le méme calcul pour les trois électrons

T,) = ! A

(1) =~ (8)

(By) = ff 1 ) (B) s () By (P By () dF
9d

= [|[ w2 waida, [[[ waGwsda [[[ waGoaw e

ad ad ad
=HJ —e YA —e‘“rd371’=—f e‘“rAle‘“rdrf dQ,
s s T J, i
ad (@
4-7T—J e~ Ae” r2dr
T Jo

2
Sachant que : A= [;7 + %%], on obtient :

[e's] 62 [o's)
(7)) = 4a3J e~ar —e‘“rl ridr + 40(3.[
0

20 5
52 e ar [——e‘“r]r dr
0

r or

2> _ :
Ona: [a?e “r] = a’e~", le premier terme donne alors

[e9) 02 [es)
4a3j e ar le e Y ridr = 40(5J e 2% r2dr = 4a® /4a3 = a?
0 0

Pour le deuxiéme terme on obtient :
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o)

@ 20
4a3f e ar [;a e‘“r] ridr = —8a4f e 2% rdr = —8a*/4a® = —2a?
0 0

Il s’en suit :

(A) = a? —2a% = —a? 3-28
Finalement les valeurs moyennes des énergies cinétiques individuelles sont

2

1 a
(Ty) = —E(Ak) == k=123 3-29

Et pour I’énergie cinétique totale :

3
(T) = <T1 + TZ + T3) = 5(12 3'30

b) Energie potentielle individuelle : On a aussi le méme calcul pour les 3 électrons

. ad (@ 3
(V) = ff Yo ik d°F = ——f e~ — e~y 2]y, ff )
od T Jo " 4am

Le calcul méne a la valeur :

W) = —— CN 4 = 30, k=123 3-31
k/ — AT T = a, - L,4 -
Et

(Vi) = (Vp) + (Vp) + (V3) = =9« 3-32

c) Energie d'echange :

Simplifions I’expression de cette intégrale par un changement de variable

<Vex)_ff9d¢vex¢ d%—fde E+T3+%) b dor 3.33
Ona:
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3

. a
Y =9 =13 = <?

3/
2
) e—a(r1+r2+r3)

9
l/)l/J* — l/)2 — %e—Za(r1+rz+r3)

On effectue le changement de variable suivant qui va nous permettre de factoriser le parametre «

hors de I’intégrale :

R, =ar, k=123
dRy = adry,

d°r = dv,dv,dv; = r2drdQridr,dQ,ridr,dQ,
1 2 1 2 1 2
== ?Rl dTld.Ql ?RZ drzdﬂz $R3 dr3dQ3
9 1 2p2p2
d r = FR1R2R3dR1dR2dR3dQ]_dﬂde3
9,. 1 — 1 9
d r = ?dVldedV3 - Ed R

- 1 z .
| = — Ry;. Par conséquent :

m
—
oy |
~.
oy
1
Il
SHES
:-ml
I
<

1 1 1 1
(V) = af.’:f — ¢ 2(R1+Rz2+R3) <_+_+—) d°R 3-34
ex 9q T3 Riz  Riz Rz

(Vex) = a I 3-35

Avec

1 1 1 1
! 9d m3 Ri;  Riz Ry

Cette intégrale d’échange a 9 dimension est tres difficile a calculer de facon exacte, elle est

indépendante du parametre a ce qui nous permet de I’estimer numériquement en utilisant

I’intégration MC.
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Revenons maintenant a la valeur moyenne de 1’hamiltonien dans cette configuration 1s1s1s:

(H) = (1) + (R) + (Vo) = 5a* ~9a + ay

3
(Hy) = Eaz +(; -9 a 3-37

d) Méthode variationnelle : La minimisation de (H,) donne:

0(Hg)
Jda

=3a+1,-9=0

9_11
3

a= 3-38

Le calcul de I’intégrale d’échange I se fera par intégration Monte Carlo et sera comparée a la
valeur exacte dans la littérature qui vaut :

15
I =5 = 1875 3-39

3.3.2 Configuration 1s1s2s

Dans ce cas on prend en compte le principe de Pauli, 2 électrons sont dans I'état 1s et le troisiéme
dans I'état 2s. Pour ce troisieme €lectron la fonction d’onde test va donc changer tandis que pour

les 2 électrons 1s elle reste la méme que le cas précédent.

o Y(H) =Cie ™ 3Y(F) = \/%e‘“rl
o P (1) = Cre™ 2 3 Y,(7) = \/%e_arz

T3

o P3() = C3(2 - “7”3)e_az

La fonction 5(7;) représente le premier état excité (n=2) d’un atome hydrogénoide. La

normalisation de ¥5 donne :
a3
C3= |=—=—
37 /32m
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Et la fonction d’onde totale de 1’atome est alors :

1 (a3\*?
Yo (P,75,73) = m(—) (2 — ary)e~®(1+7z473/2) 3-40

a) Energie cinétique

Les valeurs moyennes des énergies cinetiques des 2 électrons 1s ne change pas. En effet, pour

I’¢lectron 1 par exemple on a :

(Ay) = fff 2 (7)" Yo (1) d%7, fff Y3 (7)) P3(75)d° 7y fff Y1 (F) AP, (F) AT

Comme ,, 5 sont normalisé, on retombe sur le méme calcul que le cas 1s1sls. Méme chose

pour 1’¢lectron 2.

2

(Ty) = (Ty) == 3-41

Pour le troisieme électron :
_ 1
(Ts) = — = (83)
05) = [[|| a2 ) B G G )7
9d
:ff ¢3(73)*A3¢3(73)d373
3271] (2 —ar)e™@/2A[(2 — ar)e™¥/?] rzdrf4ndﬂ3

Le calcul de cette intégrale meéne au résultat :

a
(Bg) = —— 3-42

Par conséquence :

(Ty) = — 3-43
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Et donc la moyenne de I’énergie cinétique totale est :

9
(Ty=(T1 +T, +T3) = gaz 3-44

b) Energie potentielle individuelle :
Méme remarque ici, les moyennes des énergies potentielles individuelles des deux électrons 1s
sont les mémes que le cas 1s1s1s:

(Vl) = (Vz) = —3(1 3'45

Et pour le troisieme électron :

(Bg) = f f | Y)W Vs GG (O

- fff s (7s) Vatps () d37s

—3(13 ” —-ar/2 1 —-ar/2 2
=S ), (2 —ary)e g[(Z—mg)e | r2dr 4ndQ3

Apres calcul on obtient :

3
(V3) = 2 3-46

Ce qui conduit a I’énergie potentielle individuelle totale :

3 27
c) Energie d’échange
1 1 1
(Vex>=ﬂ ¢I/ex¢*d9r=w Y (—+—+—) Y*d°r 3-48
9d 9d Tz Tz 123

Le méme type de calcul que le cas 1s1s1s et avec le méme changement de variable

R, = ar, k=123
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Permettant aussi de factoriser le parametre a hors de I’intégrale, on obtient alors aprés calcul la

forme suivante:

1 1 1 1
Vo) = 2 _ R.)2e~2(Ri+Ry+R;/2) (_ — _) d°R  3-49
(Vex) a.f.Ugd 32m3 ( 3)’e Ry, " Ri3 " R33
C'est-a-dire :
<Vex) =al, 3-30
Avec
1 1 1 1
I — 2 — R 2 —2(R1+R2+R3/2) (_ — _) ng 3-51
2 jﬂgd 32m3 ( 2 Ry, - Ry3 * Ry3

Cette intégrale d’échange est encore plus difficile a calculer que la précédente et on va aussi

I’estimer numériquement en utilisant I’intégration Monte Carlo.

Finalement la valeur moyenne de 1’hamiltonien dans cette configuration 1s1s2s est :

9 27
(H) =A(T) + (V1) + (Vex) :gaz —Ta"‘alz

9 27
(Ha> = gaz + (12 — T) a 3-52

d) Méthode variationnelle : La minimisation de (H,) donne:

d(Hy) 9 27
= — I, —— =
da a% Tl =0

4
a=3-5l 3-53

Le calcul de I’intégrale d’échange I, se fera par intégration Monte Carlo et sera comparée a la

valeur exacte dans la littérature qui vaut :

677
I, = —— = 1.044 3-54
2 = 75 = 1044753
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3.4 Calcul Monte Carlo des intégrales d’échange |1, |2

Nous allons utiliser l'intégration MC pour calculer des valeurs approximatives des intégrales
d’échanges multidimensionnelles 3-36 et 3-51 et comparer avec leurs valeurs exactes. Deux
approches vont étre utilisées : La premiére utilisera 1’intégration MC avec une densité de
probabilité uniforme et la deuxieme avec densité non-uniforme. Les résultats obtenus dans les
deux configurations 1slsls et 1s1s2s seront utilisé pour estimer la valeur de 1’énergie de 1’état
fondamental de 1’atome de Lithium a 1’aide des formules du calcul variationnel effectué¢ dans la

section précédente.

3.4.1 Calcul de I par intégration MC (configuration 1s1s15s)

Rappelons I’expression de 1’intégrale 9-dimensionnelle I :

1 1 1 1
I — fff _ e—Z(R1+R2+R3) (_ + - + _> d9R 3_55
! 9d m3 Ri;  Ris Ry

a/ Intégration MC avec une densité de probabilité uniforme :

L’intégrale I1 est de la forme :

11 = f.’:f f(ﬁl,ﬁz,ﬁg,)dgﬁ
9d

Avec :

— - - 1
f(R1’ RZ! R3) = _3e_Z(R1+R2+R3)[ = = + =g = + g -
T
Le domaine d’intégration étant tout ’espace 9d, mais I’existence de la fonction exponentielle
rapidement décroissante dans la fonction a intégrer nous permet de nous limité a un domaine

cubique fini [a, b]° choisi de fagon adéquate. D’aprés les formules d’intégration MC du chapitre

2,ona:

e 95 (b - a)9 N D o] 2]
L = ﬂf f(Rl;RZ;R3)d R =~ Tzf(Ru,Rzi,Rsi)
9d i=1

En d’autres termes :
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(b-a)’< 1 1 1 1
I ~ —az_e—z(Rli"'Rzi"'Rsi) + 3-56

— — — — + — Jy
N L |Rii — Rai|  |Rui— Rsi|  |Rai— Ry

Les N points d'intégration (Rli,Rzl-,§3i) seront alors générés uniformément dans le volume

cubique 9-dimensionnel [a, b]°
b/ Intégration MC avec une densité de probabilité non-uniforme :

Ecrivons I’intégrale I sous la forme :

I = M p(By, Ry, Rs)f (Ry, Ry Ry)d°
9d

AVec :

(R i) = |t ot
R - Rl Ry - Ro| R, — R

- - - 1
p(Rl; Rz, R3) = FG_Z(R1+R2+R3) 3-57

Nous considérons p comme une densité de probabilité non-uniforme de la distribution des N
points d’intégration (ﬁ1,§2,§3) dans tout I’espace 9-dimensionnel. Les formules d’intégration

MC avec densité non-uniforme donnent alors :

N
— — — — = = = 1 =4 D D
I = ].U p(Rl,RZ,R3)f(R1,R2,R3)d9R ~ sz(Rli; Rzi;R3i)
9d i=1

C'est-a-dire :

S ]
CONLIR - Rul  |Rii— Ra|  |Rai— R

Les N points d'intégration (R,;, R,;, R5;) seront alors générés suivant la distribution 3-57 dans
tout I’espace 9-d. Nous remarquons que cette fonction de distribution peut étre factorisée en trois

fonctions individuelles sphériqguement symétriques :
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3

p(Ry, Rz, Rs) = ;B_Z(RﬁRZJrRS) = H;e_ZR‘ = P1P2P3
i=1

Avec :
o 1
pi(R;) = p e 2k

La génération des points dans 1’espace 9-d distribués selon p revient donc a leurs genération
dans les espace 3-d individuels. Pour générer la distribution de chaque électron dans I"espace 3d,
écrivons en coordonnées sphériques la densité de probabilité de présence de I’électron dans le

volume élémentaire dV/;

dV; = R3dR,dQ, ,  dQ, Partie angulaire

1
dPl = pldVl = ;e_ZRlR%dedQ]_

2,—2R 1
== 4R1€ 1dR15 dﬂl == lede + plﬂdﬂl

1
— 4R2 —2R1’ —
P1r 1€ P1a 4

Ainsi, la partie radiale est générée selon la distribution radiale p;z , R € [0, ] et la partie

angulaire selon la distribution uniforme p,q (distribution isotrope)

On a bien sur la normalisation de la distribution radiale et angulaire

fledR1:1 'ff pia=1
0 41

Et on des relations de distribution similaires pour 1’electron 2 et 3

3.4.2 Calcul de I, par intégration MC (configuration 1s1s25s)

Rappelons I’expression de 1’intégrale 9-dimensionnelle 12 :

1 1 1 1
I, = 2 — R.)2e2(R1+Rz+R3/2) (_ +— 4 _) d°R 3-59
2 j.Ugd 32m3 ( 3)%e Rz  Riz Ry
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a/ Intégration MC avec une densite de probabilité uniforme :

L’intégrale I, est de la forme :

I = fff f(ﬁpﬁz;ﬁs)dgﬁ
9d

AVec :

1 1
+ Iy Iy
- R2| |Ry — Rs|

— — — 1

— 2 —2(R +Ry+R3/2)
De méme le domaine d’intégration étant tout 1’espace 9d, pour la méme raison que l'autre
configuration nous nous limitons le domaine d'intégration a un hyper-cube fini [a, b]° choisi de
fagon adéquate. D’apres les formules d’intégration MC du chapitre 2, on a alors I'approximation

MC uniforme :

N9
I ~ (b a) Z (2 - R)e 2(R1+R2+R3/2)[ 1 +— 1 4+ 1 _ 3-60
32m |Rii— Rail  |Rui— Rai| R — Rl

Les N points d'intégration (Ry;, R, R5;) seront générés uniformément dans le volume cubique

9-dimensionnel [a, b]°
b/ Intégration MC avec une densité de probabilité non-uniforme :

Ecrivons I’intégrale I2 sous la forme :

I = jjj P(ﬁpﬁzl§3)f(§1,§2.§3)d9§
9d
Avec :

1 1

R,R, + = — + — =
f(Ra R Rs) = lll—Rz IR, — Rs| |R,— R

p(ﬁll }_?)2) }_?)3) = ﬁ(z —_ R3)28_2(R1+R2+R3/2) 3-61
T
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De méme p est une densité de probabilité non-uniforme de la distribution des N points

d’intégration (ﬁl,ﬁz,ﬁg)) dans tout I’espace 9-dimensionnel. Les formules d’intégration MC

avec densité non-uniforme donnent alors :

N
- - — = = = =g 1 > D D
12 = J.f.l- p(Rl; RZ; R3)f(R11 RZ) R3)d9R ~ NZ f(Rli’ RZi’ R3i)
9d i=1

C'est-a-dire :

I ~ lzl Lt .1 l 3-62
* T NL|Ry— Ryl |Ri— Rai|  |Ryi— Rail

Les N points d'intégration (ﬁli, ﬁzi,ﬁ3i) seront genérés suivant la distribution 3-61 dans tout
I’espace 9-d. On a la méme remarque pour cette configuration, la fonction de distribution 3-61

peut étre factorisée en trois fonctions individuelles sphériquement symétriques :

— — — 1
P(R1»R2;R3) =323 (2 — Ry)2e 2(RatRatRs/2) = p p, ps

Avec :
p (ﬁ)zle‘ml p (ﬁ)zle‘ZRz p (ﬁ)zi(Z—R )2e ks

La génération des points dans 1’espace 9-d distribués selon p revient donc a leurs génération

dans les sous-espaces 3-d des positions des électrons individuels selon les densités : p;, p2, p3-

Pour les deux électrons 1s, la génération des points se fait de la méme fagon que dans la section
préceédente. Pour générer la distribution du troisieme électron dans | espace 3d, écrivons en

coordonnée sphériques de probabilité de présence de cet électron dans le volume élémentaire

dV3 == R%dR3dQ3
1
dP3 = p3dV3 = %(2 - R3)26_R3R§dR3d.Q.3
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R? - 1
= g(z — R3)“e™"dR; Edﬂ3 = p3rdR3 + p3dds

R _ 1
P3r = g(z — R3)%e™Rs, P3a = -

Ainsi, la partie radiale est générée selon la distribution radiale ps;; , R € [0, ] et la partie

angulaire selon la distribution uniforme p;q (distribution isotrope).

On a de méme la condition de normalisation de la distribution radiale et angulaire

fledR1=1 ,jj pia=1
0 4T

3.5 Résultats et discussion

3.5.1 Résultats de I’intégration MC

On présente dans les tableaux et figures ci-dessous les résultats de nos calculs Monte
Carlo des intégrales d’échanges IMC (a 9-d) Iy et |2 ainsi que I’erreur statistique ERP (1’écart
quadratique moyen) en fonction du nombre de points d’intégration N pour les deux
configurations 1s1sls et 1s1s2s. Pour chaque configuration, le calcul a été effectué selon deux
méthodes d’intégration : la méthode avec échantillonnage uniforme (sur un hyper-cube 9-
dimentionel [-6,6]°) et celle avec échantillonnage non-uniforme (sur tout I’espace 9-d). Ces
calculs ont été effectué avec le logiciel Maple qui possede une bibliotheque de générateurs de

nombres aléatoires variée et robuste.
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a/ Configuration 1s1sls

N IMC ERP (%)
102 0,976778667 69.26268
103 1,98895 50,27432
10* 1,86198 41,18029
105 1,88392 2522452333
106 1,92424 15,54437667
107 1,87995 5,23302

Tableau 3-1: Calcul MC de I; (IMC) et erreur statistique relative (ERP) pour le cas uniforme

N IMC ERP (%)

10° 1,89494 456590667
103 1,85790333 1,62268333
10°* 1,87755333 052678333
10° 1,8748 0,17154

10° 1,87482 0,05447667
107 1,87499667 0,01914667

Tableau 3-2 : Calcul MC de I; (IMC) et erreur statistique relative (ERP) pour le cas non-uniforme

Configuration 1s1s1s avec densite uniforme

T

2,74
2,4
2,14
1,84
1,54
1,24
0,94
0,61
0,34

IMC

[——mo)] ]

TT———

—
T "

IMC

Configuratin 1s1s1s avec densite non uniforme

1,96
1,94 1
1,921
1,901
1,88 1
1,86
1,84
1,82

1,80

\/\Mﬁ :

—a—(IMC) 1

Figure 3-2 : Intégrale d’échange 1 (IMC) avec barres d’erreur en fonction de N

Configuration 1s1s1s avec densite uniforme
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Erreure (relative)%

201

T T T T T T

\ ——err)] ]

Erreure (relative)%

Configuration 1s1s1s non uniforme

5 . ; . : ; -
—a— (ERP)
4 =
34 4
24 <
14 |
-
0 T =
10’ 10° 10° 10°* 10° 10° 10’ 10°
N

Figure 3-3 : Evolution de I’erreur relative de 11 en fonction de N
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b/ Configuration 1s1s2s

Tableau 3-3 : Calcul MC de I, (IMC) et erreur statistique relative (ERP) pour le cas uniforme

N IMC ERP (%)

102 0,330239513 75,35763667
103 1,37986736 68,01519333
10% 0,847537407 40,59838

105 0,999238013 26,02346667
106 1,079570073 15,54031333
107 1,059053333 3,748866667

N IMC ERP (%)
102 1,03744 4,96713333
103 1,04625 1,85194
104 1,04742667 0,59996
105 1,04446667 0,06261667
106 1,04484 0,06249333
107 1,04488333 0,01944667

Tableau 3-4 : Calcul MC de I, (IMC) et erreur statistique relative (ERP) pour le cas non-uniforme

Configuration 1s1s2s avec densite uniforme

2,0
1,6
1,24

0,84

IMC

0,4
0,0

0,4+

]

IMC

Configuration 1s1s2s avec densite non uniforme

1,20
1,154
1,104
1,054
1,00
0,954

0,904

0,85

T T T T T T
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Figure 3-4 : Intégrale d’échange I> (IMC) avec barres d’erreur en fonction de N
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Figure 3-5 : Evolution de I’erreur relative de I> en fonction de N
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3.5.2 Résultats du calcul variationnel

En utilisant les formules du calcul variationnel, équations 3-37 et 3-38 pour la
configuration 1s1sls et équations 3-52 et 3-53 pour la configuration 1s1s2s nous calculons les

valeurs du parameétre o et déduisons les estimations de 1’énergie E = (H,) de 1’état fondamental.

Pour cela nous avons utilisé¢ les meilleures valeurs des intégrales d’échange obtenues par

intégration Monte Carlo avec densité non-uniforme pour N= 107(Tableau 3-2 et Tableau 3-4).

Le tableau ci-dessous résume ces valeurs :

Configuration IMC a E=<H> (Hartree)
1s1sls 1,87499667 2,37500111 -8,460945409
1s1s2s 1,04488333 2,535607409 -7,232968049

Tableau 3-5 : Résultats du calcul variationnel de E pour les deux configurations

3.5.3 Discussion des résultats

Pour le calcul Monte Carlo :

Les tableaux et les figures ci-dessus de I'intégrale 11 montrent une convergence vers la valeur
exacte : I; = 1.875 Hartree.Ce constat est valable pour les deux méthodes d'intégration
uniforme et non uniforme. Mais on observe que la convergence pour la méthode non-uniforme
est beaucoup plus rapide gu'avec la méthode uniforme. Les courbes des erreurs ERP confirment

cet avantage de la méthode non-uniforme

Ainsi par exemple et a titre de comparaison, avec N = 10° points d'intégration, l'erreur relative
de la méthode non-uniforme est de 0.17% alors que celle de la méthode uniforme n'est qu'a
25.2%. Cet avantage était prévisible étant donné que le choix d'une densité de probabilité non-

uniforme qui s'approche de la fonction a intégrer est plus efficace.

Concernant l'intégrale 1> avec la configuration 1s1s2s, les mémes remarques sont valables, il y a
bien une convergence vers la valeur exacte I, = 1.044753 Hartree et cette convergence est

plus rapide pour la densité non-uniforme pour les mémes naissons évoquée plus haut.
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Pour le calcul variationnel :

Le Tableau 3-5 montre clairement que la fonction d'onde test de la configuration 1s1s2s est mieux
adapté au calcul variationnel avec un résultat de I'énergie fondamentale de I'atome de Lithium
E = —7.23 Hartree comparativement a la valeur expérimentale de E = —7.48 Hartree C'est-

a-dire avec une erreur relative de :

—7.23+7.48

AE =
‘ 7.48

‘ = 3.34%

3-63
Ce résultat plus précis que le cas 1s1sls s'explique tout simplement par le fait que I'on a tenu
compte du principe de Pauli pour le cas 1s1s2s (troisieme électron dans la couche 2s) et donc une

fonction d'onde plus réaliste.

Ces calculs ont été effectués avec des fonctions d'ondes d'essai a un seul paramétre (o),
I'utilisation de 2 parameétres ou plus permettra certainement d'améliorer la précision du calcul

variationnel.
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Conclusion

Ce travail avait pour objectif le calcul approché de 1’énergie de 1’état fondamental de
I’atome de Lithium par I'usage de la méthode variationnelle en mécanique quantique. Cette
méthode passe par le calcul de la valeur moyenne de I’hamiltonien de cet atome a trois électrons,
or ces moyennes nécessitent le calcul d’intégrales multidimensionnelles sur toutes les variables
spatiales des ¢lectrons de 1’atome (9 variables dans notre cas), ces intégrales ont été évalué par la

technique d'intégration de MC.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous avons présenté la méthode variationnelle
en mécanique quantique et son principe de fonctionnement illustré par le théoréme de Ritz dont

nous avons présenté une démonstration.

Le deuxieme chapitre est divisé en trois parties. Dans la premiere, nous avons abordé la
méthode de Monte Carlo (MC). Aprés une bréve introduction de la méthode et de son historique
de développement, nous présentons un rappel des notions de base de la théorie des probabilités
sur lesquels s’appuient la méthode MC et notamment la notion de variable aléatoire et les
méthodes de génération ainsi que 1’ésperance et la variance. La deuxieme partie a été consacrée
a l’intégration MC multidimensionnelle et ses trois variantes avec échantillonnage uniforme,
non-uniforme et préférentiel (réduction de la variance). Dans la troisieme partie nous présentons

les avantages de I’intégration MC par rapport aux méthodes classiques.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons présenté le calcul variationnel de I'état
fondamental de I'atome de lithium en deux parties. Dans un premier temps, on a commencé par
le calcul des différents termes qui composent la valeur moyenne de H pour deux types de
configurations : cas 1slsls et cas 1s1s2s avec une fonction d’onde a un seul paramétre. Le calcul
exact et relativement facile a été réalisé pour la normalisation de la fonction d'onde et le calcul de
I’énergie cinétique et potentielle individuelle. Dans la seconde partie, 1'énergie d'échange
difficile a calculer exactement, a été mise sous forme d’une intégrale 9-d que nous évaluons par
I’intégration Monte Carlo selon deux approches : avec une densité de probabilité uniforme et

non-uniforme.

Nos calculs nous ont permis de retrouver une convergence vers les valeurs exactes de ces
intégrales d’échange pour les deux types d’approche et nous avons constaté que l'utilisation d'un
échantillonnage non-uniforme permettait une convergence plus rapide et des erreurs relatives

négligeables avec moins de points d'intégration. Ces valeurs ont ensuite été utilisées pour le
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calcul variationnel pour la minimisation de I’énergie de I’état fondamental du Lithium. Comme
attendu, la configuration 1s1s2s qui tient compte du principe de Pauli donne de meilleurs
résultats avec une erreur relative de 1’ordre de 3%. Pour améliorer cette approximation, 1’'une des
solutions possibles serait d’utiliser des fonctions d’ondes de différentes formes et a plusieurs
parametres donnant une meilleure flexibilité au calcul de minimisation. Ceci pourra constituer un

travail a accomplir dans un futur mémoire de Master.
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Résumé :

Ce mémoire est consacré au calcul variationnel de 1’énergie de 1’état fondamental de
I’atome de Li (Z=3) par intégration Monte Carlo multidimensionnelle. L application de la
méthode variationnelle pour un atome a plusieurs électrons nécessite le calcul de la valeur
moyenne de I’hamiltonien du systéme et celle-ci implique le calcul d’intégrales
multidimentionnelles difficiles a évaluer analytiquement notamment pour I’intégrale
d’échange représentant le potentiel d’interaction mutuelle entre les électrons. Ce travail a pour
objectif I'utilisation de l’intégration Monte Carlo pour I’estimation de cette intégrale
d’échange. Le calcul variationnel par la minimisation de I’hamiltonien nous a permis
d’estimer 1’énergie fondamentale du lithium avec une erreur relative d’environ 3%.

Mots clés : Méthode Monte Carlo, variable aléatoire, intégrales multidimensionnelles, atome a plusieurs
électrons, méthode variationnelle, atome de Lithium.

Abstract :

This thesis is dedicated to the variational calculation of the ground state energy of
the Li atom (Z=3) by multidimensional Monte Carlo integration. The application of the
variational method for atoms with several electrons requires the calculation of the expectation
value of the hamiltonian of the system and this implies the calculation of multidimensional
integrals difficult to evaluate analytically in particular for the exchange integral representing
the mutual interaction between electrons. This work aims to use Monte Carlo integration to
estimate this exchange integral. The variational calculus by the minimization of the
hamiltonian allowed us to estimate the fundamental energy of lithium with a relative error of

about 3%.

Keywords: Monte Carlo method, random variable, multidimensional integrals, multi-electron atom, variational

method, Lithium atom.
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