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Avant-propos

Ce programme de cours en Mécanique des Milieux Continus (MMC) semble couvrir un large
¢ventail de sujets essentiels pour la compréhension approfondie du comportement des
matériaux et des structures.

Le cours est divisé en cinq chapitres distincts, chacun abordant un aspect spécifique de la

MMC. Les chapitres sont les suivants :

Calcul vectoriel
Calcul tensoriel
Etude de contrainte

Tenseur de déformation

A o

Loi du comportement

L'approche du cours, combinant la théorie avec des exemples pratiques, est trés bénéfique.
Elle aide les étudiants a visualiser et a appliquer les concepts théoriques dans des contextes

réels, ce qui est crucial pour une compréhension approfondie.

Ce programme semble fournir une base solide pour les étudiants en génie mécanique, génie
civil et d'autres domaines connexes ou la compréhension du comportement des matériaux et

des structures est essentielle.



Chapitre 01
Calcul vectoriel



Chapitre : Calcul Vectoriel

1- Introduction
Le calcul vectoriel est un outil mathématique, tres utilisé en physique. En fait, 1l existe en
physique deux types de grandeurs : les grandeurs scalaires et les grandeurs vectorielles.

2- Définitions
a. Grandeur scalaire

C’est une grandeur physique décrite par un nombre (scalaire) et une unité.

~ Exemple

le volume, la masse, la température, la longueur, le temps, ...etc.

b. Grandeurvectorielle

C’est toute grandeur dont la détermination nécessite un sens, une direction, un point
d’application et une valeur (ou intensité).

— Exemple

le déplacement, la vitesse, I'accélération, la force, le champ électrique, ... etc.

c. Coordonnées d’un point

Dans 'espace, un point A est défini par des nombres (ou scalaires) a, , a,, a,. a,,appelésles

coordonnées de A4 , etil s’écrit: A(q,,a, ,a,,....,a,).

3- Vecteurs
a. Définition
Un vecteur (nommé par exemple /) est une grandeurdéfinie par :

e Une direction: c'est la droite qui
porte le vecteur.

.~
i o ) Module H 4 H ouV /,/'/Direction
e Un sens: représente l'orientation du Sens
vecteur (symbolisé par une fleche — ) .
Vecteur V'

e Un module”V” (ou simplement V _—~"" Point

—
. - d'application
) :représente la valeur de la grandeur PP

mesurée par le vecteur V.
Graphiquement, le module correspond a la longueur du vecteur.

e Un point d’application : c’est le point qui sert d’origine a la représentation du vecteur.

Remarques :

1- Le module d’un vecteur (appelée également la norme ou lintensité) est un scalaire toujours
positifﬂ v H >0.

2- Un vecteur est dit unitaire si son module égal a 1
(ou unité).

3- Deux vecteurs V, etV, sont égaux V, =V, , s'ils
ont le méme module et le méme ses.

4- L’opposé d'un vecteur V' noté —V estun vecteur
ayant le méme module et la méme direction, mais avec un sens opposé.
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b. Types des vecteurs

1- Vecteur lie

Un vecteur V est dit lié (ou bipoint), si son point T o =
d’ s . bipoint V' = 4B
application est fixe. A

Point

Un vecteur lié est un couple ordonné de 2 points - N
d'application fixe

par exemple- 4 et B : V= AB

Ou: A estle point d’application du vecteur V.

2- Vecteur libre

Un vecteur V est dit libre, si son point
d'application peut étre transféré a n'importe quel point
de I'espace.

3- Vecteur glissant

Un vecteur V est dit glissant, si son point
d'application peut se déplacer le long d'une ligne
d'action (la direction (A) ).

4- Systéeme de coordonnées cartésiennes

a. Repere cartésien

Dans un espace tridimensionnel, le repére cartésien se compose d'une origine (point ) etdes
axes orientés et orthogonaux(perpendiculaires entre eux) passant par cet origine.

e Axedes abscisses (noté Ox) ;

e Axe des ordonnées (noté Oy) ;

e Axedes cotes (noté Oz) ;

b. Base cartésienne orthonormée

Dans un espace tridimensionnel, le repere cartésien est muni d'une base vectorielle
orthonormée constituée de trois vecteurs unitaires etorthogonaux deuxa deux notés comme
suivant:

: porté par 'axe OXet orienté selon son orientation.

~.]

: porté par I'axe Oyet orienté selon son orientation.

[ ) [ ]
T~

: porté par 'axe Ozet orienté selon son orientation.
c. Coordonnées cartésiennes d’'un point
Dans un repeére cartésien,chaque point est défini par ses coordonnées cartésiennes suivantes :
e Abscisse (notée x ) : c’est la coordonnées du point suivant I'axe Ox ;

e Ordonnée (notée )): c’estla coordonnées du point suivant 'axe Oy ;

e cote(notée z): c’estla coordonnées du point suivant 'axe Oz ;

—Représentation graphique d’'un point
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v/
Dans un repére cartésien, un point 1
M (x,y,z) est représenté comme dans 4 N
la figure ci-contre . Soa
o M(x,y,2)
1
1
Les coordonnées de l'origine O sont il !
I
(0,0,0). oy
1
1
1

Le point H(x,y,0) est la projection

orthogonale de M surle plan (Oxy).

d. Composantes cartésiennes d’'un vecteur

Dans une repére cartésien,tout vecteur V' est défini par ses composantes cartésiennes, par

VX
exemple V_ Vy et V_, etil s'écrit sous la forme colonne : V' Vy
VZ
~—Représentation graphique d’un vecteur
zZ
Dans un repere cartésien, un vecteur : 1
£ SO
- Vx e 17
"\ 1177}
VZ kA :
~ |
S - i P >
z 4 . s S 1 2%
est représenté comme dans la figure v i o L
ci-contre . R R 47
X
Remaraques :

1- En plus de ses cordonnées, un point M (x, y,z) peut étre défini par le vecteur position :

X

OM | y |(O estl'origine du repére)
z
2- Unvecteur estdit nul [17 = 6) si ses composantes sont nulles(V, = Vy =V _=0).
V. .
3- Dans la base cartésienne (i, j, k), le vecteur V Vy sécrit:V =V _-i + Vy JHV. -k
VZ
Vx
4- L’expression du moduledeV |V, |est: H Vv H = JV2+ Vy2 +V?
VZ
5-Opération sur les vecteurs
a. Addition vectorielle
% | X2
Le résultat de la somme de deux vecteurs V;|y, | , V,|y, | est un vecteur appelé la
Z Z,
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X, +X,
résultante. R |y, +y,
z,+z,

On peut représenter la résultante R par les méthodes graphiques suivantes :

Méthode du triangle Méthode du parallélogramme

Propriétés de la somme vectorielle

<

e Larésultante de la somme d’'un vecteur ¥ avec son opposé —V estle vecteur nul 0.

I
I
1

e Lasomme vectorielle est commutative: "1 T =t Vl

e Lasomme vectorielle est associative : (Vl + V2) + V3 - V1 + (V2 + V3)

b. Soustraction vectorielle

La soustraction vectorielle est définie comme I'addition du vecteur opposé :

D=V,~V,=V,+(-)

Pour trouver graphiquement le vecteur \I;A
— 2 —
D on trace le vecteur opposé — 172 eton D=

utilise la méthode du triangle.

=i

X X - - —
S| RS 7 _ -
Si: Vi|y, |etV,|y, | doncles composantes du vecteur D=V -V sont:D |y, —vy,
Z, z, 2, =7,
——Composantes d’un bipoint
z
A
Zp
\\\ B
s B(xg, yp.25)
: 4B = 40+08
: Le vecteur AB OB =-40+0B
.| /oB
]; “r:’\‘\ A X bl ,Z
4 ' OA = ' (X45Y4524) A
[0) -\\;‘I\ — ’yB ”’yA >y o) —0A4
X ; 0 -\‘:":." ,""
Xy AT oo e
X Vs
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Les composantes d’un bipoint (ou du vecteur) 4B , formé par les points A(xy5 V.4:24) et
B(x,, ¥y, z5), peuvent étre déterminer comme suivant :

—_—  — — — —

AB=A0+0OB=0B-04 (décomposition de AB en deux vecteurs d’origine 0)

Avec: OA=xi iy, jtz, k et @:xB-l?+yB-j+zB-/€

Donc, le vecteur Zis'écrit: AB=(xp—x,) i + (V=) J+(z5=2,)k

Le module de 4B est: HA—BH:\/(XB_XA)z‘F(yB_yA)Z+(ZB_ZA)2

La direction de 4B est le segment de droite [A,B]

c. Multiplication d’'un vecteur par un scalaire

Un vecteur V' peut étre multiplié par un scalaire
réel ' pour donner un nouveau vecteur :

W=n-V 217

Les propriétés du vecteur W sont : 1% /0'517
|7 =lnl-171]

e Lemodulede W est:

e Ladirectionde /¥ estlaméme que celle de V ;

e Le sens de 7 est le méme que celui de Visn> O, et il est opposé a celui de Vosi
n<0.

—Vecteur unitaire d’'un vecteur

Tout vecteur non nul V est égal a module HVH

la multiplication d’'un vecteur unitaire U par

= 17' = H 17 H . U vecteur ~
son module H 14 H : unitaire U, U= U
] 7]
Le vecteur unitaire U permet de définir la
-V
U=—
. R 7
direction etle sens de V , etil s’écrit:
d. Produit scalaire
RSt X, -
SoientV, |y, | et V,|y, |deux vecteurs V,
Z Z,
non nuls. =
) 4

— —

Le produit scalaire entre v et £ estla

V.V

grandeur scalaire notée 2 telle que:
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VoV =| A7 ] -cos

=X Xy Y1 Y2 2 25 (Expression analytique du produit scalaire)

—

!

Avec: ¢ :c’estl’angle entre les vecteurs 4 et "2,

(L'opérateur « * » signifie le produit scalaire)

——Composante d’'un vecteur sur un axe

Dans I'expression du produit scalaire :
B Vo=V |7 [eoso

—

v, H-cosq)

la grandeur « H » représente la

composante (ou la projection) de ¥, sur la direction

de171.

—Exemple

z
La composante de sur:

o Taxe OZest:

Propriétés du produit scalaire

|
|
|

e Sil'undesvecteurs "let "2estnul, donc: "1° V2 =0
e Le produit scalaire est commutatif : Nevy=n.n

(V2+I/3):I71'V2+ 1'V3

Le produit scalaire est distributif : i

L T
_ _ _ o=—=cosp=0
Vl * VZ 0 (Vl L7 , C'est-a-dire I'angle 2 )

(c'estla condition d’orthogonalité de deux vecteurs non nuls)

Le produit scalaire entre deux vecteurs orthogonaux (perpendiculaires) 4 et
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—

X
y

2 2 2
, zZ . Y, ~ ;
e Le module d'un vecteur , qui égal a Xty +z , peut étre formulé par la

777

relation :

Module de la résultante

Soient les trois vecteurs 4B , ACet CB.

_—
—_—

Sile vecteur 4B est la résultante des vecteurs AC et CB, c'est-a-dire :

AB=AC+CB

N

— 2 -, —
‘AB _AB.AB

Dong, le carré de son module égal a :‘

— |12 — — — —
‘AB — (AC +CB).(AC + CB)

|
=(AC.AC)+(CB.CB)+2-AC.CB C

— 2 — 2 - -
=HAC +HCB +2-HACH-HCBH-c0sa

Avec: & c’est’angle entre les vecteurs AC ¢ CB

e. Produit vectoriel

Soient Vl et VZ deux vecteurs non nuls, et ¢ 'angle entre eux.

Viet V2

Le produit vectoriel de "let "2est le =2 = e

Vecteurf défini par:
7=FnF. =7 7. e -0

(L'opérateur « A » signifie le produit vectoriel)

Avec : U est un vecteur unitaire
perpendiculaire au plan formé par les

V.V

vecteurs " let "2,

Le module de Vv est égal a H VH:H Vl AVZ H:H Vl HH 172 H-|Sinq)|

Remarque :

Le sens du produit vectoriel est déterminé par la régle des 3 doigts de la main droite,

disposés de telle sorte que :
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Majeur = 171% §

Pouce=V, AV} ™ TdeRe 172

Expression analytique du produit vectoriel

X
Vly
., (u,,u z
Dans une base orthonormée ( 12722

u . . :
3), Si le vecteur est le produit vectoriel

RERS! [ X2

"y Vil v,

zZ z

des vecteurs 1/ et 2

, donc ses composantes "X" " Y™ et "z"seront calculées par
la méthode du déterminant comme suivant :

—

u U, U

o _ _= |y z = | X 7 = | X Y
V=naV,=1x vy z _u1'|: S e R IS s I
X, Y, 7, Y» 2 2 2 Y»

2

|
|

=172, =¥,2) 0 = (X2, =X, 2) - Uy + (XY, — X, 0 Y) - Us
Propriétés du produit vectoriel

|

— —

e Le produit vectoriel est anti commutatif : Nalhy=-Vn Vl

!
!

Le produit vectoriel est distributif : Vi + V) AVs=Vin

stV AT,

Le double produit vectoriel : ha (V2 A V3) est un vecteur défini par la relation :

AN AR AV A AN

—

e Si "lestcolinéaire a "2 (c'est-a-dire I'angle ?="ou 7),donc: "1 2

u AU, =u

° Une base (ul ’ uz ’ u3)

. L . |u, AU, =u
est diteorthonormée directe,si : ' 3 1 2
Surface d’un triangle
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En géométrie, le module du produit =

L NS
vectoriel V' =V, AV, est égal a I'aire (ou
la surface) du parallélogramme défini par

les deux vecteurs V| et 172 .

Par conséquence, la surface d’un triangle

ABC, formé par trois vecteurs AB

Acet CB ,égalea:

suc= L 7rH| < Lien| - | 7ca
2 2 2

—_— || —

ANAC|-| CB||-sina (* <7 = sina>0)

N

AC |-| AB -Sinﬂ(’g<7[:>sinﬁ>0)
B&)

= = N

N AB||-|| CB |- sin y (7 <" = siny>0)

Application
Soit un triangle quelconque ABC.

Démontrer la formule des sinus :

sina sinff  siny
a b c

Corrigé :Le triangle ABC est formé par
les vecteurs AB , AC et CB .

On désignera par: - @ :lalongueur du coté AB ; c’estadire:a=| AB| ;

b :la longueur du cété CB; c’est adire:b=| CB | ;

¢ :lalongueur du cété AC; cestadire:c=|| AC | ;

a :l'angle entre les vecteur AC et CB ;

- B :langle entre les vecteur AC et AB ;

- y :l'angle entre les vecteur AB et CB ;
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Donc, la surface du triangle s’écrit :
1 1 1
S po=—cb-sina=—-c-a-sinf=—-a-b-sin
asc = > p 5 Y
=c-b-sina=c-a-sinff=a-b-siny
La division par le produita-b-c, nous donne :

c-b-sina c-a-sinff _a-b-siny

a-b-c a-b-c a-b-c

sina _sinff_siny

a b @
f. Produit mixte
X %2 RS
iy | Vi y, Vil vy,
. z z z
Soient les vecteurs non nuls v, 2/ et 3

Le produit mixte (Vl V2 V3) est défini par:

oL o . X,y oz
(VlaVzaVs):VN(Vz/\Vs): X, Y, Z,
X3 Y3 Zs

:X1'(Y2 'Z3_Y3'Zz)+Y1 -(X3-22—XZ-Z3)+ZI-(X2-y3—X3-Z2)

Propriétés du produit mixte

Vo7, A7) =7, (7, A7)

e Le produit mixte est non commutatif: !

!

e Le produit mixte est invariant par permutation circulaire :
AR ISAR A ING

e Le produit mixte est nul si deux vecteurs sont colinéaires ou si les trois vecteurs sont
coplanaires (les trois vecteurs sont dans le méme plan).

Volume d’un parallélépipede

|

. . V. V. N .
Si les trois vecteurs "1, "2 et " 3 ontle méme origine, donc :

R AN A A AN A R I A 7
Avec:
H 172 é 1}3 H : la surface de la base S.
H 171 H cosy=h : la hauteur du -
parallélépipedeconstruit sur &
171, 172 et 173

7 7n7 | easy

Alors, la valeur absolue: est égale au volume du parallélépipede.

10
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g. Dérivation vectorielle

Soit un vecteur 40 défini par ses composantes données en fonction d'une variable t
dv(e)

(peut étre le temps par exemple). La dérivée de 40 par rapport a ! estle vecteur: df

Propriétés de la dérivation vectorielle

47, ()  d7,(0)
dr dr

e Dérivée de la somme (ou de la soustraction) : (V OFV ,(1) =

d(n-V () -, . dn 40)

e Dérivée d'un vecteur multiplié par un scalaire :

La0-7.0= 0 7,0 47,0).

e Dérivée d’un produit scalaire : dt

V (t)

d 5 o oo dRO s s AV
e Dérivée d'un produit vectoriel : dt( (O AP>(0) dt ) +NO) dr

—

Remarque :Si U est un vecteur unitaire. Alors, la dérivée du produit scalaire U. Upar rapport
au tempst , est égale :

dU . -2
T dt :O(puisque' U.U :”U”2 =1 Ww-v) = d”U” =0)
' dr dr
Donc, le dérivé d’un vecteur unitaire, par rapport au temps, A est orthogonal a U,
—Application
(1

Soient les vecteurs A 21 1) Trouver le module de chaque vecteur.

2) Calculer R=A+B etD= A-B .
E (l) 3) Calculer le produit scalaire A.B
et
-1 4) Trouver l'angle @ entre les deux vecteurs.

5) Calculer le module du produit vectoriel” AAB H

Corrigé :

1) Le modulede A est: HEHZ\/12+22+(—1)2 =JV1+4+1=+/6
Le module de B est : HEH:\/0+12+(—1)2 =\J0+1+1=A2

1
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. 1+0 (1
2) Lasomme: R 2+1 =R| 3
-1+ (-1 -2

_ 1-0 (1
La soustraction : D 2-1 =D]|1
0

3) Le produit scalaire : A.B = (Ix0)+2xD)+(-Dhx=h)=3

4) D’apres l'expression du produit scalaire : A.B =H A HH B H'cos 0}
A.B 3 43

= cos Q=—— = =—
A 2

5] "

= ¢ =30°
5) Le module du produit vectoriel : H ANB H = H A HH B H| sin @ |
= 4. B =6 x/2 x5in(30°)

=3

6- Systémes de coordonnées
6-1. Coordonnées cartésiennes
a. Définition
Le repére cartésien (noté R(O, xyz)) est un repére orthonormé fixe, d’origine O (0,0, 0))et

muni d’une base orthonormée directe (i, j, k).
e Dans un espace unidimensionnel : le repére R posséde un seul axe Ox ;
e Dans un espace bidimensionnel : le repere R posséde deux axes Oxet Oy ;

e Dans un espace tridimensionnel : le repére R comporte trois axes Ox,Oyet Oz.

Espace unidimensionnel Espace bidimensionnel Espace tridimensionnel

(ouligne droite) (ou plan)

YA ZA
Mxy) M(x,y,2)
J k4
M(x
0 — _ A ( ) > 0 _» )X 0 E > y
1 i i J
X
~ antarir nac: +inn An ~AAn Annnhac ~as +AciAnnnnan

12
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En systeme de cordonnées cartésiennes, le N
vecteur position d’'un point M (x, y, z) s’écrit: -
OM=x-i+y-j+z-k ooy
— | &
e  OM estlié alorigine O. kA )
— o Y 5y
e Lemodule de OM est: 4 N e

H oM H =Jx*+y 47 XL 4

e Ladirectionde OM estle segment de droite [O, M]

e Lesensde OM estdu point O (origine) vers le point M .

c. Dérivation du vecteur position par rapport au temps en cordonnées cartésiennes

En systéme de cordonnées cartésiennes,la dérivée du vecteur position :
OM(t)=x(1)-i + y(t)- j +z(1)-k

Tels que ! estle temps, s’écrit :

B0 [0 1.0, L][20. 7. 0L [0 ]

sz di & dk -
Et puisque, labase (i, j,k) est caractérisée par : n = d_Jt = a =0,

dOM(t) _ dx(?) E dy(?) G dz(t) 3
Donc: df dr dr dr
=x(0)- 7 +3()- f+200)-k
Remarque :

En physique, on utilise la notation « et » pour désigner la premiére et la seconde

dérivée par rapport au temps l

Application

Soit un point M , défini par ses coordonnées cartésiennes : (sin t, cost, t)

1) Trouver, en fonction du temps t , I'expression du vecteur position OM(t)

2) Calculer %
t

3) Calculer le module du vecteur w

13
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Corrigé :

1) Le vecteur position :OM(t) =sint-i +cost-j+t-k

2) La dérivée par rapporta t :

dOM(t) _ d(sint) s, d(cos?) 7+ d@) i
dt dt dr dt

=cost-?—sint-]’+l€

—dW(t) : oM@ =Jcos’t +sin’t +1=~2

3) Lemodule de
) dr dr

6-2. Coordonnées polaires
a. Définition

Le systéme de coordonnées polaires est utilisé pour repérer la position d’'un point M dans un
plan (espace bidimensionnel).

La position du point M (x, y)est repérée par :

e Lacoordonnée radiale p : c’estla distance qui sépare M de l'origine O .

p=HWH(OSpS+oo)

—_—

e Lacoordonnée angulaire & : c’estI'angle que fait OM avec I'axe Ox.
(0<60<2r)

La base orthonormée associée aux coordonnées polaires est : ( u,,U, ), tels que:

e U , (vecteur radial) : est le vecteur unitaire du vecteur OM .

. M\
—  OM oM SR
U = = = Tl \\%
TooMm| e A
Yp====--- M
o
e U, (vecteur orthoradial): est le vecteur \66‘ '
- B 1
directement perpendiculaire a U b L \8 ! .
ol 7 X 4
(rotation de % dans le sens positif)

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes

En utilisant la figure ci-dessus, on peut trouver les relations entre les coordonnées
cartésiennes(x, y) etles coordonnées polaires(p, @) :

14
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p=yx’+y’

x=p-cosb
9=arctan(%j (si:x>0);0u:0= arctan(%)+7z (si:x<0)

y:p-siné’;et

La relation entre la base polaire ( u,,U, ) etla base cartésienne (i, j) est:

N

U,=cos0-i+sin0-j

@z—sin@~f+c0s(9~]’

Remarques :

_—

1- Les vecteurs U , et U, sont liés au point M . Si M est en mouvement les vecteurs U , et

U, changent leurs directions, donc la base ( Up , U, ) est « mobile » par rapport a la

base fixe (i, j).

2- La dérivation par rapport a l'angle polaire @ des vecteurs unitaires Up et U, , nous

U, - d(sin®) -
p_ d(cos 0) E +d(sm 0) 7

:—sin6’-1?+cosé’-j:l7€
déo dé dé

donne:

dU—; _ d(=sin0) T4 d(cos 0) 7

10 10 10 =—[COS0'Z7+SZ'I’Z 0-}]:—@

c. Vecteur position en coordonnées polaires

En systeme de cordonnées polaires, le vecteur position d’'un point M (p, 8) s’écrit :

OM =p-U,

6-3. Coordonnées cylindriques
a. Définition

Dans le systéeme de coordonnées cylindriques la position d’'un point M est repérée par :

e Les coordonnées polaires p et & de

sa projection orthogonale (le point
H(x,y,0))sur le plan horizontal

(Oxy).

e Lacoordonnéez

(sa cote en coordonnées cartésiennes)

Donc les cordonnées cylindrique du point
M sont:

15
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szﬁ-fH (0< p<+m0)
0 : 'angle que fait le vecteur OH avec l'axe Ox (0<6<2r7)
z (-0 <z<+0)

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes

On peut passer du systéme de coordonnées cylindriques aux coordonnées cartésiennes (ou
l'inverse) par les relations :

_ [ 2
xX=p-cos6 P=NX Y

y=p-sind ﬁzarctar{

zZ=Z

= =

X

] (si:x>0);ou:t9=arctan{yj+7r (si:x<0)
zZ=Z

;et

La base orthonormée associée aux coordonnées cylindriques est : ( Up , Uy, k ), tels que :

kl‘k
U,=cos0-i +sin0- j
ng—sinG-f+cos9-j >
e > U9

Eand]

:i{' e _,v"’/ 7.7 )
Z. .................... (%
r{’ /0

¢. Vecteur position en coordonnées cylindrique

En systeme de cordonnées cylindrique, le vecteur position d'un point M (p, 6,z) s’écrit:

OV =p-T 42k

Application

16
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Deux points P et Q ont les coordonnées cylindriques (4 0) et (2 \/_) .

Trouver les coordonnées cartésiennes des points P et Q.
Corrigé :

a 2 . V4
e Les coordonnées cartésiennes du point P(4, 3’ 0) :

Xp =4><c05§:2
X, =pp, cos0
o ’ yP:4xsin£:2\/§
Yp =Pp-sinbp .
zp, =0

Zp=1Zp <

Donc, Les coordonnées cartésiennes de P sont: P (2, 2\/5, 0)

e Les coordonnées cartésiennes du point Q(2 \/_)

Xy :2xcos5—ﬂ=—\/§

Xy = Py -cos b, 52

0 =2xsin— =1
6

2, =3

Yo =Py Sinb,

Z9 =29 =

Donc, Les coordonnées cartésiennes de Q sont: Q (—\/g, 1, \/E)

6-4. Coordonnées sphériques
a. Définition

Dans I'espace tridimensionnel, la position d’'un point M est repéré en systéme de coordonnées
sphériques par :

e Ladistance radiale r : c’estla distance qui sépare M de l'origine O .

r:HO—AjH (0<r<+4m)

e Lacolatitude & : K
c’est 'angle que fait OM avec
laxeOz (0< 0 < 7w) - N 7%
A F <~ o ° N
PN T~ M >
g RS- 2 Ug,
e Lalongitudeq : R NG A
N L A N
c’est'angle que fait OH _Re N P \
- kA - N ]
(la projection orthogonale de OM 5 : i
sur le plan horizontale (Oxy)) 7 Oul_ S — Y LY
] OF e g 4
avecl'axeOx (0< @ < 271) ,x”fffffff_'j'j',?ftd s
o ll=p
X

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes

17
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On peut passer du systéeme de coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes(ou

l'inverse) par les relations :

r=qx’+y’+2°

zZ
0 = arcco§f ——
{\/xz +y* 427 ]

x=r-sing:cos p (pzarctan[lj (si:x>0);ou:(p=arctan(zj+7r (si:x<0)
X X

y=r-sin@-sinp ;et

z=r-cos @

—_— —  —

La base orthonormée associée aux coordonnées sphériques est : ( u,,U,, U(o ), tels que:

k

—_—

U, =Sin9-cos¢-f+sin9-Singo-]'+cosl9-l€

—_—

U, :cos@-cosgp-f+c0s9-singo-]’—sin9-l€

U,==sing-i +cosp-j

N
\
N
~

Remarques :

1- La base sphérique (Ur , Uy, U(p) est « mobile » par rapport a la base cartésienne

i, k).

=]
>

S
S|

g
g
<

5
g
]

2- La base( U,,U, U, ) est orthonormée directe, c'est-a-dire :

—_ —

3- Les différentielles totales des vecteurs unitaires Ur , Ug et Uw sont :

. dU;: U, -d@+ U, -d¢=d9-l79+sin9-d¢-l7¢
00 op
e a0, =| Yo |40+ %Y |.dp =—d0.T +cos0-dg-T.
00 o ’
— (oU, . — —
e dU, = -dp=-sin@-dp-U, —cos@-dp-U,

c. Vecteur position en coordonnées sphérigues

En systeme de cordonnées sphériques, le vecteur position d'un point M (7, 8,¢) s’écrit:

Obi=r-U

18
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Application
ou, — —.
Démontrer que: —>=—sin@-U, —cos 0-U,
op
Corrigé :
D’apres I'égalité : (7¢ = l?, A ng

ou, oU, oU, — — U,
Alors, la dérivée ¢ égale : ? = - 4
op dp 09 op

—_— —_—

U =sin@-U, et s
op op

—

= :sin9~(mAa)+cose~(aAa)

Avec : =cos@-U,

=sin@- (—a) +cos 6 - (—@)

:—sinﬁ-a—cosﬁ-U_é

Application

Soit un point M de coordonnées spherlques(Z ﬁ £42 .

4

Trouver le vecteur position OM en coordonnées cartésiennes.

Corrigé :
L’expression du vecteur position en coordonnées sphérique est :
OM=r, U, M)

Avec:r, =2

et: U, 4y =sin6,, -cos o, i +sin@,, -sing,, - j+cosb, -k

3z 37[) - ( ﬂj =
szn— cos =~ szn— sin=—|-j+| cos= |-k
4 4 4

—1a1~\/_

=_'l+_' ———o0
2 2 / 2

. 7 37 P ..
Dong, le vecteur position de M (2, =, —) en coordonnées cartésiennes est :
4" 4

OM=—i+j+v2k

19
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~  Annexe
o Algebre
Exposants

e Trigonométrie
Identités trigonométriques

Fonctions trigonométrique

sina + cos*a =1

sin(le ¥ ) =sina -cos fFcosa - sin §

cos(a+ ) =cosa-cos ftsina-sinf3

sin2a =2sina -cosa

2 0. 2
cos2a =cos a—sin"a

tan(a ¥ ) =

tana ¥ tan B

1+ (tan « - tan )

e Géométrie

d d
Fonction Dérivée( — j Fonction réciproque Dérivée ( — j
dx dx
cos(x) — sin(x) -1
df () arccosx)
cos(f(x))) —= Sl 1- x>
bl
sin(x) cos(x) ]
d arcsin(x)
sin( f(x)) S ~cos(f(x)) 1-x*
sin(x) _ 2 1
tan(x) = =1l+tan”(x) arctan(x)
cos(x) cos*(x) x*+1
cot(x) = C(_)S(X) = —1—cot’(x) arccot(x) -1
sin(x) sin? (x) x*+1

L’équation d’'unedroiteest
delaforme:y=a-x+b

ou:

y(©0);
a estla pente, telle que :
Yy~

X —X
2 1

b est 'ordonnée a l'origine

L’équation d’'un cercle est de

laforme: x> + y?> =r?

Ou:
Lerayon: r;
Le centre : I'origine 0(0,0) ;

La circonférence :C =27z -r;

La surface : Scercie = 77 -1

L’équation d'une sphere est

de la forme: x> + y? +z2 =r2

Oou:
Lerayon: r;
Le centre : 'origine 0 (0, 0, 0) ;

. 2,
La surface : Syere =47 -1°;

4
Le volume : Vipjsre = 37 r
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Y r
y=a-x+bi Ty =
e
o / \
vdinE [ 0 ) .
// e X \ |
/’ % 5% = \ /
/| SRRE

Exercice 1

Soient les points suivants: 4 (1,1,1), B(2,-1,0)et C(0,-2,2).

1. Représenter les points A, Bet C, dans un repeére cartésien (O, xyz).

2. Déterminer les composantes des vecteurs AB et AC .

3. Calculer I'angle 4 compris entre les vecteur AB et AC .

Exercice 2

On consideére les vecteurs suivants : 222-?+2-j—3-/€ et Ezf—2-j+4-/€

1. Représenter, sur un repere cartésien (O, xyz), les vecteurs Aet B, puis calculerleurs

modules.

2. Calculerle produit scalaire A.B , et le produit vectoriel ANB.

3. Déterminer le vecteur unitaire U perpendiculaire au plan

—

(4,B)

4. Représenter sur le repére précédent, le vecteur: C = i+ ] +4-k.

5. Calculer le produit mixte :
les vecteurs A4 , Bet C.

Exercice 3

Dans le plan (xOy) muni de la base vectorielle (i, /), on considére les points : 4(-3,2), B(3,5)

et C(-1,-2).

1

2
3
4

. Représenter les points 4, Bet C.

é(;l/\g)

. Calculer les composantes et les modules des vecteurs AB et AC.

. Déterminer les vecteurs unitairesdes vecteurs 4B et AC.

. Déterminer un point D, du plan (xOy), tel que ABCD soit un parallélogramme.

Exercice 4

Dans un repére orthonormé direct(O.N.D) R (0,7, j, k), on considére les vecteurs :

N =

]

. Calculer le produit scalaire 17'1 . Vz et les composantes du produit vectoriel 17'1 A 172 .

. Calculer par deux meéthodes différentes l'angle « formé par les vecteurs J, et

V.=3i+3] ; V,=i+3j+k ;
. Représenter les vecteurs 7, et 7, .
. Calculer les modules : H 171 “ et“ 172 “
a= (17'1 , Vz) ).

Vomai-j+bE et V27—

2

, et déduire le volume du parallélépipéde formé par

(
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5. Calculer, en fonction de a eth, les composantes du double produit vectoriel ¥, A (V, A V,).
6. Trouver a et b pour que le vecteur 173 est perpendiculaire au plan () formé par les

vecteurs V, et V.

7. Calculer le produit mixte (17'1 , 172 , V4) et montrer que le vecteur 174 appartient au plan (9).

Exercice 5

Soit le repére R (O, x, y, z) muni de la base O.N.D (7, j, k). On considére, dans le plan (xOy), deux

vecteurs unitaires perpendiculaires u# et Vv tournant autour de l'axe (Oz), avec @ =wt l'angle
formé par les vecteurs ii et i (@ est une constante).

1. Exprimer les vecteurs ii et v dans la base (i, j, k).

2. Déterminer un vecteur unitaire w, tel que (i, v, w) constitue une base O.N.D.

3. Exprimer la base (i, j, k) dans la base (ii, ¥, i) .

4. Calculerdans la base (7, j, k) les dérivées a4

dt

etﬂ

. dt

Soient le vecteur : 7 = cos (bt)i +sin (bt) j +t* k et la fonction scalaire A(f)=¢ ' (a et b sont des

R
constantes).

5. Calculerdans la base(7, j, k) les dérivées :d(/lr)| et d(”/\”)| )

dt |, dt |,
Exercice 6
Soient les vecteurs OM et OTV, illustrés a la YA
figure ci-contre.
N
1. Calculer les coordonnées polaires (o, ) et M
cartésiennes (x, y)des points M et N . O\ 30
ONN< | /o
2. Déterminer et représenter, dans le plan B
(O,xy), les bases vectorielles (Up ,(79) / - o0
> X
associées aux points Met N . o
Données:OM =| OM =4 et ON = ON | =5

Exercice 7

1. Soient les points FetP, définis par les coordonnées cartésiennes, respectivement,

(1,2,2)et (-1,-2,2).
Calculer leurs coordonnées cylindriques (p, @, z) et sphériques (7, 8, @).

2. Déterminer les coordonnées cartésiennesd’'un point M défini par ses coordonnées
cylindriques (3,30°,2).

3. Déterminer les coordonnées cartésiennesd’'un point N défini par ses coordonnées
sphériques (2,45°,60°) .
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Solutions

Exercice 1

1. Représentationdes points

N

bl

2. Levecteur AB : AEz(xB—xA)-f+(yB—yA)~j+(zB—zA)-l€217—2-]—/;
Le vecteur AC :AE:(xC—xA)-f+(yC—yA)-j+(ZC—ZA)-l€=—l7—3-]+/€

3. D’apres la formule du produit scalaire : UV =U-V-cos(@)=x, x, +yy Yy + 22

(Q VJ
- - @ = arccos TR
Donc, I'angle entre deux vecteurs U et Vest: '

ZBSC A_C> — —_—
@ = arccos H_,—_, AB.AC =4
48| 4c’ -
= , avec: H 4B H = J(1) +(=2) +(=1)* =/6 ~ 2,45
H AC H =12+ (=32 + (1) =11 %332
Q= arccos( ,_4 J =1,06 (rad) =60,5°
:> 66 b 2
Exercice 2

1. Représentationdes vecteurs
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A C

Lesmodules: A=| 4|=\al+a} +a’
=22 122 +(=3) =17 4,12
b-|5]- Jien

=P (-2 +4° =21~ 4,58

2. Produit scalaire : Z.Ezax~bx+ay~by+az b, =2-4-12=-14

i
o T2 =37 2 -3] _[2 2
ANB=|2 2 -3|=i. —7- +k-
2 4 1 4 1 -2
1 -2 4

Produits vectoriels :
=(8-6)-1 —(8=(-3))-j+(-4-2)-k

=2.i-11-j-6k

H,ZAEH:\/ﬁzlz,@

3. Le vecteur unitaire U : , avec

0= (7-117-6F)

NS

4. Représentationde C = —;+j+4-l;
5. Produitmixte:C°(A/\B):2'cx_ll'cy_6'cz:_37

= Le volume du méme parallélépipede formé par les vecteurs A,Bet C .

Vol=|C.(AAB)|=37

Exercice 3
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Dans le plan (xOy) muni de la base vectorielle (7, /),
on considére les points: A(-3,2), B(@3,5et N B
C(-1,-2). S

1. Représentation des points 4, Bet C.

2. Les composantes desbipointsﬁ et AC :

E:(XB_XA);+(yB_yA)j
=(B-(3)i+(5-2)j=6i+3]

AC=(xe—x )i +(ve—v) ]
=((-D)=(3)i +((-2)-2)j=2i-4]

gﬁlﬂ%ﬁﬂﬁﬁMZ§H=V@¥7:675=JZ§=3J§
| ac| =@+ 47 =V20 =25

3. Les vecteurs unitaires :;; - f _ 6i+3)
45 HABH 35

- @i+ ])

; AC 20 -4F 1 - -
e e w5 D

4. Un point D(x, y), tel que ABCD soit un parallélogramme < AB =CD (ou AC =BD )

Alors, 6?+37=(x—xc)f+(y_yc)7= (x+1)f+(y+2) = {X+12:2
y+2=

Donc, les coordonnées du point D sont: (5,1)
Exercice 4

Dans un repére O.N.D R (0,7, j, k), on considére les
vecteurs : 171 =3i+3jetV,=i+3j+k

1. Représenter les vecteurs 171 et 172 .

2. Les modules “ 171 “ = 1/(32)+(32)+0 :3\/5 71 ]» >
7= =vr -;'5/’
T 1

X

3. Le produit scalaire :

V.oV, =(3x1)+(3x3)+(0x1)

=12
i j ok

. . -3 0| -3 0] ~|3 3
Le produit vectoriel : ) AV, =|3 3 0|=i —J +k

L3 1 31 1 1 1 3

=(3-0)i —-(3-0)j+(9-3)k
=3i-3j+6k
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4. L’angle o formé par les vecteurs 171 et 172 :

|

Méthode 1 :D’apreés le produit scalaire : 171 . 172 = H 171 HH 172 H'cos a=cosa=7—t—2—
%]

i IS

|

)

12 2
Alors, cosq=—————=2|= =085 = a~3148
342 x4/11 11

Méthode 2 :D’aprés 1 dui el : |V AV, | =]V, 7 ) j = ”171/\172”
:D’aprés le produit vectoriel : “VI/\VZH—HVIH-HVZ“-|szna|3|szna|_W
L[] 72
o JeH+E)+6) . W6 3 14RO
Alors, |Sll’l(l|— 3\/5X\/ﬁ _3\/§X\/ﬁ_ ﬁ~0,52:>(l~31,48
5. Soit le vecteur :I%:af—j+bl€
i j ok )
Le double produit vectorie1:173/\(17l/\l72): a -1 b =(—6+3b)f—(6a—3b)j+(—3a+3)k
3 -3 6

6. Le vecteur 173 est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs 171 et V, & 173 A (171 A 172) =0

_ [-6+3b=0
Alors, (~6+3b)i —(6a—-3b)j+(-3a+3)k=0=Jg,_3p=0
~3a+3=0

a=1

Dongc, les valeurs de a et b sont : {
b=2

7. Soit le vecteur : 174

I}
I}

S~k
)=V, AV,)eV,=6-6=0

=27
Le produit mixte :(171 , 172 ¥y

Le produit mixte (171 , 172 , 174) est nul, donc les vecteurs 171, 172 et Zsontcoplanaires

(appartiennentau méme plan (¢))

Exercice 5

Soit le repére R (O, x, y,z) muni de la base O.N.D (7, j, Ig) . On considére, dans le plan (x0y), deux

vecteurs unitaires perpendiculaires # et v tournant autour de l'axe (Oz), avec € =wt l'angle

formé par les vecteurs # et i (w est une constante).

1. D’apreés le produit scalaire (ou par projection) :

el 2y
“;H:lxcosﬁzcos(a)t) i
- :] =1xcos (Z —-0)=sin(wt) ‘7 \
/ 2 (@) 0 ; >y
. 0 i ,
u _.k =1xcos (z) =0 e
k 2 Plan (xOy)
X
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YA
Alors, le vecteur i = cos(wt)i +sin(ot) j -
5 j
Vel 0 AV -
—r =lxcos (E +0)=-sin(wt) E uA"
7] - YA
Ve = 0) i "
—r =1xcos (0) = cos(wt)
7]
Ve IAC' T
—=1xcos(—)=0
k 2

Donc, le vecteur v = —sin(wt)i +cos(wt) j

2. Soit un vecteur unitaire : w=xi+y j+zk (cad: Jx’+y’+2>=1)
Les vecteurs (i, V,w)constituent une base O.N.D<>Le produit mixte (u,v,w)=(UAV)eW
=1

i J
Avec : AV =| cos(wt) sin(wt)

S o
Il
bl

—sin(wt) cos(wt)

Donc, (u,v,w)=(UAV)ew=z=1, et par conséquent: x=0 et y=0

Alors, le 3é¢me vecteur de la base O.N.D (i, v, w) c’est le vecteur unitaire : w=+%
3. La base (i, /, k) en fonction de la base (i, V, W)

ii =cos(wt)i +sin(wt) j i =cos(wt)ii—sin(wt)v
Drapres les relations : /5 = _gin(w ()i +cos(wt) ] »NOUS AVONS © {7 — gin(w 1) ii +cos(w 1) v

k k

w= =w
4. Le calcul,dans la base (7, /, lg) , des dérivées
du =Mf+cos(wt)d—l +M]+sin(wt)d—] (avec : dr =0 et ¥ =0)
dt |, dt dt|, dt de|, dt|, dr|,
Alors, du =—wsin(wt)i +ocos(wt) j =wv (avec : wzﬁ:d—u :ﬁﬁ
dt |, dt dt|, dt
et aussi : ) __dsin(@!) i+ deos(@?) Jj=—wcos(wt)i —wsin(ot) j =-wii = _49 u
dt |, dt dt dt

at

5. Soient le vecteur : 7 = cos (bt)i +sin (bt) j +¢* k et la fonction A(t)=e

Le calcul,dans la base (i, /, /;) , des dérivées :

d(A.7)
dt

dA . . dr
=—7r+A—
xdt dt

R
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=—ae " (cos (bt)i +sin(bt) j+1> k)+e " (=bsin (bt)i +bcos (bt) j+21k)

= ¢ ((~a cos (bt) = sin (b)) 7 +(~a sin (bt) + cos (bt)) j +(~at’ +20)k)

Ld(i AF) du . dr
et: =— AVr+uUn—
dt R dt R dt R
i Jj ok
. du _ .
Avec : o AT =|-wsin(wt) wcos(wt) 0
K cos (bt) sin(bt)

=wt* (cos(wt)i +sin(wt) ) — o (sin(w1) sin (bt) + cos(w 1) cos (b)) k

=wt’ (cos(wt)i +sin(wt) J)—wcos(w—b)t k

) i j k
Et: 4a d—: =| cos(wt) sin(wt) 0
® | =bsin(bt) bcos(bt) 2t

=2¢(sin(wt)i —cos(wt) j)+b (cos(a) t) cos (bt) + sin(wt) sin (bt))l;
=2¢(sin(w1)i —cos(wt) j)+bcos(w—b) 1k

d(i AF)
dt

Donc :

R

= (@ (cos(@t)+ 2 sin(@d))i +(w?* sin(wt) -2t cos(wt))] +(b—w) cos(w—b) t k

Exercice 6
1. Les coordonnées polaires de : YA
poAT |4, [pfov]s b
M et N4 : yM__N____ M
6, =60° 6, =90°+30°=120° ; 300 | — /"
e oM/
,ON :
, , = 7/ N0
Les coordonnées cartésiennes : | P\
Xy 9] P 228
Xy = Py cos(6y) =2
o de M : )
Yur = Py - sin(0,,) = 2\/§

Xy = py-cos(0y) =-25
e de N : i
Yy = Py sin(Oy) = 235\/5

2- Labase vectorielle (Up , (70) :
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o deM : U,y =cos(0,)1+sin(6,) j Uy A
1 (- ~ ]_v_____y_N_ UH(M)
=—i++v3:j =
2(l \/_ ]) UH(N) i yM ______ M
- . < = : Ve eNp
Ugan =—sin(6,,) i +cos(6,,)-j ' Py &
| S i j §<M:
- —(v3.7+) : At
2 Xy 0 Xy
e de N: UP(M)zcos(ﬁM)-f+sin(9M)-f
L7 ed3j)
2
i . e - 1 e -
U =—sin(6,,)-i +cos(6,,)j =E(—\/§'l —])
Exercice 7
1. Systéme cartésien — Systéme cylindrique :
p=Ax"+) p=yx’+y
ezarctan[l) si:x>0 ; ou 9:arctan(lj+7z si:x<0
X X
z=1z z=z
pr=AN Y 2,24
— Le point P, (1,2,2) : 0, _arctan(ylj 63,43°
X

zy=z=2

,=x 4yl % 2,24

— Le point P, (-1,-2,2) :

Systeme cartésien —> Systéme sphérique :

2
2
0, = arctan & +180° ~ 243,34°

r= x2+y2+22 r=yx’+y* +2°

0 = arccos| —— 0 = arccos| ——————
Ny 42 X+ Y+ 2

§0=arctan[1) si:x>0 g0=arctan[l)+7z si:x<0
X X
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rl:w/)c12+yf+zl2 =3

= Le point P (1,2,2) : = arccos ~ 48,19
1/ + yl + Zl
= arctan ( 1 j 63,43
=X+ Y +z
= Le point P, (-1,—2,2) : = arccos ~ 48,19
2+ y2 +z;
= arctan ( 2] +180° ~ 243,34°

x=p-cos(0)
2. Systeme cylindrique —> Systeme cartésien: { y = p-sin(0) ;
z=2z
Xy = Py -cos(6,,) = 2,6
= Lepoint M (3,30°,2) : {y, =p,, -sin(d,,)=1,5

Zy =2y =2

x =r-sin(8)-cos(@)
3. Systeme sphérique —> Systéme cartésien: <y =r-sin(6)-sin(¢)
z=r-cos(d)
x =r-sin(@) - cos(e) = 2 x sin(45°) x cos(60°)
= Le point A4 (2,45°,60°) : = !y = r-sin(d) - sin(@) = 2 x sin(45°) x sin(60°)
z=r-cos(f)=2xcos(45°)
x~0,71
= ly~1,22
z~1,41
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Exercices supplémentaires

Exercice 1 :
Dans un repére O.N.DR (O, i, j, ]g) , soit les vecteurs U =3 ] tket V= ] +2k.
1. Représenter les vecteurs UetV.

2. Calculer les modules “ (7 “ et “ 17 H .

3. Calculer le produit scalaire Us V.

4. Calculer les composantes du produit vectoriel W=UAV ; puis son module ” W ” .

5. Déterminer le vecteur unitaire de W .

Exercice 2 :
Dans un repére O.N.D R(O,f,j,];), on considére deux vecteurs 1 et V définis a tout instant t par :
i =sin(t)i +cos(2t) j +1° k et v=e'i-2 cos(3t) J +sin(31) k

et ﬂ
. dt

2. Déterminer linstant T ot le vecteur : w=¢e>' i + cos (€X3) ] —2sin(31t) k est perpendiculaire a v .

1. Déterminer les dérivées : d_u

dt

alinstant t =0.

R

Réponses aux questions desexercices supplémentaires

Exercice 1

2. “U“:\/ﬁ et “V”:ﬁ,s UV =5 ; 4.W =U A Vszet"W":S ; 5. Vecteur unitaire de W

w=1

Exercice 2

1. @ :cos(t)z?—Zsin(2t)j+2tl€ 3@ =i

dt |, TR (a =0
Dl e T 16sin(31) f+3cos3k =L ——i+3k
dt |, R (a 1=0)

2. w estperpendiculaire ¢ V alinstant:T : We v =0 = ‘[:@
2

KY|
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— 2.1. Introduction

Une matrice est un tableau rectangulaire formé de nombres réels. Grace aux
matrices, on peut par exemple codifier dans un méme objet toute l'information

d'un systeme d'équations.

2. Définition :
e Une matriceA = (a;;) de type m X n est un tableau rectangulaire comprenant m lignes
et n colonnes formées de nombres réels.

e L'élément situé au croisement de la i®me ligne et de la jime colonne est noté a;;

Une matrice est symbolisée par une lettre en caractéres gras, par exemple A. On note Aj
I'élément situé a l'intersection de la ligne i et de la colonne j (la ligne est toujours nommée

en premier).

all alz ......... alm
A — az 1 az 1 ......... a2m
an1 An2 Anm

Exemple avecn=2,m =3

A =[9 ¥ 11]

2 11 -

On note [Aj] la matrice d'élément général Aj. On a donc : A = [Ajj]

Sim =1, la matrice est appelée vecteur (plus précisément vecteur-colonne) :

X1
X3

Sin = m, la matrice est appelée matrice carrée.

Quelques matrices carrées particulieres (Exemples avec n = 3)

1 00

I=]0 1 0

Matrice unité 0 0 1
Dy O 0 0
D= 0 D, 0 O
Matrice diagonale notée diag (Dii) “|o 0 Dy 0
0 0 0 Du
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Ujs Uz Up3Uss)

. p=|0 Uz UxpUxn

Matrice triangulaire supérieure 1o 0 Ujz3Us,
0 0 0 Dyl

Liyz 0 0 0]

L= L1 Lz 0 0

Matrice triangulaire inférieure " | L3y Lz, Lgz3 O

Lyy Ly Lyslaal

Une matrice carrée A est dite symétrique si :
Aji = Ay
Pour tout i différent de j
2.2. Opérations sur les matrices
2.2.1. Addition, soustraction

SiAd = (al.].)etB = (Bl.j)sont deux matrices de méme type, leur sommeA + B estla matrice

de méme type obtenue en additionnant les tableaux élément par élément :

A+B= ( Cl] ), avec Cl] = aij +bij

Exemple ¢ l
8

1 2 37 [ 9N [ 10 12
4 5 6|+|6 5 0|=110 10 6
7 8 9111 2 3118 10 12

1 2 317 8 91 [-6 —6 —6
4 5 6|6 5 0fF5|-2 0 6

7 8 9ll1 2 31L6e 6 6

~
oo}

2.3. Multiplication par un scalaire

Chaque terme de la matrice est multiplié par le nombre :

1 2 3 3 6 9
3x|4 5 6[=[12 15 18

7 8 9 21 24 27
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2.3. Transposition

La transposée AT d'une matrice A est la matrice obtenue en échangeant les lignes et les

colonnesde A:

1 4
1 2 3
a=| | = am=|2 5]
4 5 6 3 6
La transposée d'un vecteur-colonne est un vecteur-ligne :
X1
x = [le =xT =[x X3 .. Xn]

2.5. Multiplication des matrices
Définissons tout d'abord le produit d'un vecteur-ligne xT par un vecteur-colonne y :

X1 n
xTy=1[x1 Xz .. Xn] lle = X1Y1 F X2Y2 e e e e XYy = Z XiVi
: i=1

Ce produit est appelé produit scalaire des vecteurs X et y, noté x - y. Les vecteurs doivent avoir

la méme dimension.
Le produit matriciel est définit comme suit :

le produit de la matrice A (n x m) par la matrice B (m x p) est la matrice C (n x p) telle que
I'élément Cj; est égal au produit scalaire de la ligne i de la matrice A par la colonne j de la

matrice B.

Exemple :

2.6. Propriétés:

v" Le produit matriciel est :
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associatif: ABC = (AB)C = A(BC)
distributif par rapport a l'addition : A(B + C) = AB + AC

non commutatif: AB n'est pas égal a BA en général.

AR N NN

La matrice unité I est élément neutre pour la multiplication: AI,,, = [,A = A,sila

matrice 4 est de dimensionsn X m.

v' Transposée d'un produit : (AB)T = BTAT

2.6.1 Quelques produits particuliers :

(x ety sont des vecteurs-colonnes, A est une matrice)

Carré scalaire.

n

XTX = E Iz
— ! Sa racine carrée (xTx)* est appelée norme du vecteur ( notée || X||)
=

Produit extérieur des vecteurs x ety
Xy T — x & v = [_x !_j,:j ] (Matrice d'élément général xiy;)
Ne pas confondre avec le produit scalaire.

n n
T
X Ax = z A_yx i j Forme quadratique (si A est symétrique)
i=l j=1
n n
T — g . - . .
X Ax = fl{i.--x i i Forme bilinéaire (dite symétrique si A est symétrique)

4.3 Base canonique de l'espace des matrices

Soit M une matrice de dimension mn, muni d'une base canonique(E;;)1<i<m,1<j<n- La matrice

Eijest celle dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d'indice (i), qui vaut 1.

Pour toute matrice M, les coordonnées dans la base canonique sont les coefficients

M= Z Z aijEij

1<ism 1l<jsn

e Exemple:
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01 2 100y, ,/010y,/001),,, (000),/000,(000
(431)_0'(00{])'1'(000)'2'(0UU)l'l(lUU)M(UlU)|1(001>

2.7.Déterminant d'une matrice carrée

Pour une matrice 2 x 2, on montre que la matrice inverse est donnée par :

1 _
A:[Ccl fl]:;’A_lzad—bc —dc ab]

Le nombre :ad — bc est appelé déterminant de la matriceA, notée :
[a b
c

d] =|4| det(4)

La matrice inverse A~ 1n'existe donc que si det4 est différent de zéro.

La matrice A est singuliere si det A = 0, réguliere dans le cas contraire. Ce résultat se

généralise a une matrice de dimension quelconque.
2.9. Propriétés des déterminants :
det(AT) = det(A)

det(AB) = det(A) x det(B)

Le déterminant d'une matrice triangulaire ou diagonale est égal au produit des éléments

diagonaux. En particulier, det(I) = 1 (si I est la matrice unité)
Si A estréguliere, det(A1) =1 / det(A)
Si A est orthogonale, det(A) = +1

2.10. Inversion des matrices carrées

Une matrice carrée A est dite inversible ou réguliere s'il existe une matrice carrée Al (appelée

matrice inverse) telle que :

AxAl=A1xA=1

Si A-1 n'existe pas, la matrice A est dite singuliere
Propriétés:

° (A-l)—l =A

(AT) 1= (A1)T

(AB)1 =B-1A-1 (Attention au changement d'ordre !)

[diag(Dii)]'l = diag(l/Dii)

La matrice A est dite orthogonale si A1 = AT
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2.11.Les tenseurs:

Un tenseur est un concept mathématique qui généralise les notions de scalaires, de vecteurs et de
matrices pour représenter des quantités qui peuvent avoir différentes composantes dans plusieurs
dimensions. Les tenseurs sont largement utilisés en mathématiques, en physique et en ingénierie
pour modéliser et représenter des phénomenes complexes et des propriétés physiques qui varient

dans 1'espace et le temps.

Formellement, un tenseur est un objet mathématique qui posséde des propriétés spécifiques sous
des transformations de coordonnées. Cela signifie que les composantes d'un tenseur changent d'une
maniere prédéfinie lorsque les coordonnées du systéme changent. Les tenseurs peuvent avoir
différentes dimensions, et la maniére dont leurs composantes se transforment dépend de leur rang

(ordre) et de leurs propriétés de symétrie.

Voici une breve explication des différents ordres de tenseurs :

1. Tenseur d'ordre 0 (scalaire) : Un scalaire est un tenseur d'ordre 0. Il n'a pas de direction ou
de composantes vectorielles. Les nombres réels sont des exemples de scalaires.

2. Tenseur d'ordre 1 (vecteur) : Un vecteur est un tenseur d'ordre 1. Il a une direction et une
magnitude. Les vecteurs ont des composantes qui dépendent du systeme de coordonnées
utilisé.

3. Tenseur d'ordre 2 (matrice) : Une matrice est un tenseur d'ordre 2. Elle peut étre
considérée comme un tableau bidimensionnel de nombres réels organisés en lignes et
colonnes. Les matrices sont utilisées pour représenter diverses transformations et relations
linéaires.

4. Tenseur d'ordre supérieur : Les tenseurs d'ordre supérieur (plus grand que 2) généralisent
les notions de vecteurs et de matrices dans des espaces multidimensionnels. Par exemple, les

tenseurs d'ordre 3 sont des structures tridimensionnelles, et ainsi de suite.

En résumé, un tenseur est un objet mathématique qui généralise les scalaires, les vecteurs et
les matrices pour représenter des quantités multicomposantes dans des espaces
multidimensionnels. Les tenseurs sont essentiels pour modéliser et décrire une grande

variété de phénomenes physiques et mathématiques.
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2.12. Valeur principales et axes principaux d'un tenseur

Les valeurs propres et les vecteurs propres, également appelés axes principaux, d'un tenseur sont
des concepts importants en mathématiques et en physique. Ils fournissent des informations cruciales
sur la manicére dont un tenseur agit sur un espace vectoriel donné. Dans le contexte des tenseurs
symétriques, comme les tenseurs de déformation ou les tenseurs de contrainte dans la mécanique

des milieux continus, les valeurs propres et les vecteurs propres sont particulierement significatifs.
2.12.1. Valeurs Propres :

Les valeurs propres d'un tenseur sont les scalaires qui caractérisent les étirements ou les
compressions le long de ses axes principaux. Pour un tenseur TT, les valeurs propres AiAi sont les

solutions de 1'équation caractéristique :
det (T — Al) = 0det(T—Al) =0

ou [ est la matrice identité. Chaque valeur propre A;A; est associée a un vecteur propre
correspondant vivi, qui indique la direction de I'axe principal associé a cette valeur propre. Les
valeurs propres et les vecteurs propres fournissent des informations sur la magnitude et la direction

des déformations ou des contraintes induites par le tenseur.
2.12.2. Axes Principaux (Vecteurs Propres) :

Les vecteurs propres d'un tenseur sont les vecteurs qui restent inchangés en direction lorsqu'ils sont
transformés par le tenseur. Les vecteurs propres sont utilisés pour déterminer les directions
principales le long desquelles le tenseur agit de maniere plus simple. Si 4;4; est une valeur propre
du tenseur TT, alors le vecteur propre v;v;associé a cette valeur propre est un vecteur non nul tel

que :
T'Ul' = AiviTvi = Aivi

2.13.. La matrice d'un tenseur par rapport aux directions principales
Nous avons montré que pour un tenseur réel symétrique, on cherche les composantes de ce tenseur

T par rapport a une base composé de ces directions principalestiy, 715, 15, donc on obtient:

Ty, = 7_1>1 ) T(ﬁ1) = 7_1)1 ’ /117_1)1 =X
Ty, = 7_1)2 'T(ﬁz) = 7_iz 'Azﬁz =1,
T35 = ﬁ3 'T(7_i3) = 7_1)3 '137_1)3 =3

T, =Ty = 7_1)1 ' T(ﬁz) = ﬁ1 '/1252 = Az(ﬁ1 ' ﬁz) =0
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T3 =Ty = iy - T(#3) = 1y - A3t = A3(7; - 71i3) = 0

T3 = Tap = 1y - T(il3) = 1, - A3tz = A3(7, - 1i3) = 0

On obtient
A4 0 0

[T]ﬁl, = lO Ay 0] (3.1)
0 0 A3

Donc la matrice est diagonale, et les éléments diagonaux sont les valeurs propres de T.
1.15. Les invariants scalaires d'un tenseur
L'équation caractéristique d'un tenseur T, |Ti i —A6; j| = ( est une équation cubique en A, elle peut
étre écrite comme:
B —LA2+LA-1;=0(4.1) ou
Iy =Ty + Ty + T3z =Ty = tr(T)

1 1
b=t T R R =5t - 1) = 32 - o)
T11 T12 T13
Iy = [Ty1 Ty Tu3| = det[T]
T31 T32 T33

Puisque par définition les valeurs propres ne dépendent pas du choix des vecteurs de base les
coefficients/;, I, I3 ne dépendent pas du choix de base, ils sont appelés les invariant scalaire du
tenseur T.
En termes de valeur propres on peut écrire les invariants scalaires comme suit:
L=A&++12;
I, = LA, + A3 + 4143
I = 44,23

Exercice 01:

A=

1 L 1 1
1, 1, [BT|, 1
1. Déterminer la transposée des matrices /3 /4 /2 /4
suivantes :

2. Verifier que: AB + BA
3. Vérifier que: (4B)T # BT AT

Exercice 02:

Considérons la matrice C donnée par :

Vérifier que I'inverse de la matrice C est : C = [a b
c d
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1 _
¢ = ad — bc [—dc ab]

Exercice 03:

Déterminer la matrice inverse

Exercice 04:

Trouvez les produits:VY, YTV, YT (VY), et (YTV)Y
Ainsi montrer que :
VY = (YTV)T, et YT(VY) = (YTV)Y

0 1
5 1
2 -3
1
r-f
1
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3.1. Rappel RDM :
3.2 Description :

L’essai de traction ou de compression d’un matériau occupe une place importante car il
permet de caractériser de fagon simple son comportement. En principe, il consiste & soumettre une
barre faite du matériau étudié, a un effort N de traction ou de compression. Cette barre est droite et
possédé une section uniforme, sauf éventuellement au voisinage de ses points d’attaches dans la
machine d’essai. On supposera également que les dispositions expérimentales sont telles qu’en tout

instant la appliqué reste dans 1’axe de la barre afin d’éviter toute flexion.

Figure.3.1 : Quelques exemples sur le phénomene de traction-compression.
3.4 Effort normal :
Pour la poutre de la figure 4, faisons une coupure fictive (section droite S située a x de A)
entre les deux extrémités A et B pour faire apparaitre les efforts intérieurs dans la poutre.

En effet, si on isole le troncon AG, la résultante des actions AE, AE ...................... AE exercées en

chaque point de la coupure par le trongon GB se réduit au seul effort N en G “centre de gravité) tel

que :
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N = Af 1+ Af g Heeveeeessersssnens AAF 7= Foevooeeeceeeeeee. 2)

Coupure fictive

Figure.4 : Coupure fictive dans une poutre.

3.5 Contrainte normale :

Divisons la coupure S précédente en (n) petites surfaces élémentaires As;,As; ,Ass,........ JAsy, telle
que : AS = Asy+ Asy+ ASztaiiieeee. +As,,.
Chaque ¢lément de surface (AS) supporte un effort de tractionAE, AE ...................... A]Tn) parallele a

la ligne moyenne AB.

Si M, M, M, sont les centres des petites surfacesAS, en chaque point, la contrainte o est définie

comme la limite du rapport du A f sur AS lorsque AS tend vers zéro. (trés petit).

Contrainte normale
uniforme
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Donc la contrainte normale dans le cas général :
N
=3
o: Contrainte normale [MPa]
N: Effort normal [N]

s: Aire de la section droite [mm?]

3.6. Vecteur contrainte:

3.6.1. Définitions :

On appelle « vecteur contrainte » pour une

particule, relativement a la surface dS, orientée

par la normale extérieure 71 , le vecteur qui

représente les forces internes par unité de surface T(M 7)==
agissant sur cette particule a l'interface avec la

surface. En d'autres termes, le vecteur contrainte n
mesure l'intensité des forces de traction ou de

compression que la particule exerce sur la surface

dS ou subit de la part de cette surface.

I est défini comme la limite du rapport entre la force élémentaire AF exercée par la particule sur
une portion de surface dS lorsque celle-ci tend vers zéro, divisée par la superficie de cette

surface dS. Mathématiquement, le vecteur contrainte 7 (tau) est exprimé comme suit :
7 = lim(4F / dS)
ou AF est la force élémentaire et dS est la superficie de la surface considérée.

Le vecteur contrainte est essentiel dans I'é¢tude de la mécanique des milieux continus, car il permet
de caractériser le comportement mécanique d'un matériau lorsqu'il est soumis a des forces externes.
I1 est utilisé pour décrire les déformations et les contraintes internes qui se développent a l'intérieur
du matériau en réponse aux sollicitations externes. L'analyse des vecteurs contraintes est
fondamentale pour comprendre le comportement des solides et des fluides dans diverses situations,
telles que les structures mécaniques, les matériaux géologiques, ou encore le comportement des

fluides dans les tuyaux et canaux.
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* On appelle contrainte normale o, la projection de T suri:
T.i=TcosO =0

= On appelle contrainte tangentielle ou de cisaillement , la projection de Tsurt:
T.t =T.sinf =1
donc ,on peut écrire :

T=0c.ni+1.t

=

=T .ex+T,.e,+T,.¢e,

T=0y.€x+Tyy.€,+ Ty, €,

Exercice 1 :

—

Soit un élément de surface ds de normale 71 sur la quelle agit un vecteur T :

2
T = [-2] (Pa) n= 7
: H
NG
e calculer:o et T
Solution :
Calcul o :
T .7 52 21 41 4 _ 26 1.63 P
c=T.n=5.——-2.— -4 —= —= — = 1. a
V6 V6 V6 V6 3
Calcul 7 :
T=0+7.t= T?2=0%+12=1=+JT?2 — 52
Avec :

T? =5%+ 22+ 4% =45
= 7= 16.51Pa
+ parce que £ n’a pas une direction privilégiée comme 7.
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3.7. Tenseur des contraintes :

Le tenseur des contraintes est une généralisation du concept de vecteur contrainte en trois
dimensions. Plutét que de considérer uniquement une seule direction (représentée par un vecteur),
le tenseur des contraintes prend en compte les contraintes dans toutes les directions possibles sur
une facette donnée. Il est représenté par une matrice, et chaque élément de cette matrice correspond

a une contrainte dans une direction spécifique.

Dans le cas général, une particule peut posséder plusieurs facettes, et chaque facette aura son propre
vecteur contrainte (ou ¢lément du tenseur des contraintes) associé. Ainsi, pour une particule donnée,

il y aura plusieurs vecteurs contraintes correspondant aux différentes facettes qui l'entourent.

Pour représenter le tenseur des contraintes sur une facette donnée, il faudrait dessiner une matrice,
car il contient plusieurs composantes correspondant a différentes directions. La dimension de cette
matrice dépend du nombre de dimensions de l'espace dans lequel nous travaillons. Par exemple, en

trois dimensions, le tenseur des contraintes est une matrice 3x3.
Suivons I'ordre proposé pour dessiner convenablement le tenseur des contraintes :
1. Considérons une particule ayant un volume parallélépipédique trés petit dx, dy,dz — O.

Pour dessiner le tenseur des contraintes, nous devrions d'abord sélectionner une facette spécifique
de cette particule. Ensuite, nous représenterions le vecteur contrainte (ou élément du tenseur des
contraintes) associ¢ a cette facette, en indiquant les différentes composantes dans les directions de

l'espace (par exemple, Gyx, Oyy, Gzz, Oxy, Oxz, Oyz, €tC. €n trois dimensions).

= considérons un repére orthonormé (Oxyz) de tel sorte que les normales aux facettes de la

particule conceédent avec les axes du repéré .il; = €,7, = &,7i3 = &,
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Ona:

1 0 0
ﬁl = é)x = |0 7'_1)2 = é)y =1 7'_1)3 = é)Z =10
0 0 1

— — g . : 4 1
= Notons T;,T,,T; les vecteurs contrantes relatifes aux facettes orientées respectivement

. — - -
suivant : 1y ,n, , N3

On suppose :
Oy Tyx Tzx
Ty = [Txy T, =| % T3 = [Tzy
Txz Tyz Oz

3.7.1. Théoréme de CAVCHY :( sans démonstration)

En toute particule, il existe une matrice carrée 3x3 notée[a], tel qu’on ait :

T (7)) =[c(D].7

Ou
T, Ox Tyx Tzx Ny
Tyl=|ty 0y Tzy|.|n,
T, Txz Tyz O3z n,
[o]: Tenseur de contraintes

Exemple :

Si on connait alors pour chaque S(71) —» T

* pourdS; : My = &,

T, Ox Tyx Tzx 1 Ox
z 0 Txz

T, Txz Tyz O
*  pourdS;: Ny = €y
Ox Tyx Tzx 0 Tzx
T, =Ty Oy Tzy| .|0|= |Tzy
Txz Tyz O 1 O,
Notions :

* g; : contrainte normale suivant la direction i = x,y, z

) La face de direction 7;
" T,y :C.tangentielle _ o
dans le sens j i,j = xvy,z

Convention de signes :

>0 siog;: traction
" g . .
¢ <0 siog;: combression
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— - . r =
n; = e; ett;; orientée dans le sens n;
. Tij > 5
l

n; = — é; ett;; orientée dans le sens — 7j;

Etudions I’équilibre du tétraedre :

Vecteur contrainte sur une facette quelconque
Considérons une particule tétraédrique .Appliquons la loi fondamentale de la dynamique :

YF ext = m.y

n;
i)
n;

X3

T,
T(M,7) (Tz)
T3

Fig. Composantes du tenseur de contraintes sur une particule de forme quelconque

Forces surfaciques
Facettes ABC MCA MAB MCB Forces
Aires ds n,.ds ns.ds n;.ds volumiques
Mz, T: —0on — 031 — o1 p.y,-dv
Mx, T —on — 03 —on p-y,-dv
Mz, Ts — 03 — 031 — 013 p-y;-dv

Soit dfl) la résultante suivant 1’axe xp1 de toutes les actions s’exercant sur la particule, alors on
peut écrire :

dFl) == T;ds - (O-llnlds + 0'21n2d.5‘ + 0'31n3d.5‘)

= ﬁ)ds — (01111 + 0211, + 031n3)ds
d'autre part: dF 1 = pdVy,

Alors:
pdVy,
ds
Si la particule est de dimensions trés petites le rapport Z—: tends vers zéro on peut écrire:

Ty — (0111 + 0215 + 03113) =

Ty, = (0111 + 021N, + 0317113)
T, = (0120 + 0220, + 03313)
T3 = (0131 + 0231, + 033M3)

On peut conclure que le vecteur de contrainte T (T1,T2,T2) dépend de la normale unitaire a la
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surface sollicitée 71 (nj, ny, n3).

—

Donc: T =oxn

—

o : Application linéaire qui lie T a7

En notation indicielle:
Tj = O-ij Xn;

En écriture matricielle:

(T ) =I[o] x ()

Exercice 3 :
On suppose que le tenseur de contrainte dans un MC est :
S5x y—2 xy
[c]= |y—2 x*-—y 0 Pa
Xy 0 x? -2z
1. calculer T sur la face ds de normale 7(0.6,0, —0.8) attachée a la particule M (2,4, 3).
2. Représenter les composantes des contraintes de la particule M supposée cubique d’arrét

0.1m.

Solution :

1- calcul TM:

. 10 2 8 0.6 —-0.4
8 0 -2 -0.8 6.4

Représentation des contraintes :

F 3
2 & 2
———
0.1lm '/ 2
Z
10
Y

X1

= pour particule adajencete (1.9 ,4 ,3)

1 5x
T = [o].7 = [d] . H = Iy—z
0 xy

[z
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3 .9. Equations d'équilibres :
Un corps est dit en équilibre lorsque I'ensemble
des forces appliquées a la surface équilibre
I'ensemble des forces massiques appliquées a ses

¢léments de volume.

00y 0Ty
—0xdy —Tuydy + (03 +52dy ) dy + (T F22dy) dy + Fedydy = 0. (1)
0 0Ty
—0ydy ~Taydy + (0y +52dy ) de + (Tay +52dy) dy + Fydydy = 0 o (2)
00, 0Ty
—x E,=0
ax T dy T
00, 0Ty,

X 4 L F
dy ox 7

00, 0Ty, 0Ty,

ettt =0 (3)
do, 0Ty, 0Ty,
EF,=0..........(4
dy ox 9z 1 S
d d ot
A L SN )

0z d0x dy
Les équations : (3) ,(4)et (5) sont les équations d’équilibres.

Exercice 4 :

Soit :
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—%xz +2xy —12,8x x — x? Xz
[o] = x — y? -84y +6 —z+y Pa
2
XZ —z+y —Z?— 12,8z
p = 2,04kg/m?3
e Déterminer les composantes de g.
Solution :
. 0o _ _ Oxy _ _ 0Txz _
Ona: 0 = X + 2y 13,8 y 2y 5, =
aTxyz aﬂz_ ’4 aTyzz_l
0x dy 0z
ot ot do.
xz=Z yz=1 —y=—Z—12,8
0z dy dy

Si les égs d’équilibre sont vérifier alors :
Xx+2y-13,8-2y+2,1g, = 0 = g, = 6,77m/s?
1-84-1+21g, =0 = g, = 4,12m/s?
Z+1-7-128+21g,=0 = g, = 5,78m/s?
Vérif.: g 2 + gy2 + g,% = 9622 = 96,22 = 9,81
3.10. Tenseurs sphérique et déviatorique :
En M.D.S, il est préférable de décomposer [o]en :
[o] = [0°] + [07]

Avec :

[0°]: Tenseur sphérique (responsable de la consolidation)

[0?]: tenseur déviatorique (responsable de la Cisaillement)

om O 0
[6°] = a,ll] = I 0 o, O et 30, = 0x + 0, t+ 0,
0 0 on
Ox — Onm Txy Txz
[Ud] = Txy Oy — Om Tyz
Txz Tyz Oz — Om

3.11. Contraintes principales, Axes principaux :
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Il est possible d’écrire [o] dans un repére dit : repére principale tel que :
o surlaface (1):T 1 =A.7, = [0] .74
o surlaface (2): T, = Ay.7y = [0] .74, A5, A5 € R
o surlaface (3): T3 = As.73 = [0] .75
(1, 1,, 1i3)directionsdesaxesprincipauxoudirectionprincipale

Pour chaque 1 (=1,2,3)

1 0 0
[O'].ﬁi :Ai'ﬁi :Al[l]ﬁl =0 1 0
0 0 1

= ([o].7; — 4. [1].7) =0
= ([o] = A.[I]).7; =0
toujours on cherche on cherche 7;, A;; ¢’est un problémes aux valeurs propres (3€égs .et 4 inconnues)
det ([o] = 2. [1D = llo] = 4. [I]| =0

la solution donne :

Vecteurs propres Contraintes principales

(A1,42,13) = (01,07, 03) et 01 = 0, = 03)

- = = — — —
(ny, My, N3) :vecteurs propres n; L n, L N

Dans le repére principale [o] de vient :

g 0 O
0 0 o3

Exercice 5 :

Déterminer les contraintes principale et directions principale de :

05 05 O
[o] = IO,S 0,5 0] (Pa)
0 0 0,5

Solutions :

1-Contraintes principales :

det ([e] = A[I]) =0
05 05 0 100
:det([O,S 0,5 o] — /1[0 1 0] )=0

0 0 05

05—-41 0,5 0
0,5 05—-41 0
0 0 05—-41

= =0 (0,5—1)3—0,52.(05—1) =0
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= (0,5-D[0,5-1)?-0,54]=0=>(0,5-1).(1-2).(-1) =0
>1=05 1,=1 A;3=0
= 0, = 1(Pa)o, = 0,5(Pa)o; = 0(Pa)
2- directions principales :

» direction 71,

05 05 0 1 0 O\ [] [0
([0]—01[1]).51=6:><lo,5 0,5 o]—lo 1 o]).[ny]=[o]
o o o5 lo o 1/ In 0 lo

0,5 05 07 [N« 0
= ([0,5 05 0 ].Iny] = IO]
0 0 05) In, 0

—-0,5.n, + O,S.ny

Ny ="n
= O,S.nx—O,S.ny::» x:Oy
0,5.n, z
On ﬁ1=n2x+n2y+nzz=1:>2n2x=1
V2
— =i7=7’ly
VI [ 2
2 2
i =|va vz
HiIl
0 0
» direction 71, :
0,5 0,5 0
([a] = a,[I]). n2—0=>[05 0,5 ] [ny]
0,5
Et n,=1=n%,=1=>n, =+1

Donc :
0 0
n, =(0]ou | 0
1 -1

0,5 0,5
([a] = a5l1]). n3—0=>[05 0,5 ] ’ny] ’ ]
0,5

{O,Snx + O,Sny =0
0,5.n,=0

» direction 7i5 :

—
_ — 2. — 2 _
>n,=-n, etn,=0 etn’3=1=>n"=1
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:>nx=i\/2—ietny=$g
[ v2 ] |_¥2]
2| " 2]
ny=| 2| oul| .2
2 2
0 0

On peut aisément vérifier n; L 1, L 75 et [0].7; = 0;.7;
3.12. Propriétés :
* Invariant linéaire :
I =0y +o0,+0,=01+0,+ 03
* Invariant quadratique :
I, = 0y.0y + 0y.0, + 0y.0, — 1%, — 1%, — T,
= 07.0, + 0,.03 + 04.03
» [Invariant cubique :
I; = det [0] = 0, .0, .03
On peut écrire :
det (o] —A[I1=2° — L. 22+ LA —-1;=0
3.13. Cercler de Mohr :
Le cercle de Mohr est une représentation graphique utilisée en mécanique des matériaux pour
visualiser les états de contrainte a différents angles dans un matériau ou une structure. Il est
particuliérement utile pour comprendre les contraintes normales et de cisaillement dans un matériau
soumis a des charges externes.
Les cercles de Mohr représentent le tenseur des contraintes dans un point en trois
cercles. Plagons-nous dans les axes propres et prenons une facette quelconque de normale

ndont les composantes sont nxi, nx2, nx3 dans la base propre {¢';}. Le vecteur contrainte

0, 0 0111 01Myq
0 0 o3

Ny3 03My3

agissant sur cette facette est :
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Mohr représente les contraintes dans le repére (71, £)ou(o, 7).

Dans le repere principale (1,2,3) :

0'1 0 O nl 01 .n1
T:[gp]ﬁpzlo 0'2 O]lnzl :laz.nzl

0 0 o3 Ina] loz.ng
o=T.% =0y.n% +0,.n% + 03 .M%5.ccccce... (1)
T? =0?+12=0%.n% +0%,.n%,+0%3.n%;.....(2)
nP=1=on?+n%,+n%3 =1 (3)

On suppose que g; # 0, * 03

2+ (0—0).(0 —03)

T (01 — 03). (01 — 03)
, T+ (0—03).(0—0y)
me (02 — 03). (07 — 0y)
, T2+ (0—0y).(0—07)
n?; =

(03 — 01). (03 — 03)
D’autre part , on sait que :0; = 0, = 03 et n?; > 0i=1,2,3

» Etudions le signe des n?;,n?,et n?; !
@H=>12+(0—-0,).(6—03)=0

=12 +0%—(0,+03).0+ 0,03 =0

0, + 02\2 o, + o
$T2+<O'— z > 3) +O’20-3 — ( 2 3)2 20
02+03>2 g%, 0%; 0,03
>0 - +(-0)?2> + + — 0,0
( 2 ( ) 4 4 2 273
O-2+O-32 2 0-2_0-32
_ > (= 2
:><a > ) + 0o _( > )

> pour que n?; = 0 il faut que couple (o, T) soit a ’extérieur du cercle de centre (M, 0) et
2

0 — 03

de reyon =

De méme , on obtient :

BG)=>t*+(0—03).(6—0) <0

01 + 02\? 0; — O
Y. L e
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g O R S S

Etapes pour tracer un cercle de Mohr :

Déterminez les contraintes principales :

Identifiez les contraintes normales et tangentes dans le cas d'un probleme en deux dimensions.
Calculez les contraintes principales :

Pour un probleme en 2D, les contraintes principales o et 6, sont les valeurs propres de la matrice
des contraintes.

Calculez la contrainte de cisaillement maximale :

La contrainte de cisaillement maximale T mayx €St associée a la différence entre les contraintes
principales.

Tracez le cercle :

Placez les contraintes o; et o, sur un graphique avec o sur l'axe horizontal et t sur l'axe vertical.

3.14. Loi fondamentale de la dynamique :

Les composantes du tenseur des contraintes dans un corps en équilibre sous l'action de
forces de surface et de forces de volume doivent vérifier les équations d'équilibre indéfini et
les équations d'équilibre a la surface. Considérons un parallélépipéde élémentaire situé a

l'intérieur d'un corps soumis a des contraintes.
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711

—
dxy Y o3y
I
B Y r 5 v
oz + 3 dry gy .
1 ———»\
dx; g
/—" oy [+ dxy
1
Y
- gy
7y +_6x1 dxy K
—
%y dx, >

Ecrivons que le parallélépipede est en équilibre : on écrit d'abord que la somme des moments
des forces par rapport a chacun des axes est nul (mouvement de rotation) et on retrouve le
fait qu'en 1'absence de champ de moments oj est un tenseur symétrique.

On écrit ensuite que la résultante des forces appliquées au parallélépipede est nulle.
Considérons la projection de cette résultante sur l'axe Oxi.Les forces suivantes Oxi.qui

s'exercent sur les 2 faces perpendiculaires a Ox1 sont :

doy4

0x;

doyq

d0x,

Sur les deux faces perpendiculaires a Oxz :

_O-lldxzdxg + (0-11 + dx1> dxzdx3 = dxldxzdxg

401,

dx,;dx,d
X X1dX,0X3

Sur les deux faces perpendiculaires a Ox3 :

00,3
dx,

dxidx,dx;

S'il existe un champ de force 17"‘, ,I'équation du mouvement s'écrit :

00y, N 0o, 0043 N d?x,
dx; 0x,  0xg 17 qe?

p = masse volumique
Suivant les deux autres axes, on obtient des équations identiques. Ainsi, 1'équation du

mouvement de translation prend la forme :

aO'ij dzxi

F,=—
dx; i =g

Si ﬁv est la pesanteur : Fyi= pgi
aO'l'j dzxi
ax]- PIi dt?

C'est I'équation fondamentale qui relie les variations spatiales des contraintes dans un corps
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aux accélérations des éléments de volume. Elle constitue, comme nous le verrons

ultérieurement, le point de départ de 1'étude des oscillations élastiques dans les solides. Dans
le cas ou le corps est en équilibre statique les équations prennent la forme :

d0;; d0;;

J ij

+ Fy; = 0ou —

ax]' i ax]

+pgi =0

L'équation fondamentale peut étre écrite sous forme vectorielle:
div(o) + F, = pd

3.15. Etats particuliers de contraintes

3.15.1. Traction ou Compression simple

dans la direction x :

o, 0 O
o] = 0 0 O
0 0 O

Dans la directioni — Ai  0;; # 0 et 0;; =0

Si o, >0 — traction

o, <0 — compression

3.15.2. Cisaillement pour (simple)

dans le plan (Oxy) :
X3

3.15.3. Contraintes triaxial de révolution
Si deux contraintes principales sont égales et
non-nulles.

Par exemple : 07 > (0, = 03 # 0)
3.15.4. Contraintes plans

dans le plan (Oxy) :
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Chapitre :
Oy (x, Y) Txy 0
[o] = [ty(xy) oy(xy) 0
0 0 0

Exercice : 01
Le tenseur de contrainte au point P est donné par :

7 =50
c=|-5 3 1
o 1 2
Déterminer le vecteur contrainte dans le plan qui passe

par le point p et parallele au plan ABC

Solution :

L’équation du plan ABC est : 3x; + 6x, + 2x3 = 12
Le vecteur normal au plan ABC est : n = %51 + 352 + %53

Donc le vecteur contrainte Test :

T—ainnl
(7 -5 0
T=|-5 3 1|x

0 1 2
L -9 5. 10
T=761+7€2+7

N NN OV N W

]

%

I

%,
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Exercice : 02
Un élément en état de contrainte

plane est soumis a ox=-3.5 MPa,

oy = 10.5 MPa, 7y, = 7MPa.

Solution:

e Calcul les contraintes principales:

2
Oy+o Oy—0C
o] = Sl A X V) 12 =13.4MPa
2 2 v

2
Oy +0O Oy —O
o) = x2 Y _ ( x2 y] +73% =~6.4MPa

e Les directions principales:

e Direction des contraintes principales:

Y

/ §7.50°

27 26) =-45°
go-—0 14 _ ] 24
ox—oy -4 260y =-45°+180
Donc: 6 =-22.5° ; 6p=+67.5°

e (Cisaillement maximum:

9192 _9.9MPq

Tmax =

e Direction des contraintes tangentielles

Y,

Y

max :

/

22,50
T
20, =
| 1
}
tan ZBP =
Gx- Gyr
2
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TyyMax = 10.259MPa
TAbsMax = 10.259 MPa

~133.03°

pL

Gp1 = 13.759MPa
Gpz = 0.000MPa C = 3.500MPa
Gpa = -6.759MPa R = 10.259MPa

— Exercice : 03
Un solide en contrainte plane est soumis a 2 chargements différents 15 MPa
—

donnant respectivement, en un point, les états de contraintes (a) et
(b). Calculer les directions et contraintes principales lorsque les 2

5 MPs

chargements agissent simultanément (c’est-a-dire, lorsqu’ils sont
Superposes). «—

(@)

A\ WP
K -

Solution :
On ramene 1’¢tat de contrainte (b) aux axes xy
Gx'+o-y' O-x' _Gy'

Oy = 5 cos(—60°)+ X'y’ sin(-60°) = 40MPa
’ + ’ [ — !

oy = ox : OV TE OV os(120°) + 7y sin(120°)=—10MPa

Tay = —wsin(— 60°)+ 7y cos(~60°) = 3MPa

10 10

15 MPa
%5 MPa <=

Principe de superposition:
4—

(@) (b)

Calcul les contraintes principales:

e Direction des contraintes principales: e Direction des contraintes tangentielles
max :
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2
Oy +0O Oy —O
o1 = x2 Y+ ( x2 y} +7y% =15£30.8

o1 =458MPa ; op=-158MPa
Les directions principales:

x—_
20 Try
T l1
txyr
tan 20 =
ﬁx' G:-.r p Gx- ﬁ},
5 2

27
1g20=—22 0725

=18 ; 0=108°

Résolution avec cercle de MOHR :
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Exercice : 04
Considérons I'état plan de contraintes au point P représenté

Ay
sur la figure ci-contre. Les contraintes en (MPa). |
1|56
e Ecrire la matrice des contraintes en P dans le repére p__e
: ‘1. 0on
Xyz. [ s %
, . 12 . . —_ L _le=— _,
e Déterminer les éléments principaux des contraintes. .
Représenter les €léments principaux des contraintes .
00
dans le plan xy ]C
e Tracer le tri-cercle de MOHR. En déduire la valeur
du cisaillement maximum. Dans quel plan se
trouvent les normales relatives aux plans de coupe
soumis au cisaillement maximum ?
Solution:
Matrice des contraintes en P dans le repére xyz :
=50 100 O
oc=1100 —-50 OfMPa
0 0 0
Ay
|
|
50
: 100
100
[
50 | 50 X
PL——— === _ >
100

Elements principaux de contraintes:

op1 =50 MPa, 6, = -150 MPa,et 6,3 = 0 MPa

27
1920 = —2 = (:200)/200 = -1
Ox—0y
=0 = —45°

b m——
100
50

Représentation les éléments principaux des contraintes dans le plan xy :
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Tricercle de MHOR:
On a op3=0 MPa, est une contrainte principale, et pour déterminer les deux autres en trace le cercle

de MOHR, en utilisant les points : A (011,012 ) €t B,(022, — p,,)-
= A (=50,100) et B,(50,—100).

La valeur du cisaillement maximum est donnée par le rayon du plus grand des 3 cercles :

. _01=02
max — 2

Tmax = ———= 100 MPa

Les normales relatives aux plans de coupe soumis au cisaillement maximum sont les bissectrices du

plan principalXY. 8 = 45°.Ce sont donc les facettes x et y.
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Exercice : 05
Considérons le solide de la figurel. Ce solide repose

simplement sur le sol ( planO,,,).

e Déterminer la valeur de la constante apour que le

solide soit en état d’équilibre.

e Onprend:p =2kg/m3

e ladensité surfacique du sol sous le sol est

a
L F:TXé)Z

Solution :

Etude d’équilibre :
Ona:ffodvA $Tds=0. . e, (1)

Les forces agissant sur la structure sont :

1. Force de pesanteur:
d_P;; = F.dv=p.§.dv=-2.g.e,.dv
d_P;; = 7€—2.g.5§.dv
d_P;; = —2.ge,$dv=—2.g.e,.v
Ona:V = H?'Z.L

= dF, = —H.LL.g.e;

Réaction du sol sur la base :

dF. =T. ds=r"’.ds=%.x. €y ds
— a

dF; = fT.x.est

— a,

dF; =Tezfxds

l
fx ds:momentstatique = > L.L

- a5 L, «a -
= dF_'g =Tez.?l=gl.L.eZ

4 — a -
Ainsi(1)s écrit: —H.1.L.g.e; + > l.LL.e,

O):(—HLLg+%LL)@

= a = 2.g.H - pour que la structure soit en équilibre.
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Exercice : 06
Soit ds un élément de surface de normaleri, sur laquelle

agit un vecteur contrainte T. 2.4 0.8
1. Déterminer les composantes de 7, si on connait : T= ( 4 )t =< 0 )

o =4 Pa

Solution:
1. Calculn1:
= g e — 1 = T -
Ona:T=on+tt=>n==.T—-.t
g o

T.t=1=(24%0.8) + (-1.8 % 0.6) = 3 Pa

EtT =VT?2 —02=+25—-16=+ 3 - Ontravailaveclesdeux !!

L . [24\ , /08 0
n= Z'T_Z' =z. 0 _Z' 0 = 1
—0.6 —-0.6 0

—>ﬁ=a;

Exercice : 07
Soit ds un élément de surface de normaler,

- 05 05 O
1. sur laquelle agit un vecteur contrainteT. =105 05 0
2. Déterminer les composantes de 72, si on connait : 0 0 05

o = 0.5 Pa etﬂc=\i—E

Solution :

3. Calcul7ni:

T, =0.5.n, + 0.5.n,
Ona:T = o.i= T, = 0.5.n, + 0.5.n,,
T, =0.5.n,

o=T.7=05=05(n, + ny)n, + 0.5(n, + ny)ny + 0.5n,2 = 0.5

Et puisque: n,*+ny,* +n,% = 1
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D’autre part :72 = T? — g%= (\i—i)2 = 2(0.5n, + O.Sny)2 + 0.25n,% — (0.5)%=
= 0.25(n,%*+n,?)

1
= n,24n,? =

= n,24n,? =

On sait que :

n’+ny? +n,2 = 1= 0.5+ n,?

=1

(1)

(2

d'aprés léquation (1): nyn, = 0,= n, = 0ou,n, =0 (n,

0)

Sim, =0=(2):n, = +v0.5
Simny, = 0= (2):n,, = +V0.5

Le vecteur 71 prendlesvaleurs: n

— Exercice : 08

0

+| v0.5

V0.5

La distribution des contraintes sur un cube élémentaire est

donnée par le tenseura.

e D'apres ce schéma déduire la matrice du tenseur de

contrainted.

e Déterminer les contraintes et les directions

principales normalisés de 4.

e Déduire les invariants du tenseura.

Solution

1. D'apres le schéma on déduit que le tenseur de contraintes est :

0o = 2MPa

:

0 2 0
2 0 2
0 2 0

2. Contraintes principales et les directions principales :

] Mpa

1
8

n, = 0 Non,puisque n, #

T
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-1 2 0
lo—All=]2 -1 2|=-2(A*-8)
0 2 -2

Donc les solutions de ce polyndme caractéristique (les valeurs principales) :
0-1 == 2\/?,0-2 - 0, 0-3 == _2\/7

Détermination des axes principaux : ona (¢ — )8 = 0

-2v2 2 0 |pay (o x x
2 2
oo=2V2=| 2 —2\2 2 [le = [0] = x, = ﬁetxg, = ﬁ
0 2 —2v2]t%sd 10
1/V2
Doncv; = x| 1
1/V2
1/2V2
On déduite’; = | 1/2
1/2V2
De la méme facon on obtient
1 [Nz -2 |-z
U, = xl[ 0 ]...0,5 ete’, =] 0 [|;¥3=x, 1 ete's = 1/2
-1 1/4/2 —1/V2 —1/2V2
3- Les invariants
11 = 01+02+U3 =0
12 = 010y + 0103+0203 = -8
13 = 0-10-20-3=0
Exercice : 09
Le tenseur de contrainte est donné par rapport a la
base Oxxox;3
Avec b inconnu, si la contrainte principale 63=3 Mpa et 4 b b
_ g=|b 7 2|Mpa
0'1—20'2, b 2 4

e Determiner les contraintes principales.
e Déduire la contrainte de cisaillement maximale.
e C(Calculer la valeur de b.

e Déterminer la direction principale correspondante a o.

Solution

1. Calcul des contraintes principales:

Ona:l; = 0;+0,+03(invariant) avec 6,=20; et 63=3 MPa
doncl15=30,+3

On obtient : 6, =4 MPa et 6;=8 MPa
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. Tmax = (01—203)/2=2.5 MPa

I; = 6,0,03= det (0) (invariant)
Doncl; = 96 = 96 — 7b? on déduit b=0

Détermination de 1'axe principale pour a;:
0 0 0][* 0
o,=4=|(0 3 2(|*%2|[=|0|=
0 2 o0flxs 0
X3 =x, =0et0x; =0
1
Doncv, = x4 |0
0

On dédult 6’2 = é)l

~ Exercice : 10
Au point M d'un matériau, et dans le repére {e,} le tenseur

de contrainte s’écrit :
1. Calculer les contraintes principales et les axes

principaux en fonction dea.

2. Déduire les scalaires invariants de ce tenseur. Dans 4 2a 0
la suite en prenda = 1. o= [26! A 0 ]
0 0 —-12a

3. Calculer le vecteur contrainte sur la facette de

normale 71, eti, tel que :

—

V3,
n1= +7ez

| NI =

.
1
M, =1, X &

Solution

Calcul des contraintes principales en fonction de a. :

4 -1 2a 0
lo—All=|2a 4-2 0 =—(12a+ )@ -2a-N)(A+2a-2)
0 0 —12a — A

Donc les solutions de ce polyndme caractéristique (les valeurs principales) :
01 =4+2a,0, =4—-2a,03 = —12«a

Détermination des axes principaux :

2aa 2a 0 X1 0
01 =4+ 2a|2a 2a 0 X2 =10 = x; = —xyetx3 =0
0 0 —-12allxs 0

1
Donc?; = x; [—1]
0

68



Chapitre : Contraintes

[z
On déduite’; = |_q N2
0

11 . |12 0] _ [0
De la méme fagon on obtient ¥, = x; [1] ete’, =|1/y2 U3 = X3 [O] ete’, = [0]
0 0 1 1
2- Les invariants:
I = 0y+0,+03 =8 —12a
1, = 0,0, + 0,03+0,0; = 16 — 96a — 4a?
I; = 0,0,05=12a(4a? — 16)
3- La matrice de passage Q entre {e,} et {e,}
On ag;(1,0,0), €5(1,0,0),25(1,0,0) ete’; (1/v2, —1/v/2,0), e’,(1/v2,1/v/2,0),e’5(1,0,0)
Avec Q;j = €; - €'}

Donc on obtient:

1V2 1/42 0
Q=|-1/V2 1/N2 0
0 0 1

4- Calcul le vecteur contrainte

5- :poura=1ona

0 0 -—-12
61=Eﬁ1$T1(2+\/§,1+2\/§,0)
'\/§ g — =
ﬁ2=ﬁlxel= é)lsz:& ﬁz:T2=6\/§é)3

— Exercice :11
Soit le tenseur de contrainte suivant en coordonnées sphérique

(,6,¢)
1. Calculer les scalaires invariants, la partie sphérique et le
déviateur de ce tenseur.

2. Déterminer le vecteur contrainte au point M (1, 0,0)

appartenant a la sphere de rayon r=1.

Q
[

2 0 0
[0 1 2r]
3. Si on fait rotation des vecteurs de base d'un angle de 45° boar L
autour de I'axe des x quel sont les nouvelles composantes
du tenseur de contrainte et du vecteur de contrainte au

point M.

4. Déduire les contraintes principales de ce tenseur.
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Solution

. Les scalaires invariants la partie sphérique et le déviateur

L=41,=5—4r% 1, =2(1—4r?%
4/3 0 0 2/3 0 0
a5 =[ 0 4/3 0 ],Ez’ 0 -1/3 2r ]
0 0 4/3 0 2r —1/3
Calcul le vecteur contraint au point M (=1, 0,0) :

La sphere a une équation r=1 (f (1,0,¢)=r-1) en coordonnées sphériques donc la normale :

IIVfII l ]

2 0 0
o120=25r
o 2 1llo

Calcul du tenseur de contraintes transformé au point M.

3l

g = =
T=0cn=

Le tenseur de rotation des vecteurs de base est :

1 0 0
R=10 142 —-1//2
0 1/N2 142
Donc ona =R 6 R
[1 0 0] 1 0 0
b L Ao ol L1
g=| V2 \/El[o 1 z]l V2 V2|
R
V2 V2 V2 V2

On obtient:

. Les contraintes principales
Nous remarquons que dans le nouveau repere la matrice du tenseur est diagonale dont les ¢léments
représentent les contraintes principales, finalement on a :

0-1:3,0-2:2,0-3:_1

Exercice :12
En un point M de coordonnées X1, X», X3, on se donne Xy + X3 0 0
o= 0 ax:  yxpxs
0 YX2x3  Px3

le tenseur de contrainte suivant :

5. Quelles sont les conditions sur a, B, y pour
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respecter les conditions d'équilibre (ﬁV = 6).
6. Sur plan x3 = x; la contrainte

estf (0, x2, —x2), déterminer les constantes o,
B, v

7. Au point M; (1, 3,3) déterminer
graphiquement les contraintes principales.

8. Déduire la contrainte de cisaillement

maximale.

(Mpa)(x2#0, x3#0)

Solution :

L'équation d'équilibre (F, = 0)div(5) = 0

— - .
A 1’équilibre en absence des forces extérieures on a div(c) = 0 , on obtient :

2(1X2+’Y X2=O, 2BX3+Y X3=0
On obtient : a=-y/2, B =-y/2

2-détermination de a, B, v :

Sur le plan x3 = x5, n(0, — \/Z—E, g)

3. les contraintes principales :

6 0 0
Onag(P) = ’o -3v2 6V2
0 6V2 —3V2

Donc 6, = 6 MPa, est une contrainte principale, et pour déterminer les deux autres en trace le cercle

de MOHR en utilisant les point A(—3v/2, 6v2), et B(—3v2,—6v2).
On obtient 63 = —9v/2MPa

— Exercice : 13
L’état des contraintes en un point M d’un milieu continu est

donné dans une base orthonormée (€1, €2, €3) par le tenseur :

e Quel est I’état des contraintes en M pour o = 0.

a: constante réelle, parametre

e Pour a = 1, calculer les composantes normales et
tangentielles des vecteurs contraintes agissant en M sur

les deux facettes de normale

a

7o 36a
36a 7a
0 0

de charge.

0
0
70

|

4



Chapitre : Contraintes

ﬁf

e Déterminer en fonction de a, les contraintes principales
et les directions principales correspondantes ?

e Déterminer la partie sphérique et le déviateur de ce
tenseur.

e Déterminer les valeurs de a, pour que [’état des
contraintes au point M soit une pression superposée a

un cisaillement pur.

Solution

1- Pour a=0 1'état de contraintes devient une traction suivant z

7 36 0
2- poura=lonac=1|36 7 0
0 0 70
[7v3 ]
. ) . | > + 18|
T1 =0- 7'_1)1 =T 7
18V3 + 5‘
0
518 [
Contrainte normaleg; = Ty - ; = : 1i]= 7 +18V3
1=11'ny = 11 =
18V3 +2| |
0 0
Contrainte tangentieller; = \/T? — =18 (Mpa)
— 7 -
—+6V6
V2
— — 7
=G, > T,|18V2 +—=
2 2 2 NG
70
V6
1
[+ 6V fﬁ
Contrainte normale g, = T, * 71, = 18\/— 2+—|-|=|=28+12v3

g vEHJ

Contrainte tangentiellet, = /T2 — 62=21 (Mpa)

3- Calcul des contraintes principales en fonction de o :

Ta — A 36 0
36« Ta — A 0
0 0 70 — 2

lo — Al| = = —(=70 + 1)(29a + 1) (43a — A)
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Donc les solutions de ce polyndme caractéristique (les valeurs principales) :
oy =70,0, =43a,03 = =29

Détermination des axes principaux :

7aa—70
o, =70; | 36a 7a - 70 0 = O = x; = x, = 0 etxzqcq
0
0
Donc?; = x5 O On déduit e 1= 0 De la méme fagon on obtient?, = x; ete’ ) =
1/V2 ~1 /\/_
1NZ |03 = %2 2
0
4- la partie sphérique et le déviateur :
14a + 70 0
3 (7a —70)/3 36a 0
Gs = 0 ﬂ 0 P = 36a (7a—70)/3 0
. 14a + 70 0 0 (140 — 14a)/3
3
70 360 O
Il faut que 7a = 70 donc @ = 10 danscecasd = (360 70 O
0 0 70

Exercice : 14
L'état de contraintes en (M) est donné par le tenseur suivant

o ao bo
o=|ac o co
bo co o

Ou a, b, c sont des réels et o est une valeur de contrainte.

e Determiner les valeurs de a,b,c pour que le veceur de contrainte agissant
o1 1 1 .
sur le plan de normale n(ﬁ, NeL \/_g)’ Soit nul.

e Maintenant on suppose que a =2, etc =2 MPa,b=c=0.

e Représenter cet état de contraintes sur un cube unitaire.

e Tracer le cercle de MOHR et déduire les contraintes principales

e Soit le plan (A) dont la normale fait un angle 6 = 30° avec le premier axe
principal.

e Déduire la contrainte normale et la contrainte tangentielle.
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Solution

A=0

Qi

1- OnaT =
V
I

/ S

X

2- avecﬁ’(%, %, %), on obtient le systéme d'équations suivant:

a+b+1=0
at+c+1=0
b+c+1=0
On obtient la solution a=b=c=-1/2
3- Dans ce cas on a
2 4 0
g =|4 2 0] Qu'on peut représenter comme suit :
0 0 2

4- Les contraintes principales
Donc 6,=2 est une contrainte principale, et pour déterminer les deux autres en trace le cercle de
MOHR en utilisant les point A et B.
A (011, 612) ou A (2,4), B (0622, -012) ou B (2,-4)
L’intersection du cercle de MOHR avec I’axe des abscisses donne les contraintes principales :
61=6, 63=-2

5- Contrainte normale et tangentielle:

Tpbs Max = 4000 MPa .
Abs Hax

Sp1 = 6.000MPa ¥
©Tp3 = 0.000 MPa C = 2.000MPa
Tpz =-2.000 MPa R = 4.000 MPa

On déduit de ce schéma ¢ = 4 MPa.t = -3.46 MPa.
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1)

Exercice : 15
Une plaque quadrilatérale sous forme de losange

d’angle 30° au coin est soumise a un cisaillement
uniforme 7, tel que montré sur la figure ci-contre.
e Déterminer le tenseur des contraintes rapporté

au repere(x1, x2)
e C(alculer les composantes normale et

tangentielle du vecteur contrainte agissant

sur un plan de coupe inclinée de 20° par £
Tg S
rapport a I’axe x1. i
e Déterminer les contraintes principales et le
cisaillement maximal que subit la plaque.
e Faire une représentation dans le plan de
MOHR .
Solution
Tenseur de contraintes: A%z
LN
D’apres la relation tenseur — vecteur contrainte :
Sous forme notation indicielle :T; = ojn; /f
Tg

pone (1)~ (ol % ()

Sur le plan horizontal de normale n=[0 1], L’'angle = 90°

Le vecteur contrainte n’a que la composante T; = 7, Ce qui donne :

()~ (5)
Doig =717

e e, 1 .
Sur le plan incliné de 30° de normale n = > [1 /3], lacomposante normale du vecteur contrainte

est nulle

Sous forme indicielle :0p, = ojnn; = oy
1 011701 _1(—1
an=31-1 V37 g x5<\/§):0
011 = 2\/§ X Tp

Finalement :0 =

2v/3 X 1,7, ]
To 0
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Contraintes normale et tangentielle sur le plan incliné de 20°

Le vecteur normal :n = [_0-34202
' 0.93969

3.34641 X Ty7, ] y [_0_3420212[ —0.2410 X 7,
0.

Vecteur contrainte :(T)= [To 0 93969 1 |-0.34202 x 7,

Composantes normale et tangentielle

o, = —0.23756 X 1,

T =0.3473 X 1

Contraintes principales:
det(c —Al) =0
2V3x T —At9 | _ 0= 22— 2vV3 X 14 X A X 7,=0

To 0—-1

La solution est :A = (V3 F 2) X 1,
Les contraintes principales :0; = (V3 + 2) X 1,
o = (V3 —2) X 1
La contrainte de cisaillement maximale :

1
Tmax = E(O-I - UII) =2 X1,

4+ T
Timazx ]
O J a;
Exercice : 16
Le champ des contraintes dans un solide ¢lastique

isotrope en absence de forces de volume est

défini par le tenseur suivant : (avecxy # 0,x, # 0,x3 # 0) :

e Ecrire les équations d’équilibre et trouver a(xf —4) 4nx,—1  —6x;x3
&= |4xx,—1 bx3-1) 0 (10° Pa) ;
les valeurs des constantes a, b et c. 62,5 0 c(x2 + 1)

e Ecrire le tenseur des contraintes au point a, b et ¢ des constantes réelles.

M (1, 1,0) (remplacer les valeurs de a, b et
c).

e Déterminer graphiquement les contraintes
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principales au point M.

e Déterminer la partie sphérique et le
déviateur de ap;.

e Ecrire le tenseur de déformation au point

M.et déduire l'allongement unitaire suivant

le vecteur 11 G,g, 0)

e (E=25.10°Pa, v=0.3).

Solution

Calcul des constantes a, b, c.

L'équation d'équilibre (F, = 0)div(5) = 0

60'1]'

— = 2axq +4x, — 6x1 = 2ax; —2x, =0
ax]'

00,

ox, = 2bx, +4x, =0

dos;

ax] =2cx3 —6x3=0

On déduit : a=1, b=-2,c =3
Le tenseur ¢ au point M

-3 3 0
Oy = [ 3 0 O]Mpa

0 0 3

3- Donc 6,=3 est une contrainte principale, et pour déterminer les deux autres en trage le cercle de
MOHR en utilisant les point A et B
A (o011, 612) ou A (-3,3), B (022, -621) ou B (0,-3)
L’intersection du cercle de MOHR avec I’axe des abscisses donne les valeurs principales :
0,=1.8, 63=-4.8

La partie sphérique et le déviateur :

0 0 O
5=35+ED=>55=[0 0 o]
0 0 O

-3 3 0

5D=’3 0 0]

0 0 3

Le tenseur de déformation au point M on a

—-156 156 0
&y =1073| 1.56 0. 0
0 0 156

L’allongement unitaire suivant n
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€nn = €jNiN; = N -&-1 Donc :
€mn=0.96.10"

Exercices non corrigé

— Exercice : 17
Un solide est soumis a un état de contraintes dont les composantes cartésiennes

sont :
0 —2x 3z2
o=[-2x o 0|V .
3z2 0 0

e (alculer les composantes des forces de volume
e Déterminer, par leurs normales, les facettes sur lesquelles le vecteur contrainte
agissant est nul. Donner I’angle d’inclinaison par rapport a I’horizontale de la
facette passant par le point M (1.0.1).
e Déterminer les contraintes principales.

e A quel état pour de contraintes correspond ce point.

Exercice : 18

L’état de contrainte dans une pi¢ce rapportée a un systéme d’axes (X;) en un point

M de coordonnées (x; X,,x3) est représenté par :

400 100 0
=100 100 0 |[MPa
0 0 -—-100

e Trouver les contraintes g; et directions principales associées X;
e Déduire la contrainte tangentielle maximale.

e Déduire les composantes du tenseur sphérique et déviatoriques.

— Exercice : 19
Un ¢élément plan est soumis aux contraintes représentées sur la figure ci-dessous :

En utilisant uniquement le cercle de MOHR, déterminez :
e Les contraintes principales et leurs directions correspondantes.

e La contrainte de cisaillement maximale et le plan sur lequel elle agit.
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100 MPa
50 MPa
-——

75 MPa

50 MFa

Exercice : 20
Soit dans un repere orthonormé (e, €, €3). On considere le champ de contraintes

homogene défini par (en MPa)

10 543 0
o, ]=[53 0 o

0 0 10

1. Déterminer les contraintes principales o; oj,et oj;;dans 1'ordre décroissant ainsi
que les directions principales associées (npy , npy , Npyyy )
2. Vérifier que les trois invariants du tenseur restent inchangés.
3. Pour une direction quelconquent, déterminer les composantes normales, t,,, et
tangentiellet,, de la densité de forcet. Dessiner le cercle de Mohr.
4. Déterminer les parties hydrostatiques et déviatorique du tenseur ¢ dans (e, €,

63).

— Exercice : 21
Un point p d’un solide élastique agit un vecteur contraintes T sur un plan

défini par sa normale n inclinée de 38° par rapport a la direction de la contrainte
majeure g; -1, MPa. La seconde contrainte principale vaut g, = 53 MPa et les
composantes normale et tangentielle du vecteur contrainte T valent g,,=36 MPa et
T =92 Mpa.
e Trouver la valeur de la troisiéme contrainte principale ainsi que I’angle que

fait la normale n avec les deux autres directions principales.
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Chapitre : Déformations

1.1. Introduction
La déformation d'un milieu continu fait référence aux changements de forme, de taille et de
volume d'un matériau sous l'influence de contraintes ou de forces appliquées. Cela concerne
principalement les solides et les fluides. Les déformations d'un milieu continu sont étudiées dans
le domaine de la mécanique des milieux continus, qui englobe la mécanique des solides

déformables (¢élasticité, plasticité) et la mécanique des fluides.

Il existe plusieurs types de déformations dans un milieu continu :

1. Déformation linéaire :
o Extension ou compression : Changement de longueur d'un matériau le long d'une
direction donnée en réponse a une force axiale.
o Cisaillement : déplacement relatif des couches d'un matériau le long d'une direction
paralléle a une surface donnée.
2. Déformation angulaire :
o Déformation de torsion : Rotation d'un segment de matériau autour de son axe
longitudinal.
3. Déformation volumétrique :
o Dilatation : augmentation du volume d'un matériau en réponse a des forces

extérieures.

Les déformations peuvent étre €lastiques ou plastiques, en fonction des propriétés du matériau.
Dans les déformations ¢lastiques, le matériau retrouve sa forme d'origine une fois que les
contraintes cessent d'agir. Dans les déformations plastiques, le matériau subit des changements

permanents de forme apres le retrait des contraintes.

La déformation d'un milieu continu est décrite mathématiquement par des grandeurs telles que le
déplacement, la déformation et la contrainte. Les lois de comportement des matériaux, comme la loi
de Hooke pour les matériaux €lastiques linéaires, permettent de relier les contraintes appliquées aux

déformations résultantes.

En mécanique des fluides, les déformations d'un fluide sont généralement exprimées en termes de
taux de déformation et de taux de rotation. Les fluides newtoniens obéissent a la loi de Newton de
la viscosité, qui relie le taux de déformation au taux de contrainte pour décrire le comportement du

fluide.
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En résumé, la déformation d'un milieu continu englobe les changements de forme et de volume d'un
matériau en réponse a des contraintes ou des forces appliquées. Cette notion est cruciale pour
comprendre le comportement des matériaux dans diverses situations et est largement étudiée dans

les domaines de la mécanique des solides et de la mécanique des fluides.

1.2. Définitions : considérons dans un référentiel cartésien, la position du point P d'un corps
continu avant et aprés la déformation (déformation infinitésimale). On dit qu'une particule s'est

déplacée si elle change de position.

On dit qu'un milieu continu est déformé lorsqu'il y a un changement de distance entre deux

particules.

U : vecteur de déplacement

e

Piu_z;: POP1= ﬂ

_—

Qiu—Q)= QoQy = U

PyQo # P10y

—_—

P
= OQO,;tl

P, Qy

P1Q1 # PyQp

e Extension (noté ¢): c’est la variation de la distance entre deux points P et Q

P1Q1—PoQ ‘s
g = 2L 00 ('sans unité)
PyQo

e Distorsion (noté¢ ¢) : c’est la variation de 1’angle formé par 3 point P Q et n

6= g— o« D’angle externe

1.3. Déplacement est déformation d’'un MC:
Supposons :

1- P et Q sont trés voisins

Xo
Po: lYO

Zo
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Xo + dx
qo: |Yo +dy
Zy+dz
2- configuration {2, et (2¢sont tres voisines :
ux
P()Pl . uy] = ﬁ
uZ
u'y =u, + duy Uy du,
U'=QoQ: = |Uy =uy tdu, (= uy| + |du,
u', =u, +du, Uz du,
F0U, ou, ou, 7
dx ——.d .d
d0x x dy y 2z~ %*
. ou ou ou
=i+ |[=—=.d 2 .d Y. d
ou, ou, ou,
.d .d .d
ox M oy Y Tz %
ox ay 0z dx
— N 6uy auy auy N oy
= Qo1 =u+ |7~ o or ’dy =uU+ [grad u].dx
oy up duy| 142
ax ay 0z

MZm‘*‘ [gradﬁ]. m
Propriété :
Tout tenseur d’ordre deux ( matrice) peut se décomposer eu un tenseur symétrique et un tenseur
antisymétrique, tel que :
[M]=[M*] + [M?]
Avec :

] =3 ([M1+ [M]")

NIR R

[Me] === ([M] — [M]")

C’est clair, sans faire de démonstration, faisant le m pour [ grad POPl]
On a donc
[grad PyP;| = [2] + [€]

Tel que:

(61 = (lgrad BP] + [grad PoP;])
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1 - SN
2] = 3 ([grad POPl] - [grad POPl]T)

Soit:
ou, 1 du, N ou, 1 Ou, OJu, ]
0x 2°dy O0x° 2 0z Ox )
] = 1 0u, Oy Ouy 1 0uy Ou,
2°0dy O0x dy 2 0z 0y
1 ou, N auz) 1 ou, N auz) du,
(2 0z 0x° 20z Ody 0z
10w _ Quyy 1 O0ux Juy
0 2 0y ox ) 2 ( 0z ax )l
|12y _ O 10y _ duy
[2]= 2 ( ax  dy ) 0 2\ oz Oy)
1 ,0u, Ouy 1 ,0u, Ouy
G~ %) 26y T %) 0

Par conséquent :

Q001 = PoP; + [2].PoQo + [¢] . PoQo

=14+ [0].dx + [e]. dx
\_Y_}l_‘_J N
v l v

Translation Rotation autour de P

Déformation

d’autre part :

w1 dx .
= [wzl. ’dy] = o . dx

. 0 _0)3 0)2 dx
[2].dx= | ws 0 —wy dy
-—w, W 0 dz w3 dz
. e €, & w,.dz — ws.dz
W . dx=|w; w, wz| = ’—wl .dz + ws .dx]
dx dy dz wq.dy — w,.dx
Finalement:

i =u+ad.dc + [¢]. dx

[auz _ auy]
| dy 0z
— 1j0u ou .
w=-|-= - =2 Vecteur de rotation
2| 0z 0x
auy aux
ady ay
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1.4. Calcul la distorsion

e Calculons la distorsion dans le plan (oxy) .

e Déterminons les coordonnées des différents

: dx :
points : 0 i‘ ”: y‘
x X+ uy i i "
A:{y A’:{J’+ Uy A
7 Z+ U, 4
B'{ x ,_{xB + du, + uy
y+dy \ys +du, +u, dy
I A P
C
5 v
x+ d+a"dy—x+xdy+ux
Et B’:
y+dy+ =y dx+ y dy—y+dy+—dy+uy
Ouy
. {x+dxc/_ xc+dux=x+dx+g.dx+ux
Y Yet+tdy=y +aﬂ.dx+uy
x4 dx xD+dux—x+dx+ Nx + dy+ux
D':{
+d a
yray yp+dy=y+dy +a—;.dx+6—;.dy+uy
d +a .d
YT oy )’I
' I'“]i“
A!
Y ou
y
—.d
du, dy Y
dx +—— .dx
0x
___"__
.
¢ L R
On a:yyy ——a =B + B
aux Juy
tanﬁl ﬁl a%u aayu
ay.dy 1+a—;’
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Uy ix ouy
tan ~ —_ ox’ — ax
ﬁz '82 dx+6aﬂ.dx 1+6ﬂ
x aox
s . Ouy auy
Dans le cadre de I’hypothése: = & 1le By <1
) _ ou, _ du,, _ ou, ou,, _
donc : B, —;et B, —;z}»yxy—; ;—25,@
Le méme, on obtient :
du, Odu,
y}CZ = aZ ax = ZS.XZ
ou ou
—__ Y z _
yyZ aZ + ay ZEyZ
Conclusion :
On appel tenseur des déformations
Ex 189‘
[€] Exy &y = |2Vxy &
£ £ £ 1 1
xz yz z P Vxz Esz &z
Avec :
Ex » €y , E; . extensions
Yxy » Yxz »Vyz - distortions
On peut écrire :
L L) A
gij =3 (Gt o b =XYE
Exercice 1: Soit une plaque :
a.n+p.y y
U= o.
0 A 3 T ¢
1- Calculer [¢], [2] . e 45
2- Donner la signification physique des g
constantes a , 5 ,0 .
B D

: 1 1
Si a—gﬁ—ga——

3- Calculer les coordonnées de A, B, C,

D apres déformation.

4- Tracer la configuration finale de la

plaque.
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Solution :
1- get[2]
a« £ o o £ 0
[=2 4 012,
0 0 O 0 0

2- signification physique :
a , o : Extensions
B : Distorsion.

3- Coordonnées des bornes apres déformation :

Apres déformation:
0 0 — f

M(x.y)  — M'(x’y)
1

donc :

A(-5,3) —A'(-5+0,3 —1)=(-5,2)
B(-5,-3) —B(-5-2,-3+1)=(-7,-2)
C(5,3)>CcGB+2,3-1)=(7,2

D(5,-3) >D(5+0,-3+1)=(5,-2)

- Calculons B’ en fonction de A :

up = u, + [2] .AB + [¢] . AB

Avec :
Uy = [—01]‘@: [—06]
Donc :
11 o 1
o 11 Y B AR P A B
6 3 6

4- Configuration déformée :

Ona:
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, 6 +1
¥TE T3
, 2
y=3Y
e Droite AC: y=3 :>§y/=3:>y/=2
= -¢q.de AC':y=2
e Droite BD: y=-3 :>§y/=—3:>y/=—2

= -¢éq.de BD':y=-2

e Droite AB: x=-5 é%x/—%y’ =-5=2x—y =-12
=  -¢q.de AB':y=2x+12
e DroiteCD: x=5 :%x’—f—zy/=5:>y/=2x’—12

~éq.de C'D':y=2x-12

1.5. Propriétés :
1.5.1. Les invariants

Les invariants d'un tenseur de déformation sont des quantités scalaires qui restent constants lorsque
le tenseur est soumis a une transformation de coordonnées. En mécanique des solides, les invariants

du tenseur de déformation permettent de caractériser les propriétés physiques d'un matériau.

Pour un tenseur de déformation 3x3, les trois principaux invariants sont généralement notés comme

suit :

1. Le premier invariant est la trace du tenseur de déformation, qui est la somme des ¢léments

diagonaux du tenseur.
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2. Le deuxiéme invariant est la moiti¢ de la somme des carrés des valeurs propres du tenseur
de déformation. Les valeurs propres sont les solutions de I'équation caractéristique du
tenseur.

3. Le troisiéme invariant est le déterminant du tenseur de déformation.

Pour décrire les changements de forme subis par un matériau en réponse a des contraintes

mécaniques.

Supposons que nous ayons le tenseur de déformation suivant (en notation tensorielle) :

€11 €12 €13
e=|€1 €22 &23
€31 €32 &33
det ([e] — A[[])=0
ﬁlg - 1'112 +I,2/1 - 1'3 = 0
Avec
*I'y =&+ g, T g, =& + &+ g(inv. Linéaire)
T 2 2 2
I') = €48y & €xE, T €€, - Exy” - Ex;" - &y
== 8182 + 8183 + 8283

*1'3 =det([e]) = &1655
Calculons les trois principaux invariants :

1. Le premier invariant (I1) est la somme des ¢léments diagonaux du tenseur de déformation :
I1 = €11 + €22 + €33
2. Le deuxiéme invariant (I,) peut étre calculé en utilisant les valeurs propres du tenseur.

Supposons que les valeurs propres soient A4, A, et As.

Alors: T, = (1/2) X [(A — 2207 + (A — 23)7 + (A3 — A)? + 2 X (£12° + 257 +

€317)]
3. Le troisiéme invariant (I3) est le déterminant du tenseur de déformation :

I3 = €11 X &3 X &33 + 2 X &3 X &3 X E31 — €11 X &237 — &35 X €317 — €33

X 8122
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Cet exemple montre comment les invariants sont calculés a partir des composantes du tenseur de
déformation. Les invariants sont utiles pour caractériser les propriétés mécaniques d'un matériau et

pour formuler des lois de comportement appropriées.

0.04 0.03 0.05

[0.02 0.04 0.06
8 =
0.06 0.05 0.01

Calculons les trois principaux invariants :

1. Le premier invariant (I;) est la somme des éléments diagonaux du tenseur de déformation :
I; =0.02 +0.03+0.01 =0.06
2. Le deuxiéme invariant (I;) nécessite de calculer les valeurs propres du tenseur. Supposons

que les valeurs propres soient A; = 0.0953,4, = 0.0114 et 13 =~ —0.0272. Alors :

I, = (1/2) x [(0.0953 — 0.0114)” + (0.0114 — (—0.0272))? + ((—0.0272)
— 0.0953)% + 2 x (0.04% + 0.05% + 0.067)] ~ 0.0203

3. Le troisiéme invariant (/3) est le déterminant du tenseur de déformation :

I; = 0.02 x 0.03 x0.01 + 2 x (0.04 x 0.05 x 0.06) — 0.02 X (0.05)> — 0.03
x (0.06)2 — 0.01 x (0.04)? ~ 0.000106

Cet exemple montre comment effectuer les calculs pour obtenir les invariants a partir des

composantes du tenseur de déformation donné.
1.6. Cercle de MOHR

Le cercle de Mohr est un outil graphique utilisé pour représenter les transformations de
contrainte ou de déformation dans un matériau. Dans le cas du tenseur de déformation, le cercle de
Mohr permet de visualiser les changements de forme subis par un matériau en réponse a des

contraintes mécaniques.

Exemple:

0.04 0.03 0
0 0 0

&=

0.02 0.04 O]

Pour construire le cercle de Mohr a partir d'un tenseur de déformation 2D (ou en réduisant

un tenseur 3D en 2D), voici les étapes générales :
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1. Identifiez les composantes principales du tenseur de déformation. Pour un tenseur 2D, vous
auriez €14 et €;5, par exemple.

2. Placez les composantes principales sur un graphe avec l'axe horizontal représentant les
déformations normales et 1'axe vertical représentant les déformations de cisaillement.

3. Tracez un point pour chaque composante principale a la position correspondante sur le
graphique.

4. Tracez un cercle en utilisant ces points comme extrémités du diamétre du cercle. Le centre
du cercle sera au point moyen entre les déformations normales maximale et minimale.

5. Le rayon du cercle représente la moiti¢ de la différence entre les déformations normales
maximale et minimale. Les points sur le cercle représentent les déformations normales et les
déformations de cisaillement pour différentes orientations du plan.

6. Vous pouvez ¢galement tracer des lignes radiales a partir du centre du cercle pour visualiser

les changements de direction de la contrainte et de la déformation.

Le cercle de Mohr est utile pour comprendre comment les contraintes et les déformations évoluent
en fonction des changements d'orientation du plan dans un matériau. Cela permet aux ingénieurs et
aux scientifiques de prendre des décisions éclairées lors de 1'analyse des matériaux soumis a des

charges mécaniques.

Voici comment construire le cercle de Mohr :

1. Identifiez les composantes principales du tenseur de déformation : €14 = 0.02 et &, =
0.03.

2. Placez les composantes principales sur un graphique. Les points correspondants sont
(0.02,0) et (0.03,0).

3. Tracez un point pour chaque composante principale a la position correspondante sur le
graphique.

4. Calculez le point moyen entre les deux points : ((0.02 + 0.03) /2,0) = (0.025,0).
Tracez un cercle avec le centre a (0.025, 0) et un rayon égal a la moitié de la différence entre
les déformations normales maximale et minimale : (0.03 — 0.02) /2 = 0.005.

6. Tracez des lignes radiales a partir du centre du cercle vers les points ou les composantes
principales ont été placées. Ces lignes représentent les déformations normales et de

cisaillement pour différentes orientations du plan.

Visuellement, vous obtenez le cercle de Mohr qui illustre comment les déformations normales et les
déformations de cisaillement varient en fonction des orientations du plan dans le matériau. Ce

cercle permet de visualiser intuitivement comment le matériau réagit aux contraintes appliquées.
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1 Les déformations principales et leurs directions se calculent de la méme maniere que les

contraints :

2- La méme chose avec les cercles de Mohr :

_ Tmax €1 — &2
Tmax =& + & & > >

AT
t

Tmax ---{---------=
—_-
n

3- On appelle dilatation volumique €:

dv , .
e = — =]'; (sans démontration)
v

Exercice 2 :

05 05 0
Soit le tenseur : [e] = [0.5 0.5 0
0 0 05

e Calculer les invariants de déformation

e Calculer les déformations principales.

e Calculer le volume final si le volume initial v, = 0.5 m3
Solution :

1. Calcul des invariants :

e [',=15

e [',=025.3 —0.25 = 0.5

e ['s =Det([e])

05 05 0
[e] =105 05 0]=053—053=0
0 0 05

2. Ona:
det ([£] —A[I])=/13 — 1522 +4051=0
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= A1(22 — 051+ 0.5)=0

1=0
= {,12 —051405=0
, 1.5+ 0.5
A= 152 — 4.0.5=025=> VA= 405 = 1= T=1ouo.5

donc :
€1=1 €2=0.5 E3=0
3/ e=I,=15= %: dv = 0.75

vp= 05+ 0.75 = 1.25m3

1.7. Etat particularisé de déformation :
1.7.1. Dilatation Uniforme :

Elle est définie par :

Configuration finale

!

Configuration

initiale

1.7.2. Extension Simple :
Dans la direction Ox( par exemple ) :

a 0 O
a¢0:>[e]=[0 0 0]
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Configuration initiale

'
(=

Configuration finale

1.7.3. Glissement Simple :

Dans ce plan Oxy( par exemple ) :

0 < 0
aio:[s]zloc 0 O]

1.7.4. Déformation plans :

Dans le plan Oxy (par exemple) :

&(%,y) &y(xy) O
[e] = |exy(,y)  &(x,y) O
0 0 0

Exercice : 01
Soit un corps de hauteur H et de diametre D (figure 01). Sous I'action de charges extérieures, les

déplacements en tous points de ce cylindre sont définis par :
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-1
U, = Tx
-1
W=
1
u, = ;Z

1. Calculer le tenseur de déformations.

2. Calculer les déformations principales et les directions principales.
3. Déterminer la hauteur du cylindre déformé.
4. Déterminer le diamétre du cylindre déformé.

Solution:

1. Calcul le tenseur de déformations :

Ona:

_du, -1 _Oduy -1 ouy

€x ox 4 €y oy 4’ €z 0z

1 0 o
4
e=lo L o
4
o o 2

7_

2. Calcul les déformations principales :

Ona:

1
gp1:T ’ szzja gp3:;
Détermination de 1y :

l;
D’aprés la formule :(&x,, — €p,) (mi)=0
n;
— 0 O
: -11 Zx = : M = 0
=10 = of[wl=o| = {2
28 n.] 1o Y
0 0

0

-11
8

Etn?2=1=n,=+1

A

V.

94



Chapitre : Déformations

Ainsi :n; = +é,

3. Calcul la hauteur du cylindre déformé H/

H 7
H/ 8 x H
= = —
7
4. Calcul le diamétre du cylindre déformé D/ :
P __ _ _ _AD_D/-D_ 1
Par définition &,=¢, = &, ===
=>D/==xD

Aprées déformation

A Avant déformation

Soit le vecteur de déplacements de composantes :

Exercice: 02

U, = 2ax —afx + 2afy — 2ay
uy, = B2y —2Px + 2x
u, = affiz
1. Calculer le tenseur des déformations.
2. Ecrire les conditions « et [ pour que le tenseur des déformations décrit une dilatation
uniforme.
3. Ecrire les conditions sur a et 8 pour que le tenseur des déformations décrit un glissement

simple dans le plan (oy,,,).
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Solution :

1. Calcul tenseur de déformation :

du
sxza—xx =2a —af

_0uy _ 2
Ey= ay—,b’

ou
€z~ azz - a[i'

1 ,0uy

ou 1
&xy=5 (G +-2)=Qap-2a-20+2)=af —a—-f+1

&xz = €y, =0

2a — af af —a—pf+1 0
e=lap—a—-p+1 p? 0
0 0 ap

2. Détermination de «, f pour une dilatation unique :

On doit avoir :

W=>p?=af=>a=p+0

(D

s>2a—a’=a’*= a#0oubiena=1

Q)= a=p=1

3. Détermination de a, § pour un glissement simple dans le plan (0y,,,) :

0 £ O
4. e=le¢ 0 O

0 0O
On doit avoir :
2a—af =B%= af =0.ueivieveee e e (3)
af —a—L+1#F0 .. (4)

B)=>p2=0=>p=0
> af=0=>a=0

>2a—af =0
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sa=£=0
Exercice : 03
Considérons le carré infiniment petit, du coté unité, dans les axes xy.

Les déformations dans le plan x, y valent : y
A

Exx= Eyy = 50X 107°

Exy = —100 x 107

v X

1. Tracer la figure déformée du carré.

2. Déterminer les éléments principaux de la déformation.

3. Tracer la figure déformée d’un carré isolé dans les axes principaux et de coté V2

Solution :

Matrice de déformation

Exx  Exy Exz

P _
[eliyz = a|éyx Evy &z
Ezx  Ezy Ezz

Dans notre cas 1
50 -—100 O
[e]%yz = [—100 50 0 ] : ;
0 0 &, F
Al

exx=Tavecl =1=Al=¢,X%x1

De méme poure,,,

Le carré se transforme apres déformation en un parallélogramme.

L’angle initialement droit entre les axes x et y vaut apreés déformation :

Vs T
E_nyzz_zgxy

Eléments principaux de la déformation :

—-100 50 0
0 0 Erz

50 -—-100 O
| |




Chapitre : Déformations

La direction z est principale et €, = &,

Les autres valeurs propres sont données par :

Exx T+ Eyy _ 1 2
ef = — F > (exx — eyy) + 4ey,°

La direction propre X est calculée par :

tang = T 1> @ = —45)

Exy -

150 0 0 \J2 .150.10°
[e]5y, = [ 0 -50 0 ]
0 0 &,

Exercice 6

Une plaque mince rectangulaire ABCD se déforme uniformément dans son propre plan en A'B'C'D'.

1. Déterminer 1'état de déformation au point A en relation avec le systéme d'axes (X, y).

2. Quelle est la déformation normale maximale au point A.

Configuration originale

Aprés déformation

Solution :

1. I’état de déformation au point A

u up-ug _0-(-1) 1

g T —
X ox AD 150 150
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Chapitre :
_ v _vpva_3-(-1) _ 4
&= % T "aB 100 100
ﬂ 6_u=vD—vA uB—qu—S—(—l) +1—(—1)= 1
Yay =5 dy  AD AB 150 100 150
2. déformations principales :
ex+£y_1( 1 N 4 )_ 7
2 2\150 100/ 300
ex—ey_l(l 4)_—5
2 2\150 100/ 300
7 5 \? -1\?_ _3
Ep1 = \/(%) + (=) =4033.10
gpy =6.34.1073
2y
tan 260 p =%
-t
tan26, =32 = 0.20 = 26, = 11.3°— 180° = —168.7°
300
= —84.3°

:>9p

Exercice : 04
On trace deux lignes diagonales sur un bloc de caoutchouc ABCD de section carrée (coté=a ).

Le bloc se déforme uniformément en AB~C™D.
Déterminer la déformation normale subie par chaque diagonale ainsi que la longueur finale

1.
qui y correspond.
2. Déterminer le changement d’angle entre les diagonales apres déformations.

Configuration originale

Y
0.06a 0.06a
B B~ C c~
L g - .0
. ”0' ¢ “’ ..
* o -
. s K .
. ‘o, R .
. K ‘s "‘K «  Apres déformation
L] , - L]
. (N, —
g ‘0’ So .
& 5 e .
.. ‘0 " R
I : X
A, | D
a
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Solution :

_Odu
X ox

v
g=—=20

=0

_ov 0.06a

ou__ _
+ 550+ =0.06m/m

a) Déformation normale de AC

0.06 . m
Eac=0+0 +Tsm(2 X 45°) = 0.03a

0.06 | .
&gp = 0+0— Tsm 90° = -0.03m/m

:>5AC+5BD =€x+gy
AC™ = AC + £40 X AC = AC x (1 + £4¢) = av2 x (1 + 0.03) = 1.4566a
B=D = BD + ep X BD = BD x (1 + £5p) = a X V2(1 — 0.03) = 1.371a

b) Le changement d’angle est calculé a partir de yy :

%t=0+y’zf—y xcos (2X 45°) = 0

Donc il n’y a pas de changement d’angle entre les deux diagonales apres déformation.
Exercice : 05
Les composantes du champ de déplacements en un point P(x, x,, X3) sont :
Uy = axy,
u, = a(3x5 + x2),
uz = a(xs + 4x%)
(a un reel)
1. Définir les composantes du tenseur gradient de déformations G.
2. En déduisant les tenseurs de déformationé, et de rotationd.
3. Obtenir le tenseur de contraintes pour un solide isotrope au point P;(1,0,1).
(0ij = 2ug;j + Abj€xk)
4. Pour a=0.02 et au point P; déterminer graphiquement les déformations principales. (Sans
tracer)
5. Quel est I’allongement unitaire au point P; suivant le vecteur 7(0.6,0,0.8)
6. Quelles est la variation d'angle au point P, entre les vecteurs 7 et £(—0.8,0,0.6)
Solution
Les composantes du champ de déplacements en un point P(x, x,, X3) sont :

Uy = axq,
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1)

2)

3)

4)

5)

u, = a(3x5 + x2),
uz = a(x3 + 4x%) (a un réel)

Définir les composantes du tenseur gradient de déformationsG.

]

u = 1 0 0 1 0 0
0 2x, 8x3 0 2x; 8x3

Le tenseur de déformationg, et de rotation®

On a:
= G+GT
2
®=(G-G"/2
On obtient :

Tenseur de contrainte pour un solide isotrope au point P;(1,0,1) :

Cij= AEu0j+2UEj;

10 0 20 +2p 0 0
Onas=(P)=a[0 0 1]0naboutité:c=s(P)=a 0 2\ 21
0 1 8 0  2u 2i+16p

Pour a=0.02 et au point P; déterminer graphiquement les déformations principales.

0.02 0 0
Pour B=0.1ona:g(P)=| 0 0 0.02

0 0.02 0.16
Donc €,=0.02 est une déformation principale, A(&;2, €3) ou A(0,0.02), B(&33, -€23) ou B(0.16, 0.02)

L’intersection du cercle de MOHR avec I’axe des abscisses donne les valeurs principales :
£1=0.1624

£3=-2.46.10"

I’allongement unitaire au point P suivant le vecteur 11(0.6,0,0.8) :

Enn = &N = W - - 1.

Donc :£,,=0.1096

la variation d'angle au point P, entre les vecteurs T et t (—0.8,0,0.6) :

Onan-t=0 donc:50 = 2t-&-1 on obtient :30 = —0.13 rad

Exercice : 06

Le vecteur de déplacement en un point quelconque M(X, y, z) d’un corps est donné par ses

composantes.
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u=x%+y?
V= 6z—2xy
2

w=-z
Déterminer les déformations et les directions principales.
Exercice : 07
Les composantes du champ de déplacements en un point P(x;, X, X3) sont :
u; = axq, uy = a(3x3 + x3),uz = a(x? + 4x3) (aun réel)
1. Définir les composantes du tenseur gradient de déformationsG.
En déduire les tenseurs de déformationé, et de rotationw.

2
3. Pour a=0.02 et au point P; (1, 0,1), déterminer graphiquement les déformations principales.
4

Quel est I’allongement unitaire au point P; suivant le vecteur 72(0.6,0,0.8)?

Quelles est la variation d'angle au point P, entre les vecteurs 7 et £(—0.8,0,0.6)?

Exercice : 08

On consideére un point P a la surface d'un corps en un endroit ou ne s'applique aucune force
extérieure. Les résultats enregistrés sur chaque jauge d'une rosette a 45° collée dans le plan tangent

en P sont respectivement :

Jauge J; : 950 pd
Jauge o :- 175 pd o
Jauge Jg : - 475 dud
45°

J1 J_.x

1. Quels sont les éléments principaux de la déformation. P

2. Dans quelle direction o' enregistrerait-on une dilatation linéaire nulle ?

3. Dans quel systéme d'axes enregistrerait-on une distorsion extremum ?
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Chapitre : Relations contraintes-déformations et équations générales de I’élasticité

5.1. Introduction
Les lois de comportement, également appelées lois de matériaux, décrivent mathématiquement le
comportement d'un matériau en réponse a des contraintes externes telles que la tension, la
compression, la torsion, etc. La loi de comportement la plus fondamentale est la loi de Hooke, qui
s'applique aux matériaux €lastiques et énonce que la contrainte est proportionnelle a la déformation
(contrainte = module de Young x déformation). L'actuel chapitre s'intéresse au développement de
ces relations généralement appelées les lois de comportement ou équations de constitution du milieu
¢lastique ou les déformations sont généralement petites, permettant ainsi ['utilisation de

l'approximation des petites déformations.

5.2. Rappel

e Essai de traction

L'essai consiste a exercer sur une éprouvette de forme cylindrique ou parallélépipede (plate)

des forces croissantes qui vont la déformer progressivement, puis la rompre.

axe de traction [

L

téte de
fixation

nD?
Se =—'+—

‘-\_\“
So=ab
L

Figure.1 : Machine de traction

5.2.1 Courbe contrainte — déformation

L'essai de traction fournit un diagramme donnant la force appliquée a I'éprouvette en fonction de
son allongement (Figure 2), et cela d'habitude pour une vitesse de traverse constante. Dans le cas
général, on observe une partie rectiligne correspondant au domaine d'élasticité, le domaine de
déformation plastique uniforme, un maximum correspondant a la charge maximale supportée par
I'éprouvette, appelée couramment charge de rupture, le domaine de striction dans lequel les
déformations se localisent dans une zone limitée dont la section diminue rapidement, et finalement

la rupture de 1'éprouvette.
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Cet essai permet de définir les parametres importants que sont la limite élastique R,
conventionnelle a 0,2 % ou non (MPa), la résistance a la traction R, (MPa) et l'allongement A

(élongation) ( %) (Figure 2).
Une courbe de traction (Figure 1 a, cas d'un acier doux) se compose de deux parties.

e La premicere rectiligne correspond au domaine élastique ; la contrainte varie linéairement

avec la déformation suivant la loi de Hooke :

Le coefficient de proportionnalité K étant, a une constante pres, le module élastique E ou module de

Young.

o La seconde partie est le domaine plastique : la courbe a souvent une allure parabolique, sans
que cela soit général. L'essai se termine par la rupture (R) de 1'éprouvette. La vitesse de

déformation doit étre lente (une déformation rationnelle ne pouvant dépasser 0,1).

F,’So —-

Contrainte o

0,2

/4

%
\ Déformation e =100 Al/l,

= N
- =0

Figure.2 : Courbe de traction

€R
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5.2.2. Relation entre contraintes et déformations

Dans ce qui suit, nous étudierons la relation entre contraintes et déformations. Pour de trés petites

déformations. Cette relation est traduite par I'expression qui connait le nom de la loi de Hooke :

oc=EXe¢
Avec :
o: contrainte(Mpa)
e: Déformation

E: Module de young (Mpa)

Remarque :

1. 1l est noté que cette relation n'est valable que dans le domaine de 1'élasticité.
2. Dans le cas d’un ¢élément a 3 dimensions soumis a une contrainte uniaxiale suivant 1’axe
(0y). La loi de Hooke sera donnée par 1’expression suivante :
Loi de Hooke
o,=EXe¢g,
e selon (oy): oy =EXg,

e selon (0,):0, =E X g,

On réalité la déformation € dans le cas tridimensionnels est toujours accompagnée des déformations

latérale par la relation :

— Déformation €
Ux
Sy =&, = —VE = _VF

Avec v : coef ficient de poisson
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5.3. Loi de Hooke généralisée

Approche expérimentale :
Considérons un barreau congu a partir d’'un matériau élastique +x

isotrope. On le soumet & un essai de traction triaxial. Ce

barreau est équipé de 3 jauges extentiométriques qui ont pour Jauge 2

but de mesurer les déformations selon les trois directions 4 i Jauge 1

(X1, X2, X3) . o1 o: ’Xz
Jauge 3

X1

e Jauge 1 : enregistre les déformations suivant la direction 3
e Jauge 2 : enregistre les déformations suivant la direction 1
e Jauge 3 : enregistre les déformations suivant la direction 2

Constatations
Jauge N° 2 : Le matériau s’allonge dans la direction ( — ) selon le principe de la loi de Hooke :
X1
o, =FE Xe¢g,
. s _ 2

Ainsi : g, = R
On remarque aussi des contractions enregistrées par les deux autres jauges latérales (Jauge n° 1 et
Jauge n° 3).
Alors :

Oy
Sy =&, = —VE, = —Vf

On peut conclure qu’une contrainte ( gy) provoque a la fois les déformations (&x ), (&) et (&;).

Dans ce cas, le tenseur de contrainte di a la premiére sollicitation ( o) est de la forme :

o 0 0
c=|0 0 O

0 0 O

Le tenseur de déformation engendré est de la forme :
Ex 0 0 O, 0 0
e=10 ¢ 0=%xl0 —V0, 0 ]
0 0 ¢ 0 0 —V0,
Si on réalise des essais dans les deux autres directions (x” 2) et (x” 3) on obtient un résultat similaire

a un indice prés, et la superposition des trois essais de traction donne :
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E FE

0. v
Sy_fy—E(O'x+O'Z)

a. v
SZ:FZ—E (O'y+0'x)

Ces équations traduisent la loi de Hooke en axes principaux.

De méme, une contrainte de cisaillement 7;; qui agit seule sur une facette quelconque d’un corps

produira une déformation angulaire y;;

Ces équations traduisent la loi de Hooke en axes principaux.

Y.. wij
l]—F

Ou G est le module d’élasticité en cisaillement.

E
2(1+v)

On aen général G =

Finalement, les relations entre contraintes et déformations pour un solide élastique linéaire sont

données par les 6 équations suivantes, qui représentent la loi de Hooke généralisée :

— 5.4.Loi de Hooke Généralisée
T R I
o, =zlo,vora)l -
e=llooro)]  rmle

Si on additionne membre & membre ces équations on aura :
1
&+ & + &= (1—2v)(ox + 0y +0,)

Si on pose g, + 0, + g, = 0 représente la trace du tenseur des contraintes et &, + &, + &, = &,

représente la dilatation cubique on aura :

(1-2v)
&v=0""f

Dans le cas d’une pression hydrostatique uniforme de valeur P on a :
Oy =0y =0, = —P
Ete,= —3:-22 p

Qui représente la relation entre la dilatation cubique ¢, et la pression hydrostatique P.
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La quantité : est alors appelée module de dilatation cubique (Bulk modulus)

3(1-2v)

5.5. Représentation matricielle :

Les 6 equations données &y, &y, €5, Vxy, Vyz€LVzx pEUVENt €tre réduites a une seule équation

matricielle suivante :

-1 -V -V 1

o 000

-V 1 %
1l 5 7 9 0 0 19
€y v v 1 Oy

z|l_| E E E % Z
Yol 1o 00 &0 0] |™
Vyz G 1 [Tsz
Vzx 0 0 0 O - 0 Tzx
00000 =
- G

1771 v —v 0 0 07 [ Oy 1
[syl -v 1 —v 0 0 O ay

&, -v =v 1 0 0 O o,
Yyl 10 0 0 20+v) 0 of*|tyy|
Vyz 0 00 0 2(1+v) O Tsz
Vx4 10 0 0 0 O 2(1+v)l Tzx

5.6. Relations contraintes - déformations

On inverse les équations ci-dessus, on obtient :

Gx:%_gx+lfv(gy+gz)} 7, =Gy,
0ﬁ%_%+l_v(eﬁa)} r. =Gy,
022%_824_11/1/(&}4_%)} r,.=Gy,
oy = 2Gg, + A(ex +é&, + EZ) = 2GEy F A i (D)
oy, = 2G¢g, + A(ex +¢&, + EZ) =26y F A€y (2)
0, =2G&, + Ay + &) 4 €;) = 26, + A&puverierereereceseseeeseeesieee e (3)
T = Gy et e 4)
T = G ettt ettt (5)
T = G s (6)
vE

A=
1+v)(1-2v)
Les six (06) équations sont appelés ‘équations de LAME
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A et G Sont appelées constantes de LAME
&, Représente la dilatation cubique ou bien I’invariant des déformations.
En additionnant membre a membre les équations (1.2 6), on aura :
ox + 0, +0, =3, + 2G (& + &, + &)
0 = 31+ 2G)¢,

31426
En posant K = (;—) on aura :

0 =3Kg,

Cette équation exprime la relation entre la trace du tenseur des contraintes et celle du tenseur des

déformations.
K est appelé module d’expansion volumique.

5.7. Representation matricielle

[0]=2G[e] + Atr(e)[I]

o1 [RG+A) 2 A2 0 0 O &x ]
[ay] A (26+2) 2 0 0 0|&|
ol I1a 2 26+1) 0 0 0||&
Txy 0 00 G 0 0 Yxy
Tyz 000 0 G 0 l)’sz
x4 L0 0 0 0 0 G 1Y

5.8. Jauges de contraintes

La mesure des déformations en un point (M) est généralement réalisée par un ensemble de trois
jauges (A, B, C) encore appelées (rosette). Les jauges sont collées sur la surface (libre) de la
structure ou de l'objet et, sous charge, suivent les déformations de celui-ci. Les déformations
mesurées sont uniquement celles du plan des jauges. S'il n'y a pas de contraintes en surface
(pression superficielle, etc.), les jauges supportent un €tat de contraintes planes et non pas un état de
déformations planes (voir figure). De plus, la normale (ou la perpendiculaire) a la surface est 1'axe

principal des déformations.

Si les jauges ne mesurent pas les déformations selon cet axe, néanmoins ces déformations

n'affectent pas celles réalisées dans le plan des jauges.

109




Chapitre : Relations contraintes-déformations et équations générales de I’élasticité

Dans le cas général, les jauges sont orientées dans trois directions définies par les anglesf,,05, . et
permettent de mesurer les déformations €,,€5 et £ suivant ces directions. A partir de ces valeurs et
des équations de transformation du paragraphe II, il est possible d’obtenir les déformationsey,e, et

Yxy €t les déformations principales au point M. On obtient :

Rectangular Rosette Delta Rosette 2
” Gage Gage
Gage @ C & B
60°
it Delta ;
Gage A Rosette 1  Gage A
€4 = &5 COS?Oy + £, SIN*O4 + V304 COSOp v vev v e v . (1)
€ = & €0S%0p + €, SIN*Op + V)05 COSOp ... e e cev v e e (2)
¢ = € C0S%0¢ + €, SIN*0; + Y5y 0cCOSOc v v v e e (3)

Les valeurs deey,&,, ete, ,sont obtenues en résolvant le systeme de trois €quations (1) (2) et (3) a

trois inconnues. Les jauges sont souvent collées dans des directions a 45 ou a 60, ce qui simplifie

les équations précédentes.

Exercice 01 :

En un point de la surface d’un solide soumis a un chargement, on a mesuré les déformations

suivantes, dans deux directions perpendiculaires Oy etO,:
F = 210x10 % m/m (210,m / m)
£y = —400x10™ 0 m/m (=400 m / m)
Yxy = 180x10 ™0 m/m (180 zam / m)
1. En déduire, pour I’acier (E =200GPa, v=1/ 3) , les contraintes correspondantes :
Gx Oy Txy-

2. Trouver les directions et contraintes principales ainsi que le cisaillement maximum.
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Solution :
1. Les lois constitutives donnent les contraintes en fonction des déformations :

Ox = 5 (6‘x +V8y)= 17.25MPa
1

-v
oy = E (gy+vgx):—74.2MPa

1—V2

E
Ty =G =— =13.5MPa
xy Vxy 2(1 +V) Vxy

2. Directions et contraintes principales ainsi que le cisaillement maximum :

2
Oy t+0O Oy —O
o1 = x2 Y+ ( xz y} 732 =-28.475447.67

Soit o01=192MPa ; o9 =-76.1MPa

2
Oy —O
Tmax = [%j +7yy% =47.6TMPa

27
1920 =—2 20295 = 6 =8.22° ; @) =98.22°
Exercice 01 :

On a dessiné sur une plaque mince un carré de 50 mm x 50

mm . V‘ 0.05
Apres déformation le carré a la forme ci-contre (fortement 7y Y 0.15
» oos| _ [
exagérée). 5 I
, . . /
1. Calculer les déformations unitaires 0 / II
2. En déduire les contraintes au point en question pour ! /
calculer les directions et les contraintes principales. Y = »X
< > 0.1

Solution :

0.1

£, =——=0.002
50
£y = _005_ 4001
50
0.05

1. Calcul des contraintes en un point :
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Ex +vey, |=131MPa
lex+vey)

Oy =
1—V2
E
oy = 2 (gy +V6‘x)= —26.25MPa

2(1+v)

2. Directions et contraintes principales :

Oy +0O Oy —O

2
+ Ty =52.37+82.89
2 2 j v

Soit o1 =135.26MPa ; o) =-30.52MPa

27
1920 =—2 20333 = 0,=9.23° ; @) =99.23°

Exercice 3 :

A T’aide d’une rosette delta (a 120°) collée a la surface d’une piéce, on a trouvé les déformations
suivantes:
g0 =0.001 ; egop =-0.003 ; &0 =0.007 (m/m)
1. Calculer les déformations et les directions principales. Représenter le cercle de MOHR au

point considéreé.

Solution:

a) Solution analytique :

N _
_ExTey ExTéy cos(2x0°)+%sin(2x0°): £y =0.001

&p = 5
Ex T & Ex — €&
£60 = r V.2 ycos(2x60°)+yﬂsin(2x60°)=—0.003
2 2
Ex T & Ex —€&
£120 = — > = . “ cos(2x120°)+%sin(2x120°)=0.007

Exy +& Exy — €&
xr oy, y(—l}yﬂ(gjz—o.oo.%

2 2 2 2

Ex + & Ex — €

x*ey Ex=fy( 1) T V3] _ 0
2 2 2) 2| 2

On remplace & par sa valeur 0.001, on obtient le systéme suivant :

£x+36y +3yyy = 0012_ 3z, +/3yyy, =—0.013
Ex+36y =3y, =0.028 | 3g, —/3yy), =0.027
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£y =0.00100
Soit { &), =0.00233
Yxy =—0.01154

b) Directions et déformations principales :

2 2
Ex T & Ex — &
ol =2y BT LT 665x1073 +5.808x107
27T 2 2

Soit £ = 7473x107> ;&9 =—4.143x10 72

1920 =Y _8677 = 0 =41.71° ; 65 =131.71°
Ex—€y

7xy =—0.01154 (négatif) donc 6 =60, =131.7°=-48.3°

b) Solution géométrique :

120
60

Plan physique
OO
60°

D’apres les mesures on a :

go =0.001
60 =—0.003
€120 =0.007

D’apres les formules de rosettes delta on a le cercle de MOHR de centre C et de rayon R avec :

oc =20 +‘96(3’ TE120 1 67x1073

R:\/(zgo 5630 8120} 4 le12o 3560) =5.81x107

Déformations principales :

6] =0C+R=7.48x107
g7 =0C—R=—4.14x10"

Cercle de MOHR : (propriétés du cercle de MOHR)
Deux solutions possibles A, Ay, Az et A’ A’ ,A’s.

On choisit celle qui correspond au sens de rotation inverse du plan physique.
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Plan physique :
0° - 60° - 120°senstrigo
Cercle de MOHR :

0° - 120° - 240°senshoraire

donc la solution est A, Ay, As

La direction principale est obtenue par rotation de 20; a partir de A; dans le sens trigo.

~0C+gy  —1.67+1
R 5.81

cos26| = =-0.1153 =26 =96.62° = 6] =48.31°

Exercice 04 :

Pour une rosette a 45°, trouver la relation entre les valeurs mesurées
(€0, €45, €9() et les déformations principales (&1, €2) ainsi que
les directions principales et le glissement maximum.

Application : si la rosette est collée sur une piéce en aluminium

(E=71GPa, v=1/3)

e (alculer les contraintes principales o; et o5, si ’on a mesuré

£0 - 3x1074 5 €45 =3.4x10% 5 €90 —6.1x1074 (m/m)

On suppose le probléme résolu et on trace le cercle de MOHR du centre C et de rayon R. On place
gy correspond au point figuratif A; situ¢ par 1’angle 260. On en déduit les points figuratifs A, et Aj;

qui sont respectivement a 90° et 180° de A, dans le sens horaire.

512{]
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A partir du cercle de MOHR, on peut écrire

A

Z
2

&0 = OC + Rcos20
£45 :E + Rcos(260+90)
g9 = OC + R cos(260 +180)

€0 =0C+Reos20 | 50 _ 201590 _y 5551074
£45 =0C — Rsin20 = 2
g90 =OC —Rcos20 R:\/(go—%)z+(%—g45)2

D’ou R :\/(30 —390)2 +(&0 +£90 —2{;‘45)2 =491x107%

Déformations principales:

e =0C+R=646x10""
¢r=0C—R=-336x10"%

La direction principale est obtenue par rotation de 260 a partir de As dans le sens horaire.

£90—OC _ 6.1-1.55
R 4.91

cos26 = =0.9267 = 20=22.076°= 6 =11.03°
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Calcul des contraintes principales :

2(81+v52)=42.6MPa ; 0Q=
I-v I-v

5 (e7 +ve])=—9.64MPa

Exercice 05

Une plaque mince en acier est dans un état de contrainte plane
(E =200GPa, v =0.3)

donné par: oy =140MPa ; o), =55MPa ; 7y, =0 Epaisseur ¢ = 5 mm

Calculer la diminution d’épaisseur de la plaque Ae.

Solution :
1
é'x :E(O'X—VO'y)
6= Loy -very)
E
o=y roy)
E e
Donc :
Ae=ee, =—%(ax+ay):—250>;8(')30 (140 +55) = —1.46 m

Exercice 06 :

Un cylindre de caoutchouc, de diamétre d = 50 mm est contenu dans

un cylindre d’acier et soumis a une charge axiale P = 5 kN répartie

uniformément sur la face supérieure.

Calculer la pression p entre caoutchouc et acier si I’on néglige la

déformation de I’acier et si le coefficient de poisson du caoutchouc

est (v =0.45)

Solution :
Le bloc de caoutchouc est soumis a une pression uniforme po sur ses faces planes et a une pression
radiale p sur sa paroi cylindrique.

_ P _4x5000

5 =2.546 MPa
A4 x50

PO

donc: o05; =—po=-2.546 MPa

La déformation transversale du bloc est empéchée par la paroi d'acier.

Ex=&y=0
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Les axes x et y jouent le méme réle, donc o, = oy

La loi de Hooke en 3 dimensions:
1
Ex :E[O-x —v(ay +GZ)]= 0
vo
Donc oy =0, =—= =cste
. Y -y
L’¢équilibre du demi-cylindre suivant x donne:
oy Dh+pDh=0 = o,=—p

1% 0.45
- - 2.546 =2.08 MPa
P PO T0as

3
(=]}

o
1

1
1
Al
)
[T

|

A
—
———p
——p

— ]

il

=t

——p
——p
——p
—p
——p

i

Exercice 7:

Le bloc carré abcd, d’épaisseur e, est en aluminium (E =70GPa, v = 0.3)
est soumis a un cisaillement uniforme 7 sur chacune de ses faces ab, bc, cd et da. La face cd est
fixe.

1. Calculer y etl’allongement unitaire de la diagonale bd si 7 =70MPa

2. Siad =50 mm, calculer le glissement du c6té ab par rapport a cd.

3. Montrer que la variation de volume AV du bloc abcd est du 2°™ ordre par rapport aux

déformations unitaires.
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Solution:
a) Calcul de y +
T
72122(l+v)z_:2(1+0.3)70X106:2_6X10—3 22 LI
G E 70%10 ; .
! *
v [
7 =
-3 e
y=2.6x10 “rd ' :
a [

Cercle de MOHR des déformations :

La diagonale bd est a 45° des facettes sous cisaillement pur, sur le cercle de MOHR le point

figuratif est a 90°.

Ebd =%=1.3><10_3

Y74

b) Glissement du coté ab : e
aal =aal><y/=2.6><10_3 x50 =0.13 mm \\\ - //Igbu' &
¢) Changement de volume du bloc du coté a : S
Volume initial: V; = eaz; Volume final: Vi= ea’cos %

T
2 2
Vi=Vi AV
Lttt = =L i
i i al/l . r

La variation AV du volume est du 2éme ordre par rapport a y v R

Exercice 8 :

On a coll¢é 2 jauges de déformation a la surface d’un joint de tuyauterie fileté. Une fois le joint serr¢,

la jauge axiale donne &y =0.001, et la jauge circonférentielle gy = 0.0004 .

e Pourde I'acier (E=200GPa, v=0.3), calculer la contrainte circonférentielle.

Solution:

gx:l(o-x_vo-y) szﬁ(gxﬂ/gy)
=
gy:%(ay—‘/ax) ay=§(8y+vgx)

Donc contrainte circonférentielle

_200><1o9(

oy = 4+3)x10™% =154MPa
1-0.09
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Exercice 9 :

Une jauge d’extensometre doit étre collée sur la surface d’un échantillon de section rectangulaire en

tension. La jauge est orientée a 8° par rapport a I’axe de I’échantillon.

Exprimer la contrainte normale o en fonction de la déformation mesurée par la jauge ¢; et des

propriétés du matériau E, v

o« = 8°
Jauge

P —— P
Solution :
Etat de contraintes dans le plan de la jauge j

P Le]
O = Z =
gy =
P —_— P

Tyy =0

1
& ==X0
=>{ *x g7 X etYxy =0
£y = =V X &

En appliquant les équations de transformation de coordonnées, on obtient :

Extey o (l—v)

2 2E
Ex—€&  0ox(1+V)
2 2E
o,(1=v) o,(1+v) .
g = 5E + 5E cos(2 x 8°)
g = ;’—;(1.9613-0.1941;)
Ce qui donne :
%% = 0.9807 — 0.194v ~
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Exercice 10 :

En un point d’un solide élastique isotrope, le tenseur des contraintes rapporté au repere orthonormé
est :

2 0 1
g= ’o 2 \/§]Mpa
1 V3 2

La mesure des déformations principales donne & = 1.36.107et &, = 0.32.10.

1- Déterminer les contraintes principales du tenseura.

2- Ecrire le tenseur de contraintes, puis celui de déformations dans le repére principal.
3- Calculer le module d’¢lasticité E et le coefficient de Poisson v du solide.

4- Déduire la déformation principale €.

Solution :

1- Contraintes principales
det(c — AI) = 2-A)[2-1)2-=-3] -2 -1 =0;

—A@2-DE-21) =0

On obtient:
ol = 4 MPa
02 = 2MPa
03 = OMPa

2- le tenseur de contrainte en repere principal :

Le tenseur de déformation en repere principal
1.36 0 0
£ = 10‘3[ 0 032 0 ]
0 0 103g
3-Module d’¢lasticité et coefficient de Poisson

On a dans le repére principal E & = o; — v(ojt+ ok ) ;

Eci=01— V(o +03)= 13.6.10*E=4—-2v
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“wok w

Ee=0,-Vo;+03)= 32.10*E =2—4v
Ce qui donne: E = 2500 MPa

et v=03

4- La déformation principale &3

g3 =—0.3/2500 (2 +4) =-0.72.10"
Exercice 11 :

Un milieu élastique d'un matériau de module d'Young E et de coefficient de Poisson Pest en
équilibre par rapport a un repére orthonormé direct absolu (0, e4, e, e3). Dans ce repére le tenseur

des contraintes est :

2
3xyx, S5x; 0
2
-= -'j -
55 0 2ax

0 2x, O

Sl
I

Trouver les forces extérieures de volume f pour que le solide soit en équilibre statique.

Déterminer la contrainte normale et tangentielle au pointP = (0.1.v/3) s'exercant sur le cylindre
d'équation : x5 + x5 = 4

Déterminer les contraintes principales au point P. En déduire le cisaillement maximal en ce point.
Déterminer, dans le repere principal, le tenseur des déformations principales au point P. en déduire
le glissement maximal en ce point ainsi que la dilatation volumique relative.

Exercicel2

(Concours d'acces a la poste-Graduation Génie civil-Année 2004. (Université de Bejaia)

Un solide de module d’élasticité E = 250 KN/mm? et de coefficient de poisson v = 0.2 est soumis

un état de contraintes uniforme dont les composantes cartésiennes sont :

-4 V2 -2
o=|+v2 -1 3 N/mmz
-2 3 -1

Déterminer les contraintes principales.

Déterminer les directions principales normalisées.

Ecrire la matrice C des cosinus directeurs des axes principaux.
Calculer la contrainte normale et la contrainte tangentielle maximale.

Vérifier les invariants des contraintes I;etl,
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Calculer le tenseur des déformations ¢
Vérifier a I’aide de la matrice C que eposséde les mémes directions principales que o, déduire les

déformations principales.

. ) AV
Calculer la variation relative de volume >
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Les unités de mesure

Le systeme international d’unités

Tableau des unités fondamentales du SI

Grandeur Nom Symbole | Dimension
Longueur metre m L
Masse kilogramme kg M
Temps seconde S T
Intensité du courant électrique ampere I
Température thermodynamique kelvin K C)
Quantité de maticre mole mol N
Intensité lumineuse candela cd J

Grandeurs supplémentaires du systéme international

Deux grandeurs supplémentaires ont été introduites pour assurer la cohérence du systeme

Grandeur Nom Symbole Dimension
Angle plan radian rad
Angle solide stéradian ST (Q)
Quantité de matiére
Grandeur Dimension Nom Symbole [Autres unités 1égales
Quantité de maticre N mole mol

Les unités de mesure




Grandeur Dimension Nom Symbole [|Autres unités 1égales
Longueur L metre m mille marin =1852 m
[Nombre d’onde [ m’!
Aire L metre carré m” are (a) =100 m”
hectare (ha) = 10 000 m”
3 . 3 . 33
Volume L métre cube m litre 1)=1 10 " m
Ancle pl di d tour (tr) = 27 rad
ngle plan radian ra degré (°) = /180 rad
minute (') = /10 800 rad
seconde (") = /648 000 rad
grade = 1/200 rad
Masse
Grandeur Dimension Nom Symbole [Autres unités 1égales
. oramme (g) =10~ kg
Masse M kilogramme kg onne (t) = 10° ke
Masse volumique M.L_3 kilogramme par kg.m_3
metre cube
Temps
Grandeur Dimension Nom Symbole [Autres unités 1égales
minute (min) = 60 s
Temps T seconde s heure (h) = 3600 s
jour (d) = 86400 s
Fréquence T hertz Hz

Les unités de mesure




Mécanique

Grandeur Dimension Nom Symbole [|Autres unités 1égales
. -1 .
Vitesse LT metre par m/s [kilometre par heure (km/h)
seconde neeud (mille par heure)
. -2 2
Accélération LT metre par m/s
seconde carrée )
ms
-2
Force MLT newton N
2.2
Moment de force ML'T newton-meétre N.m
. -2
Tension MT newton par N/m
superficielle metre
Travail Energie ML“T™ joule J wattheure (Wh) = 3,6103 J
kilowattheure (kWh) = 3,610" J
Puissance ML2T3 watt Y
. 5
Pression ML1T2 pascal Pa bar (bar) = 10" Pa
. . 2 . 2
Moment d’inertie ML kilogramme- kg.m
metre carré
. -1
Quantité de MLT newton- N.s
mouvement seconde
Viscosité ML-T-! pascal- Pas
dynamique seconde
. o . . 2
Viscosité L2T- métre carré m'/s
cinématique par seconde

Les unités de pression .
Le pascal est I’une des rares unités du SI qui n’est pas adaptée a la vie courante. De ce fait on

utilise toujours des unités hors systéme.
Le bar (1 bar = 105 pascals) est trés utilisé dans 1’industrie.

L’hectopascal est utilisé en météorologie.

Il se trouve que le bar correspond pratiquement a la valeur de I’atmospheére normale :
1 atm =1,01325 10° Pa = 1,01325 bar

L’hectopascal est utilis¢ en météorologie.

Les unités de mesure




La pression atmosphérique a longtemps été mesurée avec des barometres a mercure. On

utilise toujours le torr (mm de Hg a 0°C) qui correspond a 133,3 pascals et le cm de mercure

(1333 Pa).

Dans certaines industries on utilise aussi le psi (pound per square inch) 1 psi = 6,89476 103 Pa.

Multiples et sous-multiples des unités

Facteur Nom Symbole
10" déca da
10° hecto h
10° kilo k
1()6 méga M
10° giga G
10" téra T

Facteur Nom Symbole
10" déci d
10'2 centi v
107 milli m
10° micro i
10'9 nano n
1012 pico p
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