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Avant-propos 
 
Ce programme de cours en Mécanique des Milieux Continus (MMC) semble couvrir un large 

éventail de sujets essentiels pour la compréhension approfondie du comportement des 

matériaux et des structures. 

 Le cours est divisé en cinq chapitres distincts, chacun abordant un aspect spécifique de la 

MMC. Les chapitres sont les suivants : 

1. Calcul vectoriel 

2. Calcul tensoriel 

3. Étude de contrainte 

4. Tenseur de déformation 

5. Loi du comportement 

L'approche du cours, combinant la théorie avec des exemples pratiques, est très bénéfique. 

Elle aide les étudiants à visualiser et à appliquer les concepts théoriques dans des contextes 

réels, ce qui est crucial pour une compréhension approfondie. 

Ce programme semble fournir une base solide pour les étudiants en génie mécanique, génie 

civil et d'autres domaines connexes où la compréhension du comportement des matériaux et 

des structures est essentielle. 
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1- Introduction 

Le calcul vectoriel est un outil mathématique, très utilisé en physique. En fait, Il existe en 

physique deux types de grandeurs : les grandeurs scalaires et les grandeurs vectorielles.  

2- Définitions 

a. Grandeur scalaire  

C’est une grandeur physique décrite par un nombre (scalaire) et une unité.  

 

 

 

  

le volume, la masse, la température, la longueur, le temps, …etc. 

b. Grandeurvectorielle 

C’est toute grandeur dont la détermination nécessite un sens, une direction, un point 

d’application et une valeur (ou intensité).  

 

 

 

  

le déplacement, la vitesse, l’accélération, la force, le champ électrique,… etc. 

c. Coordonnées d’un point 

Dans l’espace,  un point A est défini par des nombres (ou scalaires)
1a  , 

2a , 3a , .. na , appelés les 

coordonnées de A , et il s’écrit : ) , .... ,  ,  , ( 321 naaaaA . 

3- Vecteurs 

a. Définition 

Un vecteur (nommé par exemple V
v

) est une grandeurdéfinie par :  

 Une direction : c’est la droite qui 

porte le vecteur.  

 Un sens : représente l’orientation du 

vecteur (symbolisé par une flèche  ) 

 Un module   V
v

(ou simplement  V

) :représente la valeur de la grandeur  

 

 

mesurée par le vecteur V
v

.  

Graphiquement, le module correspond à la longueur du vecteur.  

 Un point d’application : c’est le point qui sert d’origine à la représentation du vecteur. 

Remarques : 

1- Le module d’un vecteur (appelée également la norme ou l’intensité) est un scalaire toujours 

positif 0  V
v

. 

2- Un vecteur est dit unitaire si son module égal à  1
(ou unité). 

3- Deux vecteurs 1V
r

  et 2V
r

 sont égaux  21 VV
rr

  , s’ils 

ont le même module et le même ses.  

4- L’opposé d’un vecteur V
r

 noté V
r

  est un vecteur  

ayant le même module et la même direction, mais avec un sens opposé. 
 

12 VV
rr

1V
r

 1V
r

V
r

Vecteur  

napplicatiod'

Point  

Sens

DirectionVV ou       Module
r

Exemple 

Exemple 
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b. Types des vecteurs 

1- Vecteur lié 

Un vecteur V
r

 est dit lié (ou bipoint), si son point 

d'application est fixe.  

Un vecteur lié est un couple ordonné de 2 points -

par exemple- A  et B  :    ABV 
r

 

Où : A  est le point d’application du vecteur V
r

. 

2- Vecteur libre 

Un vecteur V
r

 est dit libre, si son point 

d'application peut être transféré à n'importe quel point 

de l'espace. 

3- Vecteur glissant 

Un vecteur V
r

 est dit glissant, si son point 

d'application peut se déplacer le long d’une ligne 

d'action (la direction )(  ). 

 

 

 

 

 
 

4- Système de coordonnées cartésiennes 

a. Repère cartésien  

Dans un espace tridimensionnel, le repère cartésien se compose d'une origine (pointO) etdes 

axes orientés et orthogonaux(perpendiculaires entre eux) passant par cet origine. 

 Axe des abscisses  (notéOx) ; 

 Axe des ordonnées (notéOy) ; 

 Axe des cotes (notéOz) ; 

b. Base cartésienne orthonormée  

Dans un espace tridimensionnel, le repère cartésien est muni d'une base vectorielle 

orthonormée constituée de trois vecteurs unitaires et orthogonaux deuxà deux notés comme 

suivant : 

 i
r

 : porté par l’axe Oxet orienté selon son orientation. 

 j
r

 : porté par l’axe Oyet orienté selon son orientation. 

 k
r

 : porté par l’axe Ozet orienté selon son orientation. 

c. Coordonnées cartésiennes d’un point  

Dans un repère cartésien,chaque point est défini par ses coordonnées cartésiennes suivantes :   

 Abscisse (notée x ) : c’est la coordonnées du point suivant l’axe Ox ; 

 Ordonnée (notée y ) : c’est la coordonnées du point suivant l’axe Oy  ; 

 cote(notée z ) : c’est la coordonnées du point suivant l’axe Oz ; 

  
Représentation graphique d’un point 

V
r

1A

2A V
r

)(

V
r

1A V
r

V
r

2A

3A

ABV 
r

bipoint  

fixen applicatiod'

Point  

A

B
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Dans un repère cartésien, un point  

),,( zyxM  est représenté comme dans 

la figure ci-contre . 

Les coordonnées de l’origine O   sont 

)0 ,0 ,0( . 

Le point )0 , ,( yxH  est la projection 

orthogonale de M  sur le plan )(Oxy . 
 

d. Composantes cartésiennes d’un vecteur 

Dans une repère cartésien,tout vecteur V
r

 est défini par ses composantes cartésiennes, par  

exemple xV   , yV  et 
zV  , et il s’écrit sous la forme colonne : 















z

y

x

V

V

V

V  
r

 
 

 

 

  

Dans un repère cartésien, un vecteur : 















z

y

x

V

V

V

V  
r

 

est représenté comme dans la figure 

ci-contre . 

 

Remarques : 

1- En plus de ses cordonnées, un point ),,( zyxM  peut être défini par le vecteur position : 















z

y
x

OM   ( O  est l'origine du repère) 

2- Un vecteur  est dit nul ( 0
rr

V ) si ses composantes sont nulles( 0 zyx VVV ).  

3- Dans la base cartésienne )( k, j, i
rrr

, le vecteur 














z

y

x

V

V

V

V  
r

 s’écrit : kVjViVV zyx

rrrr
  

4- L’expression du module de














z

y

x

V

V

V

V  
r

est : 
222  zyx VVVV 

r
 

5-Opération sur les vecteurs 

a. Addition vectorielle 

Le résultat de la somme de deux vecteurs 













1

1

1

1

z

y

x

 V
r

 , 













2

2

2

2

z

y

x

 V
r

 est un vecteur appelé la 

O

i
r

j
r

V
r

x

y

xV

k
r

z

yV

  V
r

zV

Représentation graphique d’un vecteur 

y

z

O

i
r

j
r

),,( zyxM

x

y

x

k
r

z
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résultante. 

















21

21

21

zz

yy

xx

  R
r

 

On peut représenter la résultante R
r

 par les méthodes graphiques suivantes :  

 
 

Méthode du triangle Méthode du parallélogramme 

 

Propriétés de la somme vectorielle  

 La résultante de la somme d’un vecteur V
r

 avec son opposé V
r

  est le vecteur nul 0
r

. 

 La somme vectorielle est commutative: 1221 VVVV
rrrr


 

 La somme vectorielle est associative : 
)()( 321321 VVVVVV

rrrrrr


 

b. Soustraction vectorielle 

La soustraction vectorielle est définie comme l’addition du vecteur opposé : 

)( 2121 VVVVD
rrrrr


 

 

Pour trouver graphiquement le vecteur 

D
r

, on trace le vecteur opposé 
2V
r

 et on 

utilise la méthode du triangle. 

 

Si :  













1

1

1

1

z

y

x

 V
r

 et 













2

2

2

2

z

y

x

 V
r

, donc les composantes du vecteur  21 VVD
rrr


 sont : 


















21

21

21

zz

yy

xx

  D
r

 

 

 

 

  

 

 OAO

A

B

OBAO

OBAOAB





      OB

O

i
r j

r

AB vecteur Le

x

y

xv

k
r

z

),,( AAA zyxA

),,( BBB zyxB

Bx
Ax

AyBy

Bz

Az

OA

OB

Composantes d’un bipoint 

1V
r

21 VVD
rrr


2V
r

2V
r



1V
r

R
r

2V
r

1V
r

21 VVR
rrr



2V
r

1V
r
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Les composantes d’un bipoint (ou du vecteur) AB , formé par les points ) , ,( AAA zyxA  et 

) , ,( BBB zyxB , peuvent être déterminer comme suivant : 

OAOBOBAOAB  (décomposition de AB en deux vecteurs d’origine O ) 

Avec :  kzjyixOA AAA

rrr
         et           kzjyixOB BBB

rrr
  

Donc, le vecteur AB s’écrit :    kzzjyyixxAB ABABAB

rrr
 )()()(  

Le module de AB  est :    )()()(   222

ABABAB zzyyxxAB   

La direction de AB est le segment de droite  BA,  

c. Multiplication d’un vecteur par un scalaire 

Un vecteur V
r

 peut être multiplié par un scalaire 

réel n  pour donner un nouveau vecteur : 

VnW
rr

  

Les propriétés du vecteur   W
r

  sont  : 

 Le module de W
r

est :      
    VnW

rr


 ; 

 

 

 La direction de W
r

 est la même que celle de V
r

 ; 

 Le sens de W
r

est le même que celui de V
r

si 0n , et il est opposé à celui de V
r

si 

0n . 

 

 

 

  

Tout vecteur non nul V
r

 est égal à 

la multiplication d’un vecteur unitaire U
r

 par 

son module   V
r

 
:    

UVV
rrr

   
 

Le vecteur unitaire U
r

 permet de définir la 
 

direction et le sens de  V
r

, et il s’écrit :    
  V

V
U r

r
r



 

d. Produit scalaire 

Soient 













1

1

1

1

z

y

x

 V
r

 et 













2

2

2

2

z

y

x

 V
r

deux vecteurs 

non nuls. 

Le produit scalaire entre 1V
r

et 2V
r

 est la  

 

 

grandeur scalaire notée  21 VV
rr


  telle que :  

1V
r

2V
r

φ

V
r

vecteur  

  V

V
U r

r
r

U
r

  unitaire

vecteur

    module V
r

Vecteur unitaire d’un vecteur 

V
r

V
r

 0,5

V
r

 2
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φ     2121 cosVVVV 

rrrr

(L'opérateur  «   » signifie le produit scalaire) 

212121 zzyyxx 
(Expression analytique du produit scalaire) 

Avec : φ  : c’est l’angle entre les vecteurs 1V
r

et 2V
r

 ,   

 

 

 

  

Dans l’expression du produit scalaire : 

φ     2121 cosVVVV 

rrrr

 

la grandeur « 
φ   2 cosV 

r

» représente la 

composante (ou la projection) de 2V
r

 sur la direction 

de 1V
r

 . 

 

 

 

 
 

 

 

  

La composante de 















z

y
x

V
r

 sur :  

 l’axe Ox  est :  
   x cosViV  

rrr

 

 l’axe 
Oy

 est :  
   y cosVjV  

rrr

 

 l’axe Oz est :  
   z cosVkV  

rrr

 

 

 

Propriétés du produit scalaire 

 Si l’un des vecteurs 1V
r

et 2V
r

est nul, donc : 
021  VV

rr

 

 Le produit scalaire est commutatif : 1221 VVVV
rrrr

 
 

 Le produit scalaire est distributif : 3121321 )( VVVVVVV
rrrrrrr

 
 

 Le produit scalaire entre deux vecteurs orthogonaux  (perpendiculaires) 1V
r

et 2V
r

est : 

021  VV
rr

( 21 VV
vv


, c'est-à-dire l’angle 

0φ    
2

φ   cos


) 

(c'est la condition d’orthogonalité de deux vecteurs non nuls) 

O
i
r j

r

V
r

x

y

k
r

z

y
V







z

x

Exemple 

1V
r

2V
r

φ

)φ(  2 cosV 

Composante d’un vecteur sur un axe
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 Le module d’un vecteur















z

y
x

V
r

, qui égal à 
222 zyx 

,  peut être formulé par la 

relation :        
VVV
rrr

    

2

  
 

 

 

 

  

Soient les trois vecteurs AB  , AC et CB .  

Si le vecteur AB  est la résultante des vecteurs AC et CB , c'est-à-dire : 

CBACAB   

Donc, le carré de son module égal à :
ABABAB 

2

  
 

 )()(  
2

CBACCBACAB  

 
CBACCBCBACAC   2)()(   

     2    
22

cosCBACCBAC 
 

Avec :  c’est l’angle entre les vecteurs AC et CB   

e. Produit vectoriel 

Soient 1V
r

et 2V
r

 deux vecteurs non nuls, et φ l’angle entre eux.   

Le produit vectoriel de 1V
r

et 2V
r

est le 

vecteurV
r

défini par : 

UsinVVVVV
rrrrrr

 φ     2121
 

(L'opérateur  «   » signifie le produit vectoriel) 

Avec : U
r

 est un vecteur unitaire 

perpendiculaire au plan formé par les 

vecteurs 1V
r

et 2V
r

 . 

 

 

Le module de V
r

est égal à  :
 φ          2121 sinVVVVV 

rrrrr

 

Remarque : 

Le sens du produit vectoriel est déterminé par la règle des 3 doigts de la main droite, 

disposés de telle sorte que : 

1V
r

2V
r

21 VVV
rrr



φU
r



A

B

C

Module de la résultante 
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Expression analytique du produit vectoriel  

Dans une base orthonormée 
)u , u , u( 321

rrr

, Si le vecteur 















z

y
x

V
r

est le produit vectoriel 

des vecteurs 















1

1

1

1

z

y

x

V
r

et 















2

2

2

2

z

y

x

V
r

, donc ses composantes " x " , " y " et " z "seront calculées par 

la méthode du déterminant comme suivant :  
















222

111

321

21

zyx

zyx

uuu
rrr

rrr
VVV 













22

11
3

22

11
2

22

11
1 yx

yx
u

zx

zx
u

zy

zy
u

rrr
 

312212122111221 u)yxyx(u)zxzx(u)zyzy(
rrr

  

Propriétés du produit vectoriel  

 Le produit vectoriel est anti commutatif : 1221 VVVV
rrrr


. 

 Le produit vectoriel est distributif : 3231321 )( VVVVVVV
rrrrrrr


 

 Le double produit vectoriel : 
)( 321 VVV

rrr


 est un vecteur défini par la relation : 

      321231321       VVVVVVVVV
rrrrrrrrr

 
 

 Si  1V
r

est colinéaire à 2V
r

(c'est-à-dire l’angle 
0φ 

 ou  ) , donc :  
021

rrr
VV

. 

 Une base 
)u , u , u( 321

rrr

est diteorthonormée directe, si  : 















213

132

321

u uu

u uu

u uu

rrr

rrr

rrr

 
 

 

 

  Surface d’un triangle 

12Pouce VV
rr


2Index V
r



1Majeur V
r



1V
r

2V
r

12 VV
rr



φ

21Pouce VV
rr



1Index V
r



2Majeur V
r



φ
1V
r

2V
r

21 VV
rr
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Soit un triangle quelconque ABC. 

 Démontrer la formule des sinus :  

c

sin

b

sin

a

sin     


 

Corrigé :Le triangle ABC est formé par 

les vecteurs AB  , AC et CB . 
 

On désignera par :  - a
 

: la longueur du côté AB ; c’est à dire :   ABa   ; 

- b
 

: la longueur du côté CB ; c’est à dire :   CBb 
 

; 

- c
 

: la longueur du côté AC ; c’est à dire :   ACc 
 

; 

- 
 

: l’angle entre les vecteur AC et CB  ; 

- 
 

: l’angle entre les vecteur AC et AB  ; 

- 
 

: l’angle entre les vecteur AB et CB  ; 

En géométrie, le module du produit 

vectoriel 21 VVV
rrr

  est égal à l'aire (ou 

la surface) du parallélogramme défini par 

les deux vecteurs 1V
r

  et 2V
r

 . 

Par conséquence, la surface d’un triangle 

ABC, formé par trois vecteurs AB  , 

AC et CB , égale à :   

  
2

1
       

2

1
       

2

1
  CBABABACCBACSABC   

     
2

1
sinCBAC  (    0 sin ) 

     
2

1
sinABAC  (

   0 sin ) 

     
2

1
sinCBAB  (

   0 sin ) 

 

 



A

B

C





b

c
a

Application 



A

B

C




1V
r

21 VV
rr



φ

2V
r

h
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Donc, la surface du triangle s’écrit :  

   
2

1
 

2

1
  

2

1
   sinbasinacsinbcS ABC 

 

        sinbasinacsinbc   

La division par le produit cba  , nous donne : 

  
  

 
 














cba

sinba

cba

sinac

cba

sinbc 
 


c

sin

b

sin

a

sin     
  

f. Produit mixte 

Soient les vecteurs non nuls 















1

1

1

1

z

y

x

V
r

, 















2

2

2

2

z

y

x

V
r

 et 














3

3

3

3

z

y

x

V
r

. 

Le produit mixte 
)( 321  ,  , VVV

rrr

 est défini par :  

 













 

333

222

111

321321

zyx

zyx

zyx

  ,  , )( VVVVVV
rrrrrr

 

)()()( 233213223123321 zxyxzzxzxyzyzyx   

Propriétés du produit mixte  

 Le produit mixte est non commutatif :
   123321  VVVVVV

rrrrrr
 

 

 Le produit mixte est invariant par permutation circulaire :  

     132213321 VVVVVVVVV
rrrrrrrrr

 
 

 Le produit mixte est nul si deux vecteurs sont colinéaires ou si les trois vecteurs sont 

coplanaires (les trois vecteurs sont dans le même plan). 

 

 

 

  

Si les trois vecteurs 1V
r

, 2V
r

 et 3V
r

 ont le même origine, donc : 

  ψ     321321 cosVVVVVV 

rrrrrr

 

Avec :   

  32 VV
rr


 : la surface de la base S . 

hψ   1 cosV
r

: la hauteur du 

parallélépipèdeconstruit sur 

1V
r

, 2V
r

 et 3V
r

  

Alors, la valeur absolue:  ψ      321 cosVVV 
rrr

 est égale au volume du parallélépipède. 

1V
r

3V
r

32 VV
rr



ψ

2V
r

h

Volume d’un parallélépipède 
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g. Dérivation vectorielle 

Soit un vecteur 
)(tV

r

 défini par ses composantes données en fonction d’une variable t

(peut être le temps par exemple). La dérivée de 
)(tV

r

 par rapport à t est le vecteur : t

tV

d

)(d
r

.  

Propriétés de la dérivation vectorielle 

 Dérivée de la somme (ou de la soustraction) :
t

tV

t

tV
tVtV

t d

)(d

d

)(d
))()((

d

d 21
21

r

m

r
r

m
r

  

 Dérivée d’un vecteur multiplié par un scalaire :
t

tV
n

t

n
tV

t

tVn

d

)(d

d

d
)(

d

))((d
r

r
r




 

 Dérivée d’un produit scalaire : t

tV
tVtV

t

tV
tVtV

t d

)(d
)()(

d

)(d
))()((

d

d 2
12

1
21

r
rr

r
rr

 
 

 Dérivée d’un produit vectoriel : t

tV
tVtV

t

tV
tVtV

t d

)(d
)()(

d

)(d
))()((

d

d 2
12

1
21

r
rr

r
rr


 

Remarque :Si U est un vecteur unitaire. Alors, la dérivée du produit scalaire UU  par rapport 

au temps t , est égale :  

0
d

d
2)(

d

d
 

t

U
UUU

t

r
rrr

(puisque : 1  
2

 UUU
rrr

 0
d

  d

d

)(d
2




t

U

t

UU
rrr

) 

Donc, le dérivé d’un vecteur unitaire, par rapport au temps, 
t

U

d

d
r

 est orthogonal à U . 

 

 

 

 

 

 

 

  

Soient les vecteurs  










1
2
1

 A
r

 

 et 










1
1
0

 B
r

 . 

 

1) Trouver le module de chaque vecteur. 

2) Calculer     BAR
rrr

  et BAD
rrr

    . 

3) Calculer  le produit scalaire     BA
rr

  .  

4) Trouver l’angle φ entre les deux vecteurs. 

5) Calculer  le module du produit vectoriel     BA
rr

  

Corrigé : 

1) Le module de  A
r

 est :  6141)1(21  222 A
r

 

Le module de B
r

 est :  2110)1(10  22 B
r

 

Application 



 

 

  

 

Chapitre :                                  Calcul Vectoriel 
 

 

 

 
 

12 

 

2) La somme : 














)1(1
12
01

  R
r

 










 2
3
1

  R
r

 

La soustraction : 














)1(1
12
01

  D
r

 










0
1
1

  D
r

 

3) Le produit scalaire : 3)11()1(2)0(1     )()(  BA
rr

 

4) D’après l’expression du  produit scalaire : φ          cosBABA 

rrrr
 

  
     

  
φ 

BA

BA
cos rr

rr






26 

3




2 

3
  

  30φ   

5) Le module du produit vectoriel :  φ            sinBABA 
rrrr

 

)03(26       sinBA
rr

 

3   

6- Systèmes de coordonnées 

6-1. Coordonnées cartésiennes  

a. Définition 

Le repère cartésien (noté )(O, xyzR ) est un repère orthonormé fixe, d’origine )0 ,0 ,0( O )et 

muni d’une base orthonormée directe ) , ,( kji
rrr

. 

 Dans un espace unidimensionnel : le repère R possède un seul axeOx ;  

 Dans un espace bidimensionnel : le repère R possède deux axes OxetOy  ; 

 Dans un espace tridimensionnel : le repère R comporte trois axes Ox,Oyet Oz . 

Espace unidimensionnel 

(ou ligne droite) 

 Espace bidimensionnel 

(ou plan) 

 Espace tridimensionnel 

 

 

 

 

 

 

 

 

b. Vecteur position en coordonnées cartésiennes   

O

i
r

x

),,( zyxM

j
r y

k
r

z

O

i
r x

),( yxM

j
r

y

O

i
r x

)(xM
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En système de cordonnées cartésiennes, le 

vecteur position d’un point ) , ,( zyxM  s’écrit : 

kzjyixOM
rrr

    

 OM  est lié à l’origine O . 

 Le module de OM  est : 

222  zyxOM   

 

 La direction de OM  est le segment de droite  MO,  

 Le sens de OM  est du point O (origine) vers le point M . 

c. Dérivation du vecteur position par rapport au temps en cordonnées cartésiennes 

En système de cordonnées cartésiennes,la dérivée du vecteur position :  

ktzjtyitxtOM
rrr

 )()()()(
 

Tels que t  est le temps, s’écrit : 





























t

k
tzk

t

tz

t

j
tyj

t

ty

t

i
txi

t

tx

t

tOM

d

d
)(

d

)(d

d

d
)(

d

)(d

d

d
)(

d

)(d

d

)(d
r

r
r

r
r

r

 

Et puisque , la base ),,( kji
rrr

 est caractérisée par : 0
d

d

d

d

d

d r
rrr


t

k

t

j

t

i
, 

Donc : 

k
t

tz
j

t

ty
i

t

tx

t

tOM rrr


d

)(d

d

)(d

d

)(d

d

)(d

 

ktzjtyitx
r

&
r

&
r

&  )()()(
 

Remarque : 

En physique, on utilise la notation «  &  et  && » pour désigner la première et la seconde 

dérivée par rapport au temps t  .  

 

 

 

 

 

  

Soit un point M  , défini par ses coordonnées cartésiennes :  )(   ,   , ttcostsin  

1) Trouver, en fonction du temps t  , l’expression du vecteur position )(tOM  

2) Calculer 
t

tOM

d

)(d
 

3) Calculer  le module du  vecteur 
t

tOM

d

)(d
. 

Application 

y

z

O

i
r

j
r

M

x

y

x

k
r

z
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Corrigé : 

1) Le vecteur position :
ktjtcositsintOM
rrr

   )(
 

 

2) La dérivée par rapport à t  : 

 

k
t

t
j

t

tcos
i

t

tsin

t

tOM rrr


d

)d(

d

) (d

d

) (d

d

)(d

 

kjtsinitcos
rrr

   
 

3) Le module de  
t

tOM

d

)(d
: 21 

d

)(d
 22  tsintcos

t

tOM
 

6-2. Coordonnées polaires  

a. Définition 

Le système de coordonnées polaires est utilisé pour repérer la position d’un point M dans un 

plan (espace bidimensionnel).   

La position du point ) ,( yxM est repérée par : 

 La coordonnée radiale   :   c’est la distance qui sépare M  de l’origine O  . 

  OM )(0    

 La coordonnée angulaire   :  c’est l’angle que fait OM avec l’axe Ox . 

)2(0    

La base orthonormée associée aux coordonnées polaires est : ) (    ,  UU , tels que : 

 U (vecteur radial) : est le vecteur unitaire du vecteur OM  . 


OM

OM

OM
U 

  
 

 U (vecteur orthoradial) : est le vecteur 

directement perpendiculaire à U  . 

(rotation de  
2


 dans le sens positif)   

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes 

En  utilisant  la figure ci-dessus, on  peut  trouver  les  relations  entre  les coordonnées 

cartésiennes ) ,( yx  et les coordonnées polaires ) ,(   : 

x

y

O i
r

j
r

M

x

y

θ
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siny

cosx

; et 



























)0 : (si    :ou  ; ) 0 :si(     

 22

x
x

y
arctanx

x

y
arctan

yx





 

La relation entre la base polaire ) (    ,  UU  et la base cartésienne ) ,( ji
rr

 est : 

 

  












jcosisinU

jsinicosU

rr

rr









   

   

 

 
Remarques : 

1- Les vecteurs U et U sont liés au point M  . Si M est en mouvement les vecteurs U et 

U  changent leurs directions, donc la base ) (    ,  UU  est « mobile » par rapport à la 

base fixe  ) ,( ji
rr

.  

2- La dérivation par rapport à l'angle polaire   des vecteurs unitaires U et U  , nous 

donne :

 












































Ujsinicosj
cos

i
sinU

Ujcosisinj
sin

i
cosU

rrrr

rrrr

  
d

) d(

d

) d(

d

d

   
d

) d(

d

) d(

d

d

 

c. Vecteur position en coordonnées polaires  

En système de cordonnées polaires, le vecteur position d’un point ) ,( M  s’écrit :  

 UOM   

6-3. Coordonnées cylindriques  

a. Définition 

Dans le système de coordonnées cylindriques la position d’un point M est repérée par : 

 Les coordonnées polaires   et    de 

sa projection orthogonale (le point 

)0 ,,( yxH )sur le plan horizontal

)(Oxy . 

 La coordonnée z  

(sa cote en coordonnées cartésiennes) 

Donc les cordonnées cylindrique du point 

M  sont :  

 

y

z

O
i
r

j
r

M

x

y

x

k
r

z

θ

k
r

i
r

j
r

θ

θ



 

 

  

 

Chapitre :                                  Calcul Vectoriel 
 

 

 

 
 

16 

 





















)(                         

 )2(0                 :   

)(0             

zz

OxOH

OH





axel'  avecvecteur  le  fait  que  anglel'   

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes 

On peut passer du système de coordonnées cylindriques aux coordonnées cartésiennes (ou 

l’inverse) par les relations : 

    

 
















zz

siny

cosx





; et 

    )0 : (si    :ou  ; ) 0 :si(    

22































zz

x
x

y
arctanx

x

y
arctan

yx





 

La base orthonormée associée aux coordonnées cylindriques est : ) (    ,   , kUU
r

 , tels que :

 
 

  

 

 

     

   




















kk

jcosisinU

jsinicosU

rr

rr

rr









 

 
c. Vecteur position en coordonnées cylindrique 

En système de cordonnées cylindrique, le vecteur position d’un point ), ,( zM   s’écrit : 

kzUOM
r

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Application 

i
r

j
r

k
r

θ

θ
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Deux points P et  Q  ont les coordonnées cylindriques  )( 0 ,
3

 ,4


et )( 3 ,
6

5
 ,2


  .  

Trouver les coordonnées cartésiennes des points P et  Q .   

Corrigé : 

 Les coordonnées cartésiennes du point )( 0 ,
3

 ,4


P : 

    

 
















PP

PPP

PPP

zz

siny

cosx







 

0

  32
3

 4

2
3

 4




















P

P

P

z

siny

cosx





 

Donc, Les coordonnées cartésiennes de P sont : )0 ,32 ,2( P  

 Les coordonnées cartésiennes du point )( 3 ,
6

5
 ,2


Q : 

    

 
















QQ

QQQ

QQQ

zz

siny

cosx







 

3

  1
6

5
 2

3
6

5
 2




















Q

Q

Q

z

siny

cosx





 

Donc, Les coordonnées cartésiennes de Q sont : )3 ,1 ,3( Q  

6-4. Coordonnées sphériques  

a. Définition 

Dans l’espace tridimensionnel,  la position d’un point M est repéré en système de coordonnées 

sphériques par : 

 La distance radiale r  : c’est la distance qui sépare M  de l’origine O   . 

  OMr  )(0  r  

 La colatitude  : 

c’est l’angle que fait OM  avec 

 l’axe Oz )(0    

 La longitude  : 

c’est l’angle que fait OH  

(la projection orthogonale de OM    

sur le plan horizontale )(Oxy ) 

avec l’axeOx )2(0    

 
b. Relation avec les coordonnées cartésiennes 

y

z

O
i
r j

r

x

y

x

k
r

z

M



θ
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On peut passer du système de coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes(ou 

l’inverse) par les relations :  

  

  

    

   






















scorz

sinsinry

scosinrx

; et 

  

)0 : (si    :ou  ; ) 0 :si(    

 arccos
222

222




















































x
x

y
arctanx

x

y
arctan

zyx

z

zyxr





 

La base orthonormée associée aux coordonnées sphériques est : ) (    ,  ,  UUU r , tels que :

 
  

 

 

 

   

       

      

  




















jcosisinU

ksinjsincosicoscosU

kcosjsinsinicossinUr

rr

rrr

rrr











 

 
Remarques : 

1- La base sphérique ) (    ,  ,  UUU r  est « mobile » par rapport à la base cartésienne

) , ,( kji
rrr

.  

2- La base ) (    ,  ,  UUU r est orthonormée directe, c'est-à-dire  :

























UUU

UUU

UUU

r

r

r

 

 

 

 

3- Les différentielles totales des vecteurs unitaires rU , U et U sont : 

 





ddd 




























 rr

r

UU
U   d d   UsinU   

 






 ddd 































UU
U   d d  UcosU r   

 



 dd 















U

U   d d   UcosUsin r   

c. Vecteur position en coordonnées sphériques 

En système de cordonnées sphériques, le vecteur position d’un point ), ,( rM  s’écrit : 

rUrOM 
 

i
r

j
r

k
r



θ
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Démontrer que :      
 


UcosUsin

U
r 




 

Corrigé : 

D’après l’égalité :  UUU r   

Alors, la dérivée  





U

 égale :
















 U

UU
UU

r
r

 

Avec :    


Usin
U r 



et    
 


Ucos

U





 

 )()(   
 


UUcosUUsin

U
r 




 

)()(    UcosUsin r    

      UcosUsin r   

 

 

 

 

  

Soit un point M de coordonnées sphériques )(
4

3
 ,

4
 ,2


. 

Trouver le vecteur position OM en coordonnées cartésiennes.   

Corrigé : 

L’expression du vecteur position en coordonnées sphérique est : 

)(MrM UrOM   

Avec : 2Mr  

    et : kcosjsinsinicossinU MMMMMr M

rrr
       )(  

kcosjsinsinicossin
rrr















 






 
4

 
4

3
 

4
 

4

3
 

4
 



 

kji
rrr





2

2

2

1

2

1
 

Donc, le vecteur position de )(
4

3
 ,

4
 ,2


M en coordonnées cartésiennes est :  

kjiOM
rrr

 2  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Application 

Application 
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 Algèbre 

 Exposants nmnm   xxx   

nm

n

m
  

x
x

x   

nmnm   
xx

)(
 

n xx
/n 1

 

  Trigonométrie 

 Identités trigonométriques  

 
122   cossin  

     )( sincoscossinsin  mm  

     )( sinsincoscoscos m  

    22 cossinsin   

 22
2 sincoscos   

)(   1

  
)(





tantan

tantan
tan




m
m  

 
Fonctions trigonométrique 

Fonction Dérivée 







 

d

 d
 

x
 

 

Fonction réciproque Dérivée 







 
d

 d
 

x
 

)(xcos  

)( )(xfcos ) 

)(xsin  

)( )(
)(

xfsin
x

xf


d

 d
 

)(xarccos  
21

1

x


 

)(xsin
 

)( )(xfsin  

)(xcos  

)( )(
)(

xfcos
x

xf


d

 d
 

)(xarcsin  
21

1

x

 

)(

)(
)(

xcos

xsin
xtan   )(1

)(

1 2

2

xtan

xcos

  )(xarctan  
1

1

2 x

 

)(

)(
)(

xsin

xcos
xcot   )(1

)(

1 2

2

xcot

xsin




 )(xarccot  
1

1

2 



x

 

 Géométrie 

 L’équation d’unedroiteest 

de la forme : ba  xy  

Où : 

b est l’ordonnée à l’origine

)0( y  ; 

a est la pente, telle que : 

12

12

xx

yy
a




  

 L’équation d’un cercle est de 

la forme : 222 ryx   

Où : 

Le rayon :  r  ; 

Le centre : l’origine )0 , 0( O  ;  

La circonférence : rC  2 ; 

La surface : 2rS  cercle  

 

 

 

 

L’équation d’une sphère est 

de la forme: 2222 rzyx   

Où : 

Le rayon :  r  ; 

Le centre : l’origine )0 ,0 , 0( O ;  

La surface : 24 rS  sphère ; 

Le volume : 3

3

4
rV  sphère  

Annexe 
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Soient les points suivants : )1 ,1 ,1( A , )0 1, ,2( B et )2 ,2 ,0( C . 

1. Représenter les points A , B et C , dans un repère cartésien ),( xyzO . 

2. Déterminer les composantes des vecteurs BA  et CA  . 

3. Calculer l’angle 


compris entre les vecteur BA  et CA  . 

 

On considère les vecteurs suivants :  kjiA
rrrr

 322  et  kjiB
vrrr

 42
 

1. Représenter, sur un repère cartésien ),( xyzO , les vecteurs A
r

et B
r

, puis calculerleurs 

modules. 

2. Calculer le  produit scalaire BA
rr

  , et le produit vectoriel BA
rr

 . 

3. Déterminer le vecteur unitaire U
r

  perpendiculaire au plan 
) , ( BA

rr

. 

4. Représenter sur le repère précédent, le vecteur : kjiC
rrrr

 4 . 

5. Calculer le produit mixte : 
)( BAC

rrr


, et déduire le volume du parallélépipède formé par 

les vecteurs A
r

 , B
r

 et  C
r

. 

 

Dans le plan )(xOy  muni de la base vectorielle ) ,( ji
rr

, on considère les points : )2 , 3 ( A , )5 , 3( B

et )2 , 1( C . 

1. Représenter les points A , B et C . 

2. Calculer les composantes et les modules des vecteurs AB  et AC . 

3. Déterminer les vecteurs unitairesdes vecteurs AB  et AC . 

4. Déterminer un point D , du plan )(xOy , tel que ABCD  soit un parallélogramme. 

 

 

Dans un repère orthonormé direct(O.N.D) ) , , ,( kjiOR
rrr

, on considère les vecteurs :  

jiV
rrr

 3 31     ;    kjiV
rrrr

   3 2     ;    kbjiaV
rrrr

     3    et   kiV
rrr

   24   

1. Représenter les vecteurs 
1V
r

 et 
2V
r

 .  

2. Calculer les modules :   1V
r

et   2V
r

 

3. Calculer le produit scalaire 
21  VV
rr

  et les composantes du produit vectoriel 
21  VV
rr

 . 

4. Calculer par deux méthodes différentes l’angle   formé par les vecteurs 
1V
r

 et 
2V
r

 (

) , ( 21 VV
rr

 ). 

Exercice 4 

Exercice 3 

Exercice 2 

Exercice 1 

2222 rzyx 

x

y

z

r

r

r

O

222 ryx 

x
r

r

O

y

2y

1y

x

bxay 

b

1x 2x
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5. Calculer, en fonction de a  etb , les composantes du double produit vectoriel ) ( 213 VVV
rrr

 . 

6. Trouver a  et b  pour que le vecteur 
3V
r

 est perpendiculaire au plan )(P  formé par les 

vecteurs 
1V
r

 et 
2V
r

. 

7. Calculer le produit mixte ) ,  , ( 421 VVV
rrr

 et montrer que le vecteur 
4V
r

 appartient au plan )(P . 

 

 

Soit le repère ) , , ,( zyxOR  muni de la base O.N.D ) , ,( kji
rrr

. On considère, dans le plan )(xOy , deux 

vecteurs unitaires perpendiculaires u
r
 et v

r
 tournant autour de l’axe )(Oz , avec t    l’angle 

formé par les vecteurs u
r
 et i

r
(  est  une  constante).   

1. Exprimer les vecteurs u
r
 et v

r
dans la base ) , ,( kji

rrr
. 

2. Déterminer un vecteur unitaire w
r

, tel que ) , ,( wvu
rrr

constitue une base O.N.D. 

3. Exprimer la base ) , ,( kji
rrr

 dans la base ) , ,( wvu
rrr

. 

4. Calculerdans la base ) , ,( kji
rrr

les dérivées :

Rdt

ud
r

 et 

Rdt

vd
r

. 

Soient le vecteur : ktjbtsinibtcosr
rrrr

   )(  )( 2  et la fonction scalaire taet   )(   ( a  et b  sont des 

constantes). 

5. Calculerdans la base ) , ,( kji
rrr

les dérivées :

Rdt

rd ) (
r


 et 

Rdt

rud ) (
rr


. 

 

 

Soient les vecteurs OM et ON , illustrés à la 

figure ci-contre. 

1. Calculer les coordonnées polaires ) , (  et 

cartésiennes ) , ( yx des points M et N  . 

2. Déterminer et représenter, dans le plan  

),( xyO , les bases vectorielles ) , (  UU
rr

  

associées aux points  M et N  . 

Données :  4 M  OOM  et  5   ONON  

 

 

 

1. Soient les points 
1P et

2P  définis par les coordonnées cartésiennes, respectivement,  

)2 ,2 ,1( et  )2 ,2 ,1(  .  

Calculer leurs coordonnées cylindriques ) , ,( z  et sphériques ) , ,( r . 

2. Déterminer les coordonnées cartésiennesd’un point M défini par ses coordonnées 

cylindriques )2 ,03 ,3(  . 

3. Déterminer les coordonnées cartésiennesd’un point N défini par ses coordonnées 

sphériques )06 ,54 ,2(   . 

 

 

 

 

Exercice 7 

y

i
r

j
r

x
O

M

60

30

N

ON OM

Exercice 6 

Exercice 5 
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1. Représentationdes points 

2. Le vecteur BA  : kzzjyyixxBA ABABAB

rrr
 )()()( kji

rrr
 2  

Le vecteur CA  : kzzjyyixxCA ACACAC

rrr
 )()()( kji

rrr
 3  

3. D’après la formule du produit scalaire :  VUVUVU zzyyxxcosVUVU  )(
rr

Donc, l’angle entre deux vecteurs U
r

 et V
r

est : 














VU

VU
cosarc

rr


 























    ACAB

ACAB
cosarc

,  avec :  



















32,311)1()3()1(  

45,26)1()2()1(  

4

222

222

AC

AB

ACAB

 











 5,60   (rad)  06,1

66

4
cosarc

 

 

1. Représentationdes vecteurs 

Exercice 2 

y

C

i
r

j
r

x

k
r

z

O

A

B



Exercice 1 

Solutions 
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Les modules :  
222  zyx aaaAA 

r

 

12,417)3(22 222   

222  zyx bbbBB 
r

 

58,4214)2(1 222   

2. Produit scalaire : 141242  zzyyxx bababaBA
rr

 

Produits vectoriels : 


























 








































21

22

41

32

42

32

421

322 kji

kji

BA
rrr

rrr

rr

 

      kji
rrr

 24)3(868
 

kji
rrr

 6112
 

3. Le vecteur unitaire U
r

 : 
  BA

BA
U rr

rr
r






, avec 
69,12161   BA

rr

 


 kjiU

rrrr
 6112

161

1

 

4. Représentation de  kjiC
rrrr

 4  

5. Produit mixte : 
376112)(  zyx cccBAC

rrr

 

 Le volume du même parallélépipède formé par les vecteurs A
r

 , B
r

 et  C
r

 : 

37 )( Vol   BAC
rrr

. 

 

 
Exercice 3 

y

 A

i
r

j
r

x

k
r

z

O

 B

 C
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Dans le plan )(xOy  muni de la base vectorielle ) ,( ji
rr

, 

on considère les points : )2 , 3 ( A , )5 , 3( B et 

)2 , 1( C . 

 

1. Représentation des points A , B et C . 

2. Les composantes desbipoints AB et AC  : 

jyyixxAB ABAB

rr
 )( )(   

ji
rr

 )25( ))3((3  ji
rr

 3 6 
 

 

jyyixxAC ACAC

rr
 )( )(   

ji
rr

 )22)(( ))3(1)((  ji
rr

 4 2    

 

Les modules : )3()6(  22 AB 45 53
 

))4(()2(  22 AC 20 52  

3. Les vecteurs unitaires :

  AB

AB
u

AB


r

53

 3 6 ji
rr


 )  2(

5

1
ji
rr

  

  AC

AC
u

AC


r

52

 4 2 ji
rr


 ) 2 (

5

1
ji
rr

  

4. Un point ) , ( yxD , tel que ABCD soit un parallélogramme  CDAB  (ou BDAC   ) 

Alors,  jyyixxji CC

rrrr
 )( )( 3 6  )2( )1(  yix

r










32

61

y

x
 

Donc, les coordonnées du point  D sont : )1 , 5(  
 

 
 

Dans un repère O.N.D ) , , ,( kjiOR
rrr

, on considère les 

vecteurs : jiV
rrr

 3 31  et kjiV
rrrr

   3 2   

1. Représenter les vecteurs 
1V
r

 et 
2V
r

 . 

 

2. Les modules : 0)3()3(  22

1 V
r

23  

1)3(1  2

2 V
r

11  

 

3. Le produit scalaire :

)10()33()13( 21 VV
rr

 

12  

 

 

 Le produit vectoriel : 












































31

33
 

11

03
 

13

03
 

131

033 21 kji

kji

VV
rrr

rrr

rr
 

     kji
rrr

 39 03 03   

kji
rrr

 6 3 3 
 

 

y

x

z

j
r

k
r

i
r

1V
r

2V
r

Exercice 4 

D
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A
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O
i
rj
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4. L’angle   formé par les vecteurs 
1V
r

 et 
2V
r

 : 

 Méthode 1 :D’après le produit scalaire :       2121 cosVVVV 
rrrr


    

 
 

21

21

VV

VV
cos rr

rr





  

                       Alors, 
11

2
2

1123

12
 


cos 85,0   48,31  

 

 Méthode 2 :D’après le produit vectoriel :           2121 sinVVVV 
rrrr


    

   
   

21

21

VV

VV
sin rr

rr




  

                       Alors, 
11

3

1123

63

1123

)6()3()3(
   

222








sin 52,0   48,31  

 

 

 

5. Soit le vecteur : kbjiaV
rrrr

     3   

Le double produit vectoriel :





















633

1) ( 213 ba

kji

VVV

rrr

rrr      kajbaib
rrr

 3 3  3 6  36   

6. Le vecteur 
3V
r

 est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs 
1V
r

 et 
2V
r

 0) ( 213

rrrr
 VVV  

  Alors,       0 3 3  3 6  36
rrrr

 kajbaib 














03 3

0 3 6

0 36

a

ba

b

 

  Donc, les valeurs de a  et b  sont : 









2

1

b

a
 

 

7. Soit le vecteur : kiV
rrr

   24   

Le produit mixte : 66 ) ( ) ,  , ( 421421  VVVVVV
rrrrrr

0  

 

Le produit mixte ) ,  , ( 421 VVV
rrr

 est nul, donc les vecteurs 
1V
r

, 
2V
r

et 
4V
r

sontcoplanaires 

(appartiennentau même plan )(P ) 

 

 

Soit le repère ) , , ,( zyxOR  muni de la base O.N.D ) , ,( kji
rrr

. On considère, dans le plan )(xOy , deux 

vecteurs unitaires perpendiculaires u
r
 et v

r
 tournant autour de l’axe )(Oz , avec t    l’angle 

formé par les vecteurs u
r
 et i

r
(  est  une  constante). 

 

1. D’après le produit scalaire (ou par projection) : 

) ( 1
  

 
tcoscos

i

iu
 


r

rr

 

) ()
2

( 1
  

 
tsincos

j

ju






r

rr

 

0)
2

( 1
  

 


 
cos

k

ku
r

rr

 

 

y
j
r

k
r

i
r

z

x

u
r

v
r





)(Plan xOy

O

Exercice 5 
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Alors, le vecteur jtsinitcosu
rrr

 ) ( ) (    
 

) ()
2

( 1
  

 
tsincos

i

iv






r

rr

 

) ()( 1
  

 
tcoscos

j

jv
 


r

rr

 

0)
2

( 1
  

 


 
cos

k

kv
r

rr

 

Donc, le vecteur jtcositsinv
rrr

 ) ( ) (    

 

 

2. Soit un vecteur unitaire : kzjyixw
rrrr

        (c.à.d : 1222  zyx ) 

Les vecteurs ) , ,( wvu
rrr

constituent une base O.N.D Le produit mixte wvuwvu
rrrrrr

 ) () , ,( 

1  

Avec : 





















0) () (

0 ) () ( 

tcostsin

tsintcos

kji

vu




rrr

rr
k
r

  

 

Donc, wvuwvu
rrrrrr

 ) () , ,(  1 z
 
, et par conséquent : 0x  et 0y  

 Alors, le 3ème vecteur de la base O.N.D ) , ,( wvu
rrr

 c’est le vecteur unitaire : kw
rr

   

 

3. La base ) , ,( kji
rrr

en fonction de la base ) , ,( wvu
rrr

 

 

D’après les relations :  

















kw

jtcositsinv

jtsinitcosu

rr

rrr

rrr

 ) ( ) (

 ) ( ) (





  , nous avons : 

















wk

vtcosutsinj

vtsinutcosi

rr

rrr

rrr

 ) ( ) (

 ) ( ) (





 
 

4. Le calcul,dans la base ) , ,( kji
rrr

, des dérivées  

 

RRR dt

jd
tsinj

dt

tsind

dt

id
tcosi

dt

tcosd

dt

ud
r

r
r

r
r

 ) ( 
) (

 ) ( 
) (







  (avec : 0
r

r


R

dt

id
 et 0

r
r


R

dt

jd
) 

Alors,      vjtcositsin
dt

ud

R

rrr
r

  ) (  ) (   (avec : 
dt

d
   v

dt

d

dt

ud

R

r
r

 


 ) 

 

et aussi : ujtsinitcosj
dt

tcosd
i

dt

tsind

dt

vd

R

rrrrr
r

  ) (  ) (  
) (

 
) (




 u
dt

d r
 




 

 

5. Soient le vecteur : ktjbtsinibtcosr
rrrr

   )(  )( 2  et la fonction ta
et

  
)(

 . 

Le calcul,dans la base ) , ,( kji
rrr

, des dérivées : 

 

RR dt

rd
r

dt

d

dt

rd
r

r
r

  
) . (




  

y

x
t  

i
r

j
r

u
rv

r 

O
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)  2  )(   )(  ( )   )(  )( (  
  2  

ktjbtscobibtsinbektjbtsinibtcosea
tata

rrrrrr
   

 

 kttajbtscobtsinaibtsinbtcosae
ta

rrr
 ) 2 (  ))( )(  ( ))( )(  ( 

2     

 

 

et :

RRR dt

rd
ur

dt

ud

dt

rud
r

rr
rrr

   
) (




 

Avec : 


















2)( )( 

0) ( ) (   

tbtsinbtcos

tcostsin

kji

r
dt

ud

R



rrr

r
r

 

 kbtcostcosbtsintsinjtsinitcost
rrr

 )(  ) ()(  ) (  ) ) ( ) ((  
2    

 

ktbcosjtsinitcost
rrr

  )(  ) ) ( ) ((  
2    

 

Et :    





















tbtscobbtsinb

tsintcos

kji

dt

rd
u

R
 2)(  )(  

0) () ( 

rrr

r
r

 
 kbtsintsinbtcostcosbjtcositsint

rrr
 )(  ) ()(  ) (  ) ) ( ) ((  2    

 

ktbcosbjtcositsint
rrr

  )(  ) ) ( ) ((  2    
 

Donc :

Rdt

rud ) (
rr



    ktbcosbjtcosttsintitsinttcost
rrr

  )( ) (  ) (  2) (   ) (  2) ((  
22    

 

 

1. Les coordonnées polaires de :   

M : 











60

4  

M

M OM




et  N  : 











1203090

5  

N

N ON





 

 

Les coordonnées cartésiennes : 

 de M  :  








32)(

2)(

MMM

MMM

siny

cosx




 

 de N  :  








35,2)(

5,2)(

NNN

NNN

siny

cosx




 

2- La base vectorielle ) , (  UU
rr

: 

y

i
r

j
r

x
O

M

60

30

N

ON
OM

MxNx

Ny

My

Exercice 6 
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 de M  :  jsinicosU MMM

rrr
 )()()(   

 ji
rr

 3
2

1
 

 jcosisinU MMM

rrr
 )()()( 

  ji
rr

 3
2

1
 

 de N  :  jsinicosU MMM

rrr
 )()()(   

 

 ji
rr

 3
2

1
 

 jcosisinU MMM

rrr
 )()()(   ji

rr
 3

2

1
 

 

1. Système cartésien   Système cylindrique :  

    0 : si   arctan

22


























zz

x
x

y

yx





 ;  ou   


























zz

x
x

y

yx

  0 : si   arctan

22





 

 Le point  )2 ,2 ,1( 1P  :   

2

43,63arctan

24,2

11

1

1
1

2

1

2

11



























zz

x

y

yx





 

 Le point  )2 ,2 ,1( 2 P  :   

2

34,243180arctan

24,2

22

2

2
2

2

2

2

22
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y

yx





 

 

Système cartésien   Système sphérique :  

  

 0 : si   arctan

 arccos
222

222











































x
x

y

zyx

z

zyxr



  ;  ou     

 0 : si   arctan

 arccos
222

222











































x
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Exercice 7 
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 Le point  )2 ,2 ,1( 1P  :   

43,63arctan

 19,48arccos

3

1

1
1

2

1

2

1

2

1

1
1

2

1

2

1

2

11
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 Le point  )2 ,2 ,1( 2 P  :   

34,243180arctan

 19,48arccos

3

2

2
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2

2

2
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2

2
2

2

2

2

2
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2. Système cylindrique    Système cartésien:      )sin(

)cos(
















zz

y

x





 ;   

 Le point  )2 ,03 ,3( M  :   

2

 1,5)sin(

6,2)cos(
















MM

MMM

MMM

zz

y

x





 

 

3. Système sphérique    Système cartésien:    

 )cos(

 )sin( )sin(

)cos( )sin(






















rz

ry

rx

 

 Le point  )06 ,54 ,2( A  :    

 )45cos(2)cos(

 )60sin()45sin(2)sin( )sin(

)60cos()45sin(2)cos( )sin(
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ry
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 41,1

 22,1
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Exercices supplémentaires 
Exercice 1 : 

Dans un repère O.N.D ) , , ,( kjiOR
rrr

, soit les vecteurs kjU
rrr

  3  et  kjV
rrr

 2   . 

1. Représenter les vecteurs  U
r

 et  V
r

. 

2. Calculer les modules   U
r

 et   V
r

 . 

3. Calculer le produit scalaire VU
rr

   .  

4. Calculer les composantes du produit vectoriel VUW
rrr

    ; puis son module   W
r

. 

5. Déterminer le vecteur unitaire de W
r

. 

 
Exercice 2 : 

Dans un repère O.N.D ) , , ,( kjiOR
rrr

, on considère deux vecteurs u
r

 et v
r

 définis à tout instant t  par :  

ktjt2cositsinu
rrrr

   ) ( )( 2     et  ktsinjtcosiev t-
rrrr

 ) 3(  ) 3( 2    

1. Déterminer les dérivées :   

Rdt

ud
r

   et   

Rdt

vd
r

 à l’instant 0t . 

2. Déterminer l’instant    où le vecteur : ktsinjtcosiew t
rrrr

 ) 3( 2  ) 3(   3    est perpendiculaire à v
r

. 

 

 

Réponses aux questions desexercices supplémentaires 

 

Exercice 1 

2. 10  U
r

 et 5  V
r

 ; 3. 5   VU
rr

 ; 4. iVUW
rrrr

 5   et 5  W
r

 ; 5. Vecteur unitaire de W
r

 : 

iw
rr
   

 

Exercice 2 

1. ktjt2sinitcos
dt

ud

R

rrr
r

  2  ) ( 2 )(   i
dt

ud

tR

r
r

 
)0  (   


à

 

ktcosjtsinie
dt

vd t-

R

rrr
r

 ) 3( 3  ) 3( 6    ki
dt

vd

tR

rr
r

  3  
)0  (   


à

 

2. w
r

 est perpendiculaire à v
r

 à l’instant :  :   0   vw
rr 

2

)2(ln
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Une matrice est un tableau rectangulaire formé de nombres réels. Grâce aux 

matrices, on peut par exemple codifier dans un même objet toute l'information 

d'un système d'équations. 

 

2. Définition : 

 Une matrice� = (���) de type � ×  
 est un tableau rectangulaire comprenant m lignes 

et n colonnes formées de nombres réels. 

  L'élément situé au croisement de la ième ligne et de la jième colonne est noté ��� 

Une matrice est symbolisée par une lettre en caractères gras, par exemple A. On note Aij 

l'élément situé à l'intersection de la ligne i et de la colonne j (la ligne est toujours nommée 

en premier).  

� = ���� �� … … … ����� �� … … … ��… … …��� �� … ���
� 

 

 

 

 

On note [Aij] la matrice d'élément général Aij. On a donc : A = [Aij] 

Si m = 1, la matrice est appelée vecteur (plus précisément vecteur-colonne) :  

� = ������� 

Si n = m, la matrice est appelée matrice carrée.  

Quelques matrices carrées particulières (Exemples avec n = 3) 

 

Matrice unité 

 

� = �� � �� � �� � �� 

 

Matrice diagonale notée diag (Dii) 
� = ���� � �� ��� �� � ���� � �

������
� 

 

 

 

  

 

 

 

A =�9 2 12 11 −1$ 

Exemple avec n = 2, m = 3  

2.1. Introduction 



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                       Calcul Matriciels 
 

 

 

 
 

33 

 

 

Matrice triangulaire supérieure � = �%�� %�� %��� %�� %��� � %��� � �
%��%��%�����

� 

 

Matrice triangulaire inférieure 

 

& = � &�� � �&�� &�� �&�� &�� &��   &�� &�� &��
���&��

� 

 

Une matrice carrée A est dite symétrique si :  

Aji = Aij 

Pour tout i différent de j  

2.2. Opérations sur les matrices  

2.2.1. Addition, soustraction  

Si' = (()*)et+ = (+)*)sont deux matrices de même type, leur somme' +  + est la matrice 

de même type obtenue en additionnant les tableaux élément par élément : 

 

 

A + B = ( -�� ), avec -�� = ��� +.�� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3. Multiplication par un scalaire 

Chaque terme de la matrice est multiplié par le nombre :  

 

3 × �1 2 34 5 67 8 9� = � 3 6 912 15 1821 24 27� 

 

 

 

 

 

  

 

 

 �1 2 34 5 67 8 9�+�7 8 96 5 01 2 3�=� 8 10 1210 10 68 10 12� 

 

�1 2 34 5 67 8 9�-�7 8 96 5 01 2 3�=�−6 −6 −6−2 0 66 6 6 � 

Exemple  



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                       Calcul Matriciels 
 

 

 

 
 

34 

 

2.3. Transposition  

La transposée AT  d'une matrice A est la matrice obtenue en échangeant les lignes et les 

colonnes de A :  

 

� =  �1 2 34 5 6$ ⟹ �7=�1 42 53 6� 

 

 

 

La transposée d'un vecteur-colonne est un vecteur-ligne :  

� =  8���⋮ : ⟹ �7 = ;�� � … … ��< 

2.5. Multiplication des matrices 

Définissons tout d'abord le produit d'un vecteur-ligne xT par un vecteur-colonne y :  

�7= = ;�� � … … ��< 8���⋮ : = ��=� + �= … … … … . +��=� = ? ��=�
�

�@�  

 

Ce produit est appelé produit scalaire des vecteurs x et y, noté x · y. Les vecteurs doivent avoir 

la même dimension.  

Le produit matriciel est définit comme suit :  

le produit de la matrice A (n × m) par la matrice B (m × p) est la matrice C (n × p) telle que 

l'élément Cij est égal au produit scalaire de la ligne i de la matrice A par la colonne j de la 

matrice B.  

-�� = ? ��AB A��@�……..�@�…………….C
�

A@�  

Exemple :  

 

 

 

 

2.6. Propriétés : 

 Le produit matriciel est : 

 

 

 

  

 

 

 �1 2 04 3 −1$ × �5 12 33 4� = � 9 723 9$ 

 

Exemple : 
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 associatif : '+D =  ('+)D =  '(+D) 

 distributif par rapport à l'addition : '(+ +  D)  =  '+ +  'D 

 non commutatif : '+ n'est pas égal à +' en général.  

 La matrice unité � est élément neutre pour la multiplication : '�F  =  G�' =  ', si la 

matrice ' est de dimensions 
 ×  �. 
 Transposée d'un produit : ('+)7 = B7�7 

 

2.6.1 Quelques produits particuliers : 

(x et y sont des vecteurs-colonnes, A est une matrice)  

 

Carré scalaire. 

Sa racine carrée (xTx)½ est appelée norme du vecteur ( notée ‖I‖) 

 

Produit extérieur des vecteurs x et y 

(Matrice d'élément général xiyj) 

Ne pas confondre avec le produit scalaire.  

 

Forme quadratique (si A est symétrique) 

 

Forme bilinéaire (dite symétrique si A est symétrique) 

4.3  Base canonique de l'espace des matrices 

Soit M une matrice de dimension mn, muni d'une base canonique(J��)�K�K�,�K�K�. La matrice 

Ei,j est celle dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d'indice (i,j), qui vaut 1. 

Pour toute matrice M, les coordonnées dans la base canonique sont les coefficients 

M = ? ? ���J���K�K��K�K�  

 Exemple :  
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2.7. Déterminant d'une matrice carrée 

Pour une matrice 2 × 2, on montre que la matrice inverse est donnée par :  

' = �� .N O$ ⇒ 'Q� = 1�O − .N � O −.−N � $ 

 

Le nombre :�O −  .N est appelé déterminant de la matrice', notée :  

�� .N O$ =|�| det(�) 

 

La matrice inverse �Q�n'existe donc que si det' est différent de zéro.  

La matrice ' est singulière si det V  =  0, régulière dans le cas contraire. Ce résultat se 

généralise à une matrice de dimension quelconque.  

2.9. Propriétés des déterminants : 

 det(AT) = det(A) 

 det(AB) = det(A) × det(B) 

 Le déterminant d'une matrice triangulaire ou diagonale est égal au produit des éléments 

diagonaux. En particulier, det(I) = 1 (si I est la matrice unité) 

 Si A est régulière, det(A-1) = 1 / det(A) 

Si A est orthogonale, det(A) = ±1 

2.10.  Inversion des matrices carrées 

Une matrice carrée A est dite inversible ou régulière s'il existe une matrice carrée A-1 (appelée 

matrice inverse) telle que :  

A × A-1 = A-1 × A = I 

Si A-1 n'existe pas, la matrice A est dite singulière 

Propriétés : 

 (A-1)-1 = A 

 (AT)-1 = (A-1)T 

 (AB)-1 = B-1A-1 (Attention au changement d'ordre !)  

 [diag(Dii)]-1 = diag(1/Dii)  

 La matrice A est dite orthogonale si A-1 = AT 
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2.11.Les tenseurs: 

Un tenseur est un concept mathématique qui généralise les notions de scalaires, de vecteurs et de 

matrices pour représenter des quantités qui peuvent avoir différentes composantes dans plusieurs 

dimensions. Les tenseurs sont largement utilisés en mathématiques, en physique et en ingénierie 

pour modéliser et représenter des phénomènes complexes et des propriétés physiques qui varient 

dans l'espace et le temps. 

Formellement, un tenseur est un objet mathématique qui possède des propriétés spécifiques sous 

des transformations de coordonnées. Cela signifie que les composantes d'un tenseur changent d'une 

manière prédéfinie lorsque les coordonnées du système changent. Les tenseurs peuvent avoir 

différentes dimensions, et la manière dont leurs composantes se transforment dépend de leur rang 

(ordre) et de leurs propriétés de symétrie. 

Voici une brève explication des différents ordres de tenseurs : 

1. Tenseur d'ordre 0 (scalaire) : Un scalaire est un tenseur d'ordre 0. Il n'a pas de direction ou 

de composantes vectorielles. Les nombres réels sont des exemples de scalaires. 

2. Tenseur d'ordre 1 (vecteur) : Un vecteur est un tenseur d'ordre 1. Il a une direction et une 

magnitude. Les vecteurs ont des composantes qui dépendent du système de coordonnées 

utilisé. 

3. Tenseur d'ordre 2 (matrice) : Une matrice est un tenseur d'ordre 2. Elle peut être 

considérée comme un tableau bidimensionnel de nombres réels organisés en lignes et 

colonnes. Les matrices sont utilisées pour représenter diverses transformations et relations 

linéaires. 

4. Tenseur d'ordre supérieur : Les tenseurs d'ordre supérieur (plus grand que 2) généralisent 

les notions de vecteurs et de matrices dans des espaces multidimensionnels. Par exemple, les 

tenseurs d'ordre 3 sont des structures tridimensionnelles, et ainsi de suite. 

En résumé, un tenseur est un objet mathématique qui généralise les scalaires, les vecteurs et 

les matrices pour représenter des quantités multicomposantes dans des espaces 

multidimensionnels. Les tenseurs sont essentiels pour modéliser et décrire une grande 

variété de phénomènes physiques et mathématiques. 
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2.12. Valeur principales et axes principaux d'un tenseur 

Les valeurs propres et les vecteurs propres, également appelés axes principaux, d'un tenseur sont 

des concepts importants en mathématiques et en physique. Ils fournissent des informations cruciales 

sur la manière dont un tenseur agit sur un espace vectoriel donné. Dans le contexte des tenseurs 

symétriques, comme les tenseurs de déformation ou les tenseurs de contrainte dans la mécanique 

des milieux continus, les valeurs propres et les vecteurs propres sont particulièrement significatifs. 

2.12.1. Valeurs Propres : 

Les valeurs propres d'un tenseur sont les scalaires qui caractérisent les étirements ou les 

compressions le long de ses axes principaux. Pour un tenseur TT, les valeurs propres λiλi sont les 

solutions de l'équation caractéristique : 

OWX (Y − ZG) = 0OWX(Y − ZG) = 0 
où G est la matrice identité. Chaque valeur propre Z�Z� est associée à un vecteur propre 

correspondant [\[\, qui indique la direction de l'axe principal associé à cette valeur propre. Les 

valeurs propres et les vecteurs propres fournissent des informations sur la magnitude et la direction 

des déformations ou des contraintes induites par le tenseur. 

2.12.2. Axes Principaux (Vecteurs Propres) : 

Les vecteurs propres d'un tenseur sont les vecteurs qui restent inchangés en direction lorsqu'ils sont 

transformés par le tenseur. Les vecteurs propres sont utilisés pour déterminer les directions 

principales le long desquelles le tenseur agit de manière plus simple. Si Z�Z� est une valeur propre 

du tenseur YY, alors le vecteur propre [�[�associé à cette valeur propre est un vecteur non nul tel 

que : 

Y[� = Z�[�Y[� = Z�[�  
2.13.. La matrice d'un tenseur par rapport aux directions principales 

Nous avons montré que pour un tenseur réel symétrique, on cherche les composantes de ce tenseur 

T par rapport à une base composé de ces directions principales
]⃗ �, 
]⃗ , 
]⃗ �, donc on obtient: 

 Y�� = 
]⃗ � ∙ T(
]⃗ �) = 
]⃗ � ∙ Z�
]⃗ � = Z� Y = 
]⃗  ∙ T(
]⃗ ) = 
]⃗  ∙ Z
]⃗  = Z Y�� = 
]⃗ � ∙ T(
]⃗ �) = 
]⃗ � ∙ Z�
]⃗ � = Z� Y� = Y� = 
]⃗ � ∙ T(
]⃗ ) = 
]⃗ � ∙ Z
]⃗  = Z(
]⃗ � ∙ 
]⃗ ) = 0 
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Y�� = Y�� = 
]⃗ � ∙ T(
]⃗ �) = 
]⃗ � ∙ Z�
]⃗ � = Z�(
]⃗ � ∙ 
]⃗ �) = 0 Y� = Y� = 
]⃗  ∙ T(
]⃗ �) = 
]⃗  ∙ Z�
]⃗ � = Z�(
]⃗  ∙ 
]⃗ �) = 0 

On obtient 

;Y<�]⃗ a = �Z� 0 00 Z 00 0 Z��   (3.1) 

Donc la matrice est diagonale, et les éléments diagonaux sont les valeurs propres de T. 

1.15. Les invariants scalaires d'un tenseur 

  L'équation caractéristique d'un tenseur T, bY�� − Zc��b = 0 est une équation cubique en λ, elle peut 

être écrite comme: Z� − G�Z + GZ − G� = 0 (4.1)  où G� = Y�� + Y + Y�� = Y�� = Xd(Y) 

G = eY�� Y�Y� Ye + eY Y�Y� Y��e + eY�� Y��Y�� Y��e = 12 fY��Y�� − Y��Y��g = 12 ((Xdh) − Xdh) 

G� = iY�� Y� Y��Y� Y Y�Y�� Y� Y��i = OWX;Y< 
Puisque par définition les valeurs propres ne dépendent pas du choix des vecteurs de base les 

coefficientsI1, I2, I3 ne dépendent pas du choix de base, ils sont appelés les invariant scalaire du 

tenseur T. 

En termes de valeur propres on peut écrire les invariants scalaires comme suit: G� = Z� + Z + Z� G = Z�Z + ZZ� + Z�Z� G� = Z�ZZ� 

 

 

 

 

   

 

1. Déterminer la transposée des matrices 

suivantes : 

2. Verifier que : �B ≠ B� 

3. Vérifier que : (�B)7 ≠ B7�7 

' = k 1 −1 2l−1 3l 1 4l m + = � 1 1 3l1 2l 1 4l � 

 

 

 

 

 

   

 

Considérons la matrice C donnée par : 

Vérifier que l’inverse de la matrice C est : 

 

 

 D = �� .N O$ 

Exercice 02: 
 

Exercice 01: 
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DQ� = 1�O − .N � O −.−N � $ 

 

 

 

 
 

 

 

   

 

Déterminer la matrice inverse 

 

' = �2 1 30 1 20 0 3� + = �0 1    15 1 −12 −3 −3� 

 

 

 
 

 

 

   

 

Trouvez les produits:no,o7n, o7(nY), et  (o7n)o 

Ainsi montrer que : no = (o7n)7 ,  et o7(nY)  = (o7n)Y 

 

 

 

p = �1 1 11 2 21 2 3� q = �121� 

 

 

Exercice 04: 
 

Exercice 03: 
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3.1. Rappel RDM : 

3.2 Description : 

L’essai de traction ou de compression d’un matériau occupe une place importante car il 

permet de caractériser de façon simple son comportement. En principe, il consiste à soumettre une 

barre faite du matériau étudié, à un effort � de traction ou de compression. Cette barre est droite et 

possédé une section uniforme, sauf éventuellement au voisinage de ses points d’attaches dans la 

machine d’essai. On supposera également que les dispositions expérimentales sont telles qu’en tout 

instant la appliqué reste dans l’axe de la barre afin d’éviter toute flexion. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure.3.1 : Quelques exemples sur le phénomène de traction-compression. 

3.4 Effort normal : 

Pour la poutre de la figure 4, faisons une coupure fictive (section droite S située à x de A) 

entre les deux extrémités A et B pour faire apparaitre les efforts intérieurs dans la poutre. 

En effet, si on isole le tronçon AG, la résultante des actions ∆�����⃗ , ∆�����⃗ ......................∆�	���⃗  exercées en 

chaque point de la coupure par le tronçon GB se réduit au seul effort 
��⃗  en G ‘centre de gravité) tel 

que : 
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 ���⃗ = ∆�����⃗ + ∆������⃗ +....................+∆������⃗ = ���⃗ ............................(2) 

 ⇒ 

 

 

Figure.4 : Coupure fictive dans une poutre. 

3.5 Contrainte normale : 

Divisons la coupure S précédente en (n) petites surfaces élémentaires ∆��,∆�� ,∆��,........,∆�	 telle 

que : ∆� = ∆��+ ∆��+ ∆��+........................+∆�	. 

Chaque élément de surface (∆�) supporte un effort de traction∆�����⃗ , ∆�����⃗ ......................∆�	���⃗  parallèle à 

la ligne moyenne AB. 

Si M1, M2,... Mn sont les centres des petites surfaces∆�, en chaque point, la contrainte � est définie 

comme la limite du rapport du ∆�⃗ sur ∆� lorsque  ∆� ���� ���� �é� . (��é� "��#�). 

 

 

 

� =  � 



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                                               Contraintes 
 

 

 

 

 
 

43 

 

 

Donc la contrainte normale dans le cas général : 
$ = �%  

�: Contrainte normale [MPa] 
: Effort normal [N] �: Aire de la section droite [''�] 
3.6. Vecteur contrainte: 

 
 

 

 

  

On appelle « vecteur contrainte » pour une 

particule, relativement à la surface ��, orientée 

par la normale extérieure  ��⃗  , le vecteur qui 

représente les forces internes par unité de surface 

agissant sur cette particule à l'interface avec la 

surface. En d'autres termes, le vecteur contrainte 

mesure l'intensité des forces de traction ou de 

compression que la particule exerce sur la surface �� ou subit de la part de cette surface. 

 

Il est défini comme la limite du rapport entre la force élémentaire )* exercée par la particule sur 

une portion de surface dS lorsque celle-ci tend vers zéro, divisée par la superficie de cette 

surface ��. Mathématiquement, le vecteur contrainte  +⃗ (tau) est exprimé comme suit : 

+⃗  =  ,#'()* / ��) 

où )* est la force élémentaire et �� est la superficie de la surface considérée. 

Le vecteur contrainte est essentiel dans l'étude de la mécanique des milieux continus, car il permet 

de caractériser le comportement mécanique d'un matériau lorsqu'il est soumis à des forces externes. 

Il est utilisé pour décrire les déformations et les contraintes internes qui se développent à l'intérieur 

du matériau en réponse aux sollicitations externes. L'analyse des vecteurs contraintes est 

fondamentale pour comprendre le comportement des solides et des fluides dans diverses situations, 

telles que les structures mécaniques, les matériaux géologiques, ou encore le comportement des 

fluides dans les tuyaux et canaux. 

 

 

3.6.1. Définitions : 
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 On appelle contrainte normale   �, la projection de .�⃗  sur ��⃗  : .�⃗  . ��⃗ =  . cos 2 = � 

 On appelle contrainte tangentielle ou de cisaillement +, la projection  de . ���⃗ sur �⃗ : . ���⃗ . �⃗ = . . sin 2 =  + 

donc ,on peut écrire : . ���⃗ = � . ��⃗ + + . �⃗ . ���⃗ = .6 . �6���⃗ + .7 . �7����⃗ + .8 . �8���⃗  . ���⃗ =�6 . �6���⃗ + +67 . �7����⃗ + +68 . �8���⃗  

 
Exercice 1 : 

Soit un élément de surface ��  de normale ��⃗  sur la quelle agit un vecteur . 
���⃗

: 

. ���⃗ =   9 5−24 >  (Pa)             ��⃗ =     
⎣⎢⎢
⎢⎡ �√C�√CD�√C⎦⎥⎥

⎥⎤
 

 calculer: �  ��  + 

Solution : 
Calcul � : � = . ���⃗  . ��⃗ =  5 . 2√6 −  2 . 1√6  −  4 . 1√6 =  4√6 =  2 √63 ≈  1. 63 LM 

Calcul + : . ���⃗ = � . ��⃗ + + . �⃗ ⟹  .� = �� + +� ⟹ + = ±P.�  −  �� 
Avec :  .� = 5� +  2� + 4� = 45 ⟹ + = ±6.51 LM ±  parce que �⃗ n’a pas une direction privilégiée comme ��⃗ . 

 

 

 

Q��⃗  

R 

S 

�� = ��
=1 ��⃗  × �⃗ = 0 
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3.7. Tenseur des contraintes : 

Le tenseur des contraintes est une généralisation du concept de vecteur contrainte en trois 

dimensions. Plutôt que de considérer uniquement une seule direction (représentée par un vecteur), 

le tenseur des contraintes prend en compte les contraintes dans toutes les directions possibles sur 

une facette donnée. Il est représenté par une matrice, et chaque élément de cette matrice correspond 

à une contrainte dans une direction spécifique. 

Dans le cas général, une particule peut posséder plusieurs facettes, et chaque facette aura son propre 

vecteur contrainte (ou élément du tenseur des contraintes) associé. Ainsi, pour une particule donnée, 

il y aura plusieurs vecteurs contraintes correspondant aux différentes facettes qui l'entourent. 

Pour représenter le tenseur des contraintes sur une facette donnée, il faudrait dessiner une matrice, 

car il contient plusieurs composantes correspondant à différentes directions. La dimension de cette 

matrice dépend du nombre de dimensions de l'espace dans lequel nous travaillons. Par exemple, en 

trois dimensions, le tenseur des contraintes est une matrice 3U3. 
Suivons l'ordre proposé pour dessiner convenablement le tenseur des contraintes : 

1. Considérons une particule ayant un volume parallélépipédique très petit �U, �W, �� →  0. 

Pour dessiner le tenseur des contraintes, nous devrions d'abord sélectionner une facette spécifique 

de cette particule. Ensuite, nous représenterions le vecteur contrainte (ou élément du tenseur des 

contraintes) associé à cette facette, en indiquant les différentes composantes dans les directions de 

l'espace (par exemple, σxx, σyy, σzz, σxy, σxz, σyz, etc. en trois dimensions). 

 

 
 

 

 considérons un repère orthonormé (ZUW�) de tel sorte que les normales aux facettes de la 

particule concèdent avec les axes du repéré .��⃗ � =  �̅6��⃗ � =  �̅7��⃗ � =  �̅8 
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On a : 

��⃗ � =  �⃗6 =  9100> ��⃗ � =  �⃗7 = 9010> ��⃗ � =  �⃗8 =  9001> 

 Notons  .�⃗ � , .�⃗ � , .�⃗ � les vecteurs contrantes relatifes aux facettes orientées respectivement 

suivant : ����⃗ � , ��⃗ � , ��⃗ � 

On suppose : 

.�⃗ � = 9 �6+67+68 >                           .�⃗ � = 9+76�7+78>                         .�⃗ � = 9+86+87�8 > 

 

3.7.1. Théorème de CAVCHY :( sans démonstration) 

En toute particule, il existe une matrice carrée 3x3  notée\�], tel qu’on ait : . ���⃗ (U⃗. ��⃗ ) = \�(U⃗)]. ��⃗  

Ou 

].6.7.8 ^ = 9 �6 +76 +86+67 �7 +87+68 +78 �8 >  .  9�6�7�8 > 

 \�]: .����_� �� ` ���M#���� 

 
 
 
 
Exemple : 
Si on connait alors pour chaque S(��⃗ )  → . ���⃗  

 pour d�� :        ��⃗ � = �⃗6 

 

.�⃗ � =  ].6.7.8 ^ =  9 �6 +76 +86+67 �7 +87+68 +78 �8 >  . 9100> =  9 �6+67+68 >            

 pour d�� :        ��⃗ � = �⃗a 

.�⃗ � = 9 �6 +76 +86+67 �7 +87+68 +78 �8 >   .9001> =  9+86+87�8 >                 

 
Notions : 

 �b : contrainte normale suivant la direction # = U, W, � 
 

 +67 : c .tangentielle c La face de direction ��⃗ bdans le sens j           i, j =  x, y , zp            
 

Convention de signes : 
 

 �b q > 0       st �b ∶  ��M`�# �        < w        st �b ∶  ` 'x����# �p 
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 +by > c ��⃗ b = �⃗b   et +by orientée dans le sens ��⃗ y��⃗ b = − �⃗b   et +by orientée dans le sens −  ��⃗ y p 
 
Etudions l’équilibre du tétraèdre : 

 
Vecteur contrainte sur une facette quelconque 

Considérons une particule tétraédrique .Appliquons la loi fondamentale de la dynamique : ∑ � ⃗ {|} =  ~. � 

 

 

 

Fig. Composantes du tenseur de contraintes sur une particule de forme quelconque 

 

 
 

 

 

Soit   �*����⃗   la résultante suivant l’axe x1 de toutes les actions s’exerçant sur la particule, alors on 

peut écrire : �*����⃗ =  .����⃗ �� − (������� + ������� + �������) =  .����⃗ �� − (����� + ����� + �����)�� 

d'autre part: �* ⃗ 1 = ����� 

 

 

Alors: .� − (����� + ����� + �����) = �������   
Si la particule est de dimensions trés petites le rapport 

����  tends vers zéro on peut écrire: .� = (����� + ����� + �����) .� = (����� + ����� + �����) .� = (����� + ����� + �����) 

On peut conclure que le vecteur de contrainte .���⃗  (.1, .2, .2) dépend de la normale unitaire à la 
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surface sollicitée ��⃗  (n1, n2, n3). 

Donc :  .���⃗   =σ× ��⃗  

 � : Application linéaire qui lie  .���⃗    à ����⃗  

 

En notation indicielle: .y = �by × �b 
 �� é`�#�_�� 'M��#`#�,,�: 
 

 � .���⃗   � = \�] × (��⃗ ) 

 

Exercice 3 : 

On suppose que le tenseur de contrainte dans un MC est : 

\�] =   ] 5U W − 2 UWW − 2 U� − W 0UW 0 U� − 2�^    LM 

1. calculer . ���⃗ sur la face ds de normale ��⃗ (0.6,0, −0.8) attachée à la particule � (2,4, 3). 
2. Représenter les composantes des contraintes de la particule M supposée cubique  d’arrêt 

0.1m. 

Solution : 

1- calcul  .�⃗ �: 
.�⃗ � = \��] .��⃗ = 910 2 82 0 08 0 −2>   .  9 0.60−0.8> =   9−0.41.26.4 > 

Représentation des contraintes : 

 

 

 pour particule adajencete (1.9 ,4 ,3) 

. ���⃗ = \�]. ��⃗ = \�] .  9100>  =  9 5UW − 2UW > = 99.527.6> 
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Un corps est dit en équilibre lorsque l'ensemble 

des forces appliquées à la surface équilibre 

l'ensemble des forces massiques appliquées à ses 

éléments de volume. 

� �| = w  � �� = w  −� 6�7 −+67�6 + ��6 + ����6 �6� �7 + (+67 + �����7 �7) �6 + *6�6�7 = 0 … … … . (1) −� 7�6 −+67�7 + ��7 + ����7 �7� �6 + (+67 + �����7 �7) �6 + *7�6�7 = 0 … … … . (2) ��6�U  + �+67�W + *6 = 0 ��7�W  + �+67�U + *7 = 0 

 

 

 ��6�U  + �+67�W + �+68�� + *6 = 0 … … … … … (3) ��7�W  + �+67�U + �+78�� + *7 = 0 … … … … … (4) ��8��  + �+68�U + �+78�W + *8 = 0 … … … … … (5) 

Les équations : (3) ,(4)et (5)  sont les équations d’équilibres. 

 

 

Exercice 4 : 

Soit : 

3 .9. Equations d'équilibres : 
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\�] = ⎣⎢
⎢⎡− �� U� + 2UW − 12,8U U −  U� U�U − W� −8,4W + 6 −� + WU� − � + W − 8�� −  12,8�⎦⎥

⎥⎤    Pa 

� = 2,04��/'� 

 Déterminer les composantes de �⃗. 
Solution : 

On a :      
����6 = − U + 2W −  13,8     �����7 = −2W      �����8 = U �+67�U = 1                ��7�W = −8,4           �+78�� = −1  

�+68�� = �             �+78�W = 1    ��7�W = −� − 12,8 

Si les éqs d’équilibre sont vérifier alors : 

-x + 2y – 13,8 – 2y +2,1�6 = 0 ⟹ �6 = 6,77'/�� 

1 – 8,4 – 1 + 2,1�7 = 0 ⟹ �6 = 4,12'/�� 

Z + 1 – z – 12,8 + 2,1�8 = 0 ⟹ �8 = 5,78'/�� 

Vérif. : �6� +   �7� +  �8� = 96,22  ⟹ √96,22 =  9,81              
3.10. Tenseurs sphérique et déviatorique : 

En M.D.S, il est préférable de décomposer    \�]en : \�] =  \��] +  \��] 
Avec :  \��]: .����_� �"ℎé�#�_� (���" ��Mx,� �� ,M ` �� ,#�M�# �) \��]: �����_� �é�#M� �#�_� (���" ��Mx,� �� ,M Cisaillement) 

\��] = ��\�] =  9�� 0 00 �� 00 0 ��>      �� 3�� = �6 + �7 + �8 

\��] =  9�6  −  �� +67 +68+67 �7  −  �� +78+68 +78 �8  −  ��> 

3.11. Contraintes principales, Axes principaux : 
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Il est possible d’écrire \�] dans un repère dit : repère principale tel que : 

 sur la face (1) : . ���⃗ � =  �. ��⃗ � = \�] . ��⃗ � 

 sur la face (2) :  . ���⃗ � =  �. ��⃗ � = \�] . ��⃗ � �,  �,  � ∈ ℝ 

 sur la face (3) :  . ���⃗ � =  �. ��⃗ � = \�] . ��⃗ � (��⃗ �, ��⃗ �, ��⃗ �)�#��`�# �����MU��"�#�`#"M_U _�#��`�# �"�#�`#"M,� 

Pour chaque i (=1,2,3) 

\�] . ��⃗ b =  b. ��⃗ b =  b. \�]. ��⃗ b       I=91 0 00 1 00 0 1> 

⟹ (\�]. ��⃗ b −  b. \�]. ��⃗ b) = 0�⃗  ⟹ (\�] −  b. \�]). ��⃗ b = 0�⃗  

toujours on cherche on cherche ��⃗ b,  b; c’est un problèmes aux valeurs propres (3éqs .et 4 inconnues) 

det (\�] −  b. \�]) = |\�] −   b. \�]| = 0  

la solution donne : 

Vecteurs  propres Contraintes principales 

( � ,  �,  �) = (��, ��, ��) �� �� ≥ �� ≥ ��) 

 

    (��⃗ �, ��⃗ �, ��⃗ �) :vecteurs propres  ��⃗ � ⊥ ��⃗ � ⊥ ��⃗ � 

Dans le repère principale \�] de vient : 

¦�§¨ = 9�� 0 00 �� 00 0 ��> 

 

Exercice 5 : 

Déterminer les contraintes principale et directions principale de : 

\�] =     90,5 0,5 00,5 0,5 00 0 0,5>    (Pa) 

Solutions : 

1-Contraintes principales : 

det (\�] −  \�]) = 0 

⟹ ���(90,5 0,5 00,5 0,5 00 0 0,5>  −     91 0 00 1 00 0 1>  ) = 0 

 

⇒ ©0,5 −   0,5 00,5 0,5 −   00 0 0,5 −  © = 0 ⇒ (0,5 −  )� − 0,5�. (0,5 −  ) = 0 



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                                               Contraintes 
 

 

 

 

 
 

52 

 

⇒ (0,5 −  )\(0,5 −  )� −  0,5�] = 0 ⇒ (0,5 −  ). (1 −  ). (− ) = 0 ⇒  � = 0,5        � = 1       � = 0 ⇒ �� = 1(LM)�� = 0,5(LM)�� = 0(LM) 

2- directions principales : 

 direction ��⃗ � 

(\�] − ��\�]). ��⃗ � = 0�⃗ ⇒ ª90,5 0,5 00,5 0,5 00 0 0,5> − 91 0 00 1 00 0 1>« . 9�6�7�8 > = 9000> 

 

⇒ (90,5 0,5 00,5 0,5 00 0 0,5> . 9�6�7�8 > = 9000> 

⇒ ¬−0,5. �6 + 0,5. �70,5. �6  −  0,5. �70,5. �8
p ⇒ q�6 = �7�8 = 0 p 

On    ������⃗ � = ��6 + ��7 + ��8 = 1 ⇒ 2��6 = 1 

⇒ �6 = ± √22 = �7 

��⃗ � =
⎣⎢
⎢⎢
⎡√22√220 ⎦⎥

⎥⎥
⎤        _ 

⎣⎢
⎢⎢
⎡− √22− √220 ⎦⎥

⎥⎥
⎤
 

 direction ��⃗ � : 

(\�] − ��\�]). ��⃗ � = 0�⃗ ⇒ 90,5 0,5 00,5 0,5 00 0 0,5> . 9�6�7�8 > ⇒ q�7 = 0�6 = 0p 
Et               ������⃗ � = 1 ⇒ ��8 = 1 ⇒ �8 = ±1 

 

 

Donc : 

��⃗ � = 9001>  _ 9 00−1> 

 direction ��⃗ � : 

(\�] − ��\�]). ��⃗ � = 0�⃗ ⇒ 90,5 0,5 00,5 0,5 00 0 0,5> . 9�6�7�8 > = 9000> 

⇒ q0,5�6 + 0,5�7 = 00,5. �8 = 0 p 
⇒ �6 = −�7     et  �8 = 0   et������⃗ � = 1 ⇒ ��6 = 1 



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                                               Contraintes 
 

 

 

 

 
 

53 

 

⇒ �6 = ± √�� et �7 = ∓ √��  

��⃗ � =
⎣⎢
⎢⎢
⎡ √22− √220 ⎦⎥

⎥⎥
⎤        _ 

⎣⎢
⎢⎢
⎡− √22√220 ⎦⎥

⎥⎥
⎤
 

On peut aisément vérifier ��⃗ � ⊥ ��⃗ � ⊥ ��⃗ � et \�]. ��⃗ b = �b. ��⃗ b 
3.12. Propriétés : 

 Invariant linéaire : �� = �6 + �7 + �8 = �� + �� + �� 

 Invariant quadratique : �� = �6. �7 + �6. �8 + �7. �8  −  +�67  −  +�68  −  +�78 = ��. �� + ��. �� + ��. �� 

 Invariant cubique : �� = ��� \�] = �� . �� . �� 

On peut écrire : ��� (\�]  −  \�] =  �  − ��.  � + ��.   −  �� = 0 

3.13. Cercler de Mohr : 

 Le cercle de Mohr est une représentation graphique utilisée en mécanique des matériaux pour 

visualiser les états de contrainte à différents angles dans un matériau ou une structure. Il est 

particulièrement utile pour comprendre les contraintes normales et de cisaillement dans un matériau 

soumis à des charges externes. 

 Les cercles de Mohr représentent le tenseur des contraintes dans un point en trois 

cercles. Plaçons-nous dans les axes propres et prenons une facette quelconque de normale ��⃗ dont les composantes sont nx1, nx2, nx3 dans la base propre ®�⃗′b°. Le vecteur contrainte 

agissant sur cette facette est : 

\.] = 9�� 0 00 �� 00 0 ��> 9�6��6��6�> = 9���6����6����6�> 

 

 

 

 

 

 

 

 

U� 

U� U� 

0 

}→ 

�→ 

Q(|,�)±⎯⎯³ $ 
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´ 

µ ¶ 
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Mohr représente les contraintes dans le repère (��⃗  , �⃗) _(�, +). 
Dans le repère principale (1,2,3) : 

.�⃗ = \�·].��⃗ · = 9�� 0 00 �� 00 0 ��> . 9������> = 9�� . ���� . ���� . ��> 

� = .�⃗  . ��⃗  = �� . ��� + �� . ��� + �� . ���……………..(1) .� = �� + +� = ��� . ��� + ��� . ��� + ��� . ���…....(2) ��⃗ · = 1 ⇒ ��� + ��� + ��� = 1……………………….(3) 

On suppose que �� ≠ �� ≠ �� 

��� = +� + (� − ��). (� − ��)(�� − ��). (�� − ��)  

��� = +� + (� − ��). (� − ��)(�� − ��). (�� − ��)  

��� = +� + (� − ��). (� − ��)(�� − ��). (�� − ��)  

D’autre part , on sait que :�� ≥ �� ≥ �� et ��b ≥ 0 i=1,2,3 

 Etudions le signe des ���, ����� ��� ! 
(4) ⇒ +� + (� − ��). (� − ��) ≥ 0 ⇒ +� + �� − (�� + ��). � + ���� ≥ 0 

⇒ +� + º� − �� + ��2 »� + ����  −  (�� + ��2 )� ≥ 0 

⇒ º� − �� + ��2 »� + (+ − 0)� ≥ ���4 + ���4 + ����2  −  ���� 

⇒ º� − �� + ��2 »� + �� ≥ ���  −  ��2 ��
 

 pour que ��� ≥ 0 il faut que couple (�, +) soit à l’extérieur  du cercle de centre ���¼�½� , 0� et 

de reyon = �� D �½�  

De même , on obtient : 

(5) ⇒ +� + (� − ��). (� − ��) ≤ 0 

⇒ º� − �� + ��2 »� + +� ≤ ���  −  ��2 ��
 

(6) ⇒ +� + (� − ��). (� − ��) ≥ 0 

⇒ º� − �� + ��2 »� + +� ≥ ���  −  ��2 ��
 

+�¿6 = ��  −  ��2  
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Étapes pour tracer un cercle de Mohr : 

1. Déterminez les contraintes principales : 

 Identifiez les contraintes normales et tangentes dans le cas d'un problème en deux dimensions. 

2. Calculez les contraintes principales : 

 Pour un problème en 2D, les contraintes principales σ1 et σ2 sont les valeurs propres de la matrice 

des contraintes. 

3. Calculez la contrainte de cisaillement maximale : 

 La contrainte de cisaillement maximale τ max est associée à la différence entre les contraintes 

principales. 

4. Tracez le cercle : 

 Placez les contraintes σ1 et σ2 sur un graphique avec σ sur l'axe horizontal et τ sur l'axe vertical. 

3.14. Loi fondamentale de la dynamique : 

Les composantes du tenseur des contraintes dans un corps en équilibre sous l'action de 

forces de surface et de forces de volume doivent vérifier les équations d'équilibre indéfini et 

les équations d'équilibre à la surface. Considérons un parallélépipède élémentaire situé à 

l'intérieur d'un corps soumis à des contraintes. 
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Ecrivons que le parallélépipède est en équilibre : on écrit d'abord que la somme des moments 

des forces par rapport à chacun des axes est nul (mouvement de rotation) et on retrouve le 

fait qu'en l'absence de champ de moments σij est un tenseur symétrique. 

On écrit ensuite que la résultante des forces appliquées au parallélépipède est nulle. 

Considérons la projection de cette résultante sur l'axe Ox1.Les forces suivantes Ox1.qui 

s'exercent sur les 2 faces perpendiculaires à Ox1 sont : 

 

−����U��U� + º��� + �����U� �U�» �U��U� = �����U� �U��U��U� 

Sur les deux faces perpendiculaires à Ox2 : �����U� �U��U��U� 
Sur les deux faces perpendiculaires à Ox3 : �����U� �U��U��U� 
S'il existe un champ de force *⃗�  , l'équation du mouvement s'écrit : �����U� + �����U� + �����U� + *�� = ��U����  

ρ = masse volumique 

Suivant les deux autres axes, on obtient des équations identiques. Ainsi, l'équation du 

mouvement de translation prend la forme : ��by�Uy + *�b = ��Ub���  

Si *⃗�  est la pesanteur : FVi= ρgi ��by�Uy + ��b = ��Ub���  

C'est l'équation fondamentale qui relie les variations spatiales des contraintes dans un corps 
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aux accélérations des éléments de volume. Elle constitue, comme nous le verrons 

ultérieurement, le point de départ de l'étude des oscillations élastiques dans les solides. Dans 

le cas où le corps est en équilibre statique  les équations prennent la forme : ��by�Uy + *�b = 0  _ ��by�Uy + ��b = 0  
L'équation fondamentale peut être écrite sous forme vectorielle: �#�(�) + *⃗� = �M⃗ 

3.15.  Etats particuliers de contraintes 

3.15.1. Traction ou Compression simple  

dans la direction | : 

\�] =     9�6 0 00 0 00 0 0> 

Dans la direction # ⟶ ∆#       �by ≠ 0  ��  �by = 0 

  Si                     $| > 0 ⟶ ��M`�# �  
                                $| < 0 ⟶ ` '"����# � 

 

 

 

3.15.2.  Cisaillement pour (simple)  

dans le plan (ZUW) : 
 

\�] =     9 0 +67 0+67 0 00 0 0> 

 

 

3.15.3.  Contraintes triaxial de révolution 

Si deux contraintes principales sont égales et 

non-nulles. 

Par exemple :     �� > (�� = �� ≠ 0) 

3.15.4.  Contraintes plans  

 dans le plan (Oxy) : 

 

U� 

U� 

U� 
+67 

+76 



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                                               Contraintes 
 

 

 

 

 
 

58 

 

\�] =     ] �6(U, W) +67 0+67(U, W) �7(U, W) 00 0 0^ 

 

 

 

 

 

 

  

Le tenseur de contrainte au point P est donné par : 

� = 9 7 −5 0−5 3 10 1 2> 

 Déterminer le vecteur contrainte dans le plan qui passe 

par le point p et parallèle au plan ABC  

 

 

Solution : 

L’équation du plan ABC est : 3U� + 6U� + 2U� = 12 

Le vecteur normal au plan ABC est : � = �Á �⃗� + CÁ �⃗� + �Á �⃗� 

Donc le vecteur contrainte .�⃗ ��� : .�⃗ = �b	�b 

.�⃗ = 9 7 −5 0−5 3 10 1 2> ×
⎣⎢
⎢⎢⎢
⎡376727⎦⎥

⎥⎥⎥
⎤
 

.�⃗ = −97 �⃗� + 57 �⃗� + 107 �⃗� 

 

Exercice : 01 
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Un élément   en  état  de  contrainte  

plane  est  soumis  à  σx = - 3.5 MPa,  

σy = 10.5 MPa, MPaxy 7 . 

 

Solution: 

 Calcul les contraintes principales:  

 

  4.132
2

22
1 MPaxy

yxyx










 



 


  

  4.62
2

22
2 MPaxy

yxyx










 



 


  

 Les directions principales: 

 

 

 Direction des contraintes principales: 

 

 

 Direction des contraintes tangentielles 

max : 

 

 

 













1804522

4512
 -1

14-

142
2









yx

xy
tg

 

 

Donc :  5.672       ;      5.221   

 Cisaillement maximum: 

  9.9 
2

21
max MPa





  

 

 

Exercice : 02 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                                               Contraintes 
 

 

 

 

 
 

60 

 

 

 
 

 

 

  

Un solide en contrainte plane est soumis à 2 chargements différents 

donnant respectivement, en un point, les états de contraintes (a) et 

(b). Calculer les directions et contraintes principales lorsque les 2 

chargements agissent simultanément (c’est-à-dire, lorsqu’ils sont 

superposés). 

 
 
 

 

 

 

 

 
Solution : 
On ramène l’état de contrainte (b) aux axes UW 

      4060sin60cos
22

MPayx
yxyx

x 





 


  

      10120sin120cos
22

MPayx
yxyx

y 





 


  

      360cos 60sin
2

MPayx
yx

xy 


 


  

Principe de superposition: 

 

 
 

Calcul les contraintes principales: 

 

 Direction des contraintes principales:  Direction des contraintes tangentielles 

max : 

(a) (b) 

15 MPa 

15 MPa + = 

40 

10 

3 

40 

10 

18 

Exercice : 03 
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  8.30152
2

22
2,1 









 



 xy

yxyx 


  

 8.152     ;     8.451 MPaMPa    

Les directions principales: 

 

 
 

 725.0
2

2 



yx

xy
tg




  

 1082       ;      181   

 

Résolution avec cercle de MOHR : 
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Considérons l'état plan de contraintes au point L représenté 

sur la figure ci-contre. Les contraintes en (�LM).  

 Ecrire la matrice des contraintes en P dans le repère  UW�.  

 Déterminer les éléments principaux des contraintes. 

Représenter les éléments principaux des contraintes 

dans le plan UW 

 Tracer le tri-cercle de MOHR. En déduire la valeur 

du cisaillement maximum. Dans quel plan se 

trouvent les normales relatives aux plans de coupe 

soumis au cisaillement maximum ?  

 

 

 

Solution: 

1. Matrice des contraintes en P dans le repère UW� : 

 

� = 9−50 100 0100 −50 00 0 0> �LM 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Elements principaux de contraintes: 

σp1 = 50  MPa, σp2 = -150 MPa,et σp3 = 0 MPa   

-1=(-200)/200=
2

2
yx

xy
tg









 

⇒ 2 = − 45° 

 Représentation les éléments principaux des contraintes dans le plan UW : 

Exercice : 04 
 

 

 

Y 

X 
P 

50 

50 

50 50 

100 

100 

100 

100 
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 Tricercle de MHOR: 

On a  σp3 = 0 MPa, est une contrainte principale, et pour déterminer les deux autres en trace le cercle 

de MOHR, en utilisant les points : A (���,σ�� ) et B,(���, − ρ��).   ⇒ A (−50,100 ) et B,(50, −100).   

 

 

 

 La valeur du cisaillement maximum est donnée par le rayon du plus grand des 3 cercles : 

 
2

21
max





  

+�¿6 = ÂÃ¼�ÂÃ�  = 100 �LM 
 Les normales relatives aux plans de coupe soumis au cisaillement maximum sont les bissectrices du 

plan principalÄÅ.  2 = 45°.Ce sont donc les facettes U et W. 
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Considérons le solide de la figure1. Ce solide repose 

simplement sur le sol ( planZ67). 

 Déterminer la valeur de la constante Æpour que le 

solide soit en état d’équilibre. 

 On prend :� = 2 ��/'� 

 ,M ����#�é �_��M`#�_� �_ � , � _� ,� � , ��� 

 �⃗ = 
ÇÈ × �⃗a 

 

 

 

Solution : 

Etude d’équilibre : 

On a :É �⃗ . �� + ∮ .�⃗ ��= 0�⃗ ………………………………………………..(1) 

Les forces agissant sur la structure sont : 

1. Force de pesanteur: �*§������⃗ =  *⃗ . ��=�. �⃗. ��= -2.g.�a����⃗ .�� 

�*§������⃗ =  Ë −2. g. �a����⃗ . �� 

�*§������⃗ =  −2. g. �a����⃗ ∮ �� =−2. g. �a����⃗ . v 

On a: � = Î.È� . Ï 

⇒ �*§������⃗ = −H. l. L. g. �a����⃗  

Réaction du sol sur la base : �*�������⃗ = .�⃗ . ��=�⃗.��= 
ÇÈ . U. �⃗a �� 

�*�������⃗ = Ñ Æ, . U. �⃗a �� 

�*�������⃗ = Æ, �⃗a Ñ U �� 

Ñ U ��: ' '�����M�#�_� = ,2 . ,. Ï 

⇒ �*�������⃗ = ÇÈ �⃗a.
Ò�� ,= 

Ç� ,. Ï . �⃗a 

´#��#(1)� ′é`�#�: −H. l. L. g. �a����⃗ + Æ2 ,. Ï . �⃗a 

(1) ⇒ (−H. l. L. g + Ç� ,. Ï ). �⃗a ⇒ Æ = 2. �. Ó → " _� �_� ,M ���_`�_�� � #� �� é�_#,#x��. 
 

Exercice : 05 
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Soit �� un élément de surface de normale��⃗ , sur laquelle 

agit un vecteur contrainte .�⃗ . 

1. Déterminer les composantes de  ��⃗ , si on connaît : 

 � = 4 LM 

.�⃗ = ª 2.44−1.8« �⃗ =ª 0.80−0.6« 

 

 

Solution: 

1. Calcul ��⃗  :  
On a : .�⃗ =  �. ��⃗ + +. �⃗ ⇒  ��⃗  = �� . .�⃗ − �� . �⃗ 

.�⃗ . �⃗= + = (2.4 × 0.8) + (−1.8 × 0.6) = 3 LM 

Et + = √.� − �� = √25 − 16 = ± 3 → Z���M�M#,M��`,����_U ‼! 
��⃗ =  �Õ . .�⃗ − �Õ . �⃗= 

�Õ . ª 2.40−0.6« − �Õ . ª 0.80−0.6« =  ª010« 

→ ��⃗  = �7����⃗  

 

 

 

 
 

 

 

  

Soit �� un élément de surface de normale��⃗ ,  

1. sur laquelle agit un vecteur contrainte.�⃗ . 

2. Déterminer les composantes de  ��⃗ , si on connaît : 

� = 0.5 LM  et  + =  √�Õ  

� = 90.5 0.5 00.5 0.5 00 0 0.5> 

 

 

 

Solution : 

3. Calcul ��⃗  :  
On a: .�⃗ =  �. ��⃗ ⇒ ¬.6 = 0.5. �6 + 0.5. �7.7 = 0.5. �6 + 0.5. �7.8 = 0.5. �8

p 
� = .�⃗  . ��⃗ = 0.5 ⇒0.5(�6 + �7)�6 + 0.5��6 + �7��7 + 0.5�8� = 0.5 

Et puisque: �6�+�7� + �8� = 1 

Exercice : 07 

Exercice : 06 
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�7�6 = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . . . (1) 

D’autre part :+� = .� − ��= (√�Õ )� ⇒ 2�0.5�6 + 0.5�7�� + 0.25�8� − (0.5)�= 
�Ö 

⇒ 0.25(�6�+�7�) = �Ö 

⇒ �6�+�7� = �Ö ⇒ �6�+�7� = 0.5 … … … … … … … … … … … … … … … … … … (2) 

On sait que : �6�+�7� + �8� = 1 ⇒ 0.5 + �8� = 1 ⇒ �8 = ∓√0.5 �′M"�é� ,é�_M�# � (1): �7�6 = 0, ⇒ �7 = 0  _, �6 = 0  (�6 = �7 = 0 
 �, "_#��_� �8 ≠0) 

Si :�6 = 0 ⇒ (2): �7 = ∓√0.5 

Si :�67 = 0 ⇒ (2): �67 = ∓√0.5 

Le vecteur ��⃗  "����,���M,�_��: ��⃗  =  ∓ × 0√0.5√0.5Ø 

 

 

 

  

La distribution des contraintes sur un cube élémentaire est 

donnée par le tenseur�Ù.  

 D'après ce schéma déduire la matrice du tenseur de 

contrainte�Ù. 
 Déterminer les contraintes et les directions 

principales normalisés de �Ù. 
 Déduire les invariants du tenseur�Ù. �Ã = 2�LM 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution  

1. D'après le schéma on déduit que le tenseur de contraintes est : 

�Ù = 90 2 02 0 20 2 0> Mpa 

2. Contraintes principales et les directions principales : 

Exercice : 08 
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|� −  �| = ©−  2 02 −  20 2 − © = − ( � − 8) 

Donc les solutions de ce polynôme caractéristique (les valeurs principales) : �� = 2√2,�� = 0, �� = −2√2 

Détermination des axes principaux : on a (� −  �)�⃗ = 0�⃗  

�� = 2√2 ⇒ ]−2√2 2 02 −2√2 20 2 −2√2^ 9U�U�U�> = 9000> ⟹ U� = U�√2 ��U� = U�√2 

Donc�⃗� = U� ]1/√211/√2^ 

On déduit �′��⃗ � = ]1/2√21/21/2√2^ 

De la même façon on obtient 

�⃗� = U� 9 10−1>…0,5 et �′��⃗ � = ]1/√201/√2^;�⃗� = U� ]−1/√21−1/√2^ et �′��⃗ � = ]−1/2√21/2−1/2√2^ 

3- Les invariants  �� = ��+��+�� = 0 �� = ���� + ����+���� = −8 �� = ������=0 

 

 

 

  

Le tenseur de contrainte est donné par rapport à la 

base Ox1x2x3 

Avec b inconnu, si la contrainte principale σ3=3 Mpa et 

σ1=2σ2, 

 Determiner les contraintes principales. 

 Déduire la contrainte de cisaillement maximale. 

 Calculer la valeur de b. 

 Déterminer la direction principale correspondante à σ2. 

�Ù = 94 x xx 7 2x 2 4> Mpa 

 

 

 

Solution  

1. Calcul des contraintes principales: 

On a : I� = σ�+σ�+σ�(invariant) avec σ1=2σ2 et σ3=3 MPa  

donc15=3σ2+3 

On obtient : σ2 = 4 MPa et σ1=8 MPa 

Exercice : 09 
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1. τmax = (σ1─2σ3)/2=2.5 MPa 

2. I� = σ�σ�σ�= det (σÜ) (invariant) 

DoncI� = 96 = 96 − 7b� on déduit b=0 

3. Détermination de l'axe principale pour ��: 

�� = 4 ⇒ 90 0 00 3 20 2 0> 9U�U�U�> = 9000> ⟹ 

U� = U� = 0 ��0U� = 0 

Donc�⃗� = U� 9100> 

On déduit �′��⃗ � = �⃗� 

 

 

 

  

Au point M d'un matériau, et dans le repère ®�Þ��⃗ °  le tenseur 

de contrainte s’écrit : 

1. Calculer les contraintes principales et les axes 

principaux en fonction deÆ. 

2. Déduire les scalaires invariants de ce tenseur. Dans 

la suite en prendÆ = 1. 

3. Calculer le vecteur contrainte sur la facette de 

normale ��⃗ �����⃗ � tel que : 

 

¬��⃗ � = 12 �⃗� + √32 �⃗���⃗ � = ��⃗ � × �⃗�
p 

�Ù = 9 4 2Æ 02Æ 4 00 0 −12Æ> 

 

 

Solution 

1- Calcul des contraintes principales en fonction de α : 

|� −  �| = ©4 −   2Æ 02Æ 4 −   00 0 −12Æ −  © = −(12Æ +  )(4 − 2Æ −  )(4 + 2Æ −  ) 

Donc les solutions de ce polynôme caractéristique (les valeurs principales) : �� = 4 + 2Æ, �� = 4 − 2Æ, �� = −12Æ 

Détermination des axes principaux : 

�� = 4 + 2Æ 92Æ 2Æ 02Æ 2Æ 00 0 −12Æ> 9U�U�U�> = 9000> ⟹ U� = −U���U� = 0 

Donc�⃗� = U� 9 1−10 > 

Exercice : 10 
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On déduit �′��⃗ � = ] 1/√2−1/√20 ^ 

 

De la même façon on obtient �⃗� = U� 9110> et �′��⃗ � = ]1/√21/√20 ^;�⃗� = U� 9001> et �′��⃗ � = 9001> 

2- Les invariants: �� = ��+��+�� = 8 − 12Æ 

,�� = ���� + ����+���� = 16 − 96Æ − 4Æ� �� = ������=12Æ(4Æ� − 16) 

3- La matrice de passage Q entre ®�Þ��⃗ ° et ®�Þ��⃗ ′° 

On a�����⃗ (1,0,0), �����⃗ (1,0,0), �����⃗ (1,0,0) et�′�����⃗ (1/√2, −1/√2, 0), �′������⃗ �1/√2, 1/√2, 0�, �′������⃗ (1,0,0) 

Avec ßby = �⃗b ∙ �⃗′y 

Donc on obtient: 

ß = ] 1/√2 1/√2 0−1/√2 1/√2 00 0 1^ 

4- Calcul le vecteur contrainte  

5- : pour α =1 on a  

�Ù = 94 2 02 4 00 0 −12> 

.�⃗ � = �Ù ∙ ��⃗ � ⇒ .�⃗ �(2 + √3, 1 + 2√3, 0) 

��⃗ � = ��⃗ � × �⃗� = √32 �⃗� ⇒ .�⃗ � = �Ù ∙ ��⃗ � ⇒ .�⃗ � = 6√3�⃗� 

 

 

 

  

Soit le tenseur de contrainte suivant en coordonnées sphérique 

(r,θ,φ) 

1. Calculer les scalaires invariants, la partie sphérique et le 

déviateur de ce tenseur. 

2. Déterminer le vecteur contrainte au point M (1, 0,0) 

appartenant à la sphère de rayon r=1. 

3. Si on fait rotation des vecteurs de base d'un angle de 45° 

autour de l'axe des x quel sont les nouvelles composantes 

du tenseur de contrainte et du vecteur de contrainte au 

point M.  

4. Déduire les contraintes principales de ce tenseur. 

�Ù = 92 0 00 1 2�0 2� 1 > 

Exercice :11 
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Solution 

1. Les scalaires invariants la partie sphérique et le déviateur �� = 4,�� = 5 − 4��, �� = 2(1 − 4��) 

�Ùá = 94/3 0 00 4/3 00 0 4/3>,�Ù = 92/3 0 00 −1/3 2�0 2� −1/3> 

2. Calcul le vecteur contraint au point M (r=1, 0,0) : 

La sphère a une équation r=1 (f (r,θ,φ)=r-1) en coordonnées sphériques donc la normale : 

��⃗ = ∇��⃗ �ã∇��⃗ �ã = �⃗ä 9100> 

.�⃗ = �Ù ∙ ��⃗ = 92 0 00 1 20 2 1> 9100> = 2�⃗ä 

3. Calcul du tenseur de contraintes transformé au point M.  

Le tenseur de rotation des vecteurs de base est : 

å = ]1 0 00 1/√2 −1/√20 1/√2 1/√2 ^ 

Donc on a σ'=R
T 

σ R 

�Ù ′ =
⎣⎢
⎢⎢
⎡1 0 00 1√2 1√20 − 1√2 1√2⎦⎥

⎥⎥
⎤ 92 0 00 1 20 2 1>

⎣⎢
⎢⎢
⎡1 0 00 1√2 − 1√20 1√2 1√2 ⎦⎥

⎥⎥
⎤
 

On obtient: 

�Ù ′ = 92 0 00 3 00 0 −1> 

4. Les contraintes principales 

Nous remarquons que dans le nouveau repère la matrice du tenseur est diagonale dont les éléments 

représentent les contraintes principales, finalement on a : �� = 3, �� = 2, �� = −1 

 

 
 

 

 

  

En un point M de coordonnées x1, x2, x3, on se donne 

le tenseur de contrainte suivant : 

5. Quelles sont les conditions sur α, β, γ pour 

� = ]U� + U� 0 00 ÆU�� �U�U�0 �U�U� æU��
^ 

 

Exercice :12 
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respecter les conditions d'équilibre (*⃗� = 0�⃗ ). 
6. Sur plan x3 = x2, la contrainte 

est�⃗(0, U��, −U��), déterminer les constantes α, 

β, γ. 

7. Au point M1 (1, 3,3) déterminer 

graphiquement les contraintes principales. 

8. Déduire la contrainte de cisaillement 

maximale. 

(�"M)(x2≠0, x3≠0) 

 

 

Solution : 

L'équation d'équilibre (*⃗� = 0)�#�(�Ù) = 0�⃗  

A l’équilibre en absence des forces extérieures on a div(σÙ) = 0�⃗   , on obtient : 

2αx2+γ x2=0, 2βx3+γ x3=0  

On obtient : α=-γ/2, β =-γ/2 

2-détermination de α, β, γ : 

Sur le plan x3 = x2, n�⃗ (0, − √�� , √�� ) 

T��⃗ = f⃗ ⇒ σÙ ∙ n�⃗ = f⃗ ⇒ α − γ = √2, β − γ = −√2 

⇒ γ = 2√23 , α = − √23 , β = − √23  

3. les contraintes principales : 

On a σÙ(P) = 96 0 00 −3√2 6√20 6√2 −3√2> 

Donc σ2 = 6 MPa, est une contrainte principale, et pour déterminer les deux autres en trace le cercle 

de MOHR en utilisant les point A(−3√2, 6√2),  et B(−3√2,−6√2).   

On obtient σ3 = −9√2MPa 

 
 

 

 

  

L’état des contraintes en un point M d’un milieu continu est 

donné dans une base orthonormée ({�⃗ 1, {�⃗ 2, {�⃗ 3) par le tenseur : 

 Quel est l’état des contraintes en M pour α = 0. 

  Pour α = 1, calculer les composantes normales et 

tangentielles des vecteurs contraintes agissant en M sur 

les deux facettes de normale 

σÜ = 9 7α 36α 036α 7α 00 0 70> 

α: constante réelle, paramètre 

de charge. 

 

Exercice : 13 
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��⃗ �(
√�� , �� , 0) ����⃗ �(

�√� , �√C , �√�). 
 Déterminer en fonction de α, les contraintes principales 

et les directions principales correspondantes ? 

 Déterminer la partie sphérique et le déviateur de ce 

tenseur. 

 Déterminer les valeurs de α, pour que l’état des 

contraintes au point M soit une pression superposée à 

un cisaillement pur. 

 

Solution  

1- Pour α=0 l'état de contraintes devient une traction suivant z 

2- pour α =1 on a �Ù = 9 7 36 036 7 00 0 70> 

.�⃗ � = �Ù ∙ ��⃗ � ⇒ .�⃗ �
⎣⎢⎢
⎢⎡7√32 + 18
18√3 + 720 ⎦⎥⎥

⎥⎤
 

Contrainte normale�� = .�⃗ � ∙ ��⃗ � = ë Á√�� + 1818√3 + Á�0 ì ∙ ë√����0 ì = 7 + 18√3 

 

Contrainte tangentielle+� = P.� − ���=18 (Mpa) 

.�⃗ � = �Ù ∙ ��⃗ � ⇒ .�⃗ �
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡ 7√2 + 6√6
18√2 + 7√670√6 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤
 

Contrainte normale �� = .�⃗ � ∙ ��⃗ � =
⎣⎢⎢
⎢⎡ Á√� + 6√618√2 + Á√CÁÃ√C ⎦⎥⎥

⎥⎤ ∙
⎣⎢⎢
⎢⎡ �√��√C�√�⎦⎥⎥

⎥⎤ = 28 + 12√3 

Contrainte tangentielle+� = P.� − ���=21 (Mpa) 

3- Calcul des contraintes principales en fonction de α : 

|� −  �| = ©7Æ −   36Æ 036Æ 7Æ −   00 0 70 −  © = −(−70 +  )(29Æ +  )(43Æ −  ) 



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                                               Contraintes 
 

 

 

 

 
 

73 

 

Donc les solutions de ce polynôme caractéristique (les valeurs principales) : �� = 70, �� = 43Æ, �� = −29Æ 

Détermination des axes principaux : 

�� = 70; 97Æ − 70 36Æ 036Æ 7Æ − 70 00 0 0> 9U�U�U�> = 9000> ⟹ U� = U� = 0 ��U��`� 

Donc�⃗� = U� 9001> On déduit �′��⃗ � = 9001> De la même façon on obtient�⃗� = U� 9110> et �′��⃗ � =
]1/√21/√20 ^;�⃗� = U� 9−110 > et �′��⃗ � = ]−1/√21/√20 ^ 

4- la partie sphérique et le déviateur : 

�Ùá =
⎣⎢
⎢⎢⎢
⎡14Æ + 703 0 0

0 14Æ + 703 0
0 0 14Æ + 703 ⎦⎥

⎥⎥⎥
⎤

�Ùî = ](7Æ − 70)/3 36Æ 036Æ (7Æ − 70)/3 00 0 (140 − 14Æ)/3^ 

 

5- Il faut que 7Æ = 70 donc Æ = 10 dans ce cas�Ù = 9 70 360 0360 70 00 0 70> 

 

 

 

 

 

  

L'état de contraintes en (M) est donné par le tenseur suivant 

�Ù = 9 � M� x�M� � `�x� `� � > 

Ou a, b, c sont des réels et σ est une valeur de contrainte. 

 Determiner les valeurs de a,b,c pour que le veceur de contrainte agissant 

sur le plan de normale ��⃗ ( �√� , �√� , �√�), Soit nul. 

 Maintenant on suppose que a = 2, et σ = 2 MPa, b = c = 0. 

 Représenter cet état de contraintes sur un cube unitaire. 

  Tracer le cercle de MOHR et déduire les contraintes principales 

 Soit le plan (Δ) dont la normale fait un angle θ = 30° avec le premier axe 

principal. 

 Déduire la contrainte normale et la contrainte tangentielle.   

 

 

 

Exercice : 14 
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Solution  

1-  On a .�⃗ = �Ù ∙ ��⃗ = 0  
 

 

2- avec��⃗ ( �√� , �√� , �√�), on obtient le système d'équations suivant: 

ïM + x + 1 = 0M + ` + 1 = 0x + ` + 1 = 0p 
On obtient la solution a=b=c=-1/2  

3- Dans ce cas on a  

�Ù = 92 4 04 2 00 0 2> Qu'on peut représenter comme suit : 

4- Les contraintes principales  

Donc σ2=2   est une contrainte principale, et pour déterminer les deux autres en trace le cercle de 

MOHR en utilisant les point A et B. 

A (σ11, σ12) ou A (2,4), B (σ22, -σ12) ou B (2,-4) 

L’intersection du cercle de MOHR avec l’axe des abscisses donne les contraintes principales : 

σ1=6, σ3=-2 

5- Contrainte normale et tangentielle: 

 

 

On déduit de ce schéma σ = 4 MPa.τ = -3.46 MPa. 
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Une plaque quadrilatérale sous forme de losange 

d’angle 30° au coin est  soumise  à un  cisaillement 

uniforme  +Ã  tel que montré  sur  la  figure  ci-contre.  

 Déterminer le tenseur des contraintes rapporté 

au repère(U1, U2) 

 Calculer  les  composantes  normale  et  

tangentielle  du  vecteur  contrainte  agissant  

sur  un  plan  de  coupe  inclinée  de  20°  par 

rapport à l’axe U1. 

  Déterminer les contraintes principales et le 

cisaillement maximal que subit la plaque. 

  Faire une représentation dans le plan de 

MOHR . 

 

 

 

Solution  

1) Tenseur de contraintes: 

D’après la relation tenseur – vecteur contrainte : 

Sous forme notation indicielle :Qð = $ðñ�ñ 
Donc :º.�.�»= ò��� ������ ���ó × �	ô	�� 

Sur le plan horizontal de normale n = [0 1], Ï’M��,� =  90° 

 Le vecteur contrainte n’a que la composante .� = +Ã Ce qui donne : 

��������= �+Ã0 � 

D’où � = ò���+Ã+Ã   0ó 

Sur le plan incliné de 30° de normale n = 
�� . \1 √3],  la composante normale du vecteur contrainte 

est nulle  

Sous forme indicielle :�		 = �by�b�y = �	 

�	= 
�� \−1 √3] ò���+Ã+Ã   0ó × �� º−1√3» = 0 

��� = 2√3 × +Ã 

Finalement :� = õ 2√3 × +Ã+Ã+Ã                         0ö 

Exercice : 15 
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2. Contraintes normale et tangentielle sur le plan incliné de 20°   

Le vecteur normal :� = ò−0.342020.93969 ó 

Vecteur contrainte :(.)= õ 3.34641 × +Ã+Ã+Ã                         0ö × ò−0.342020.93969 ó=õ −0.2410 × +Ã−0.34202 × +Ãö 

3. Composantes normale et tangentielle   �	 = −0.23756 × +Ã + = 0.3473 × +Ã 

4. Contraintes principales: det (� −  �) = 0 

õ 2√3 × +Ã −  +Ã+Ã                         0 −  ö = 0 ⟹  � − 2√3 × +Ã ×   × +Ã=0 

La solution est :  = (√3 ∓ 2) × +Ã 

 Les contraintes principales :�÷ = (√3 + 2) × +Ã �÷÷ = (√3 − 2) × +Ã 

 La contrainte de cisaillement maximale : 

+�¿6 = 12 (�÷ − �÷÷) = 2 × +Ã 

 

 

 

 

 

 

  

Le champ des contraintes dans un solide élastique 

isotrope en absence de forces de volume est  

défini par le tenseur suivant : 

 Ecrire les équations d’équilibre et trouver 

les valeurs des constantes a, b et c.  

  Ecrire le tenseur des contraintes au point 

M (1, 1,0) (remplacer les valeurs de a, b et 

c).  

 Déterminer graphiquement les contraintes 

(M��`U� ≠ 0, U� ≠ 0, U� ≠ 0) : 

�Ù = ]M(U�� − 4) 4U�U� − 1 −6U�U�4U�U� − 1 x(U�� − 1) 0−6U�U� 0 `(U�� + 1)^(10
6
 Pa) ;    

a, b et c des constantes réelles. 

 

Exercice : 16 
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principales au point M.  

 Déterminer la partie sphérique et le 

déviateur de �ÙM. 

 Ecrire le tenseur de déformation au point 

M.et déduire l'allongement unitaire suivant 

le vecteur ��⃗ ��� , √�� , 0� 

 (E = 2.5.10
9
Pa, ν = 0.3). 

 

Solution  

1- Calcul des constantes a, b, c. 

L'équation d'équilibre (*⃗� = 0)�#�(�Ù) = 0�⃗  ���y�Uy = 2MU� + 4U� − 6U� = 2MU� − 2U� = 0 

���y�Uy = 2xU� + 4U� = 0 

���y�Uy = 2`U� − 6U� = 0 

On déduit : a=1, b=-2, c = 3 

2- Le tenseur �Ù au point M  

�Ù� = 9−3 3 03 0 00 0 3>Mpa 

3- Donc σ1=3   est une contrainte principale, et pour déterminer les deux autres en traçe le cercle de 

MOHR en utilisant les point A et B 

A (σ11, σ12) ou A (-3,3), B (σ22, -σ21) ou B (0,-3) 

L’intersection du cercle de MOHR avec l’axe des abscisses donne les valeurs principales : 

σ2=1.8, σ3=-4.8 

4- La partie sphérique et le déviateur : 

�Ù = �Ùá + �Ùî ⇒ �Ùá = 90 0 00 0 00 0 0> 

�Ùî = 9−3 3 03 0 00 0 3> 

5- Le tenseur de déformation au point M on a  

ø�̿ = 10D� 9−1.56 1.56 01.56 0. 00 0 1.56> 

L’allongement unitaire suivant n�⃗  
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εúú = εûünûnü =  n�⃗ · ε̿ · n�⃗   Donc : 

εnn=0.96.10
-3 

Exercices non corrigé 

 
 

 

 

  

Un solide est soumis à un état de contraintes dont les composantes cartésiennes 

sont : 

þ = 9 w −�� ���−�� w w
��� w w >N mm��  

 Calculer les composantes des forces de volume 

 Déterminer, par leurs normales, les facettes sur lesquelles le vecteur contrainte 

agissant est nul. Donner l’angle d’inclinaison par rapport à l’horizontale de la 

facette passant par le point M (1.0.1). 

 Déterminer les contraintes principales. 

 A quel état pour de contraintes correspond ce point. 

 

 

 
 

 

 

  

L’état de contrainte dans une pièce rapportée à un système d’axes (ÄÞ)�������⃗  en un point 

M de coordonnées (U� ,U�,U�) est représenté par :  

$ = 9�ww ww www ww ww w −ww> MPa 

 Trouver les contraintes �b et directions principales associées Äb 
 Déduire la contrainte tangentielle maximale. 

 Déduire les composantes du tenseur sphérique et déviatoriques. 

 

 
 

 

 

  

Un élément plan est soumis aux contraintes représentées sur la figure ci-dessous : 

En utilisant uniquement le cercle de MOHR, déterminez : 

 Les contraintes principales et leurs directions correspondantes. 

 La contrainte de cisaillement maximale et le plan sur lequel elle agit. 

 

Exercice : 19 

Exercice : 18 

Exercice : 17 
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Soit dans un repère orthonormé (e1, e2, e3). On considère le champ de contraintes 

homogène défini par (en MPa) 

 

 


















1000

0035

03510

ij  

1. Déterminer les contraintes principales �÷,�÷÷et �÷÷÷dans l'ordre décroissant ainsi 

que les directions principales associées (nPI , nPII , nPIII ) 

2. Vérifier que les trois invariants du tenseur restent inchangés. 

3. Pour une direction quelconque��⃗ , déterminer les composantes normales,�	, et 

tangentielle��, de la densité de force�. Dessiner le cercle de Mohr. 

4. Déterminer les parties hydrostatiques et déviatorique du tenseur � dans (e1, e2, 

e3). 

 

 
 

 

 

  

Un point p d’un solide élastique agit un vecteur contraintes T sur un plan 

défini par sa normale n inclinée de 38° par rapport à la direction de la contrainte 

majeure �����C MPa. La seconde contrainte principale vaut �� = 53 �LM et les 

composantes normale et tangentielle du vecteur contrainte T valent �	=36 MPa et + = 92 �"M. 
 Trouver la valeur de la troisième contrainte principale ainsi que l’angle que 

fait la normale n avec les deux autres directions principales. 

 

 

 

Exercice : 21 

Exercice : 20 
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La déformation d'un milieu continu fait référence aux changements de forme, de taille et de 

volume d'un matériau sous l'influence de contraintes ou de forces appliquées. Cela concerne 

principalement les solides et les fluides. Les déformations d'un milieu continu sont étudiées dans 

le domaine de la mécanique des milieux continus, qui englobe la mécanique des solides 

déformables (élasticité, plasticité) et la mécanique des fluides. 

Il existe plusieurs types de déformations dans un milieu continu : 

1. Déformation linéaire : 

o Extension ou compression : Changement de longueur d'un matériau le long d'une 

direction donnée en réponse à une force axiale. 

o Cisaillement : déplacement relatif des couches d'un matériau le long d'une direction 

parallèle à une surface donnée. 

2. Déformation angulaire : 

o Déformation de torsion : Rotation d'un segment de matériau autour de son axe 

longitudinal. 

3. Déformation volumétrique : 

o Dilatation : augmentation du volume d'un matériau en réponse à des forces 

extérieures. 

Les déformations peuvent être élastiques ou plastiques, en fonction des propriétés du matériau. 

Dans les déformations élastiques, le matériau retrouve sa forme d'origine une fois que les 

contraintes cessent d'agir. Dans les déformations plastiques, le matériau subit des changements 

permanents de forme après le retrait des contraintes. 

La déformation d'un milieu continu est décrite mathématiquement par des grandeurs telles que le 

déplacement, la déformation et la contrainte. Les lois de comportement des matériaux, comme la loi 

de Hooke pour les matériaux élastiques linéaires, permettent de relier les contraintes appliquées aux 

déformations résultantes. 

En mécanique des fluides, les déformations d'un fluide sont généralement exprimées en termes de 

taux de déformation et de taux de rotation. Les fluides newtoniens obéissent à la loi de Newton de 

la viscosité, qui relie le taux de déformation au taux de contrainte pour décrire le comportement du 

fluide. 

1.1. Introduction 
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En résumé, la déformation d'un milieu continu englobe les changements de forme et de volume d'un 

matériau en réponse à des contraintes ou des forces appliquées. Cette notion est cruciale pour 

comprendre le comportement des matériaux dans diverses situations et est largement étudiée dans 

les domaines de la mécanique des solides et de la mécanique des fluides. 

1.2. Définitions : considérons dans un référentiel cartésien, la position du point P d'un corps 

continu avant et après la déformation (déformation infinitésimale). On dit qu'une particule s'est 

déplacée si elle change de position. 

On dit qu'un milieu continu est déformé lorsqu'il y a un changement de distance entre deux 

particules. 

 
 

 

 

��⃗  : vecteur de déplacement 

P : ������⃗ =  ���	��������⃗ =  ��⃗  

Q : �
����⃗ =  ���	����������⃗ =  �′���⃗  

�������������⃗ ≠ �	�	���������⃗  

⟹ �������������⃗�	�	���������⃗ ≠ 1 

 �	�	����������⃗ ≠ �������������⃗  

 

 Extension (noté �): c’est la variation de la distance entre deux points  P et Q  

� =  ��
�����������⃗ � ��
�����������⃗��
�����������⃗                  ( sans unité) 

 Distorsion (noté   �) : c’est la variation de l’angle formé par 3 point P Q et n  

� = �� − ∝     l’angle externe 

1.3.  Déplacement est déformation d’un MC : 

Supposons : 

1- P et Q sont très voisins  

�� :    �������� 
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 � :    ��� + "��� + "��� + "�� 

 

 

2- configuration #�  et  #$sont très voisines : 

���	 :    ��%�&�' �  = ��⃗  

��⃗ ′ = ���	����������⃗ =  (�′% = �% +  "�%�′& = �& + "�&�′' = �' + "�' ) =  ��%�&�' �   +     ("�%"�&"�' ) 

���	����������⃗ = ��⃗ +    
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡-�%-� . "� -�%-� . "� -�%-� . "�-�&-� . "� -�&-� . "� -�&-� . "�-�'-� . "� -�'-� . "� -�'-� . "�⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤
 

 

⟹ ���	����������⃗ = ��⃗ +    
⎣⎢⎢
⎢⎡2342% 2342& 2342'2352% 2352& 2352'2362% 2362& 2362' ⎦⎥⎥

⎥⎤ �"�"�"��   = ��⃗ + 789:" ��⃗ ;. "�����⃗  

 ���	����������⃗ = ���	��������⃗ +  <89:" ���	��������⃗ = .  �������������⃗  

Propriété : 

Tout tenseur d’ordre deux ( matrice) peut se décomposer eu un tenseur  symétrique et un tenseur 

antisymétrique, tel que : 7>; = 7>?;    +  7>@; 
Avec : 7>?;    = 

	�  ( 7>; + 7>;A) 

7>@; = = 
	�  ( 7>;  −  7>;A) 

 

C’est clair, sans faire de démonstration, faisant  le BC  pour <89:" ���	��������⃗ = 
On a donc <89:" ���	��������⃗ = = 7#; + 7�; 
Tel que: 

7�; = 12 ( <89:" ���	��������⃗ = +  <89:" ���	��������⃗ =A) 



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                    Déformations 
 

 

 

 
 
 

83 

 

7#; = 12 ( <89:" ���	��������⃗ =  −   <89:" ���	��������⃗ =A) 

Soit: 

7�; =  
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡ -�%-� 12 (-�%-� + -�&-� ) 12 (-�%-� + -�'-� )12 (-�%-� + -�&-� ) -�&-� 12 (-�&-� + -�'-� )12 (-�%-� + -�'-� ) 12 (-�%-� + -�'-� ) -�'-� ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤
 

 

7#;=
⎣⎢
⎢⎢
⎡ 0 	� (2342& − 2352% ) 	� (2342' − 2362% )	� (2352% − 2342& ) 0 	� (2352' − 2362& )

	� (2362% − 2342' ) 	� (2362& − 2352' ) 0 ⎦⎥
⎥⎥
⎤
 

 

Par conséquent : ���	����������⃗ = ���	��������⃗ + 7#; . �������������⃗  + 7�; . �������������⃗  

 ��⃗ ′ =  ��⃗  +  7#; . "�����⃗   +   7�;  .   "�����⃗  

 

 

 

 

            

d’autre  part : 

 

7#; . "�����⃗  =  � 0 −GH G�GH 0 −G	−G� G	 0 �    .    �"�"�"��     =    �G	G�GH�  .   �"�"�"��     =  G��⃗    .   "�����⃗  

G��⃗    .   "�����⃗ =  ( I⃗% I⃗& I⃗'G	 G� GH"� "� "�)    =   � G� . "� −  GH . "�−G	 . "� +  GH . "�G	 . "� −  G� . "� � 

 Finalement:  ��⃗ ′  =  ��⃗  +  G��⃗  . "�����⃗   +   7�;  .   "�����⃗  

G��⃗ = 	� ⎣⎢⎢
⎢⎡2362&  −  2352'2342'  −  2362%2352& − 2342& ⎦⎥⎥

⎥⎤
             Vecteur de rotation 

Translation 

Déformation 

Rotation autour de P0 
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1.4.  Calcul la distorsion  

 Calculons la distorsion dans le plan (J��) . 

 Déterminons les coordonnées des différents 

points : 

A :K���L                          M’ :N� +  �%� + �&� + �'
L 

B ∶  P �� + "�            L Q’ :R�S  + "�% + �%�S + "�& + �& L 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Et     Q’ :T � + 2342%  . "� + 2342& . "� =  � + 2342& . "� + �%� + "� + 2352%  . "� + 2352& . "� = � + "� + 2352& . "� + �& L 
C ∶  R� + "�� L U ′: T�V + "�% = � + "� + 2342%  . "� + �%�V + "� = � + 2352%  . "� + �& L 
D:: R� + "�� + "�L W′: T�X + "�% = � + "� + 2342%  . "� + 2342& . "� + �%�X + "� = � + "� + 2352%  . "� + 2352& . "� + �& L 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On a:Y%& = �� − Z = [	  +  [� 

tan [	 ≈ [	=
`a4`5 .b&

b&c`a5`5 .b& =  `a4`5	c`a5`5  

 

� 

� 0 

M′ 

Q′ 

U′ W′ 

"& 

"% 

M Q 

U W Ud  

[	 

[� 

e 

Qd  

 

M′ 

U′ Ud  -��-�  . "�

"� + -��-�  . "� 

M′ 

Q′ 

Qd  "� + -��-�  . "� 

-��-�  . "� 

fg 

fh 
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tan [� ≈ [�=
`a5`4 .b%b%c`a4`4 .b% =  `a5`4	c`a4`4  

Dans le cadre de l’hypothèse:   
2342% ≪ 1  et   

2352& ≪ 1 

donc : [1 = -��-�  et   [2 = -��-� ⟹ Y�� = -��-� +  -��-� = 2��� 

Le même, on obtient : 

Y%' = -�%-� + -�'-� = 2�%' 

Y&' = -�&-� +  -�'-� = 2�&' 

Conclusion : 

On appel tenseur des déformations  

7�;  =  ( �%�%& �&�%' �&' �')          =   ⎣⎢⎢
⎡ �%	� Y%& �&	� Y%' 	� Y&' �'⎦⎥⎥

⎤
 

Avec :  

                    �% , �& , �'   :  extensions 

                 Y%& , Y%'  , Y&'   : distortions 

On  peut écrire :   �jk   =  	�  ( 
23l2%m +  

23m2%l  )n, p = �, �, � 

Exercice 1: Soit une plaque : 
��⃗ =    �Z .  q + [ . �r . �0 � 

1- Calculer 7�; , 7#; . 
2- Donner la signification physique des 

constantes Z , [  , r .  
Si     Z = 	s [ = 	H r = �	H  

3- Calculer les coordonnées de A, B, C, 
D après déformation. 

4-  Tracer la configuration finale de la 
plaque. 

 

 

 

 

� 
� 
t A 

B 

C 

D 

+u 

 
−u 

 

−v 

 

+v 
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Solution : 

1- � Iw 7#; 
7�;  =  xZ y� 0y� r 00 0 0z                            7#; =x 0 y� 0�y� r 00 0 0z 

2- signification physique : Z , r : Extensions  [ : Distorsion. 

3- Coordonnées des bornes après déformation : 

 

Après déformation: #�      ⟶ #$ 
 

 

 

M(x ,y)       ⟶ >′ (�′, �′) 

|�′ =  � + �% = 65 � + 13 �
�′ = � + �& = 23 � L 

donc :     

                A ( -5 , 3)    ⟶ M′ (−5 + 0 , 3 −  1) = (−5 , 2) 

B (-5 , -3)    ⟶ Q′(−5 − 2 , −3 + 1) = (−7, −2) 

C (5 , 3)⟶ U ′(5 + 2 , 3 −  1) = (7 , 2) 

                D ( 5 ,-3) ⟶ W′(5 + 0 , −3 + 1) = (5 , − 2) 

- Calculons   Q′ en fonction de A :  

 �S����⃗  =  ������⃗  +  7#;  . MQ�����⃗ +  7�;  .   MQ�����⃗  

Avec : 

������⃗  =   � 0−1� MQ�����⃗ =  � 0−6� 
Donc : 

�S����⃗ = � 0−1� + (	s 	�	� �	H ) . < ���= + ( 0 	��	� 0) . < ���= = �−21 � 

4- Configuration déformée : 

On a : 
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|�′ = 65 � + 13 �
�′ = 23 � L 

 Droite AC :         y = 3   ⇒ �H � ′ = 3 ⇒ � ′ = 2 

⇒       - éq . de  M′U′ : y = 2 

 Droite BD :             y = -3      ⇒ �H � ′ = −3 ⇒ � ′ = −2 

⇒      - éq . de  Q′W′ : y = -2 

 

 Droite AB :   x = -5   ⇒ s� � ′ − s	� � ′ = −5 ⇒ 2� ′ − � ′ = −12 

⇒      - éq . de  M′Q′ : y = 2x+ 12 

 Droite CD :   x = 5     ⇒ s� � ′ − s	� � ′ = 5 ⇒ � ′ = 2� ′ − 12 

      - éq . de  U′W′ : y = 2x -12 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.5.  Propriétés : 

1.5.1. Les invariants 

Les invariants d'un tenseur de déformation sont des quantités scalaires qui restent constants lorsque 

le tenseur est soumis à une transformation de coordonnées. En mécanique des solides, les invariants 

du tenseur de déformation permettent de caractériser les propriétés physiques d'un matériau. 

Pour un tenseur de déformation 3x3, les trois principaux invariants sont généralement notés comme 

suit : 

1. Le premier invariant est la trace du tenseur de déformation, qui est la somme des éléments 

diagonaux du tenseur. 

� 
� 
t 

A 

B 

C 

D 

+u 

 

−u 

 

−v 

 

+v 

 M′ U′ 

Q′ 
W′ 
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2. Le deuxième invariant est la moitié de la somme des carrés des valeurs propres du tenseur 

de déformation. Les valeurs propres sont les solutions de l'équation caractéristique du 

tenseur. 

3. Le troisième invariant est le déterminant du tenseur de déformation. 

Pour décrire les changements de forme subis par un matériau en réponse à des contraintes 

mécaniques. 

Supposons que nous ayons le tenseur de déformation suivant (en notation tensorielle) : 

 ε = �ε₁₁  ε₁₂ ε₁₃ 
ε₂₁ ε₂₂ ε₂₃ 
ε₃₁  ε₃₂ ε₃₃ � 

det ( 7�;  −  �7�; ) = 0 ⇒ �H   −  �′	��   + �′�� −  �′H = 0 

Avec  

* �′	 = �% +  �& + �'   = �	 +  �� + �H(inv. Linéaire) 

                  * �′� = �%�& +  �%�' + �&�' - �%&� - �%'� - �&'� = �	�� +  �	�H + ���H 

* �′H = det ( 7�; ) = �	���H 

Calculons les trois principaux invariants : 

1. Le premier invariant (�₁) est la somme des éléments diagonaux du tenseur de déformation : �₁ =  �₁₁ +  �₂₂ +  �₃₃ 2. Le deuxième invariant (�₂) peut être calculé en utilisant les valeurs propres du tenseur. 

Supposons que les valeurs propres soient �₁, �₂  et �₃.  
Alors : �₂ =  (1/2)  × 7(�₁ −  �₂)² + (�₂ −  �₃)² +  (�₃ −  �₁)² +  2 × (�₁₂² +  �₂₃² + �₃₁²); 

3. Le troisième invariant (I₃) est le déterminant du tenseur de déformation : 

�₃ =  �₁₁ ×  �₂₂ × �₃₃ +  2 ×  �₁₂ × �₂₃ × �₃₁ −  �₁₁ ×  �₂₃² −  �₂₂ × �₃₁² −  �₃₃ ×  �₁₂² 
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Cet exemple montre comment les invariants sont calculés à partir des composantes du tenseur de 

déformation. Les invariants sont utiles pour caractériser les propriétés mécaniques d'un matériau et 

pour formuler des lois de comportement appropriées. 

ε = �0.02  0.04 0.06 0.04 0.03 0.05 0.06  0.05 0.01� 

Calculons les trois principaux invariants : 

1. Le premier invariant (I₁) est la somme des éléments diagonaux du tenseur de déformation : 

I₁ = 0.02 + 0.03 + 0.01 = 0.06 

2. Le deuxième invariant (I₂) nécessite de calculer les valeurs propres du tenseur. Supposons 

que les valeurs propres soient �₁ ≈  0.0953, �₂ ≈  0.0114 Iw �₃ ≈  −0.0272. Alors : 

 �₂ =  (1/2)  × 7(0.0953 −  0.0114)² +  (0.0114 −  (−0.0272))² +  ((−0.0272)  −  0.0953)² +  2 ×  (0.04² +  0.05² +  0.06²);  ≈  0.0203 
3. Le troisième invariant (�₃) est le déterminant du tenseur de déformation :  

�₃ =  0.02 ×  0.03 × 0.01 +  2 × (0.04 ×  0.05 ×  0.06)  −  0.02 ×  (0.05)² −  0.03 ×  (0.06)² −  0.01 × (0.04)² ≈  0.000106 
Cet exemple montre comment effectuer les calculs pour obtenir les invariants à partir des 

composantes du tenseur de déformation donné. 

1.6. Cercle de MOHR 

 Le cercle de Mohr est un outil graphique utilisé pour représenter les transformations de 

contrainte ou de déformation dans un matériau. Dans le cas du tenseur de déformation, le cercle de 

Mohr permet de visualiser les changements de forme subis par un matériau en réponse à des 

contraintes mécaniques. 

Exemple: 

ε = �0.02  0.04 00.04 0.03 0 0  0 0� 

Pour construire le cercle de Mohr à partir d'un tenseur de déformation 2D (ou en réduisant 

un tenseur 3D en 2D), voici les étapes générales : 



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                    Déformations 
 

 

 

 
 
 

90 

 

1. Identifiez les composantes principales du tenseur de déformation. Pour un tenseur 2D, vous 

auriez ε₁₁ et ε₂₂, par exemple. 

2. Placez les composantes principales sur un graphe avec l'axe horizontal représentant les 

déformations normales et l'axe vertical représentant les déformations de cisaillement. 

3. Tracez un point pour chaque composante principale à la position correspondante sur le 

graphique. 

4. Tracez un cercle en utilisant ces points comme extrémités du diamètre du cercle. Le centre 

du cercle sera au point moyen entre les déformations normales maximale et minimale. 

5. Le rayon du cercle représente la moitié de la différence entre les déformations normales 

maximale et minimale. Les points sur le cercle représentent les déformations normales et les 

déformations de cisaillement pour différentes orientations du plan. 

6. Vous pouvez également tracer des lignes radiales à partir du centre du cercle pour visualiser 

les changements de direction de la contrainte et de la déformation. 

Le cercle de Mohr est utile pour comprendre comment les contraintes et les déformations évoluent 

en fonction des changements d'orientation du plan dans un matériau. Cela permet aux ingénieurs et 

aux scientifiques de prendre des décisions éclairées lors de l'analyse des matériaux soumis à des 

charges mécaniques. 

Voici comment construire le cercle de Mohr : 

1. Identifiez les composantes principales du tenseur de déformation : �₁₁ =  0.02 Iw �₂₂ = 0.03. 
2. Placez les composantes principales sur un graphique. Les points correspondants sont (0.02, 0) Iw (0.03, 0). 
3. Tracez un point pour chaque composante principale à la position correspondante sur le 

graphique. 4. Calculez le point moyen entre les deux points : ((0.02 +  0.03) / 2, 0)  =  (0.025, 0). 5. Tracez un cercle avec le centre à (0.025, 0) et un rayon égal à la moitié de la différence entre 

les déformations normales maximale et minimale : (0.03 −  0.02) / 2 =  0.005. 
6. Tracez des lignes radiales à partir du centre du cercle vers les points où les composantes 

principales ont été placées. Ces lignes représentent les déformations normales et de 

cisaillement pour différentes orientations du plan. 

Visuellement, vous obtenez le cercle de Mohr qui illustre comment les déformations normales et les 

déformations de cisaillement varient en fonction des orientations du plan dans le matériau. Ce 

cercle permet de visualiser intuitivement comment le matériau réagit aux contraintes appliquées. 
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1 Les déformations principales et leurs directions se calculent de la même manière que les 

contraints : 

2- La même chose avec les cercles de Mohr : 

��@% = �	 + �� ⟸ ��@%2 = �	  −  ��2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
  3- On appelle dilatation volumique ℮: 

℮ = b�� = �′	   (sans démontration) 

Exercice 2 : 

Soit le tenseur :  7�;  =  �0.5 0.5 00.5 0.5 00 0 0.5� 

 Calculer les invariants de déformation  

 Calculer les déformations principales. 

 Calculer le volume final si le volume initial  �� = 0.5 BH 

Solution : 

1. Calcul des invariants : 

 ��	 = 1.5 

 �′� = 0.25 . 3 −  0.25 =  0.5 

 �′H = Det (7�;)  
 

7�;  =  �0.5 0.5 00.5 0.5 00 0 0.5� = 0.5H −  0.5H = 0 

2. On a : 

det ( 7�;  −  �7�; ) = �H   −   1.5 ��   + 0.5 � = 0 

�→ 

�→ 

�	 �� �H 

 

���� 



 

 

  

 

Chapitre :                                                                                    Déformations 
 

 

 

 
 
 

92 

 

⇒   � (��  −  0.5� + 0.5) = 0  
⇒  P  � =  0��  − 0.5� + 0.5 = 0 L 

∆= 1.5�  −  4 . 0.5 = 0.25 ⇒ √∆= ±0.5 ⇒  � =  1.5 ± 0.52 = 1 J� 0.5 

donc :  �	 =  1       �� = 0.5        �H = 0 

3/   e = �′	 = 1.5 =  b��.s ⇒  "� = 0.75  �$ =  0.5 +  0.75 =  1.25BH 

1.7.  État particularisé de déformation : 

1.7.1. Dilatation Uniforme : 

Elle est définie par : 

Z ≠ 0 ⇒  7�; = Z7�; = �∝ 0 00 ∝ 00 0 ∝� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.7.2. Extension Simple : 

    Dans la direction t�( par exemple ) : 

Z ≠ 0 ⇒  7�; = �Z 0 00 0 00 0 0� 

 

 

 

 

 

Configuration 
initiale 

Configuration finale 
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1.7.3. Glissement Simple : 

   Dans ce plan t��( par exemple ) : 

Z ≠ 0 ⇒  7�; = �0 ∝ 0∝ 0 00 0 0� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.7.4.  Déformation plans : 

Dans le plan  t�� (par exemple) :  

 

7�; = ( �%(�, �) �%&(�, �) 0�%&(�, �) �&(�, �) 00 0 0) 

Exercice : 01 

Soit un corps de hauteur H et de diamètre D (figure 01). Sous l'action de charges extérieures, les 

déplacements en tous points de ce cylindre sont définis par : 

Configuration initiale 

Configuration finale 

e 
y 

x 

z 

Configuration initiale 

Configuration finale 
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�% =  −14 � 

�& =  −14 � 

�' =  17 � 

1. Calculer le tenseur de déformations. 

2. Calculer les déformations principales et les directions principales. 

3. Déterminer la hauteur du cylindre déformé. 

4. Déterminer le diamètre du cylindre déformé. 

 

Solution: 

1. Calcul le tenseur de déformations : 

On a :  �%= 
2342% = �	     ,   �&= 

2352& = �	  ,      �'= 
2362' = 	¡ 

 �%& =  �%' = �&' =  0 

 

� =
⎣⎢⎢
⎢⎢
⎡−14 0 0

0 −14 0
0 0 17⎦⎥⎥

⎥⎥
⎤
 

2. Calcul les déformations principales : 

 

On a :  ��	 = �	     ,   ��� = �	  ,      ��H = 	¡ 

Détermination de q	����⃗  : 
D’après la formule :(�%&' − ��l) ¢ £jBjqj ¤=0 

⇒ x�		�¥ 0 00 �		�¥ 00 0 0z �q%q&q' �=�000� ⇒ Rq% = 0q& = 0L 
 

Etq'� = 1 ⇒ q' = ±1 

 

 
 

 

 

H ¦/ 
M/ 

Q/ 

A 

B 

 

D 

W/ 

Q/ M/ M M 
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Ainsi :q	 =  ± I⃗' 

3. Calcul la hauteur du cylindre déformé ¦∕ 

Par définition �'= 
¨©ª  = 

©∕�©©  = 
	¡ 

⇒ ¦∕ = 87 × ¦ 

4. Calcul le diamètre du cylindre déformé W∕ : 
Par définition �%=�& = �¬ =

¨X  = 
X∕�X©  = − 	  

⇒ W∕ = 34 × W 

5. Calcul la dilatation volumique du cylindre 

On a :I =  I	 + I� + IH = − 	� + 	¡ = 
�s	  

 

 

Exercice: 02 

Soit le vecteur de déplacements de composantes :  �% =  2Z� − Z[� + 2Z[� − 2Z� �& =  [�� − 2[� + 2� �' =  Z[� 

1. Calculer le tenseur des déformations. 

2. Ecrire les conditions Z Iw [ pour que le tenseur des déformations décrit une dilatation 

uniforme. 

3. Écrire les conditions sur Z Iw [ pour que le tenseur des déformations décrit un glissement 

simple dans le plan (J%&'). 

 

 

 

 

 

 

 

Z 

X Y 

Avant déformation 

Après déformation 
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Solution : 

1. Calcul tenseur de déformation : 

�%= 
2342% = 2Z − Z[ 

�&= 
2352& = [� 

�'= 
2362' = Z[ 

�%&= 
	� (2342& + 2352% ) =	� (2Z[ − 2Z − 2[ + 2) = Z[ − Z − [ + 1 

�%' = �&' = 0 

 

� = ( 2Z − Z[ Z[ − Z − [ + 1 0Z[ − Z − [ + 1 [� 00 0 Z[) 

 

2. Détermination "I Z, [ pour une dilatation unique : 

 

� = �� 0 00 � 00 0 �� 

 

On doit avoir : 

 2Z − Z[ = [� =  Z[ ≠ 0 … … … … … … … … . . (1) Z[ − Z − [ + 1=0 …………………………... (2) (1) ⇒ [� = Z[ ⇒  Z = [ ≠ 0 ⇒ 2Z − Z� = Z� ⇒  Z ≠ 0 J� ¯nIq Z = 1 

(2) ⇒  Z = [ = 1 

3. Détermination "I Z, [ pour un glissement simple dans le plan (J%&') : 

4. � = �0 � 0� 0 00 0 0� 

On doit avoir : 2Z − Z[ = [� =  Z[ = 0 … … … … … … … … … . (3) Z[ − Z − [ + 1 ≠ 0 …………………………... (4) (3) ⇒ [� = 0 ⇒ [ = 0 ⇒  Z[ = 0 ⇒ Z = 0 ⇒ 2Z −  Z[ = 0 
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⇒ Z = [ = 0 

Exercice : 03 

Considérons le carré infiniment petit, du côté unité, dans les axes ��.  

Les déformations dans le plan x, y valent : 

 �%%= �&& =  50 × 10�� �%& =  −100 × 10�� 

 

 

1. Tracer la figure déformée du carré.  

2. Déterminer les éléments principaux de la déformation. 

3. Tracer la figure déformée d’un carré isolé dans les axes principaux et de côté √2 

 

 

 

Solution : 

Matrice de déformation 

7�;%&'� = : ��%% �%& �%'�&% �&& �&'�'% �'& �'' � 

Dans notre cas 

7�;%&'� = : � 50 −100 0−100 50 00 0 �''� 

 

�%% = ∆££ :�I°£ = 1 ⇒ ∆£ = �%% × 1 

De même pour�&& 

Le carré se transforme après déformation en un parallélogramme. 

L’angle initialement droit entre les axes x et y vaut après déformation : ±2 − Y%& = ±2 − 2�%& 

 

Eléments principaux de la déformation : 

7�;%&'� = � 50 −100 0−100 50 00 0 �''� 
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La direction z est principale et �² = �%% 

 

Les autres valeurs propres sont données par : 

�³́ = �%% + �&&2 ∓ 12 ¶·�%% − �&&¸� + 4�%&� 

�³¹	s� �´¹�s� 

 

La direction propre X est calculée par : tan º = »¼�»44»45 =-1⇒ º = −45) 

7�;³´²� = �150 0 00 −50 00 0 �''� 

 

 

 

 

Exercice 6 

Une plaque mince rectangulaire ABCD se déforme uniformément dans son propre plan en A'B'C'D'. 

1. Déterminer l'état de déformation au point A en relation avec le système d'axes (x, y). 

2. Quelle est la déformation normale maximale au point A. 

 

 

Solution : 

1. l’état de déformation au point A �%= 
232% = 3½�3¾�X  = 

��(�	)	s�  = 
		s� 
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�&= 
2�2& = �¿��¾�S  = 

H�(�	)	��  = 
 	�� 

Y%&=
2�2% + 232&= 

�½��¾�X  +
3¿�3¾�S  = 

�s�(�	)	s�  +
	�(�	)	��  = -

		s� 

2. déformations principales : �% + �&2 = 12 À 1150 +  4100Á = 7300 

 �% − �&2 = 12 À 1150 − 4100Á = −5300 

��	 = ¡H�� + ¶Â sH��Ã� + Â �	H��Ã�
= 40.33.10�H 

��� =6.34.10�H 

yx

xy
P









2
2tan  

w:q2Ä� = �	H���sH�� = 0.20 ⇒ 2Ä� = 11.3° − 180° = −168.7° 

⇒ Ä� = −84.3° 

Exercice : 04 

 

On trace deux lignes diagonales sur un bloc de caoutchouc ABCD de section carrée (côté= : ). 
 Le bloc se déforme uniformément  en MQ�U�W. 

1. Déterminer la déformation normale subie par chaque diagonale ainsi que la longueur finale 

qui y correspond. 

2. Déterminer le changement d’angle entre les diagonales après déformations. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X 

Y 

a 

B 

W 

K 

M 

Q� 

Å� 

0.06a 0.06a 

Configuration originale 

Après déformation 

U U� 
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Solution : �%= 
232% = 0 

�&= 
2�2& = 0 

Y%&=
2�2% + 232&=0 +

�.�� @@  = 0.06B/B 

a) Déformation normale de AC 

��Æ = 0 + 0 + 0.062 sin(2 × 45°) = 0.03 BB 

�SX = 0 + 0 − 0.062 sin 90° = −0.03 B/B 

 ⇒ ��Æ + �SX = �% + �& MU� = MU + ��Æ × MU = MU × (1 + ��Æ) = :√2 × (1 + 0.03) = 1.4566: Q�W = QW + �SX × QW = QW × (1 + �SX) = : × √2(1 − 0.03) = 1.371: 

b) Le changement d’angle est calculé à partir de γËÌ : ÍÎÏ �  = 0 + 
Ð45�  ×cos (2× 45°) = 0 

Donc il n’y a pas de changement d’angle entre les deux diagonales après déformation.  

Exercice : 05 

Les composantes du champ de déplacements en un point P(x1, x2, x3) sont : �	 = :�	, �� = :(3��� + �H�), �H = :(��� + 4�H�) 

(a un reel) 

1. Définir les composantes du tenseur gradient de déformations ÑÒ . 

2. En déduisant les tenseurs de déformation�,̿ et de rotationGÒ. 

3. Obtenir le tenseur de contraintes pour un solide isotrope au point P1(1,0,1). (rjk = 2Ô�jk + ��jk�ÕÕ) 

4. Pour a=0.02 et au point P1 déterminer graphiquement les déformations principales. (Sans 

tracer) 

5. Quel est l’allongement unitaire au point P1 suivant le vecteur q�⃗ (0.6,0,0.8) 

6. Quelles est la variation d'angle au point P1 entre les vecteurs q�⃗  et w⃗(−0.8,0,0.6) 

Solution 

Les composantes du champ de déplacements en un point P(x1, x2, x3) sont : �	 = :�	, 
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�� = :(3��� + �H�),  �H = :(��� + 4�H�) (a un réel) 

1) Définir les composantes du tenseur gradient de déformationsGÒ.  

G×Ø = ÙÚÛÙÜÝ=Ñ̿ = : �1 0 00 6�� 2�H0 2�� 8�H� = : �1 0 00 6�� 2��0 2�H 8�H� 

2) Le tenseur de déformationε̿, et de rotationωÒ 

On a: 

ε̿ = G + GÞ2  

ωÒ = (G − GÞ)/2 

On obtient : 

3) Tenseur de contrainte pour un solide isotrope au point P1(1,0,1) : 

σij= λkkδij+2μij 

On a �(̿�) = : �1 0 00 0 10 1 8�on aboutit à :σß(P) = a �2λ + 2μ 0 00 2λ 2μ0 2μ 2λ + 16μ
� 

Pour a=0.02 et au point P1 déterminer graphiquement les déformations principales.  

Pour B=0.1 on a :ε̿(P) = �0.02 0 00 0 0.020 0.02 0.16� 

Donc ε1=0.02   est une déformation principale, A(ε22, ε23) ou A(0,0.02), B(ε33, -ε23) ou B(0.16, 0.02) 

L’intersection du cercle de MOHR avec l’axe des abscisses donne les valeurs principales : 

ε1=0.1624 

ε3=-2.46.10-3 

4) l’allongement unitaire au point P1 suivant le vecteur n�⃗ (0.6,0,0.8) : 

εËË = ε×Øn×nØ =  n�⃗ · ε̿ · n�⃗ . 

Donc :εnn=0.1096 

5) la variation d'angle au point P1 entre les vecteurs n�⃗  et t �⃗ (−0.8,0,0.6) : 

On a n�⃗ ∙ t⃗ = 0  donc :δθ = 2t⃗ · ε̿ · n�⃗   on obtient :δθ = −0.13 rad 

Exercice : 06 

Le vecteur de déplacement en un point quelconque M(x, y, z) d’un corps est donné par ses 

composantes. 
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N � = �� + ��� =  6� − 2��å = −�� L 
Déterminer les déformations et les directions principales. 

Exercice : 07 

Les composantes du champ de déplacements en un point P(x1, x2, x3) sont : �	 = :�	, �� = :(3��� + �H�), �H = :(��� + 4�H�) (aun réel) 

1. Définir les composantes du tenseur gradient de déformationsÑ̿. 

2. En déduire les tenseurs de déformation�,̿ et de rotationGÒ. 

3. Pour a=0.02 et au point P1 (1, 0,1), déterminer graphiquement les déformations principales.  

4. Quel est l’allongement unitaire au point P1 suivant le vecteur q�⃗ (0.6,0,0.8)? 

 

Quelles est la variation d'angle au point P1 entre les vecteurs q�⃗  et w⃗(−0.8,0,0.6)? 

Exercice : 08 

On considère un point P à la surface d'un corps en un endroit où ne s'applique aucune force 

extérieure. Les résultats enregistrés sur chaque jauge d'une rosette à 45° collée dans le plan tangent 

en P sont respectivement :  

 

 

                                                            Jauge J1 : 950 μd 

                                                           Jauge α :- 175 μd 

Jauge JB : - 475 dμd 

 

 

1. Quels sont les éléments principaux de la déformation.  

2. Dans quelle direction α' enregistrerait-on une dilatation linéaire nulle ?  

3. Dans quel système d'axes enregistrerait-on une distorsion extremum ?  
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Cet essai permet de définir les paramètres importants que sont la limite élastique Re, 

conventionnelle à 0,2 % ou non (MPa), la résistance à la traction Rm (MPa) et l'allongement A 

(élongation) ( %) (Figure 2). 

Une courbe de traction (Figure 1 a, cas d'un acier doux) se compose de deux parties. 

 La première rectiligne correspond au domaine élastique ; la contrainte varie linéairement 

avec la déformation suivant la loi de Hooke : 

k ......................................................................................................................(1) 

Le coefficient de proportionnalité K étant, à une constante près, le module élastique E ou module de 

Young. 

 La seconde partie est le domaine plastique : la courbe a souvent une allure parabolique, sans 

que cela soit général. L'essai se termine par la rupture (R) de l'éprouvette. La vitesse de 

déformation doit être lente (une déformation rationnelle ne pouvant dépasser 0,1). 

 

 

 

Figure.2 : Courbe de traction 
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5.2.2. Relation entre contraintes et déformations 

Dans ce qui suit, nous étudierons la relation entre contraintes et déformations. Pour de très petites 

déformations. Cette relation est traduite par l'expression qui connait le nom de la loi de Hooke : 

� = � × � 

Avec :  

�: ��	
��	
������ 

�: �é�����
�	 

�: ������ �� ���	� ����� 

Remarque : 

1. Il est noté que cette relation n'est valable que dans le domaine de l'élasticité. 

2. Dans le cas d’un élément à 3 dimensions soumis à une contrainte uniaxiale suivant l’axe 

(��). La loi de Hooke sera donnée par l’expression suivante : 
 

 

 

  �� = � ×  � 

 selon &o'(: σ' = E × ε' 

 selon �o,�: σ, = E × ε, 

 

On réalité la déformation � dans le cas tridimensionnels est toujours accompagnée des déformations 

latérale par la relation : 
 

 

 

  

�- = �. =  −0�� = −0 ���  

Avec :0 ∶ �������	
 �� ��22�	 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Déformation � 

Loi de Hooke 
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5.3. Loi de Hooke généralisée 

 

 

 

   

Considérons un barreau conçu à partir d’un matériau élastique 

isotrope. On le soumet à un essai de traction triaxial. Ce 

barreau est équipé de 3 jauges extentiométriques qui ont pour 

but de mesurer les déformations selon les trois directions 

 (34, 35, 36) . 

 

 

 Jauge 1 : enregistre les déformations suivant la direction 3  

  Jauge 2 : enregistre les déformations suivant la direction 1  

  Jauge 3 : enregistre les déformations suivant la direction 2 

Constatations  

Jauge N° 2 : Le matériau s’allonge dans la direction (  �789  ) selon le principe de la loi de Hooke : 

�� = � × �� 

Ainsi :  �� = :;<  

On remarque aussi des contractions enregistrées par les deux autres jauges latérales (Jauge n° 1 et 

Jauge n° 3).  

Alors : 

�- = �. =  −0�� = −0 ���  

On peut conclure qu’une contrainte ( ��) provoque à la fois les déformations (�� ), (�-) et (�.). 

Dans ce cas, le tenseur de contrainte dû à la première sollicitation ( ��) est de la forme : 

� =  =�� 0 00 0 00 0 0? 

 

Le tenseur de déformation engendré est de la forme : 

� = @�� 0 00 �- 00 0 �.
A= 

4< × =�� 0 00 −0�� 00 0 −0��? 

Si on réalise des essais dans les deux autres directions (x⃗ 2) et (x⃗ 3) on obtient un résultat similaire 

à un indice prés, et la superposition des trois essais de traction donne : 

Approche expérimentale : 



 

 

  

 

Chapitre :             Relations contraintes-déformations et équations générales de l’élasticité 

 

 

 

 
 

107 

 

⎩⎪⎨
⎪⎧�� = ��� − 0�  ��- + �.�

�- = �-� − 0�  ��� + �.�
�. = �.� − 0�  ��- + ���

H 
Ces équations traduisent la loi de Hooke en axes principaux. 

De même, une contrainte de cisaillement IJK qui agit seule sur une facette quelconque d’un corps 

produira une déformation angulaire LJK 

Ces équations traduisent la loi de Hooke en axes principaux. 

LJKM NOPQ  

Où  R est le module d’élasticité en cisaillement. 

On a en général R = <5�4ST� 
Finalement, les relations entre contraintes et déformations pour un solide élastique linéaire sont 

données par les 6 équations suivantes, qui représentent la loi de Hooke généralisée : 

 

 

 

  

  

  

   yzyxzz

xzzxyy

xyzyxx







G

1
             

1
G

1
             

1
G

1
             

1

yz

xz

xy
















 

 
 

 

Si on additionne membre à membre ces équations on aura : 

�� + �- +  �. = 1�  �1 − 20���� + �- + �.� 

Si on pose �� + �- + �. =  W représente la trace du tenseur des contraintes et �� + �- +  �. = �X 

représente la dilatation cubique on aura : 

εYM Z �1 − 2ν�E  

Dans le cas d’une pression hydrostatique uniforme de valeur \ on a : �� = �- = �. =  −\ 

 Et �X =  −3 �4^5_�<  \ 

Qui représente la relation entre la dilatation cubique �X et la pression hydrostatique \. 

y 

xx

xy
zy

yz
yx

yy

zz xz
zx

5.4.Loi de Hooke Généralisée 
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La quantité : 
<6�4^5T� est alors appelée module de dilatation cubique (Bulk modulus) 

 

5.5. Représentation matricielle : 

Les 6 équations données  ��, �-, �. , L�-, L-.�
L.� peuvent être réduites à une seule équation 

matricielle suivante : 

⎣⎢⎢
⎢⎢
⎡ ���-�.L�-L-.L.� ⎦⎥⎥

⎥⎥
⎤
 =

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎡

4< ^T< ^T< 0 0 0^T< 4< ^T< 0 0 0^T< ^T< 4< 0 0 00 0 0 4h 0 00 0 0 0 4h 00 0 0 0 0 4h ⎦⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎤

×
⎣⎢⎢
⎢⎢
⎡ ���-�.I�-I-.I.�⎦⎥⎥

⎥⎥
⎤
 

 

⎣⎢⎢
⎢⎢
⎡ ���-�.L�-L-.L.� ⎦⎥⎥

⎥⎥
⎤
 =

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡ 1 −0 −0 0 0 0−0 1 −0 0 0 0−0 −0 1 0 0 00 0 0 2�1 + 0� 0 00 0 0 0 2�1 + 0� 00 0 0 0 0 2�1 + 0�⎦⎥

⎥⎥
⎥⎤ ×

⎣⎢⎢
⎢⎢
⎡ ���-�.I�-I-.I.� ⎦⎥⎥

⎥⎥
⎤
 

 

5.6. Relations contraintes - déformations 

On inverse les équations ci-dessus, on obtient : 

 
  

 

 
  

 

 
  

  yz

xz

xy

G               
1211

1

G               
1211

1

G              
1211

1







































 













 













 








yzyxzz

xzzxyy

xyzyxx

 

�� = 2R�� + i&�� + �- + �.( = 2R�� + i�X.............................................................(1) 

�- = 2R�- + i&�� + �- + �.( = 2R�- + i�X.............................................................(2) 

�. = 2R�. + i&�� + �- + �.( = 2R�. + i�X.............................................................(3) 

xyG xy .....................................................................................................................(4) 

xzG xz .....................................................................................................................(5) 

yzG  yz ....................................................................................................................(6) 

i = 0��1 + 0��1 − 20� 

Les six (06) équations sont appelés ‘équations de LAME 
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i �
 R Sont appelées constantes de LAME  

 �X Représente la dilatation cubique où bien l’invariant des déformations. 

En additionnant membre à membre les équations (1.à 6), on aura : 

�� + �- + �. = 3i�X + 2R ��� + �- + �.) 

W = �3i + 2R��X 

En posant j = �6kS5h�6  on aura : 

W = 3j�X 

Cette équation exprime la relation entre la trace du tenseur des contraintes et celle du tenseur des 

déformations. 

j est appelé module d’expansion volumique. 
 

 

 

  

 l�m=2Rl�m + i
����lnm 
 

⎣⎢⎢
⎢⎢
⎡ ���-�.I�-I-.I.�⎦⎥⎥

⎥⎥
⎤
= 

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡�2R + i� i i 0 0 0i �2R + i� i 0 0 0i i �2R + i� 0 0 00 0 0 R 0 00 0 0 0 R 00 0 0 0 0 R ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎤

⎣⎢⎢
⎢⎢
⎡ ���-�.L�-L-.L.� ⎦⎥⎥

⎥⎥
⎤

 

 

 

 

 

 

5.8. Jauges de contraintes 

La mesure des déformations en un point (M) est généralement réalisée par un ensemble de trois 

jauges (A, B, C) encore appelées (rosette). Les jauges sont collées sur la surface (libre) de la 

structure ou de l'objet et, sous charge, suivent les déformations de celui-ci. Les déformations 

mesurées sont uniquement celles du plan des jauges. S'il n'y a pas de contraintes en surface 

(pression superficielle, etc.), les jauges supportent un état de contraintes planes et non pas un état de 

déformations planes (voir figure). De plus, la normale (ou la perpendiculaire) à la surface est l'axe 

principal des déformations. 

Si les jauges ne mesurent pas les déformations selon cet axe, néanmoins ces déformations 

n'affectent pas celles réalisées dans le plan des jauges. 

5.7. Representation matricielle 
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Dans le cas général, les jauges sont orientées dans trois directions définies par les anglesWo,Wp, Wq  et 

permettent de mesurer les déformations �o,�p et �q suivant ces directions. À partir de ces valeurs et 

des équations de transformation du paragraphe Il, il est possible d’obtenir les déformations��,�- et L�- et les déformations principales au point M. On obtient : 

 

 

 

 

 

 

 �o = �� ��25Wo + �- 2	5Wo + L�-Wo ��2Wo … … … … … … … … . �1� �p = �� ��25Wp + �- 2	5Wp + L�-Wp ��2Wp … … … … … … … … �2� �q = �� ��25Wq + �- 2	5Wq + L�-Wq��2Wq … … … … … … … … . �3� 

Les valeurs de��,�- et�. ,sont obtenues en résolvant le système de trois équations (1) (2) et (3) à 

trois inconnues. Les jauges sont souvent collées dans des directions à 45” ou à 60”, ce qui simplifie 

les équations précédentes.  

 
 

 

 

  

 

En un point de la surface d’un solide soumis à un chargement, on a mesuré les déformations 

suivantes, dans deux directions perpendiculaires     s��
s-: 

 

 

 mmmmxy

mmmmy

mmmmx

/180    /610180

/400    /610400

/210    /610210













 

1. En déduire, pour l’acier   3/1  ,200  GPaE  , les contraintes correspondantes : 

xyy      xσ . 

2. Trouver les directions et contraintes principales ainsi que le cisaillement maximum. 

 

 

 

 

 

 

Exercice 01 : 
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Solution : 

1. Les lois constitutives donnent les contraintes en fonction des déformations : 

 

 

 

  

5.13
12

2.74
21

25.17
21






























MPaxy
E

xyGxy

MPaxy
E

y

MPayx
E

x
















 

2. Directions et contraintes principales ainsi que le cisaillement maximum : 

  67.47475.282
2

222,1 








 



 xy

yxyx 


  

Soit     1.762     ;     2.191 MPaMPa    

  67.472
2

2max MPaxy
yx










 
 


  

  22.982   ;   22.81     295.0
2

12 


 





yx

xy
tg  

 

 

 

  

On a dessiné sur une plaque mince un carré de 50 mm x 50 

mm . 

Après déformation le carré a la forme ci-contre (fortement 

exagérée). 

1. Calculer les déformations unitaires  

2. En déduire les contraintes au point en question pour 

calculer les directions et les contraintes principales.  

 
 

Solution : 

001.0
50

05.0

001.0
50

05.0

 002.0
50

1.0







xy

y

x







 

1. Calcul des contraintes en un point : 

x 

y 

50 

5
0 
m

0.05 

0.05 

0.15 

0.1 

Exercice 01 : 
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25.26
12

25.26
21

131
21






























MPaxy
E

xyGxy

MPaxy
E

y

MPayx
E

x
















 

2. Directions et contraintes principales : 

  89.8237.522
2

222,1 








 



 xy

yxyx 


  

Soit  52.302     ;     26.1351 MPaMPa    

  23.992   ;   23.91     333.0
2

12 


 





yx

xy
tg  

 
 

 

 

  

A l’aide d’une rosette delta (à 120°) collée à la surface d’une pièce, on a trouvé les déformations 

suivantes:  

 m/m  .   ;   ε.   ;  ε.ε 007012000306000100   

1. Calculer les déformations et les directions principales. Représenter le cercle de MOHR au 

point considéré. 

 

Solution: 

a) Solution analytique : 

   

   

   

 

 007.01202sin
2

1202cos
22120

 003.0602sin
2

602cos
2260

 001.002sin
2

02cos
220







































xyyxyx

xyyxyx

x
xyyxyx












 

 

007.0
2

3

22

1

22

003.0
2

3

22

1

22





























































xyyxyx

xyyxyx





 

On remplace εx par sa valeur 0.001, on obtient le système suivant : 






















027.033

013.033
 

028.033

012.033

xyy

xyy

xyyx

xyyx








 

Exercice 3 : 
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Soit  














01154.0

00233.0

00100.0

xy

y

x





 

b) Directions et déformations pr

2

222,1 








 





yxyx 


Soit 2     ;     310473.71
 

     677.812 


 





yx

xy
tg

 donc  (négatif) 01154.0 xy

b) Solution géométrique : 

 

 

D’après les mesures on a : 















007.0120

003.060

001.00





 

D’après les formules de rosettes

67.1
3

120600 





OC

2

3
1206002








 



R

Déformations principales : 










31014.42

31048.71

ROC

ROC




 

Cercle de MOHR : (propriétés

Deux solutions possibles A1 , A

On choisit celle qui correspond

ε
120

 

        Relations contraintes-déformations et équatio

ions principales : 

  310808.5310665.1
2

2

2













xy
 

  310143.42
  

  71.1312   ;   71.411     

 3.487.1312  donc   

osettes delta on a le cercle de MOHR de centre C et

310  

  31081.5
3

2
60120 


 

 

s du cercle de MOHR) 

A2 ,A3 et A’1 ,A’2 ,A’3. 

spond au sens de rotation inverse du plan physique.

60° 

60° 

ε
0
 

ε
60

 

Plan physiqu

ations générales de l’élasticité 
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re C et de rayon R avec : 

sique. 

ysique 
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Plan physique : 0° → 60° → 120°2�	2
��� 

Cercle de MOHR : 0° → 120° → 240°2�	2ℎ����� 

 

donc la solution est A1 , A2 , A3 

La direction principale est obtenue par rotation de 2θ1 à partir de  A1 dans le sens trigo. 







 31.48162.96121153.0
81.5

167.10
12cos 




R

OC

 
 

 

 

  

Pour une rosette à 45°, trouver la relation entre les valeurs mesurées 

)90 ,45 ,0(   et  les déformations principales )2 ,1(   ainsi que 

les directions principales et le glissement maximum.   

Application : si la rosette est collée sur une pièce en aluminium 

 3/1  ,71  GPaE  

 Calculer les contraintes principales σ1 et σ2, si l’on a mesuré 

: 

 m/m 4101.690   ;   4104.345  ;   41030
   

 

 

On suppose le problème résolu et on trace le cercle de MOHR du centre C et de rayon R. On place 

ε0 correspond au point figuratif A1 situé par l’angle 2θ. On en déduit les points figuratifs A2 et A3 

qui sont respectivement à 90° et 180° de  A1 dans le sens horaire. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 04 : 



 

 

  

 

Chapitre :          

 

 

 

 
 

 

À partir du cercle de MOHR, on

 

 

 

 

 
 














1802cos90

902cos45

2cos0





ROC

ROC

ROC

 

 

 

 


























2cos90

2sin45

2cos0





R

OC

ROC

ROC

ROC

D’où     0
2

900  R

Déformations principales: 










41036.32

41046.61

ROC

ROC





La direction principale est obten

 







91.4

55.11.6902cos



R

OC

 

        Relations contraintes-déformations et équatio

on peut écrire 

 

   






2
45

2
0

41055.1
2

900





OCOC

OC
 

 41091.42
45290

   

 

t obtenue par rotation de 2θ à partir de  A3 dans le s

 03.11076.2229267.0
55


 

 

 

ations générales de l’élasticité 

115 

ns le sens horaire. 
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Calcul des contraintes principales : 

      64.91221
2     ;    6.422121

1 MPa
E

MPa
E







 





  

 

 

 

  

Une plaque mince en acier est dans un état de contrainte plane 

donné par :   0  ;  55MPa   ;  140MPaxσ  xyy   

Calculer la diminution d’épaisseur de la plaque Δe. 

 3.0  ,200  GPaE

Epaisseur e = 5 mm 

 

Solution : 

 
 

 
  

1

1





















e

e
yx

E
z

xy
E

y

yx
E

x










 

Donc : 

    myx
E

e
zee 


 46.155140

200000

3.05



  

 

 

 

  

Un cylindre de caoutchouc, de diamètre d = 50 mm est contenu dans 

un cylindre d’acier et soumis à une charge axiale P = 5 kN répartie 

uniformément sur la face supérieure.  

Calculer la pression p entre caoutchouc et acier si l’on néglige la 

déformation de l’acier et si le coefficient de poisson du caoutchouc 

est  45.0   

 
 

Solution : 

Le bloc de caoutchouc est soumis à une pression uniforme p0 sur ses faces planes et à une pression 

radiale p sur sa paroi cylindrique. 

MPa
A

P
p 546.2

250

50004
0 







 

 MPa.pzdonc:    σ 54620   

La déformation transversale du bloc est empêchée par la paroi d'acier. 

0 yx   

P 

Exercice 06 : 

Exercice 05  
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Les axes x et y jouent le même 

La loi de Hooke en 3 dimension

   0
1

 zyx
E

x   

Donc  cstez
yx 








1

 

L’équilibre du demi-cylindre su

xhDphDx          0....

546.2
45.01

45.0
01







 pp




 

 

 

 

Exercice 7: 

Le bloc carré abcd, d

est soumis à un cisaillement un

fixe. 

1. Calculer     et l’allonge

2. Si ad = 50 mm, calculer 

3. Montrer que la variatio

déformations unitaires.

        Relations contraintes-déformations et équatio

ême rôle, donc σx = σy 

ensions: 

 

 

dre suivant x donne: 

p  

MPa  08.2  

 

 

 

 

 

cd, d’épaisseur e, est en aluminium 

ent uniforme    sur chacune de ses faces ab, bc, 

llongement unitaire de la diagonale bd si  70M 

lculer le glissement du côté ab par rapport à cd. 

ariation de volume ΔV du bloc abcd est du 2èm

aires.  
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ium  3.0  ,70  GPaE                  

b, bc, cd et da. La face cd est 

70MPa  

ème ordre par rapport aux 
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Cercle de MOHR des déformati

La diagonale bd est à 45° des fa

figuratif est à 90°. 

3103.1
2




bd  

b) Glissement du côté ab : 

 

adaa 503106.21  

c) Changement de volume du bl

Volume initial: Vi = ea2
;   Volu

iV

V

iV

iVfV
        

2

2







est  du volume ΔV  variationLa

Exercice 8 : 

On a collé 2 jauges de déformat

la jauge axiale donne   .0x 

 Pour de l’acier   200E

Solution: 

 
 

  
1

1



























y

x

xy
E

y

yx
E

x









Donc contrainte circonférentiell

 y
41034

09.01

910200 





Solution: 

a) Calcul de   

   
70

91070

3.01212







 




EG

rd
3106.2   

        Relations contraintes-déformations et équatio

ormations : 

 des facettes sous cisaillement pur, sur le cercle de M

é ab :  

mm 13.0  

e du bloc du côté a :  

Volume final: Vf = ea2cos  

iVV
2

2
  

 àrapport par  ordre ème2du est  

formation à la surface d’un joint de tuyauterie fileté

001.  , et la jauge circonférentielle 0004.0y 

3.0  ,200 GPa  , calculer la contrainte circon

 

 
  

21

21











xy
E

yx
E





  

entielle 

MPa154  

3106.261070   
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le de MOHR le point 

e fileté. Une fois le joint serré, 

0004   .             

circonférentielle. 
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Exercice 9 : 

 
Une jauge d’extensomètre doit être collée sur la surface d’un échantillon de section rectangulaire en 

tension. La jauge est orientée à 8° par rapport à l’axe de l’échantillon. 

Exprimer la contrainte normale � en fonction de la déformation mesurée par la jauge �K et des 

propriétés du matériau �, 0 

 

 

Solution : 

Etat de contraintes dans le plan de la jauge j 

�� = \x 

�- = 0 

I�- = 0 

⇒ z �� = 4< × ���- = −0 × �� H      et L�- = 0 

En appliquant les équations de transformation de coordonnées, on obtient : 

�� + �-2 =  ���1 − 0�2�  

�� − �-2 =  ���1 + 0�2�  

�K =  ���1 − 0�2� + ���1 + 0�2� cos�2 × 8°� 

�K = :;5<(1.9613-0.1940� 

Ce qui donne : 

�� = �0.9807 − 0.1940 × �K 

 

 

Jauge 
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Exercice 10 : 

En un point d’un solide élastique isotrope, le tenseur des contraintes rapporté au repère orthonormé 
est : 

�� = =2 0 10 2 √31 √3 2 ?Mpa 

La mesure des déformations principales donne  ε1 = 1.36.10-3et  ε2 = 0.32.10-3.  

1- Déterminer les contraintes principales du tenseur��. 

2- Ecrire le tenseur de contraintes, puis celui de déformations dans le repère principal. 

3- Calculer le module d’élasticité E et le coefficient de Poisson ν du solide.  

4- Déduire la déformation principale ε3. 

Solution : 

1- Contraintes principales  

��
 �� −  i n�  =  �2 − i� l�2 − i�2 − 3m  − �2 − i�  = 0 ;   
−i �2 − i��4 − i�  = 0 

On obtient: 

�1 =  4 �\� 
�2 =  2�\� 
�3 =  0�\� 

2- le tenseur de contrainte en repère principal : 

�� = =4 0 00 2 00 0 0? 

Le tenseur de déformation en repère principal 

�̿ = 10^6 =1.36 0 00 0.32 00 0 106�6? 

3-Module d’élasticité et coefficient de Poisson   

 On a dans le repère principal   E εi = σi − ν(σj+ σk ) ;    

E ε1 = σ1 − ν(σ2 + σ3 ) ⇒  13.6.10−4 E = 4 − 2 ν  
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 E ε2 = σ2 − ν(σ1 + σ3 ) ⇒  3.2.10−4 E  = 2 − 4 ν  

Ce qui donne: E  =  2500 MPa 

et   ν = 0.3  

4- La déformation principale ε3   : 

ε3  = −0.3/2500 (2 + 4)  = −0.72.10-3 

Exercice 11 : 

Un milieu élastique d'un matériau de module d'Young E et de coefficient de Poisson Pest en 

équilibre par rapport à un repère orthonormé direct absolu (s, �4, �5, �6�. Dans ce repère le tenseur 

des contraintes est : 

 

1. Trouver les forces extérieures de volume �⃗pour que le solide soit en équilibre statique. 

2. Déterminer la contrainte normale et tangentielle au point\ = �0.1. √3) s'exerçant sur le cylindre 

d'équation : 355 + 365 = 4 

3. Déterminer les contraintes principales au point P. En déduire le cisaillement maximal en ce point. 

4. Déterminer, dans le repère principal, le tenseur des déformations principales au point P. en déduire 

le glissement maximal en ce point ainsi que la dilatation volumique relative. 

Exercice12 

(Concours d'accès à la poste-Graduation Génie civil-Année 2004. (Université de Bejaia) 

Un solide de module d’élasticité E = 250 KN/mm2 et de coefficient de poisson � = 0.2 est soumis 

un état de contraintes uniforme dont les composantes cartésiennes sont : 

� = @ −4 √2 −√2√2 −1 3−√2 3 −1 A � ��5�  

1. Déterminer les contraintes principales. 

2. Déterminer les directions principales normalisées. 

3. Écrire la matrice C des cosinus directeurs des axes principaux. 

4. Calculer la contrainte normale et la contrainte tangentielle maximale. 

5. Vérifier les invariants des contraintes n4�
n5 
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6. Calculer le tenseur des déformations � 

7. Vérifier à l’aide de la matrice C que �posséde les mémes directions principales que �, déduire les 

déformations principales. 

8. Calculer la variation relative de volume  
Δ�� . 
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1 Les unités de mesure 

Les unités de mesure 
 

Le système international d’unités 

 

 

Tableau des unités fondamentales du SI 

 

Grandeur Nom Symbole Dimension 
    

Longueur mètre m L 
    

Masse kilogramme kg M 
    

Temps seconde s T 
    

Intensité du courant électrique ampère A I 
    

Température thermodynamique kelvin K Θ 
    

Quantité de matière mole mol N 
    

Intensité lumineuse candela cd J 
    

 
 

 

Grandeurs supplémentaires du système international 
 

 

Deux grandeurs supplémentaires ont été introduites pour assurer la cohérence du système 

 

Grandeur Nom Symbole Dimension 
    

Angle plan radian rad  
    

Angle solide stéradian sr (Ω) 

    
    

 

 

 

 

 

Quantité de matière 
 

Grandeur Dimension Nom Symbole Autres unités légales 
     

Quantité de matière N mole mol  
     

 

 
 
 
 
 



 

2 Les unités de mesure 

 

Espace 
 

Grandeur Dimension Nom Symbole Autres unités légales 
     

Longueur L mètre m mille marin =1852 m 
     

Nombre d’onde L-1  m-1  

Aire L
2 

mètre carré m
2 

are (a) =100 m
2 

    hectare (ha) = 10 000 m
2 

Volume L
3 

mètre cube m
3 

litre (l) = 1 10
-3

 m
3 

     

Angle plan 
 

radian rad 
tour (tr) = 2π rad 

 degré (°) = π/180 rad     

    minute (') = π/10 800 rad 

    seconde (") = π/648 000 rad 

    grade = π/200 rad 

 

  Masse   
     

Grandeur Dimension Nom Symbole Autres unités légales 
      

Masse M kilogramme kg 
gramme (g) = 10

-3 
kg 

tonne (t) = 10
3
 kg 

 
     

Masse volumique M.L
-3 

kilogramme par kg.m
-3 

  

  mètre cube    
      

 

  Temps  
     

Grandeur Dimension Nom Symbole Autres unités légales 
     

Temps T seconde s 
minute (min) = 60 s 
heure (h) = 3600 s     

    jour (d) = 86400 s 

Fréquence T-1 hertz Hz  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

3 Les unités de mesure 

 

 
Mécanique 

 

Les unités de pression : 
 
Le pascal est l’une des rares unités du SI qui n’est pas adaptée à la vie courante. De ce fait on 

utilise toujours des unités hors système. 

Le bar (1 bar = 10
5
 pascals) est très utilisé dans l’industrie. 

L’hectopascal est utilisé en météorologie. 

Il se trouve que le bar correspond pratiquement à la valeur de l’atmosphère normale : 

1 atm = 1,01325 10
5
 Pa = 1,01325 bar 

L’hectopascal est utilisé en météorologie. 

Grandeur Dimension Nom Symbole Autres unités légales 
     

Vitesse LT
-1 

mètre par m/s kilomètre par heure (km/h) 

  seconde  nœud (mille par heure) 
     

Accélération LT
-2 

mètre par m/s
2 

 

  seconde carrée 

ms
-2 

 

    
     

Force MLT
-2 

newton N  
     

Moment de force ML
2
T

-2 
newton-mètre N.m  

     

Tension MT
-2 

newton par N/m  

superficielle  mètre   
     

Travail Energie ML
2
T

-2 
joule J wattheure (Wh) = 3,610

3
 J 

    kilowattheure (kWh) = 3,610
6
 J 

Puissance ML2T-3 watt W  

Pression ML-1T-2 pascal Pa bar (bar) = 10
5
 Pa 

Moment d’inertie ML
2 

kilogramme- kg.m
2 

 

  mètre carré   
     

Quantité de MLT
-1 

newton- N.s  

mouvement  seconde   
     

Viscosité ML-1T-1 pascal- Pa.s  

dynamique  seconde   
     

Viscosité L2T-1 mètre carré m
2
/s  

cinématique  par seconde   
     



 

4 Les unités de mesure 

La pression atmosphérique a longtemps été mesurée avec des baromètres à mercure. On 

utilise toujours le torr (mm de Hg à 0°C) qui correspond à 133,3 pascals et le cm de mercure 

(1333 Pa). 

Dans certaines industries on utilise aussi le psi (pound per square inch) 1 psi = 6,89476 10
3
 Pa.  

 

 Multiples et sous‐multiples des unités 
 
 
 

 

Facteur Nom Symbole 
   

10
1 

déca da 
   

10
2 

hecto h 
   

10
3 

kilo k 
   

10
6 

méga M 
   

10
9 

giga G 
   

10
12 

téra T 
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

Facteur Nom Symbole 
   

10‐

1 
déci d 

   

10‐

2 
centi c 

   

10‐

3 
milli m 

   

10‐

6 
micro µ 

   

10‐

9 
nano n 

   

10‐12 pico p 
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