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Avant-propos

Le présent polycopié est destiné aux étudiants du 1%° Année master, structures, matériaux de

constructions en génie civil et méme aux futurs ingénieurs des écoles. C’est un concept fondamental dans
la science et l'ingenierie qui étudié le comportement des matériaux déformables. L'élasticité et le
phénomeéne qui mesure la capacité “ la sensibilité ” du matériau a se déformer au cours du chargement et a
reprendre sa forme initiale dés que les forces provocants cessent (supprimées). Le but primordial de ce
polycopié est de clarifier aux étudiants cette étape de déformations et les principaux paramétres qui gérent
le comportement mécanique des solides dans cette zone ainsi de faire la conception et I’analyse des
structures dans les déférentes étapes de réalisation, sous les hypothéses de petites perturbations (HPP) et la
notion de limite élastique qui constitue la fin d’acceptation du matériau d’avoir des déformations
réversibles.

Ce polycopié d’Elasticité, enseigné par l'auteur aux étudiants de la spécialit¢ master
structures et le fruit de 5ans d’expériences, dont le contenu est simplifier afin d’atteindre les
objectifs suivants :

e Donner aux étudiants les principes de 1’¢lasticité sous des formes simples et compréhensibles.

e Préciser le passage obligatoire par cette zone pour la résolution des problémes dans les structures

qui rencontrent les ingénieurs en géneral et ceux du génie civil en particulier.

e Initier les étudiants a aborder la modeélisation des phénomeénes physiques (expérimentaux) en
utilisant leur acquis sur la mécanique des milieux continus.

Cet ouvrage est scindé en huit chapitres (08) : le premier chapitre a été consacré a I’introduction
des a la théorie d’¢élasticité. Le deuxiéme chapitre traite 1’état de contraintes, le tenseur de contrainte,
les équations différentielles d’équilibre, I’état de contrainte sur un plan, contraintes principales et leurs
directions et enfin la représentation géométrique (tri-cercle de Mohr). Le 3™ chapitre, se focalise sur
la théorie de 1’état de déformation, tenseur de deformation, relation entre déformation et déplacement,
déformations et directions principales, la représentation géométrique (tri-cercle de Mohr), les
équations de comptabilités et mesures de déformations. Chapitre 4, est consacré aux relations
contraintes —déformations, loi de Hooke généralisée, 1’influence de la température et 1’énergie de
déformation. Chapitre 5, évoque les équations générales d’élasticité linéaire, les équations de Lamé de
Beltrami-Michell et le principe de Saint Venant. Chapitre 6, pour la résolution des problémes
d’¢élasticité plane, fonction d’AIRY, probléme de déformation planes et problémes de constantes
planes. Chapitre 7 et 8 sont consacrés aux études des poutres et des plagues minces respectivement.

Enfin j’espére que ce travail va aider les étudiants a élargir leurs connaissances et sert comme un
support de préparations pour le cours et les TD.

Dr. Hocine Ziani

What you plant today you will harvest tomorrow
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Chapitre 1
Introduction sur la Théorie d’Elasticité

1.1 Généralités sur I’Elasticité

Tout corps soumis sous un champ de forces F, se déforme. Si la forceF appliquée est faible, une
fois supprimer le solide reprend sa forme initiale (approximativement), on dit que le matériau a un
comportement élastique, Le corps est dit parfaitement élastique, si les déformations disparaissent

totalement aprés enlévement de F, a I’inverse si la forceF est suffisamment grande le matériau
subit des perturbations dans sa forme initiale, qui resteront méme aprés 1I’élimination deF, on dit

que le solide a subit des déformations plastique. L’intensit¢ de F qui induit les déformations
plastiques est dite le seuil d’élasticité (la limite d’élasticité).

Ce cours sera consacré spécialement a 1’étude de I’Elasticité (déformations) (Mécanique des
corps solides déformables).

Définition
La théorie de ’élasticité étudié les déplacements, les déformations et les contraintes dans un
solide soumis a des forces extérieures. On considerant les hypothéses suivantes :
- L’homogénéité du materiau (mémes propriétés en tout point)
-Lisotropie (en un point donné, possedent les mémes propriétés dans toutes les directions).
-Le comportement linéaire du matériau (proportionnalité ente les contraintes et les déformations)

1.2 Rappels Mathématiques

Lors de I’étude de phénomenes physiques on recourt souvent a I'utilisation de deux grandeurs a
savoir la notion de scalaires et de vecteurs. Un scalaire étant défini par un seul nombre
indépendamment des axes de références (masse, température, volume, pression....etc.). Par contre
un vecteur possede une direction (support), un sens et une norme (intensité, module), le cas d’une
force, un champ électrique...etc.

1.2.1 Composantes scalaires d’un vecteur

On peut le caractériser un vecteur dans un repere cartésien par un déplacement horizontal (x) et
vertical (y) entre son origine et son extrémité. Ces déplacements sont les composantes du vecteur,
qui nous permet de calculer son norme de méme que son orientation et Inversement.
Soit un triédre trirectangle Oxﬂ, Oy, Oz, les composantes du vecteur sur les axes Ox, Oy, Oz,

représentent le vecteur V. V = Vi €1 + Va2 €z + V3 €3
L’écriture concise et détaillée d’un vecteur Vgrace a ses composantes est :

Vi Vi v,
V=< V= |}
Vs by by Vs -"r T

: S’écrit en forme indicielle comme suit :

=Xl Vié; (1) R ,}
!

<l <l

La convention d’Einstein permet d’écrire la relation (1)
sous la forme simplifiée.

V=V, (2 Fig.1.1 Composantes d’un vecteur
V1, V2 et Vs sont les coordonnées du vecteur V.
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1.2.2 Module (Norme) d’un vecteur
La norme du vecteur V indique sa longueur et elle est notée IVl

Si V (V1, V2, V3), alors : II—I7||=\[V12 + V2 + V2

1.2.3 Opération sur les vecteurs
# Le produit scalaire de U et Vest le nombre réel notéV .V , tel que :

T. V=IUILIVI.cos (U, V) 3)
Donc en déduit que le résultat du produit scalaire de deux vecteurs est un nombre.
Si le produit scalaire est nul, alors : T=0 )
(a=90°=7) Ou
V=0 2 U etV sont orthogonaux
Ou
Cos (U, V) =0
Dans la base orthogonale ( €, €,,€5): €,.8, = é,.83 =é;.e; =0 (4)

Dans ce cas I’angle entre les deux vecteurs TetV est égal a 0° alors le produit scalaire de
ces vecteurs est U.V s’ils sont de méme sens, et — (U.V) s’ils sont opposés. Dans la base
orthogonale (€, &,, €3):

€1.6, =6,.8, =€5.8;=1 (5)

Des deux dernieres relations (5) et (6) on peut déduire la relation suivante:

I 0sii#]j
€6 =0y = {1 si i=]j

d;; , est appelé symbole de Kronecker, qui tres utilisé dans le calcul des tenseurs.

En forme matricielle le Kronecker §;; est la matrice identité définie en fonction des indices
libres i et j.

Exemple Pour i, j=1,3, on définit une matrice de 3x3.
61161261371 [1 0 0
6 = 1= [621822623]:[0 1 0]:: 811 F O022% O33=1+1+1=3 (7
0310320331 10 0 1

(6)

4 On appelle Produit Vectoriel TUAV, le vecteur W = UAV
Tel que : W soit orthogonal a et V, ’
U, V et W forment triédre direct, A o
IUAVI=1ULIVi.sin (U,
7) —(Correspond a I’aire d’un parallélogramme ayant U
et V. comme cotés adjacents). .0 &2
NB: - Deux vecteurs sont colinéaires si (et seulement si) ;
leur produit vectoriel est nul ; b NG
4 Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si
la norme de leur produit vectoriel est égale au
produit de leurs normes ;
% Propriétés du produit vectoriel Fig.1.2 Produit vectoriel d’un vecteur
-Antisymétrique : TUNV= - (7/\7),
-Bilinéarité : UA(V + W) = (UAV +UAW),

X3

X2

1

|
Xl I . .
v —W=VAU

Université de Bordj Bou Arreridj 2024/2025 6



2024/2025 Elasticité (Cours et TD) Dr: Hocine Ziani
-Multiplication par un scalaire : A(UAV) = (A U) AV)
Le produit scalaire estnul : U = 0 ou V =0 ousin (U, V)=0=> U et V sont colinéaires
(L’un est le produit de I’autre par un réel : U=k _17) cad (sur la méme ligne).

4 Changement de base de vecteur
Considérant I’espace vectoriel E a 3 dimensions, muni d’une base orthonormée (e;, e, €3 ),

soit (e;, e, ez ), une nouvelle base orthonormée de E, ayant la méme origine O.
Soit P un point quelconque de I’espace.

¥ — — —
OP/Xi = X1.€1 + Xp. €9 + X3. e3

Et
OP )y = X1.€{ + X5.€; + X3.€3
AveC . W/Xi = W/X'i

On peut écrire: &5 . 0P, = & . 0P, =1, LIOP yl.cos (&5, 0P ;) = x'y
Ce qui conduit d’écrire d’un coté:
X'y = X181 & + X8 8 + X387 . 23
X'y = X185 €1 + Xy €5 .85 + X385 . €3 (8)
X's = X, 8.8 + X85 .85 + X383 .63
Et de I’autre coté :x; = e;. 0—P>/Xi = e;. 0—P>/X'i = X165 .0 +x 585 .65+ x38; .3
De méme pour le reste on obtient 3 équations
(%1 =x418;.6; +x,85.8; + X383 . 01
$xy = %1685+ x585 .65 + X303 .85 )
(x5 = x'1e;.85 +x,8; .85 + X383 . 03
Les cosinus directeurs des vecteurs unitaires sont definit comme suit :

’ ’ ’

X e ey es

> — — —_— — —

€1 | ej.e; = P11| €;.e1 = Po1| €3.€1 = Py
N _)/ ’ ’

€2 | e1.e; = Pip| €;.€; = Poa| €3.€; = Pa;

€3 | ey.e3 = Pi3| €, .63 = P3| €3.63 = P33

Avec: le;l =le; I=1 = ;. e; =I11.I111.cos (e, €7 )= S (10)
De méme pour les autres facteurs, d’ou 1’équation (10) devient comme suit :
Xy =B X'+ ,821.x’2 +B5,-x'3
Xy = B, X1 +,822.x’2 + ,Bgz.x’3 (11)
X3 =5 X' + ,823.x’2 + ,ng.x’3
D’ou la translation analytique des vecteurs e_l’,, e_z’,, e_3’, de la nouvelle base a I’ancienne base
e,, e, et e; se fait la facon suite :
x'y =B X+ By X+ B3ax3
X'y =By X1+ By Xy Boyr X3 (12)
xX'3 =Po %1 + BayXo + PaygXs
Les relations (11) et (12) expriment le passage d’une base a une autre.
e Sous la forme indicielle de la fagon suivante :

Université de Bordj Bou Arreridj 2024/2025 7
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X, = ?:1,31'1'-)?1' = Bij- X; (13)

X, =%, ﬂi,--f = Bij-X; (14)
« Sous la forme matricielle comme suit : [e;, &, € 1= [e1, &, e3][M]
ﬁ11ﬁ12ﬁ13
Avec : [M] = [ﬁmﬁzzﬁm]zﬁlj (15)
ﬁ31ﬁ32ﬁ33

[M]: Matrice de passage de dimension (3x3).
[X']=[MI[X] [M]=p
[M]" = B [X] = [M]"[X']
[M]T: Matrice transposée de [M]
NB/ Les deux bases de E sont orthonormées, d’ou la matrice de passage M est dite orthogonale
est vérifié : [M]~t = [M]T
En d’autre terme ;. [M].[M]T = [M]1.[M] = [I]

10 0
[I]=[0 1 0]

0 01
Exemple
Dans le plan, considérons le vecteur X = (i)

Considérons maintenant la base B = (b;; b,), dont les vecteurs sont :

b=(4) @ n=()

On cherche a trouver les composantes de x relativement

aB?
ﬁ1>
Xy = (
[ ]B :82
Celasignifieque: X = B;by + B3b,

Fig.1.3 Changement de base d’un vecteur

, . , . . (5 _ 1 2
Or cette équation s’exprime comme : (1) = [ (_1) + 5, (1)
Qui est équivalent au systéme suivant :

5=+ 28 _ _
{1:_Bl+ﬁ2=>,[>’1—1et,82—2

Do, [X]p = (%) cad. X=b, +2b,

NB/ 1l est plus utile de penser que x est un vecteur dans le plan, et que ce vecteur peut étre représenté en
composantes, relativement a la base canonique B, ou a la base B.

[X]z,,, = (i) et dans le nouveau base B [X]z = (;)

Exercice 1: Soient deux bases d’un espace vectoriel E.

€=(10,0) &=(0,1,0) &= (0,0, 1)
=(Z20) =022 &=(20%)

Soit un vecteur M dont les composantes dans la base B (&, &, , &5) sont: M= (1,1,1)
Déterminer les composantes du vecteur "M dans la nouvelle base B’ (e;, ez et e3)

Université de Bordj Bou Arreridj 2024/2025 8
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Solution : Calculant les cosinus directeurs des vecteurs unitaires dans la nouvelle base B’, d’apres
V2

— N _ _ — V2 61+0€2+—€3
€1 = f1y. €1+ Pa1-€2 + 1. €3 (91 > %

(ll)Ona _e; =ﬁ12.a+ﬁ22.62+ﬂ32.63=> _CTZ_) \/_ el+ _CTZ_)'*'O_CT?:

57 = PBiz- €5 + Prz.e; + Paz.e3 e \/2 V2

€3 ¢ =0. e+ +.e
La matrice de passage M de l’anc1enne base a la nouvelle (B — B’ est:

e;

100 /2 \/_/2 er
<[ TZ /2 2/2 0 |e,
€3 V2/2V2/2 e,

€3

\/2 ‘\ \/2 01
311312,313 L?x 2 _2
[M] = 321322.323 =|o \/2 2
B31B32B33 |\/2 - V2
7 0 2
Exercice 2: On considére les deux bases B (&,, &, , &) et B (e, &, €5 ) d'un méme espace
vectoriel [E de dimension n.

e—{’ = 61 - ez + 83
Sachant que les vecteurs de la base B’sont définis par : e—z" = e +e,—e;
9_3)’ =€ —é3
-Déterminer la matrice de passage P (B a B’) et P de (B’a B)?
Solution

1-La matrice de passage P de B a B’est :

1-1-1
( 91_%ei+%eé
2-La matrice de passage P~ de B’a B est { e, = e, — ey
les =2e; +2e, —e;
1/201/2
[PI7'=|-111/2
1 —-1-1

1.3 Notation Indicielles
L>écriture indicielle du repere R, (O,%;, X,, X3,X,) sera une simplifie comme suit :
R, (O,%) aveci = 1,2,3,4
Le vecteur V de composantes v,, v,et v, on écriture indicielle est :
V= viel + ve; + vzes = vie
Une répétition d’indice signifie une sommation par rapport a celui-ci (convention d’Einstein).

1.3.1 Convention de sommation (convention d’Einstein)
La convention stipule que : “Si, dans un mondme, un indice est répété deux fois, alors il y a

sommation sur cet indice dans son intervalle. Cet indice est appelé muet, les autres étant appelés
indices libres”.

Université de Bordj Bou Arreridj 2024/2025 9
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Par exemple, a;b;, (i = 1,2,3) est la notation compacte pour : a,;b; + a,b, +azb;. L’indice
répété sur lequel on effectué la sommation est appelé indice muet. Dans le cas d’une présence d’un
indice non répété, ce dernier sera désigné comme indice franc. Comme le montre I’exemple
suivant : Tij.e; =Ty.e; +Tip.e; + Tiz.e3 (16)
NB/

-Un indice non muet est dit franc (libre).

-Ainsi, dans a;;b;, I'indice iest franc et I’indice j est muet; donc on peut remplacer j par

n’importe quel autre indice sauf le i.

1.3.2 Symbole de permutation (permutation de Levi-Civita)
Le produit mixte de trois vecteurs u. (v Aﬁen mathématiques, peut étre défini par le symbole
de Levi-Civita, noté ;. qui est défini par :
1; si (i,J, k) est la permutation paire (123,231,312)
Eijk = {—1; si (i,j, k) estla permutation impaire (132,321,213) (17)

0; autrement
Cela peut étre expliqué par : une permutation est dite paire si i, j, k forment un triedre directe et

dite impaire si le triedre est indirecte.

—

+1

N\,

Fig.1.4 Permutation de Levi-Civita

C'est-a-dire : €123 = &231 = &12 =1
€132 = &321 = 313 = —1
€111 = E112 = &3 = =0

1.3.3 Notion de tenseurs

Un tenseur désigne un objet tres général, dont la valeur s'exprime dans un espace vectoriel. Un
tenseur est généralement une fonction des coordonnées de l'espace, a n dimensions par n*
composantes, ou k est l'ordre du tenseur. La différence entre la matrice et le tenseur, c’est que la
matrice n'est qu'un simple tableau de nombres qui représente des objets abstraits, cependant le
tenseur est comme les vecteurs et les applications multilinéaires. La notion de tenseur est
nécessaire pour établir des relations entre effets physiques et les causes dans un milieu continu, car
I’application d’une charge (cause), suivant une direction donnée, peut avoir un effet orienté selon
une autre direction. Les phénomenes physiques sont alors décrits par des tenseurs.

Exemple
1 2 3
[1], [1, 2, 3], [0 5 4], [1,2,3,4,5,...,25,26,27]
6 7 2

e le scalaire [1] est un tenseur d’ordre 0.
Par exemple en mécanique classique, la masse, la température, sont des quantités scalaire cela
implique ce sont des tenseurs d'ordre 0.
e le vecteur [1, 2, 3] est un tenseur d’ordre 1

Université de Bordj Bou Arreridj 2024/2025 10
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1 2 3
e |a matrice [4 5 6] Est un tenseur d’ordre 2
7 8 9

ele vecteur [1, 2, 3, 4, 5,..., 25, 26, 27] est un tenseur d’ordre 3 que I’on représente par un
cube.
oIl est utile d’utiliser une notation a plusieurs indices, ou un élément surmonté par
plusieurs barres pour désigner 1’ordre d’un tenseur.
Par exemple i varie de 1 a 3.
e le scalaire T est un tenseur d’ordre 0

e le vecteur T;ou T est un tenseur d’ordre 1

e la matrice T;; ou T est un tenseur d’ordre 2

ele cube Tjj, ou T est un tenseur d’ordre 3
NB/
L’ordre d’un tenseur est égal au nombre d’indices dans I’écriture indicielle.
Le nombre de composantes d’un tenseur d’ordre n dans une base tridimensionnelle (chaque
indice varie de 1 a 3) est égal a3™.

1.3.10pération sur les tenseurs
a/ Egalité de deux tenseurs
Un tenseur est égal a un autre, s'ils appartiennent au méme espace et du méme type, c'est a dire
des tenseurs associés au méme espace vectoriel E,et présentant le méme nombre et la méme
disposition des indices. Donc deux tenseurs sont égaux si leurs composantes sont les mémes.
U =V—>u§cj =v,ij —>(u;} = (v,i{j
Un tenseur est nul, si toutes ses composantes dans une base sont nulles.

% Produit tensoriel de deux vecteurs
URV)=UV, =123

% Produit tensoriel d’un vecteur et d’une matrice
(U ® D)k = Uyjvx
4 Produit tensoriel de deux matrices : Soit deux matrices o et t, avec :
oijx — Tenseur d'ordre 3
, = (g ® 1) =0 T 18
{alm — Tenseur d ordre2 ( Jijim Yl Tim (18)
4 Contraction : Soient deux tenseurs U et V d’ordre p et q respectivement et supérieurs ou

égale a 1. On appelle contraction le produit (U ® V)=T, tel que I’ordre de T (p + q — 2) dans les
composantes sont obtenues par sommation du dernier indice de U et du dernier indice de V.
Si: p:3 et q=2=> p+q'2 (U ® V)ijl = Uijkal

b/ Propriétés des tenseurs
Un tenseur T;; est : - Symétrique si [T;;] = [Tj]

- Antisymétrique si : [T;;] = —[T;i]
c/ Tenseurs d’ordre deux

Un tenseur d’ordre 2 comprend : 32= 9 composantes. Dans ce cas :
C=A.B ou Ci=Ajj Bj
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Un tenseur cartésien d’ordre 2 peut étre décomposé en la somme d’un tenseur symétrique Ts
et d’un tenseur antisymétrique Ta, tel que:

1=yt 1) o
To=-(T-TT) (20)
# En notation indicielle
T==(Ty +T) +5 (Ty — Ty) (21)
TI=T-T® (22)

@ chaque tenseur posséde des invariants, un invariant est une caractéristique propre
d’un tenseur (intrinseque au tenseur)), indépendante d’un changement de base, dont:

l,=Trace T=T;; = Ty; + Tyy +Ts3 (23)
P % [(trace T)? — trace(T.T)] (24)
l3=~ (detT ) (25)
4 tout tenseur peut se décomposer en partie sphérique T* et diviatorique T
Ts= é (traceT)T (26)

NB/
On remarque que la partie sphérique d’un tenseur est diagonale (symétrique) et que la partie
déviatorique a une trace nulle.

d/ Polynbme caractéristique
Les valeurs propres d’un tenseur du second ordre s’obtiennent par la résolution de 1’équation
caractéristique suivante :

P(A) =det([A] —AlI]) =0 (27)

P() =23 + 221, — AL, +1, = 0 28)

Avec IZ = %((tF[A])Z - tr[A]Z) = %(ALLA]] - AUAU) (29)
13 = det[A]

Les [;sont les invariants principaux du tenseur [A]. Les racines de I’équation (27) (valeurs de A
pour lesquelles det([A] — A[I]) =0), sont nommées valeurs propres du tenseur [A]. Que I’on note
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Série d’exercices

1 -1 2
Exercice 1: Soit le tenseur [T;;] =[-2 3 —3]
4 —4 5

Décomposer le tenseur [T;;] d’ordre 2, en un tenseur symétrique et un tenseur antisymétrique,
puis en un tenseur sphérique et autre déviateur.

Tout tenseur se décompose d’une facon unique en la somme de deux tenseurs : un symétrique
et I’autre antisymétrique.

Exercice 2: On considére dans la base (€;, €, , €;) un tenseur T, ayant les composantes suivantes :

1 2 2
[T;j1=] 0 2 1| Déterminer I’équation caractéristique du tenseur T et ces solutions ?
-1 2 2
Solution

Les valeurs propres du tenseur t sont les racines du polyn6me caractéristique :
=3+ 11 22— A+13=0
Avec : I1=T11+T22 +T33=1+2+2=5

=2 D+ 2]+ ]y 5 ]-arare=s
1 22

|3=[ 0 2 1]=1(4-2)-2(1) +2(2) =4
-1 2 2
Le polyndme caractéristique est comme sulit :

A3+ 5A2-8 A+4=0........... (B)
Les solutions de (E) sont :A=1 et A=A3=2

Université de Bordj Bou Arreridj 2024/2025 13



2024/2025 Elasticité (Cours et TD) Dr: Hocine Ziani

Chapitre 2
Théorie de I’Etat de Contraintes

2.1 Genéralités

Les contraintes sont des efforts internes qui naissent dans un corps solide déformable apres
I’avoir soumis a des actions extérieures, qui peuvent étre ; des forces de contact (surfaciques)
comme la pression atmosphérique, ou volumiques (massiques), lorsqu’il s'agit simplement du
poids de I'élément de volume dV, comme les forces de pesanteur (Fig.2.1). Un corps solide peut
étre classé selon I’importance de ses dimensions: unidimensionnel (poutre, corde),
bidimensionnels (plaques, coques ou tridimensionnels (massif de fondation). La mécanique des
solides déformables se focalise sur le comportement des solides sous les différentes forces
(traction, compression, cisaillement, flexion ou torsion) et leur réversibilité des déformations
(élasticite) et leur irréversibilité (plasticite).

Fig.2.1 Types de forces appliquées sur un corps déformable

4 Definitions et vocabulaires utiles dans I’élasticité

e Continuité : le matériau se déforme aprés chargement sans étre brisé (sans cassure).

e Homogéneité: possede des propriétés physiques analogues dans tous les points (masse
volumique, densité, Inertie.)

e [sotropie : avoir les mémes propriétés élastiques dans tous les sens (module d’Young E,
coefficient de Poisson v etc..).

e Linéarite : les relations entre les contraintes et les déformations du matériau sont linéaires.

« Elasticité : on ne tiendra compte que des déformations réversibles (comportement du matériau
dans le domaine élastique).

2.2 Notion de Contrainte

Si on effectue une coupure (fictive) dans un milieu continu (Fig.2.2), on le devise en deux
parties A et B. La partie A du corps solide est en équilibre sous ’action des forces extérieures et
les forces intérieures réparti sur sa surface (S). Si M un point appartenant a (S) et dS une surface
infinitésimal de celle-ci. Soit dF la force qui S’exerce sur la facette 77 en M. On appelle vecteur
contrainte sur cette facette en M, la quantité:

Fo - o (4 »
?(M ,7), représente la contrainte au point M sur la facette dS, dont I’orientation est définie par la
normale unitaire 72 sortant de la facette dS.

F=TM,7).dS (2)
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Fig.2.2 Etat de contrainte sur une facette aprés coupure.

Le vecteur de contrainte Tpeut étre projeté suivant deux directions, une selon 7z normale a I’aire
dS, cependant Iautre est tangentielle & dS et de normale unitairet (Fig.2.3). Donc, on peut écrire :
T(M,R) = 0,7t + 1,t (3)
Avec o, . Contrainte normale
T, . Contrainte tangentielle (cisaillement)

T(M,ni)

Fig.2.3 Décomposition du vecteur contrainte

4 Tenseur de contraintes
C’est un tenseur d’ordre 2, utilis¢ en MMC pour caractériser 1’état interne du milieu apres
sollicitations. Ces efforts intérieurs se manifestent sur chaque point de la surface coupant le milieu
sont representés par un champ tensoriel (champ de contrainte). Dans le cadre de I'élasticité
linéaire, le champ de contrainte est relié au champ de déformation par la loi de Hooke généralisée.
Le vecteur de contraintes associées aux facettes de normale :e;, €, , €, , se décompose selon les
axes (X, Y, Z) comme suit (Fig.2.4):

Le tenseur qui lie les vecteurs T et € est un vecteur, appelé tenseur des contraintes.

—

T :ﬁ. ﬁ Ou Ti =0 ,]n] (4)

R Oxx . Oxz
Ty =\ Oyx |; Ty, = | 9z
O-ZJC O-ZZ

I3 /‘
€

Fig.2.4 Etat de contrainte sur une facette
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el - xy Oy Oxz
ez - [ ] [U Oyy Oy, (5)
o zy 0,,
T, Oxx Oxy Oxz][N
La matrice de ce tenseur, sera écrite sous la forme: [T, = [T yx O yy O yz|[N2
T3 Ozx Ozy Ozz]In3
B 011Ny + 01N + 04373
Sous la forme développée:T (€) = [0 21M1 + 0 22n; + 0 33n3 (6)

031Ny + 03N + 03373
Soit :
T(E) = (0 111y + 0 120, + 0 1303)8; +(0 311y + T 55My + 0 531385 +(0 310y + 0 321, + 0 3313)E; (7)
Considérons maintenant les facettes perpendiculaires aux vecteurs des coordonnés (e;, e, e3),
1’équation (5) donne :

011 012 013 1 0 0
0 =021 022 023 et es=|0] e;=(1] e5=(0
031 032 033 0 0 1

H(e_f)=ET=>T(9_1>)=0119_1>+0219_2>+0319_3>
= T)(e_i)=f?e_2>:>?(e_z>)=U1ze_1>+0229_2>+0329_3> (8)
T>(f3—3) =EQ_3>$T>(9_3>)=U139_1>+0239_2>+0333_3)

Les composantes diagonales,o;4, 05,, 033, sont donc perpendiculaires aux facettes consideré
(sont des contraintes de tension ou de compression suivant leurs signes, souvent notees o;;, si i =
J), tandis que les composantes non diagonales o;;, notées t;; si i # j sont tangentielles a la facette
considérée et sont appelées contraintes tangentielles ( contraintes de cisaillement).

On tenant compte de la réciprocité des contraintes tangentielles (i # j): o;; = 0j;

Oxx Oyxy Oxz Oxx 012 013 011 T12 T13
] [021 022 023|=|T12 022 T23
032 0331 1LT13 T3 O33

Oyx Oyy Oyz|=|Tyx Uyy Tyz
0 zx Gzy 0 2z Tzx sz Ozz

Finalement, le tenseur de contrainte selon les trois axes sera écrit comme suit :
011 T12 T3
0;j =|T12 022 T23 9)
T13  T23 033

Du fait de cette symétrie, la notation de Voigt nous permet d’écrire le tenseur de contrainte
comme un vecteur de six (6) composantes.
Sionpose: o =011, 0, = 0,5, 03 = 033 |
04 = 0323 = 032, 05 = 013 = 031, Og = 012 = O,

(10)

Ce qui nous permet d’écrire le tenseur sous la forme: a;; =

L’équation (7) nous facilite I'écriture de la loi de Hooke généralisée. On remarque aussi que
I'espace des contraintes est un espace vectoriel a six dimensions.
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NB/
Dans la composante de contrainte, le premier indice (i) indique la direction selon [’axe
considére, [’indice (j) indique la normale de la facette considérée (Fig.2.4).

2.3 Equation Différentielle D’équilibre

Soit un parallélépipede infiniment petit, s’appuient sur le repére (x, y, z) dont les c6tés sont (dx,
dy, dz). Soit la force volumique F de composantes Fx, Fy et Fz agissant sur cet élément. Le tenseur
o de I’équation (5) s’écrit aussi :

Orx Ty Tz
[G{ p}]:.ii’ rpi = T.}'x ﬁ.}r}' TJ""?'
r.'{.'l.‘ rxj.-' ':I.J.'Z
o3(X1 -X2. X +AX3)

on(x1 »x2-x3)
on(x1-%2-%3) \ Ax; /

Ax; f.."../i ( on(x1.x2+Ax2.%3)
/ Axy

on(xi+Ax,x2,%x3)

o1 (x1 %25 X3)
Fig.2.5 Equilibre d’un parallélépipede sous chargement extérieur

Pour faciliter 1’écriture des équations, nous projetons 1’équation d’équilibre statique sur une
direction donnée. L’équilibre du systéme est donné par

- -
r)ﬁx.'c + ﬂﬂf_l-' Clﬁ.l"

cx oy oz

o, oo, 0o, i,

o L B ji' = > = - j:-: = (11)
ox oy 0z ox;

X 4 oy 4 = + _F-' ﬂ

.

ox oy oz
Ces équations doivent étre vérifiees en tout point du corps.

2.4 Contraintes et Directions Principales
La symétrie du tenseur de contraintes entraine 1’apparence de trois(3) vecteurs propres réels,
appelés contraintes principales. Le repere par lequel passent ces contraintes est dit repére
principal ou direction principale.
* Repeére quelconque ( X, y, 2)

Oxx Txy Txz] [011 T1z Ti3
0;j = |Tyx  Oyy Tyz]:[Tu 022 723] (12)
Tzx  lzy Ozz] LTy3 T3 Os33
* Repére principale O( XY, f)
Oy O 0 o117 O 0
c=|0 g, O ]:[ 0 o, O ] (13)
0 0 Ozz 0 0 033
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T(M, i3) = o303

f(M. ﬁz) = Gzﬁz

Fig.2.6 Contraintes principales
ny
La connaissance des contraintes principales est trés importante lorsque on étudier les risques de
rupture des structures. En effet, l'utilisation d'une contrainte équivalente scalaire comme la
contrainte de (von Mises ou de Tresca), n'indique pas au juste la zone de traction, de compression
et/ou du cisaillement. Or, une contrainte de compression est moins dangereuse car elle a tendance
a refermer les fissures.
Orupture = Or = max(al, 03, 03)
01, 05, 03: Sont les contraintes principales qui peuvent étres déterminees par :
e Cercle de Mobhr ;
¢ Résolution de I’équation caractéristique.
det|(7 —AT)Z| =0
det [al-j - 7\61]-] =0 (14)
L’équation linéaire(13) admet une famille vectorielle comme solution. On choisit de retenir des
vecteurs unitaires formant une base orthonormée directe.
Pour une matrice carrée (n X n), I’équation (14) possede n solutions ou :
® A1, 43, ..., , sont les valeurs propres de o;;

® Xy, Xy, ... X , SONt les vecteurs propres de o;; et correspondent a A, A5, ... 4,
respectivement.

011 — 4 012 013
P(A) =det| o0 Oyy — A o3 |=0 (15)
031 032 033 — 4
P(D) = 2* = (041 + 055 + 033)% + (011035 + 02,033 + 011033 — 01,% — 013> — 03°)A — (01105,033 +
2013013053 — 011023% — 03,013° — 03301,°) = 0 (16)
On pose:
I; = 011 + 03, + 033= trace (o) an
I; = 011023 + 032033 + 011033 — (0'122 + 015 + 023%) (18)
I3 = 011032033 + 2013013053 — 0110237 — 02,0137 — 03301,° = det (045) (19)
PA) =23 — A2+ 11— 13=0 (20)

Les trois coefficients I;, I, et I;de ce polyndme sont nommés invariants principaux deo;;, sont
des constantes quelle que soit la base. Ces invariant sont intrinseque au tenseur a;;.

Dans le repére principale O( XY, Z): les invariants 11, I2 et I3 sont donnés par les relations
I, = oy + o + gy = tr(o)
suivantes: I, = g,0q + 0,0 + 0,0y, (21)
I3 = 0;04,0;; = deto
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On note: gy, a;; et gy, les contraintes principales sont souvent classées de la plus grande a la
plus petite valeur : o; > a;; > oy
L’équation (20) peut étre exploitée de la fagon suivante :
P =@A-o0) (/1 - ffu)()L — o) =0 (22)
NB/ Sur une facette orientée par un vecteur directeur principal, il n'y a pas de cisaillement, I'état
de contrainte est hydrostatique.

2.4.1Etats de contraintes remarquables
e Etat des contraintes sphérique (isotrope): un tenseur de contrainte est sphérique lorsque

g 0 O
les termes de la diagonale sont égaux (Fig.2.7). ¢ = [0 o 0] (23)
0 0 o

Les invariants sont : I, = 3c; I, = 30%; I3 =03
Le polyndme caractéristique prend la forme suivante : -A*+36A?>~30%+5°=0
La solution de polynome est : L= A= Az=c

1 0 0
Donc les directions principales suivants: M=0 = €, ={0} e = {1} Et &, = { 0}
0 0 1
Les trois cercles de Mohr des contraintes se réduisent dans ce cas a un point (état de contrainte

isotrope) (Fig.2.7). Si g > 0, il s’agit d’une tension et si ¢ < 0 ¢’est une compression.

Fig.2.7 Etat de contraintes isotrope o,=0, = 03

e Etat de contrainte uni axiale (maximale): un tenseur de contrainte est dit maximal
lorsqu’il est principal et lorsqu’il seul terme de la diagonale et non nul (Fig.2.8).

c 0 O

g = [0 0 0

0 0 O

C’est le cas d’un barreau en traction ou en compression ou d’un fil en tension.
o,=03=0 et o,#0

(24)

Striction

{4

h
Traction /—\

< ' , CirhCir G n

bree1et]
T

Fig.2.8 Etat de contrainte uni-axiale

« Etat des contraintes cisaillement simple: dans deux directions orthogonales (Fig.2.9)

0 o4, O

o= [012 0 0] (25)
0 0 0

Les contraintes principales et les directions principales sont :
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03=0 -
rf
X2 ,-"'__F-_\_"'--..,
012 "
—_— I —
[ ™| A
a21 . f ﬁ. -
‘L _JI =y
X1 h i ¥
" A Y
N,
" L
P

g12
Fig.2.9 Etat de cisaillement simple

e Etat des contraintes plan: un tenseur est dit plan lorsqu’il a la forme suivante
11 012 011 012
o = [012 0-22 ] [0-12 0-22 (26)
Les deux directions principales sont solutlon de I’équation
[o22 o3 [na Lo
012 O0pp]|N2 - 0
Cette équation n’a de solution que si :

o1 — A o
det[ . 12] [
012

Les contraintes prinC|paIes sont:
2
{ __ 011103 011—022 2
{Gl T2 +\/( 2 ) + Ty
__ 011103 011—022 2 2
ka,, == N\ + Ty

Les directions principales correspondantes sont :

] = (538) 5 o) = (5) Avec:nf +n3 =1
0 0

=> 22 — (011 + 022 )A + 011022-012= 0 (27)

(28)

. . 2t
6: L’angle compris entre n, et I'axe X est: tan26 = —2% = 212
Ox—0Oy 0]—022

= 0y = —arctan

et 002 —_ 901 +_

Ox— ay
A =0y, ; C=0;; =0; B =0y .C’est le cas d’une plaque mince chargée dans son poids propre
plan (Fig.2.10).

i/ : A C B
Fig.2.10 Tri cercle de Mohr d’un état de contraintes.
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4 Etat de cisaillement pur: L’état de contrainte en un point quelconque P est en
cisaillement pur s’il existe un repére orthonormé (P, X, Y, Z) de fagcon que la contrainte moyenne

en ce point est nulle :

o_m — 0'11+0'§2+0'33 — 0'X+0;/+0'Z (29)

ercice 1

'3 -1 0
Soit [A]=]-1 2 —1| -Déterminer les valeurs des vecteurs propres du tenseur A ?

L0 -1 3
Exercice 2

[1 2 2
Soit[T]=] 0 2 1 -Calculer les valeurs et les vecteurs propres du tenseur T ?

-1 2 2

2.4.2 Décomposition du tenseur contrainte
Le tenseur des contraintes o;; peut se décomposé en la somme d’un tenseur sphérique ogp et a

un tenseur deviateur o, (Symétrique de trace nulle).

Oij = Osp + Ogy (30)
Avec : tr (04y) =05 tr (04))=1r (o) =3 O (31)
4 Tenseur sphérique (osp )
oy = 3 (troy )= o T Ou | est le tenseur Identité
Si on pose : cng (troy; ):§ Ok
Osp =Om (om: Contrainte moyenne) (32

4 Tenseur deviatorique(ogy)
C’est un tenseur qui exprime la partie non-sphérique de o;;,de trace nulle et ayant

mémes directions principales que o;;

Og4yp :O-l'j —é(trau)f (33)

%(2011—022—033) 612 613 1 100
O-ij = 012 %(2022—033—011) % * g ((611 t 02+ 633) 010
1 0 0 1
013 623 3(2033-011-022) |
L J
o4,dans une base quelconque Osp

Et dans la base principale ()?, ?,Z) de g;; , la matrice de a4, S'écrira:

;(201—011—0111) 0 0
Odv = 0 g(ZG,,—a”—a,) 0 (34)
0 0 g(ZUm—Ul—UH)
On en deduit que les valeurs propres g;; et a4, ont les mémes directions.
2.4.3 Invariants du tenseur déviateur (o4y)
Le tenseur déviateur est caractérisé par les invariants : J1, Jo et Js
Ji = tr(al-j) = 0 par définition
J2 = _%tr(o-dvz) = _%O-dvijo-dv]'i (35)
J3 = det|ogy |
2024/2025 21
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Pour expliciter davantage ces termes, on peut diagonaliser le déviateur dans la méme base de
directions principales que le tenseur des contraintes :

-

si 0 O
o = [O sy 0 ] —» Dans la base des directions principales (X, Y , Z)
0 0 sy
J1=0 1
Alors { J2 = siSu + suSui + Swisy = ¢ [(0; — 011)? + (011 — 0111)* + (0111 — 61)?]
J3 = siSuSi

2.5 Représentation Graphique d’un Etat de Contrainte (Tri-Cercle de Mohr)

Otto Mohr est un ingénieur Allemand, en 1882, Il a développé plusieurs procédés de
construction géométrique on utilisant la théorie du tri cercle dit “ cercles de Mohr ™. Le cercle de
Mohr est la conception circulaire qui permet la détermination ou la représentation graphique des
contraintes ou déformations principales ainsi que les relations existantes.

2.5.1 Approche en 2D

L’analyse des contraintes est faite en un point M, o
entouré par un rectangle infinitésimal dont les
cOtés sont paralléles aux axes x et y : Txv
(contraintes planes). 1l apparait les contraintes Ox o,
normales oy, o)) et les contraintes tangentielles ,,. | €. Seeeeaeanen
La matrice des contraintes :

est de la forme suivante : . :
o T XV +
o = [ x xy]

Txy Oy

Une rotation de la facette initiale dans le plan,
les contraintes normales et tangentielles varient
en fonction de ’angle a. La nouvelle matrice des
contraintes sera alors comme suit :
G = [ Ox1 Txlyl]

Txlyl ayl X1v1

Fig.2.12 Etat de contraintes plan (2D) aprés une rotation.

Dans le cas ou les directions sont principales, les contraintes tangentielles sont nulles (z;; = 0 pour
un certain angle @ = a@p. La matrice des contraintes dans le plan principal s’écrit comme suit :
g, 0 ]

Op =
P 0 o,
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o5 04, 0, : contraintes

principales

Fig.2.13 Etat de contraintes plan (2D) dans le plan principal.

La représentation graphique de (o,t) on fonction de 2ap, forme un cercle et permet par
conséquent de visualiser facilement les relations existant entre les contraintes. Pour dessiner ce
cercle, il faut placer les contraintes normales o, et g, sur les abscisses et "7,, et -t,, sur les
ordonnees, nous obtenons alors les points A et B ou [AB] est le diametre du cercle de

z+dz

Mohr. Le point C d’abscisse @ est le centre de ce cercle.

2.5.2 Approche en 3D
Soit le cube suivant soumis a différentes sollicitations.

Sa matrice des contraintes a la forme suivante :

[Oxx  Txy Txz

g = Txy O—yy sz z+dx ytdy

| Txz Tyz Ozz (x,y,2)
Dans le plan principal (X, Y, Z), les contraintes de cisaillements sont nuls (z;; = 0).

0,
g, 0 O o
c=|0 o, O Avec g, > 0, > 03
[0 0 o3 XY.2)

On dessine ainsi le tricercle de Mohr en placant les trois
contraintes principales sur 1’axe ox.

i 8

Fig.2.14 Représentation graphique dans le plan principal
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2.5.3 Tragage du tri-cercle de Mohr (Christian Otto Mohr 1835-1918)

La méthode du cercle de Mohr est une technique de représentation graphique d’usage pratique
pour le tenseur de Cauchy. Il s’agit d’un repére abstrait dans lequel 1’axe horizontal représente la
composante normale dun vecteur contrainte, et I’axe vertical représente sa composante
tangentielle. Dans la base des directions principales de contraintes, la matrice représentative du
tenseur des contraintes en un point M du solide (S) est donnée par I'équation (12). Considérons la
facette centrée en M et orientée par le vecteur 1 de composantes ni; ny; nz dans la base des

vecteurs propres (X,Y ,Z), le vecteur contrainte agissant en M sur la dite facette vaut :

01 o, 0 0 ny o ny
T(M,n) = 3(M).71$<02):< 0 ag; O ) <n2):<011 nz) (36)
03 0 0 Or11 ns Oy N3
Avec: a; > oy > oy
Or, on sait que d’aprés (3): T (M, R)=0,7 + T,t
De plus, nous avons le choix de prendre t,, positif (sens det), alors :
{ 0, = T(R).1n = o;n? + o;n3 + oy N3 37)
= ||T> — onii|| = T2 + 6,2 (Théo.pythagore)

On réeunit les équations et inéquations :

— TR 5 — 2 2 2
Ifan =T(n).n = oni + o;nj + o;ns

| o= = ol =T @)

I nf+ni+ni=1
g; > 05 > 0Oy
Ce qui permet de déterminer les trois inconnues : n?,n3,n3 (cosinus directeurs)
(n2 = (on—01)(on=0nD+ 14
| 1 (o1—o)(o1—0111)
2 _ (on—0n)(on—0oun+1h
4712 (o11—op)(o11-0111) (39)
Ik % (on—0D)(on—0m)+ 1h
(o1r1—op)(o111—011)
Si on utilise la conventiona; > a;; > o;;; et du fait que n]-2 > 0, les trois équations précédentes

impliguent les trois inégalités suivantes :
(0p — 1) (0 — o) + Tn =20 (@
(0n — o) (op —opy) + Tn <0 (b) (40)
(Un - 0'1)(0-71 - UII) + Tn =0 (©)
Si, a tout vecteur contrainte T on fait correspondre un point image @ dans le plan (o, 7) (plan
de Mohr), les inéquations précédentes montrent que le point @ (o,;t,) est inclus dans l'espace
géométrique délimité par trois cercles : c'est le tricercle de Mohr.

{(O_ _ ot 0111) + 2 > lu=ou)
n 2 no= 2

Ces inégalités peuvent se reformuler par : J (an - M) +12 < @ (41)

+ p—
(O_n_ffl 011)+le1 2(fTI o)

2
2
(O'n _ (011"'20111)> +2 ((011 0111))

(
|
Que l'on transforme en: { (o‘n — (2 "’”))2 +1 < (e )) (42)
|
\

2
o+ oy z 2 (01— JII)
o, — 2 +T1’1
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La premiére inégalité de l'équation (38) prévoie que le point T est situe a [’extérieur du
+ — . e
cercle que lI'on nommera C; de centre, c,( % 0) et de rayon R ;| = (%) La troisieme

inégalité stipule également que ce point T est a I'extérieur du cercle que I'on nommera €3 dont le

O'1+ arr

centre est, ¢, ( ,O) et de rayon R , = (%) Enfin, la deuxiéme ligne stipule que le
point T est situé a l'intérieur du cercle que I'on nommera €, de rayon R , = (%) et dont le

centre noté c, est sur I'axe horizontal & l'abscisse (@) (Fig.2.11).

Les équations de la MMC expriment que I’extrémité du vecteur contrainte se situe dans la zone
grise, ¢’est-a-dire a la fois a I’intérieur du cercle C, et a I’extérieur des cercles C; €t C3.

A

Tm

=11

L C3
B2

ct ! Tz '}n Oy
Fig.2.15 Tri cercle de Mohr

Q

|

Pour des raisons de symétrie, on a souvent coutume de ne représenter que la moitié supérieure
du plan de Mohr.

2.5.4 Contrainte de cisaillement maximal
On remarque sur les représentations graphiques que la valeur maximale de Tt est égale au
rayon du grand cercle de Mohr. Cette valeur est appelée contrainte de cisaillement maximale, et

vaut :

_ Omax— 9min __ 91— 011
Tmax - 2 - 2 (43)

: +
La contrainte normale correspondante vaut alors: T, = % (44)

Le point T correspondant a cette configuration est situé sur le cercle €5, donc on verifie
n, = 0.
On en déduit que le cisaillement maximal que I'on obtient en un point donné d'un milieu
continu est toujours obtenu sur une facette dont la normale est sur le plan défini par les contraintes

principales maximale et minimale, c'est-a-dire que 7 appartient au plan()?, 17). Par ailleurs, les
équations (41) et (42) fournissent : n? =n3 = %

2.5.3 Cercle de Mohr
L'état de contrainte est ainsi caractérisé par un tenseur des contraintes réduit dans la

oo 0 O
base(X,Y,Z). g;; = 0 o, 0] Conventionnellement, on le réduit en 2D a la forme :
0 0 O
= o 0 5 o
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L'objet du cercle de Mohr est de permettre la détermination graphique (quantitative et rapide)
des vecteurs contraintes agissant sur des facettes contenant le vecteur é;;; le vecteur directeur
d'une telle facette exclut donc €,,; et, par conséquent:

n=mn,e; + nye;
ny; n, sont les cosinus directeurs du vecteur 7 dans la base{e, €;}.

On introduit ainsi : 7 = cos Oe;+ sin Oe;

Ou, 0 est I'angle que fait le vecteur 71 avec l'axe e; : 0 =(e;, 1)

Pour alléger encore I'écriture on pose : ¢ = cos 0 et s = sinf.

Le vecteur contrainte agissant sur la dite facette est donc :71 = os ) dans la base {¢,, €}

On décompose ce vecteur selon la normale,; = (¢) et le vecteur £ = (7*) obtenu par
rotation de ~ de 7 autour de &;;; .

A|0I‘S, T1 = O-lﬁ + T1E
Avec : 0,=0; c? + 0, s? (45)
et T, = cs(o; — oyp) (46)
Par commodité, on introduit I'angle double 26 de sorte que :
o, = (a’za”) + (6’ J”) cos26 T, = ( U”) sin26 (47)
o, = (GIJ;G”) + (6’ 20”) cos(—28) (48)
T, = — (@) sin(—26) (49)

A

=

Fig.2.16 Cercle de Mohr final de I’état des contraintes
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Série d’exercices

Exercice 1
En un point (M) d’un milieu continu 1’état de contrainte est donné par le tenseur suivant :
120 O 0
Gij:[ 0 40 10 ]
0 10 40

1. Déterminer les contraintes principales: a;, a;,€t oy;;.
2. Déterminer les contraintes : totale T, normale o, et tangentielle 7, , suivant une facette de

. _>_i N Q -
normale unitaire n =5 € + 7 2
Solution
1. Contraintes principales
det [Gij—X.Sij]ZO
120 — A 0 0
0 40— L 10 |=0
0 10 40 — A |
A =120 6, = 120 MPa
(120—-1)[(40—1)*>—100]=0 = { A, =30 = {o,=30MPa
}\13 = 50 O3 = 50 MPa
2. Contrainte totale
Ti = O'l'j.‘l’lj

(T, = 40v/3 = 69.3MPa
T, = %/8 = 32.65MPa

120 0 0

Ty \=

<Tz)- 0 40 10
\T; = 3'v6 = 81.16MPa

0 10 40

=
V3
vz
V3
0

T = \/le +T,% + T3%=77,03MPa

3. Contrainte normale

1 42 40 10 _
4. Contrainte tangentielle

gy = nnO'ijan

T =,/T? + gy? =38.6MPa

Exercice 2

Considérons l'état plan de contraintes au point P représenté sur la figure ci-dessous. Les
contraintes sont en MPa.

1- Ecrire la matrice des contraintes en P dans le repere xyz.

2- Déterminer les éléments principaux des contraintes. X2
Représenter les éléments principaux des contraintes dans le plan 012
Xy.

3- Tracer le tri-cercle de Mohr. En déduire la valeur du ou
cisaillement maximum. Dans quel plan se trouve les normales "y Xi
relatives aux plans de coupe soumis au cisaillement maximum. 021 |50

a1z I
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Solution

1- Matrice des contraintes en P dans le repére xyz :
—-50 100 0
[6]peeyn = [100 —-50  0|MPa
0 0 0

2-Détermination des éléments principaux des contraintes.
On a un état plan de contraintes : la facette z est donc principale et 0,=0.
Les 2 autres valeurs propres sont déterminées a partir de I’équation caractéristique

—-50—-41 100
detlole =] o0 50 1)
Les deux valeurs sont :
ox= 50MPa
oy= —150MPa
Les axes principaux sont positionnés par : 8= (%, X)
t92 6, = ~or— = momregey =126, = 45°

(32) (=)

La matrice du point P dans le plan des axes principaux XYZ est :

50 0 0
[olpxyzy = 0 150 0|MPa
0 0 0
A
y
Y X
150 50
0, =45°
50 P X
150

3-Tricercle de Mobhr :

Les trois cercles CX, CY, et CZ sont construits a partir des 3 valeurs propres de la matrice
des contraintes. ay= 50MPa, o,= —150MPa et g,= 0.

Positionner les points : my(50), m, (—150), et m, (0), et tracer les 3 cercles.
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y  (-50, 100)

La valeur du cisaillement maximum est donnée par le rayon du plus grand des 3 cercles :

50+ 150
Ty = Tmax = — = 100MPa
Exercice 3
On considére a un état de contraintes uniforme dont les composantes cartésiennes sont :
—4 V2 2
g=|v2 -1 3 |(Nmm?
—2 3 -1

1) Déterminer les contraintes principales.

2) Déterminer les directions principales normalisées.

3) Ecrire la matrice C des cosinus directeurs des axes principaux.

4) Calculer la contrainte moyenne normale et la contrainte tangentielle maximale
5) Vérifier les invariants des contraintes 1 et Is.

Solution
1- Contraintes principales

—4—-2 N2 =2
det(c-Al)=| vV2 —-1-2 3 |[=0
—V2 3 —1-2
A =+2 o, = +2 N/mm?
(A-2)[(A+4)2-4]=0= {/12 = -2 = {06, = —2N/mm?
A3 = —6 o3 = —6N/mm?
2- Directions principales
a) direction X1 correspondant & 6, :
-4-2 V2 =2 ] n
V2 -1-2 3 [nzl = 0, donne un systéme trivial, X1 = X2 A X3
—/2 3 —1-2/ls
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b) direction X2 correspondant a o,

—4+2 V2 -2 |
V2 —1+42 3 nz]=0
—/2 3 —1+2]l"s

(pour, n, = 1 /
1
- { "2 =77 Lanormalisation donne | -
1
L na=-3 \

c) direction Xz correspondant a o5 :

—4+6 2 —V2 |
V2 -1+6 3 nz] =
—/2 3 —-1+6]l"s
— 1
(pour, ny : 1 N 01
= { N2 =~ Lanormalisation donne | —% [ douXi=XeAXs= | T V2
1 1
k N3 =5 % NG
3- Matrice C des cosinus directeurs des directions principales
1 1
1 1 1
F @ 3
1

lz -2 3
4- Contraintes moyenne normale
O = §(011 + 697 +033) = §(01 + 65 + 63) = —2 N/mm?
- Contraintes tangentielle maximale
Tmax = i%(ol — 03) = +4N/mm?
5- Invariants
I; = (611 + 63, + 033) =(0; + 0, +063) =—6
I; = det(o) = (0,0,05) =24

Exercice 4

Considérons les trois états plans de contrainte ci-dessous. Les axes sont principaux. Les
contraintes sont en MPa.

1- Ecrire les matrices relatives a ces trois états de contrainte.

2- D’apres le critere de VON MISES, quel est I’état de contrainte le plus dangereux ?

Y Y Y
" 700

I I A 0

100 -100 -400

Cas (a) = Cas (c)

Université de Bordj Bou Arreridj 2024/2025 30



2024/2025 Elasticité (Cours et TD) Dr: Hocine Ziani

Solution

100 0 0 —100 0 0 400 0 0
o]y =] 0 700 0|{MPa ;e =| 0 600 O|MPa:[s]})=| 0 400 0|MPa
0 0 0 0 0 0 0o 0 0

q Vi J [T 2
La contrainte @, en 2D compte tenu que dans les 3cas 0z=0 s écrit : c:'fu,f = J oy + crf. — 0Oy

o =100 +700° ~100.700 ; o = /1007 + 600> +100.600 ; & = /400 + 400 +400.400
G—:;;f“” — ESS,TdMPﬂ ﬂ_J-'M'I'H — 655.T4 Mpﬂ crl".'l.flfr"l — GQZ,BEMPG

FE e

L'état de contrainte le plus dangereux, au sens de VON MISES, est donc le cas (c) .
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Chapitre 3
Théorie de ’Etat de Déformation

3.1Généralités

Lorsqu'un corps est soumis a des contraintes externes, celui-ci subit des déformations qui
dépendent de l'intensité de ces contraintes. Les déformations qui apparaissent sur la forme du
corps sont le résultat de différents types de mouvements, dont le déplacement relatif entre les
particules elles-mémes du corps. Ce dernier, produit des formes compliquées dues a la variation
d’angles, ce qui explique sa non-linéarité. Si les contraintes appliquées sont faibles, les
déformations observées sont proportionnelles aux pressions appliquées. Dans ce chapitre nous
intéressons a la Varlatlon d’angles pour construire le tenseur de déformation.

Compression

|

Traction

] IR

witttte

| i E

1 i h
: i ; /
§ 1. 5‘__ 3 — E d - af i—:r Dilatation
& g ~ : i ri

L I i
‘; .Il AEEEIXELK] i
LR

Fig.3.1 Exemples de déformations (traction, compression et distorsion (angulaire)

3.2 Description d’un Mouvement d’un Point Materiel

En cinématique le mouvement des particules particule est déterminé par un vecteur qui peut
étre en fonction du temps:

M= M(t) Ou bien M(t) = X(t)€; + X(t)€, + X(t)€;
Pour un milieu continu, on identifie les points d’un corps quelconque par leur position qu’ils
occupent au temps de reférence to.

4 Vecteur déplacement
A
o
\4' - / N\

/ /
| M/ Action d'une | % M*
( ! contrainte i

7 X 4

Fig.3.2 Etat de déformation d’un corps sous I’action des contraintes

Le point matériel M (7) d’un milieu solide est sollicité mécaniquement par un déplacement
wen M’. On aura donc :
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Uyq dx,
MM' = u(#) = <u2> et MN = (dxz) 1)
Us dxs

Le déplacement du point N en N' %(# + d7), peut alors se formuler en fonction du déplacement
du point M, u(7), et d'un accroissement de déplacement diu, caractérisant la susceptibilité d’un
point de ce déplacé différemment dans le solide par rapport a I’origine de la déformation.

- LY owm oug
u; +duy =uqy + ors dx, + 375 dx, + o7a dxs

TR o == - 5} 5} 5} — —
MN=U@F# +dit) = | u, +du, = u, +ﬂdx1 +ﬂdx2 +ﬂazx3 |=u + du (2)
U3 +dU3 =u1 au3d +au3d +_dX3

U+ du : est le vecteur déplacement des pomts materlels M et N du solide en M et N* &
(t£0).

Si I’on ne considére que les petites déformations, I’état des déformations en un point M est
complétement caractérisé par le tenseur symétrique [£] et la relation donnant le déplacement en un
point M du milieu et pour une direction n est :

u(M, 1) =[e] (M). 1t

La connaissance des vecteurs déplacements au point M pour trois vecteurs unitaires définis par

la base (€, , €, , €5 ) suffit a déterminer I’état des déformations en ce point :
Uy (M, €;) = &1, €1+€1,6,+€13€;
Up(M, €;) = €518, +&5,€,%¢7365 3
U3(M, €3) = €31, +&3,€,+¢3363

3.3 Tenseur de Déformation

De I’équation (2), on peut identifier I'accroissement comme suit :

a”ld +a“1d +au1dx3
d"’—|au2d +a”2dx +a”2dx | = du =X, 2dx;é 4
u = ox, 2 3 u ‘Ja Xj e;j (4)

"“3 dxy + 52 3“3 dx; + 5 3”3 * dxy

Sous forme matr|C|eIIe :

6u1 aul aul
gxl aaXZ ZX3 dxl
- Uy Uy Uy
du _| 6x1 axz 6x3 I dxz (5)
6u3 6u3 6u3 dx3
6x1 axz 6x3
6u1 1 Bul Buz 1 Bul Bu3
6x1 2 sz Bxl 2 aX3 Bxl
[8] _ 1 6u1 6u2 Buz 1 auz a‘LL3 (6)
- 6x2 6x1 sz 2 aX3 sz
6u1 6u3 1 Buz 6u3 6u3
6x3 6x1 2 6x3 sz 6x3

\ . . . . ou;
Ou [e], est appelé: tenseur des gradients de déformations et a—z‘, leurs composantes.
j

On pose, ey = ( oui 4 %> 7)

0x; 0x;
Si on prendre compte de I’hypothése des petites déformations (HPP le tenseur [g] des
déformations [&] est le tenseur des déformations linéariseés.
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€11 €12 €13
[e] = |€21 €22 €23 (8)
€31 €32 E33

: us _ . — (fﬂ 0&) -
Sachant que: Pt 2= 5, tom) = 2eq5
CL S - (% %) _
9%, €22 Y13 = P + o) = 2eq3 9)
Qus — g, - (0& %) _
ox, £33 Y23 = \ on, + ox,) 2&53

# Les modifications des angles apres déformation y;; sont appelées deformations de
cisaillement ou distorsions.
# Les allongements unitaires ¢;; sont appelées déformations longitudinales ou Extensions
Exx €xy Exz | [€11 €12 €13 ]
[e] =[E]1= [e;] = [&xy &y &z ]=[€12 €22 €23
Exz €yz Ezz 1 L€13 €23 €33 |
€11

1 1 1
1 ;(512 + 521) ;(513 + 531)
[S] — ;(512 + 521)

& 1
1 1 22 - (523 + 532) (10)
= (e + € ) - (s + ¢ ) 2
2 13 31 2 23 32 £33 ]
1 2 V12 S Y13
[e]=|2721 &2 12 (11)
1 1 2 V23
2V31 T V32 £33
Le tenseur de déformation est symétrique d’ordre 2, on peut I’exprimer sous la forme suivante :
1 1 -
[£11 5 V12 5)’13] My
[S] - 1 _l’“ ﬁ-"" C
a €2 V3| “p; I
2 F5. R
| Sym J —dyf D
€33 i T,
Ce tenseur caractérise un changement R
(longitudinal et transversal) qui subit une T /B| 3 a
. . dy L TI--:r--- —dx
petite perturbation. T 7 i, r™
v e
: o
A B Ly
Lo ;
0 e g — " x
Fig.3.3 Déformation angulaire d’un élément
4 Rotations
Les composantes du tenseur de rotation peuvent étre assemblées sous la forme suivante:
— 0 Wiz wi3
G=[w]=|w 0 wy
w3; W32 0
: 1 %_6&): (fmz_aul) - _
Avec : . ( ox, oxy) @12 ox,  ox,) W21 T T¥W12
1 %_%)_ (6us_auz) = _
2 ( BX3 6x2 - w23 sz 6x3 w32 - w23 (12)
1 %_%)_ (aus_aul)_ =
2 ( BX3 6x1 - w13 Bxl 6x3 - (1)31 - w13
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- Le tenseur de rotation w;; est antisymeétrique.

- Les éléments de la diagonale de ce tenseur sont nuls.
6ul~

6x]-

peut étre exprimé comme étant la somme d’un tenseur

symétrique et un autre antisymétrique tel que :

1( oy auj 1 ( oy auj
E: - Wi =—- —4+— - =
U+ Y 2<6xj+6xi>+2 (ax] 0x;

4 Le tenseur est un tenseur symétrique d’ordre 2 qui

Fig.3.4 Rotation d’une facette par rapport a z

4 Dilatation cubique (volumétrique)
La trace du tenseur (g;;) est définit par la quantité e, qui représente la somme des déformations
longitudinales. Cette quantité exprime la variation par unité de volume, est appelée dilatation

cubique (volumétrique).

_ _ 8u1 8u2 8u3
Ep=E11tEx+E33= 8_961 + E + E (13)
12

qn -~ —--= »

/, |
/, ’, 1
|

1

&, dz

- — -\

§
|
|
|
Exdx | Jo—! A
X

Fig.3.5 Variation volumétrique d’un cube.

3.4 Deformations et Directions Principales

L’¢tat des déformations étant représenté par une matrice symétrique a coefficients réels, on
montre que dans le cas géneral il existe trois directions (Ei1, E2, E3) pour lesquelles il n’existe pas
de distorsion. Le tenseur des déformations est représenté dans cette base par :

&1 0 0
] (EvEsEs) =| 0 &n 0 ]
0 0 e&m

Les deformation normales, ou dilatations, principales, prises dans 1’ordre conventionnel
g > & > &
C'est-a-dire sont la solution de 1’équation caractéristique suivante :
det|e; — A8;;|= 23 — P21, + Al — I3 =0 (14)

Ou:

A1, A5, As:Sont les valeurs principales de la matrice des déformations selon les directions
principales E1, Ez, Es, notés souvent avec un seul indice. Leurs directions propres selon (E1, E2, E3)
se calculent de la méme maniere déja vue précédemment dans le tenseur des contraintes.

I1, 12 et I3 : Ce sont les invariants du tenseur des déformations.

I = g = 11 + &35 + £33 = tr[e]
I, = €11. €32+ E25. €33 + €11. £33 — (€127 + £23% + £13°) = %(Siigkk —&y)?

13 = det[eij]
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NB/

- Les déformations principales représentent les dilatations linéaires dans les directions principales.
- Les directions principales ne subissent aucune distorsion (termes non diagonaux nuls c.a.d. g; =
0); les plans principaux restent orthogonaux apres déformations.

3.4.1 Tenseur déviateur et sphérique
Le tenseur des déformations peut étre décomposé en partie sphérique et partie déviatorique
dont la trace nulle. La décomposition est unique.

Exx O 0 &g 0 0
Soit le tenseur de deformations principales [e]:[ 0 g, O ]:[0 en 0 ]
0 0 £,y 0 0 e&m
E=¢& t+¢&p
& = tr(e)é =& é — (Transformation responsable de la dilatation volumique)

I
€= tr(e)§+ £p

Exx+£yy+£zz 0 0 em 0 0
I Sxxteyytes 0 _
[ES]_ 0 3 ExxtEyyt+Ezz _[ 0 €m 0 ] (15)
0 I U

1
Em = § (€xx + Eyy T E22)

Alors que,
Exx — Em Exy €xz
Ep = E— & = [ED] = [ Exy Eyy —Em €yz ] (16)
€xz Eyz €2z 7 €m

— (Transformation responsable de glissement).

Comme la trace du tenseur représente la variation relative de volume, avec le tenseur
sphérique, on change le volume sans changer la forme, cependant le tenseur déviatorique, on
change la forme sans changer le volume.

/D//@ 5 O\
' E

\

& g
\ -

Fig.3. 6 Représentation de tenseur sphérique et déviatorique

3.4.2 Etats des déformations particuliers
4 Etat de déformations simples
0 0 O

0o 0o O ]—>Extension géométrique (0z) L L(1+e)
O O ezz X
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Ex O 0 0 0 lyxz
[£]=[ 0 &, O ]—> Expansion [e]= ) 0 o °? o |~ Cisaillement simple
0 0 Ezz Esz 0 0
0 0 VYx
[e]:[ 0 0 0 [- Cisaillement pur
Yoz 0 O

* 3.4.2 Etats des déformations planes
Dans ce cas 1’état de déformation est caractérisé par un tenseur plan, dont les composantes dans
une des directions (par exemple z) sont nulles. C’ est le cas pour un milieu bloqué dans une
direction.
Uy = uy(x,y)
-Vecteur de déplacement :{u2 = U, (x,y)

U3 = 0
€11 €12 0
- Le tenseur des déformations donné par la formule suivante :[e] =|&1, €2 0
0 0 o

3.5 Représentation Graphique de ’Etat de Déformation en un Point
L’état de déformation en un point quelconque P est caractérisé par les coordonnés(e,g),
sachant que: g = %y. Les équations obtenues aprés résolution par la méthode de Crammer et
effectuant les transformations nécessaires toute en satisfaisant les conditions suivantes :
gx>¢€,>¢, et ni=0,n5=0etnf=>0
g?+(e—¢g)(e—e)=0
Ontrouve i g? + (e —&,)(e—¢&,) <0
g +(e—e)(e—¢g) =0
Ces équations peuvent étre simplifiées est écrites comme suit :

( &+ ¢ & — En\2 &, — € &, +¢
(e— xz y>+g22(—"2 y) >R = "2 Y. origineoz(—"2 y,o)
g te, ) £y — E5\2 & =& (&t e
<(£— > >+g S( > )—>R— 3 ,OI‘lngGO—( 5 ,0)
&+ e € — Ex\2 &, — & . &t e
k(g_ = x>+922(sz) SR==7— O“g‘“e():(Zz x’0>

On abouti donc a 3 cercles de centres et rayons différents.

>R

g 1! S] /] g"

Fig.3. 7 Représentation graphique de déformations dans le plan principale
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L’approche en déformation est analogue a celle en contrainte. Les relations établies sont
particulierement utiles pour les études expérimentales utilisant des jauges de contraintes.

* Cas des deformations planes: on ne prend en compte que : &, &, et yy,,

Dr: Hocine Ziani

y ‘¢ﬂ7/
y o /] Glissement y,,,
// // . Allongement relatif ¢,
/ / -:A Allongement relatif ¢,
/ /
/ /
/ /
>
g i, *
>

Fig.3.8 Représentation graphique

E—DO0
Les equations de transformations sont analogues a celles en contrainte en remplacant: {T 57
2

La démarche de construction du cercle est la méme qu’en contrainte
« Déformations principales (normales)

Ex -; Ey + (sx ; gy)z N (yxTy)z
Yxy )
Ex—E&y

« Déformations principales (cisaillement) : ¥qx

€12 =

tan26, = (

= ~Vmin =

: X

=y

)
)

==

P

P

-

5

—

[

A9}

B

(3%)

S
X

SiE

v[‘:

N

3

~

3.6 Equation de Compatibilité des Déformations

Les équations de compatibilité sont des équations mathématiques aux secondes dérivées qui
expriment la comptabilité des déformations issues du mouvement du matériau ou d’une structure
donnée. Ce sont les conditions d’intégrabilité. Physiquement, elles signifient qu’on ne peut
pas choisir arbitrairement le champ des déformations sans altérer la continuité de la
matiére. Ces équations sont couramment utilisées pour analyser le comportement des structures
déformables. Ces conditions nous donnent un systeme de six équations indépendantes (on
notation indicielle).
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~2 -2 -2 -2
o & o°E ¢ & oCE:
i ; Kk J ik 0

0x; 0xp ox; éxj Ox; 0xy ij- Oxy

Ces equations peuvent se présenter sous forme développées dans un systéme de coordonnées
cartésiennes. 2 2 2
& q1+5' %2_2 d4° 5, _

dx, : Bxlj iy B

2 2 2
d ﬁjg_l_ﬂ %23_28 3 _0
&, dx, dixy Oy

2 2 2
d :§3+8 ql_zﬂ & 0

Bxlj 5}:32 Az, i)

3% 5, +ir5¢53 dg 0 LTE":D
dr, dx,  dxm \ 8, dwy, g

r i
a’ By dldag dg, &a _y
dry oy, dxg \ dr,  dxy dxm )

r
3% &, N d|dg ds 08
g dxy g \ dry  dxm dx )

Si les conditions de compatibilités sont satisfaites, il est alors possible de déterminer les
champs de déplacement générateurs de 1’état de déformation.

3.7 Mesure des Déformations

La déformation est généralement mesurée par une jauge
(extensometres) de contrainte (1938), qui  permet d’observer le
comportement des matériaux sous contrainte, fournissant des données
vitales pour I’évaluation de [D'intégrit¢ et de la performance des
structures. Elle mesure de faibles déformations, utilisable en pratique que
dans le domaine élastique. Sont des outils essentiels de capture de
changements de résistance lorsqu’ils sont étirés ou comprimés. Leurs
applications vont des simples expériences de laboratoire a la surveillance
compléte de structures a grande échelle telles que les ponts et les gratte-
ciel, afin de garantir la sécurité et la durabilité des structures.

A la surface d'un corps la matrice des déformations s'écrit :

Exx Exy 0
[elxyz=|Exy Eyy O
0 0 &4

La déformation ¢,, n'est pas indépendante. Elle vaut : &,, = —

La dilatation linéaire unitaire &5, suivant ’axe h se calcule par :

B, +E, B, —E, .
€ = > + > cos 20 + g, sin 20

v
. (e, +€

¥yY
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Sérié d’exercice
Exercice 1
e Déterminer ¢;; (extension simple) :
U, = ax,
Soit : {uz = —fx;
uz = —fx;3
Solution
( - 1(% aul) =
€11 2\a dx1
=1 ( duy auZ) =0
€12 2\ dx, 0x;
SR
€13 2\ Ox3 0xq
= (2 0u)
€21 2\ dx; 0Ox, « 0 0
1( du, ou,
e Rt TR
= (2 2u) g 00 -8
€23 2\ dx3 Oxy
1(0u ou
€31 E(ax: +8_x:) =0
1(0u ou
€32 © E(a_xz-l-a_xz) =0
- 12—
L €33 2\ dx3  Ox3
Exercice 2
Un disque plat est soumis & du glissement simple comme le montre la figure en face.
x, =X, +X,/3
X =X,
X3 = X3
On de mande de calculer :
1- le tenseur gradient de la transformation
2- le tenseur des dilatations de Cauchy-Green
3- la dilatation selon les trois axes X1, X2
4- ’angle entre les axes 1 et 2 apres transformation
5- le tenseur des déformations de Green-Lagrange
6- la déformation selon les trois axes (HPP).
7- le tenseur des petites déformations
Solution
1-Tenseur gradient de la transformation, d’aprés 1’équation (6),
Fo0uq duq O0uq -0xq 0xq 0x17
ouy duy Jup | oy ax; d0xy J0xy 0x, 1 g 0
Fy= [5 o on|am o |o o a[|0 1 0
Oug Oug Ooug Ox3 O0x3 Ox3 0 0 1

2-Tenseur des dilatations de Cauchy-Green, d’apres I’équation (7) et (13),
C=F"F
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[Qva Ouz  Ous]
T [owa Odup Ous | |4
F' = |ox, ox, oax, |~|3 1 0
[ous 0w, 0us [ |0 o 1
l6X3 0X;  0X3 J
1 0 0 1 1 = 0
1 1 ; 0 3
3 9
0 0 1 0 0 1 0 0 1

3-Dilatation dans une direction, d’apres 1’équation (22),
dx - d¥’ = {dxo} " [C] {dxo’}:||Fl-]-.d9?(’,||

2
=(V1Z+0+0, (5) +12+0,VIZ+0+0)=(1,5V10,1)
4-Glissement de deux directions orthogonales

D’apres la figure ci-dessus, tan(a)— 2= 18.53°

L’angle entre x, et x, est 90° = p= 90 18.53 =71.56°

5- le tenseur des deformations de Green-Lagrange, d’apres 1’équation (23),
1

1 1 0 - 0
1 1 3 6
E=5(C—I)=5 1 10 [ :l 1
3 9 6 18

0O O 0

Déplacement en fonction des coordonnees (Hypothése des petites perturbations). On observe
que nous avons un déplacement U dans le plan de xi1 X2, la translation vaut

Xz
xl—?
U= (5X,,0,0)
F=I+H
H: le tenseur gradient des déformation exprimé en variable lagrangienne :H = gradU
1 2o oo oop\fo 5 o
H=F-I= 10 1 0—[0 1 0]=0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0

7-Tenseur des petites déformations, de (15) on a

_1f0u; , Ouy
! €ij = Z(Oxj+ dx;

0o - 0
6
=12 0 0
6
0 0 O
7-le tenseur des petites déformations &;; =E;; - &;;
0 0 O
1
51']' =10 E 0
0 0 O
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Exercice 3
L’état de déformation en un point M d’un milieu continu est donné dans une base orthonormée

(0, X, Y, z) par le tenseur :
25 0 0
Eij = 0 7 —-5.2

0 =52 13
1- Calculer les déformations principales.

2- Calculer les invariants scalaires du tenseur ;;.
3- Calculer les déformations sphériques.

Solution

1- Déformations principales:

25 —A 0 0
0 7—-)A =52
0 —-52 13—-A

det ([e] = A[I]) = 0 = det =0

(25 = D7 = D(A3 =) — (=52)2] =0 = (25— 1) (A2 — 201 + 63.96) = 0

A =25
= 1/12 =16 Avec. & > &, > &5
Az =4

2- Calcul des invariants scalaires du tenseur &;;.

Ei=¢ +& 4+ =25+16+4 =45

Ey =€ t&,y+e,=25+7+13 =45

E, = —(&g16, + €563 + £361) = (—25.16 + 16.4 + 25.4) = —564

E, = _(gxxgyy + €yy€zz + €226xx) T (gxy)z + (gyz)z + (Szx)z

= —(25.7+7.13+ 25.13) + (-5.2)2 = —564
E; = (g16,63) = 25.16.4 = 1600
E; =det |[£]|=1599~ 1600

E1+&2+E3 _ 25+16+4 _

3- Calcul des deformations sphériques: &,, = . == 15
Em 0 0715 0 0
[e]5=|0 em O0|=[0 15 0| (déformation hydrostatique)
0 0 Em 0 0 15
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Chapitre 4
Relation entre les Contraintes et les Déformations
et Lois de Comportement

“Imagination is more important than Rnowledge” A.Einstein

4.1 Introduction

Les contraintes et les déformations, sont liées par des lois mathématiques qui permettent de
décrire le comportement du solide étudié sous I’effet de charges extérieures. Ces lois sont le
résultat de différents tests expérimentaux sur le matériau associées aux cycles de chargement et
déchargement. La loi de comportement modélise I’état de déformation du matériau sous les
contraintes issues de I’application de forces extérieures.

Le dénombrement d’un bilan des inconnues et des €quations, nous permet de mener a bien une
étude de mécanique des solidesndéformables.

+ Le nombre d’inconnues est 16:

eamasse volumique p ........coooviviiiiiiiii (1 scalaire),
e le champ de déplacement 2 ................ccoooeviiiiiininn..., (3 scalaires),
e tenseur des contraintes (SYMELriques)......o.vvuveernneeenneannns (6 scalaires),
e le tenseur des déformations (Ssymétrique)........................ (6 scalaires).
* Le nombre d’équations est 10:

e conservation de la masse (la continuité)......................... (1),

e relation déformations-déplacements.....................c.oeeeees (6),

e les équations d’équilibres..........oooeviiiiiiiiiiii e (3).

Donc le bilan est déficitaire de 6 équations scalaires. Pour dépasser ce manque, on se sert des
relations (empiriques) issues des observations expérimentales pour caractériser exactement le
comportement du matériau en question. Ces relations sont appelées lois de comportement. En
pratique, les matériaux de construction suivent des lois de comportement tres variées et
complexes, i.e. dépend de sa nature (matériaux nouveau) et son domaine d’application. Ces
équations restent les mémes dans I’hypothése (théorie HPP) pour tout type de matériau : acier,
aluminium, plastique, caoutchouc, bois, béton, argile...

Dans ce chapitre nous exposerons le modéle de comportement des matériaux élastiques, sous
I’hypothese des petites perturbations.

4.2 Loi de Comportement
La résolution d'un probléeme de structure exige, pour relier les efforts appliqués (forces de
volume Fy; et forces surfaciques F;) aux déplacements u;, de passer par les contraintes o; et les

deformations &;; qui en résultent a I'echelle du matériau. La loi de comportement se présente comme

une relation reliant le tenseur des contraintes a;;, le tenseur des déformations &;;, la température T; et la

ijs ij»
vitesse de déformation v;. oij = f(&;j, Ty, v;) 1)
D’apres les observations a la réponse des sollicitations exercés telles que les essais uniaxiaux
(compression, traction, cisaillement...), on distingue trois grandes classes de comportement
mécanique:
> Elasticité: est un champ particulier d'étude des matériaux solides ou les causes
(contraintes) et les effets (déformations) sont liés par une relation linéaire. Elle est symbolisée
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souvent par un ressort dont 1’allongement Al est proportionnel & la charge appliquée F. Le facteur
de proportionnalité est la souplesse 1/k, ou k est la raideur du ressort (N.m* ou Pa.m) :
F =k.Al (2
Ou la raideur k, une caractéristiques élastiques intrinseques du matériau utilise.
> Viscosité: le comportement visqueux uni-axial est celui d’un amortisseur ou d’un piston
dont la réponse dépend de la vitesse de sollicitation, ici de maniere linéaire pour simplifier:
F=n.Al (3)
OU 7 le coefficient de viscosité de I’amortisseur en N.m*.s ou Pa.s.m ou Poiseuille.m (P1.m)
1Pa.s=1Poiseuille (PI)
> Plasticité: traite des déformations irréversibles indépendantes du temps, qui peut se
modéliser comme un frottement solide, il y a une résistance a la déformation, mais la déformation
est définitive. La déformation plastique est toujours associée a de la déformation élastique.

4.3 Loi de Comportement Elastique Linéaire

4.3.1 Introduction

Le modele de comportement le plus simple est le modéle élastique. Méme pour les matériaux
ayant un comportement élastoplastique ou viscoplastique, ce modele convient parfaitement, sous
condition a ne pas depasser le seuil de plasticité. Cependant pour les matériaux dont le
comportement est viscoélastique, on peut les ramener a un comportement élastique par la
transformation de Laplace. Méme pour des matériaux ayant un comportement plus complexe, un
calcul élastique peut fournir des résultats intéressants, exemple pour le calcul des fondations en
mécanique des sols. Enfin, le traitement d’un probléme numérique dans la mécanique des
solides, avec une loi de comportement quelconque, nécessite le passage par une résolution d’une
suite de problemes élastiques. Ce qui oblige a réserver une place importante a ce modele de
comportement.

4.3.2 Loi de Hooke: Essai de traction
Chaque matériau se déforme d’une maniére qui lui est propre et qui le caractérise, i.e. a un
comportement mecanique intrinseque, formalisé par une relation mathématique dite: loi de
comportement. La mise en évidence de ce comportement passe par la réalisation d’un certain
nombre d’essais, ou 1’on cherche a réaliser dans une éprouvette, un état de contrainte et de
déformation homogene. L’exemple le plus simple est les essais de traction ou de compression

simple. ) a
C
A T
A |
B I D
. limite élastique : Re A—- | L

traction ‘ : :

Lo _—p L \ | |

I | |

I | |

| | |

oht | ! | £
v zone dlastique | _ ’_L zone de déformation plastique J

|

Fig.4.1 Courbe contrainte-déformation d’un essai de traction.

Sur la (Fig.4.1) on a choisi une éprouvette de section cylindrique sous I’effet d’une force de
traction F croissante et progressive jusqu'a rupture. L’évolution de I’allongement relatif de la
longueur initiale Lo en fonction de la force de traction F, ou du rapport Si est suivie de pres.

0
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Sachant que, S, représente I’aire de la section droite initiale de I’éprouvette.
R, Ou g, : limite d’¢lasticité (yield stress), qui sert & caractériser le domaine conventionnel de
réversibilité.
Nous nous plagons dans un repére orthonormé. En choisissant I’axe x;comme axe de traction,
e le diagramme est indépendant de la vitesse de chargement
¢ Cependant, on observe une réduction dans la section transversale de 1’éprouvette i.e. le
rapport ?Tj < 0 et constant.

e la partie OA, réversible est linéaire. Si on charge 1’éprouvette jusqu’a un niveau inférieur
ao,, alors la décharge décrit la méme courbe OA. Cette valeur est voisine de 360MPa pour les
aciers doux de construction et peut atteindre 1600MPa pour l'acier constitutif des cébles de
précontrainte.

e ’augmentation de la charge au dela du seuil g,, I’éprouvette présente des déformations
permanentes.

e |a partie réversible (OA) de la courbe de traction, représente par définition le
comportement élastique du matériau.qui se traduit par la loi de Hooke: o = E.& 4)
E=tg %: Module de Young, ou module d'élasticité longitudinale, exprimeé en (MPa), ou (GPa)

ou N/mm?. Ce module est voisin de 200 000MPa = 200GPa pour la plupart des aciers.

Lorsque la contrainte cesse, pas de déformation résiduelle. Cela implique exactement que les
déplacements sont linéairement dépendants des efforts appliqués. Pratiquement tous les métaux
présentent ces propriétés, si le niveau de contrainte ne soit pas trop élevé (pas de sensibilité a la
vitesse de déformation, température basse).

L-Ly AL
81 ="
Ly Ly
L’égalité (4) peut s’écrire comme suit: o, = F_ E.e, (5)
So
82 = —V. 81

Ou v est adimensionnel appelé coefficient de contraction ou encore coefficient de Denis
Poisson (1781-1840), qui dépendra du matériau utilisé, généralement vaut 0.3 pour les aciers.

Tableau 1 Valeurs de E et v de quelques des matériaux en GC (a 20°c).

Matériaux E (GPa) \
Acier de construction 210 0.27+0.3
Béton en compression 10+ 13 0.15

Aluminium 69 0.33
Marbre 26 0.3
Brique creuse 5.128 0.15
Verre 69 0.25
Sable (grand Erg Algérie) | 0.472+0.927 0.171
Caoutchouc 0.2 0.5
Bois (Pin) 7 0.2
Os 21 0.27
Argile humide 0.472 0.4+0.5
Sols limoneux 0.035+0.150 | 0.15+0.21
Sols argileux 0.035+0. 100 | 0.243+0.41
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1MPa = 10 GPa =10°Pa = 1IN/mm?
1kgf/mm? = 9, 81N/mm?
1 psi (pounds per square inch) ............. Ipsi = 6, 895.10°Pa

4.3.3 Approche expérimental
Sur la figure 4.2, un barreau congu a partir d’un matériau élastique isotrope équipé de trois
jauges extentiométriques qui servent a mesurer les déformations selon les directions (%, y, 2)
(Fig.4.2).
mLa jauge 1: enregistre les déformations suivant la direction z
mLa jauge 2: enregistre les déformations suivant la direction x
mLa jauge 3: enregistre les déformations suivant la direction y
z

Jauge 2
Jauge 1

(O]
X

Fig.4.2 Détermination des déformations dans barreau en traction
Un allongement proportionnel a la contrainte de traction appliquée dans le sens X est enregistré
dans la jauge 2, dans ce cas et selon la loi de Hooke on aura :

0-1 = E 81
=g =2
17§
Cependant des contractions latérales sont enregistrées par les deux autres jauges 1 et 3 :
Eyp = &3 =V.& = _V%

C'est-a-dire que la contrainte g;Seule déforme le barreau dans les trois directions(x, y, z).
Le tenseur de contrainte résultant la 1 sollicitation est comme suit :

o, 0 O
g =[ol=[0 0 0] (6)
0 0 O
Cependant le tenseur de déformation prend la forme suivante:
& 0 0 o 0 0
E=[e]l=|0 & 0]:%[0 —v.o; 0 ] ©)
0 0 & 0 0 —v.o
On obtient les mémes résultats pour les essais dans les deux directions y et Z (jauges 1 et 3).
La superposition des trois essais de traction nous donne les relations suivantes:
& = %—%(02 + 03)
) :%—%(01"‘03) (8)

g v
kez :fl—g(% + 03)

Ces équations traduisent la loi de Hooke en axes principaux. Dans I’essai oedométrique, on

comprime 1’échantillon de sol dans une bague rigide. On réalise ainsi un état de contrainte et de
déformation de la forme:
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_ P/S 0 0 _ Ah/h 0 0
0=10 o O0)p €= 0 0 0
0 0 oy 0 0 0

4.3.4 Loi de Hooke généralisée

Dans un essai de traction-compression, dans le domaine élastique, la linéarité ¢-¢ est traduite
par I'existence d'un module d'élasticité E et la linéarité des déformations axiale et transversale
traduite par un coefficient de contraction v. Dans des conditions de tempeérature voisine de la
température ambiante (généralement entre 0°C+60°C), on pourra admettre que les matériaux se
dilatent proportionnellement a l'accroissement de température, et le facteur de proportionnalité est
appelé coefficient de dilatation thermique (noté a) et indépendant de la température.

F=5G -5, +&6T )

: est le tenseur d’ordre 4: (3%) = 81composantes) des compliances.

0 o: Contraintes initiales (résiduelles) dites autocontraintes o, en I'absence méme de forces
extérieures a la température de réference Ty (en kelvin (K)).

a : est le tenseur des coefficients de dilatation. 1l est notable que le coefficient de dilatation de
I'acier et celui du béton sont voisins. Ils valent aggier= dperon = 10.107°Kelvin~lenviron.

La loi que nous utiliserons sera limitée a des matériaux isotropes, c’est a dire que la
formulation ne dépend pas du référentiel utilisé, ce qui peut étre résumé par [I’utilisation d’un
matériau homogeéne, isotrope, la transformation est continue, infinitésimale, monotherme
réversible sans aucune transformation chimique, ni de changement d’état, dans le domaine lineaire
on peut écrire les relations suivantes : (loi de Hooke-Duhamel):

gdéfor thermique
3 :%E-[gtr(ﬁn =/ (10)

L

Cette relation montre bien que les directions principales de contrainte et de déformation sont
confondues. Cependant la loi de Lamé-Duhamel est réciproque a (10) car elle exprime les
contraintes en fonction de déformation (et de température): (loi de Gabriel Lamé)

G = 2uF + [Atr(E) — BST]T (11)

Ou: p (noté aussi G): module d’élasticité transversale

A: coefficient de Lamé.

Ces deux parameétres dépendent du matériau considéré, mais ne sont pas directement
accessibles par mesure expérimentale. Généeralement on préfere employer le module de Young (E)
et le coefficient de Poisson (v) des grandeurs que 1’on peut facilement déterminer par un simple
essai de traction. Le lien entre ces expressions est :

. E vE
Lamé —>» Hooke pu = = G A= Ty (12)
p _ u(34+2p) _ s
Hooke —»Lamé E = Y V=omm (13)

De I’équation (11), si on néglige I’effet de la température on aura et on considére le cas d’un
matériau élastique homogéne isotrope, la loi de comportement s’écrit:

g =Atr(E)I +2u.F (14)
On notation indicielle: oij = Atr(ey) +2u.&; (15)
Et de méme a partir de I’équation (10) :& =—%tr(?)lz + HTV? (16)

Université de Bordj Bou Arreridj 2024/2025 47



2024/2025

Elasticité (Cours et TD)

4.3.5 Notation de Voigt (1850-1919)
Dans les conditions normales de température (isothermes) et pas de contraintes initiales, il y a

dépendance linéaire des tenseurs de contrainte et de déformation.

QLim A

Q|

- Tenseur de compliance.

Il
Il

: Tenseur d’élasticité de dimension 4.

E © E=S.0

0117 [C11 Ci2 Ci3 Cia Cis Cig €117
022 | | Co1 Caz Ca3 Cay Cos Cog || €22
033 |_| C31 G35 C33 C34 C35 C36 || €33
023 | | Ca1 Caz Cyz Cas Cas Cye || €23
013 [ | €51 Cs3 Cs3 Cs4 Css Cs |[ €13
0124 L1 Cgz Co3 Coa Cos Co 1 -E12-

Dr: Hocine Ziani

(17)

Ce sont des tenseurs du quatriéme ordre et sont représentés par une matrice a 4 dimensions.
Compte tenu de la symétrie des tenseurs de contrainte et de déformation, Voigt donne une
représentation vectorielle a ces tenseurs :

(0117 €11
0,5 €22
06 — 0= 733 et & —e= £33
T23 Y23 = 2.823
T13 Y13 = 2.3
LT12- V12 = 2.€13
0117 [2u+4 A A 0 0
022 A 2u+iA A 0 0
033 |_ A A 2u+1 0 0
ol 0 0 0 2u 0
013 0 0 0 0 2U
L0712 0 0 0 0 0
0ij = Cijki- €
Ou, le tenseur d’élasticité [C] vaut :
2u+41 A A 0 0 07
A 2u+1 A 0 0 0
0 0 0 2 U 0 0
0 0 0 0 2uU 0
0 0 0 0 0 20

(18)
_811 -
€22
€33
€13 (19
€13
_812 -
(20)
(21)

Cependant la matrice d’élasticité inverse-compliance-[S], est la matrice qui permettant le
passage des contraintes aux déformations. Elle est définie comme suit :

€11 1l v -V 0 0 0 1011
€22 -v 1 —v 0 0 0 022
&3 1|—v =V 1 0 0 0 033
&3l Elo O 0 1+v 0 0 023 (22)
&13 0 O 0 0 1+v 0 013
LE12 Lo O 0 0 0 1+ viloyp,
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1 v v 0 0 0
l-v 1 —v 0 0 0 |
1|—v —v 1 0 0 0 |
S1=%l0 0 0 14v o o | (@3)
lo 0 o 0 14v 0 |
lo 0 o 0 0 1+l

La matrice de compliance[S] & toutes les propriétés d’un tenseur symétrique du 4°™ ordre. Si
en utilise la notation indicielle d’Einstein, la loi de comportement s’écrit :
Eij = Sijk1- O (24)

4.4 Formulations de la Loi Elastique Linéaire
A partir de I’équation (15), on peut tirer les relations contraintes-déformations suivantes, dites
équations de Lamé (dépondent que des coefficients de Lamé A et u):

(011 = A(eq1 + &35 + €33) + 2peqy (011 = A&y, + 2114
032 = A(eq1 + &5 + €33) + 2pey; Opp = A&, + 2uey;
{033 = Ale1r + €22 + €33) + 2pes; e 033 = Aey, + 2pess (25)
012 = 2l Ty2 = 21y
O13 = 2[1€13 Ty3 = 2U€3
\ 023 = 2UUEy3 \ T3 = 2Ué&ys

Onpose: &, = (&1 + &, + £33) — la déformation volumique
L’écriture finale de 1'équation (15) sera donc comme suit:
0y = A.&,8; +2p.¢; (26)
C’est la loi de Hooke pour un milieu élastique, linéaire, isotrope, et homogene.
Pour déterminer les déformations sous sollicitation triaxiale, on applique le principe de
superposition c'est-a-dire formuler sa forme inverse, denommée équations de Young qui se

( =01 _Y
€11 = — 7 (022 + 033)
=922 _ YV
€2="7 "% (011 + 033)
_ 033 v
) _ €33 = — — 7 (011 + 022)
présente comme suit : U T (27)
€12 =VY12 = %12 = Y1
_ 1t
€13 = V13 = 57013 = Va1
_ 14y
\€23 = V23 = ;7023 = V32
Alors: sii#j, 6;=0
1+v 1+v
Eij = 0ij = Tij (28)
Et Yij 2u 26

4.5 Energie de Déformation

L’expression de 1’énergie en fonction des contraintes et des déformations est de trés grande
importance en mécanique des matériaux. L'énergie élastique est I'énergie associée a la déformation
élastique d'un matériau solide ou liquide. En effet, pour déformer un solide ou un fluide, il faut le
mettre sous un Chargement7 externe afin de provoquer une variation dans son volume AV. Dans
ce chapitre nous nous intéressons a I’énergie stockée dans un matériau €lastique isotrope.
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4.5.1 Expression de I’énergie en fonction des contraintes et déformations
e Traction uni axiale: Considérant une barre ou un ressort de raideur k, 1’énergicW/,
nécessaire pour déformer la barre est donnée par : (Fig.4.3).

w = 17" Fw)du (29)
Ressort étire
l_ X Axp des
o | X
e I S —— .

A

Fig.4.3 Déformation uniaxiale d’un ressort en traction

Ou : u est le déplacement imposé par ’application de la force de traction F de la barre.
l, et 1, la longueur initiale et finale respectivement de la barre.
Sy et S, la section initiale et finale respectivement de la barre.

w, = [V Fdu = [T osdx = [T E(e)S. lde (30)
Pour de petites deformations élastiques, nous pouvons remplacées S et [ par leurs valeurs

initiales S, et [, respectivement, d’ou la loi de Hooke en traction s’écrit :
2

mal )
W, = Solo /" Ee.de =V, 2= = v, & (31)
Donc 1’énergie élastique W, dépend d’une fagon quadratique des déformations &et des
contraintes o.
Dans le cas général ou le matériau est soumis a un chargement multiaxial et apres I'utilisation
des simplifications apportées par le théoréme de Gauss ou d’Ostrogradsky.

W, = [ [ oyde; dV (32)

4.5.2 Densité d’énergie, potentiel de déformation
+ Densité d’énergie (énergie par unité de volume)
L’énergie par unité de volume, est le travail des contraintes sur les déformations.
&
Wevor = J, 0ij.dej; (33)
Que nous pouvons I’écrire sous forme de vecteur comme suit :

— (2T 42
We vor = J, 07.dé

La proportionnalité entre les contraintes et les déformations, nous permet d’écrire:
1
Wevor = 5 9ij- €ij (34)

Cependant, la loi de Hooke permet d’exprimer I’énergie par unité de volume en fonctions des
contraintes seules ou déformations seuls.

1 1 1
Wevor =5 0ij. € = 5 04 Sijia- Opa = 5 €ij- Cijra- Ena (35)

+ Potentiel des contraintes et potentiel des déformations
Le potentiel des déformations permet de calculer les contraintes en connaissant les
déformations et vis versa. Pour un matériau €lastique linéaire les deux potentiels sont égaux a
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[’énergie de déformation. Alors que pour les matériaux non linaires les valeurs des deux
potentiels ne sont pas identiques.
NB: -De I’équation (34), on déduit que W, y,; est toujours positif ou nulles.
-W . v st nulles cela implique que les contraintes et les déformations sont nulles toutes
les deux.
+ Tenseur déviateur des contraintes et déviateur des déformations

L’énergie ¢lastique peut étre décomposée en deux parties :
-Un changement de volume sans la forme (accroissement volumétrique).

-Un changement de forme sans celui de volume (distorsion angulaires a volume onstant).
Du d’équations (24), on peut écrire:
011 = 2p€q1 + A(Eqq + €55 + £33)
02 = 21y, + A(Eqq + €55 + £33)
033 = 21y, + A(€qq + €55 + £33)
Remplagant A et v par leurs valeurs respectives on aura :

(011 =26 (811 + ﬁ(fn + &2 + 533))
4 022 = 2G (822 + ﬁ(fu +Ep+ 533)) (36)

\g33 = 2G (833 -z )(811 + &2t 533))

Faisant ’addition des 3 équations de (35) on aura:

3v
o1 + 0y + 033 = 2G[(&11 + &32 + £33)F a-zv) )(511 + £55 + €33)]
Y

30, = 2G [(trs) + 12 )(tre)] G| (:‘;v)](tri)
i 2w 9] =57 1)
Om = 3(1 2 )( _)_3(1 2v) Ekk (37)
Posons: 'K = 3 (152\;) (38)

Donc K lie la contrainte moyenne (pression hydrostatique (—p))et les déformations, K est
appelé module de compressibilité cubique.

p=—0,=—K &y (39
Soient : §: tenseur déviateur des contraintes, tel que §=0ij — 0,0 = 2G. ;5
e: tenseur déviateur des déformations € = &jj — Em0jj

+ Energie élastique en fonction de I’accroissement de volume et distorsion angulaires
1
W, = 5 (Sij-€ij + 30, €m)
Sij = ZGeU (40)
om =3K. g,
+ Energie élastique en fonction des invariants des tenseurs de contraintes et

déformations
Si e.q: le tenseur déviateur des deformations élastiques angulaires (distorsion), avec :

2
eeq = g.eij.eij (41)
En peut écrire I’énergie ¢élastique en fonction des contraintes seules
1
Wevor = 5 (Sij- €ij + 30mem) (42)
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Série d’exercices

Exercice 1
Une plaque de hauteur h et de faible épaisseur ap = 10 cm devant une longueur £o = 243 cm, est

confinée entre deux solides infiniment rigides et soumise & une pression uniforme P tel que montré
sur la figure ci-dessous.

A A
£ PP NN WA NN NN P AV vy
—1..-5:531‘:ﬁﬂﬁﬁﬁﬂﬂﬁxgﬁrﬁfgfﬁ'ﬂﬁwﬁm’%*]ﬁ ' oy s
P o e s e e e e T — = . — i h
e e e e At
o e R R R R R R R - |
I PN A A U A A A A A O e il &£ 5 F L
£ dyg
< A, > i

1)- Quelles sont les composantes nulles des tenseurs des contraintes et des déformations ?

2)- Si on suppose que le matériau de la plaque est élastique et isotrope avec un module
d’élasticité E et un coefficient de Poisson v, déterminer en fonction de P, E et v les composantes
non nulles des deux tenseurs ?

3)- Déterminer, en fonction de E, v et des coordonnées (x1, x2, x3), les expressions des
composantes ul, u2 et u3 du champ des déplacements ?

4)- Si E =150 Mpa et v = 0.36, calculer la pression P nécessaire pour réduire la longueur de la
plaque a £ = 200cm ?

5)- Que devient alors la nouvelle épaisseur a de la plaque ?

Solution
1- Les composantes nulles :

Les composantes de cisaillement et de glissement

&22 = 0 empéché par les deux solides

o33 = 0 la plaque est libre de se dilater sur son épaisseur
2- Les composantes non nulles :

La pression est uniforme 611 = —P ; ¢’est une compression

622 fonction de 611 et v

On a eij = [(1+v)/E].cij — (V/E).trace (o).

€11 = o11/E — (VIE) 022

&2 = onlE - (V/E) oi1=0donne 622 =vou=-vP

£33 = 033/E — VIE (o11+ 622) = —v 011 (1 + V)IE = v (1 + v) P/E et enn=— (P/E). (1 —v?)
3- Déplacements:

ur = [enndx1 = — (P/E) (I — %) x1 ne dépend pas des autres directions puisque pas de
glissement.

Uz = Jezodxo = 0

Uz = [essdxs = (P/E) v (I +v) x3
4) Pression :

La déformation : g11= Al/10 = (200 — 243)/243 = —0.177 = -17.7 %

D’ou: P=E &1/ (1 —v?) = 30.49 = 30.5 MPa
5) Epaisseur finale :

€3=Vv (1 +v)P/E=0.099=9.9% d’ota =ao (1+&33) = 11 cm.

Exercice 2
Soit le massif rectangulaire de grande longueur représenté sur la figure ci dessous
On pose plusieurs hypotheéses :
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e Comportement élastique linéaire, de parametres E et v.
e Face supérieure soumise & un pression uniforme p.
e Face inférieure en appui glissant et non-frottant, fixée seulement sur l'axe (O,é5)
e Forces de volume négligeables.
e Hypothese des petites perturbations.
¢ On se place dans la zone centrale du massif pour se prémunir des effets de bord.
e Champ de déplacement donné par:U= (A.X,+ C.X,)é,+ (-C.X;+B.X,) &,
1. Représenter la section du massif contenant le point M ainsi que les conditions aux limites sur
cette section.
2. Calculer le tenseur des déformations g, et donner ses valeurs principales et ses directions
principales. De quel type de déformation s'agit-il?
3. Exprimer analytiquement le tenseur de Cauchy & (utiliser les coefficients de Lamé pour

simplifier les notations).
s o —2u—A _ _
S A=P B =P ¢=0
On pose E = 210000MPa et v = 0.3 (Massif en acier). Les dimensions de la section sont :
L = 020met H = 0.15m, et le chargement vaut p : = 500MPa.

4. Calculer le vecteur déplacement du point M. Tracer la déformee de la section.
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Chapitre 5
Equations Générales de I’Elasticité Linéaire

5.1 Introduction

Généralement, la loi de comportement, nous fourni suffisamment d’équations fondamentale qui
puisse s’appliquer a tout point du solide pour pouvoir traiter un probléme d’¢lasticité
(détermination des composantes du vecteur déplacement). Toutefois souvent nous serons face a un
systeme d’équations différentielles relativement délicat a résoudre. D’ou la nécessité de faire appel
a des équations complémentaires pour avoir une forme simplifie des lois physiques.

5.2Résolution des Equations de I’Elasticité en Déplacement (Méthode de Lamé)
Dans ce cours on s'intéresse spécifiqguement au domaine élastique des déformations, nous
proposons ici d'utiliser les lois de comportement mises en place dans le chapitre précédent pour
établir I'équation fondamentale de I'élastostatique, dite équation de Lamé-Clapeyron.
Soit un systéme solide de volume V délimité par la surface S, soumis sous la densité de forces
extérieures (volumiques et surfaciques), I'équation fondamentale de la statique s'exprime :

Ou fV et f} sont respectivement les forces volumique et surfacique.
La force surfacique fgcorrespond a la contrainte & s'exercant sur un élément de surface dS de

normale 72, d'ou: fo=58(M, ) =5.1=divé =V.g (2)
Sachant que 1’opérateur V est appelé nabla :
Tradf=vf =L oL
gradf=vf =G, 3,5, (3)
Le théoreme de Green-Ostrogradsky permet alors de transformer I'intégrale de surface en une
intégrale de volume:  [f 5.7 dS = [ff V.GdV (4)

L'équation fondamentale de la statique peut donc se réécrire: f,,dV + Jif,V.3dv =0 (5)
Ce qui nous permet d’écrire I’équation locale en tout point du solide comme suit:

fr+V.6=0 (6)
R fi
Avec: fv=1|1
f3

Par projection sur les trois axes d'un repére orthonormé, on obtient:
0011 do do
(CE+-2+-E4fi=0
X3

I axl axz
60'12 60'22 60'23 aO'i'
4 0x4 0x, T O0x3 +f2 = 2] Ox; +fl 0 (7)
60'13 60'23 60'33
=0
Bxl sz + 6x3 +f3

Qui représentent les équations de la statique de Navier.
{6011 6‘[12 6‘[13 —
o T o T =0

Bxl sz
61’12 60'22 61’23

6x1 sz + 6x3 + f2 = 0 (8)
0t13 , 0Tz3 , 0033 _
6x1 + axz + 6x3 + f3 - 0

Connaissant les équations des extensions et extorsions de Cauchy:
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(e, =" (v,, =34 0w
auz { _ aul 6u3
Avec €22 =5 et <Yz = oxs + oxs 9

|
_ 6u3 auz 6u3
k€33 - 0x3 k)/23 - 6x3 0x1

Selon la loi de comportement déja établie entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations, on peut développer le gradient de .

| —(/LE‘V + 26811) + G ()/12) + G ()/13) +fi=0.... (a)
(Y12) too (ASV + 2szz) + G ()’23) + f, =0.....(b) (10)

kG axl (ylg) +6G— (y23) +-— (AeV + 26533) +f3=0...(c)

_ _ 82u1 6 Uy (6(811) _ a U
|6x2 (y12) = dx?2 0x10x, | 9x1 T ax2
_ K3 _ 0%y | 9%ug 43(522) _ 9%y
Sachant que: 4 o (r13) = o2 T omon, et ox, — a2 (11)
i _ azuz 82u3 8(833) _ 82u3
k (v23) = 0x32  Ox,0x3 dxs  0x2
Faisant un réarrangement de termes dans le systéme d’équation (5.10(a)), on aura :
_(EV) + 2G5 (511) + G~ (Y12) +Go— ()’13) +=0
9%u d%u d%u d%u %u
)l—(eV)+ 26 1+G[ > axlai] G5z axajc]+f1=0
9%u d%u 8 u 0 Ou au ou
A—(EV) + G. [ 1 ax%l + ax—f,l] + Ga_xl[a_xi 8_ 3] + fl =0 (12)
~ J
Viu, &y
Avec: V2u, = Au, — est le Laplacien de u.

Donc I’équation (5.10(a)) sera comme suit:
a ]
Aa—xl(s‘,) + G.V?u, + G.ESV +£=0
Idem pour (5.10(b)) et (5.10(c)), finalement, on obtient les équations d’¢lasticité en
déplacement dite équations la Lamé.
f(/1+,u)isv +u.Viu, +f, =0
| 0x1
4(A+u)aixzsv+u.vzu2+f2=0 (13)

| 2
k(/1+,u)a—x3£‘, +u.Viuz; + f3=0

En notation indicielle les équations (5.13) s’écrivent comme suit:
]
A+w32+ axax+ﬁ-—0 (14)

La résolution d'un probléme delast|C|te conS|ste alors a résoudre cette équation a laquelle il
convient d'adjoindre les conditions aux limites.

5.3 Résolution des Equations de I’Elasticité en Contraintes (Méthode de
Beltrami-Michell)

La méthode de Beltrami-Michel est une approche différente. 1l permet alors de déterminer les
contraintes s'exercant sur le systeme et d'en déduire les déformations subies a I'aide de la loi de
comportement élastique. Pour cela on dérive les équations (5.13) respectivement par rapport a x;,
X, et x5 et on suppose que les forces de volume sont constantes.
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If(/1+u)a%1£‘,+u.vzu1+f1=0 /%1
4(/1+/1)aixzev+u.vzu2+f2=0 /%2
((/1+u)a%ev+u-vzu3+f3=0 /%3
faixl[(/u u)aixlev + 1. V2uy + fi_ = 0]
s [+ W 5ey + Vo + fo_ = 0] (15)
i[(a+u)iev+u.vzu3+f3 =0

((A‘l',u,) €V+,U,V_u1—0

A

9? 2 0 —
L(/1-|',1,I,)a—x§<$'y-|',LI,.V a—x3u3 =0

En additionnant les équations (5.16) membre & membre on aura:

2

92 9 92 2 (0 9 9 B
A+ w (EEV +a—x%€V +8_x§€V) +u. v (a_xlul + Euz +%u3) =0
- ~ -
&y
(A+2. 1)V, =0= V3¢, =0 (17)

Lorsque les forces de volume sont constantes, le Laplacien de la déformation volumique est
nul. Pour cela il faut transformer les équations (15) des déformations en équations des contraintes.
011 = Aey + 2. €44
Oyy = Agy + 2U. &5, (18)
033 = Aey + 2. €33
Multipliant les équations (18) par le Laplacien, on aura :
V2.01, = V2. (Agy + 2u.511)
V2.0, = V2. (Aey + 2. £55) (19)
V2,035 = V2. (Aey + 2. £53)
Sachant que,V2e, = o, le systeme (19) devient:
V2.0, =2u. V% g4
V2.0,, = 2u.V?e,y, (20)
V2.033 = 2u.V?e35
L’additionnant membre a membres la loi de Hooke dans le systéme (18) on aura:
011+ 0y + 033 =0 = 3Aey +2u. (811 + &35 + &33) = 3A. ey + 2.6y = 3L+ 2p)ey

= e =
0 =(BA+2u)ey & = o (21)
Dérivant €, deux fois par rapport a x,, x, et x3, on aura:
(2, 1 p20%
ax? & = vz " 9x2
a2 1 o, 026
axz a2V = 3/1+2u v " 9x2 (22)
2 0%6
k6x3 3/1+2u Tox2

Utilisant les équations (20) et (22) dans le systeme (16) :
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[t S s =o
i AR R 23)
gii’z‘#.a L V2% =0
Pour la 1 équation du systéme (23), aprés développement on trouve:
284 2 g2 (g,1) = 0

ax? = 20+’
2 226

(1+V). V (0-11) + > = 0
0xy

D’ou le systeme final:

[ (1+v).V%(ayy) + ZZT? =0 [ (1 +v)Aoy, + aa—é(an +0,,+033)=0
(14 v).V%(0,,) + ZZTZ =0 (1 +v)Aa,, + ;—;%(011 + 0y, +033) =0
(1+v).V%(o33) + 62—2 =0 (1 +v)Aos; + ;—22(011 + 05, +033) =0 o
=
< (1+v).V%(1y2) + m =0 < (1+v)A(rq2) *vons (011 + 053 +033) =0 o
(1+v).V%(1y3) + —ax3 =0 (1+v)A(T13) + 55— (011 + 0y, +033) =0
(1 +v). V2(153) + =0 (1 +v)A(T23) * Srons (011 + 03, +033) =0

0x,0x3

Ces six equations ont été obtenues par Beltrami (1892) pU|s generallsees par Michel en 1900,
et portent le nom de Beltrami-Michell. Elles présentent 1’intérét de se simplifier dans un certain
nombre de configurations. En particulier, dans le cas ou les forces volumiques sont uniformes (ce
qui est généralement le cas).

2
En notation indicielle: (1+ ) 0 O

kaxk 9x;0x;j =0 (25)

La résolution de Beltrami-Michell et les conditions aux limites sont suffisantes pour obtenir le

tenseur de contrainte a constantes prés. Cette formulation est utilisée pour résoudre des problemes

plans (contraintes planes dans les t6les minces ou déformations planes). Alors que pour des

problemes tridimensionnels ces équations sont rarement utilisées, on fait recours a la résolution
par la méthode des déplacements.

Conclusion:
En pratique, il est difficile d’introduire les conditions aux limites en déplacements, En effet, le
champ de déplacements n’est pas obtenu directement a partir du champ de contraintes. Il faut pour
cela intégrer les déformations. Pour cette raison, la résolution en contraintes est moins utilisée que
celle en déplacements

5.4 Equations de Comptabilité de Saint Venant

Ces équations ont été établies par saint venant (1864), Les six (06) équations représentent les conditions
de comptabilités pour la déformation. Dans toux les problémes, les déformations doivent satisfaire
I’ensemble de ces six équations. La satisfaction de ces six équations de comptabilité garantie 1’existence
d’un champ de déformation continu univoque (l'unicité des déplacements). Les équations de compatibilité
sous forme développés comme suit:
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( 0%e11 |, 0%en 0%y1,

= 2.

ax2 + ax? 9x10x,

0%eqq + 0%e33 — 0%y13

dxZ2 ax? " 9x10x3

032 + 0%e33 — 0%y23

) ax2 dx? " 9x,0x3
0 —0y23 +3V13+a1/12 — 0%e1q
6x1 0x1 sz 6x3 6x20x3
i(a]/zs —0v13 + 0Y12 — 0%z
axz 0x1 sz 6x3 0x10x3
0 (023 a]/13_|_—3V12) — 033
L6.96'3 8x1 8x2 6x3 axlaxz

Série d’exercices

Exercice 1
Etablir les formes des équations d’équilibre et de comptabilité pour un milieu ¢élastique a deux

dimensions.

Solution
Deux cas possibles peuvent se présentes :
« En contrainte plane
Par définition c’est le cas dans lequel : 33 = 743 = T3 =0
Cas d’un corps dont la distribution de contraintes est trés faible sur une dimension par rapport
aux autres.

80'11 31’12 _

e T TX =0 (1)

8022 31’12

axz axl
Les autres equations sont nulles puisque le milieu est élastique a deux dimensions. X et Y,

peuvent s’obtenir en différentiant la fonction potentielle £2(x,, x,) définie par :

( N
X=——
{ 0x,
Y = an
k ~ 0x,
Admettant que il n’ya pas de changement de température, la loi de Hooke est :
( 1 1
&1 = E [0'11 - ,U.(O'zz + 0'33) = E (0'11 — .uO-ZZ) e e (3)
1 1
9 €2 = E [0'22 - ,U.(O'll + 0'33) = E(O'zz - ‘Ll0'11) cer e (4)
1 7
\ €33 = E [033 — u(o1q + 032) = “F (022 + poqy) .. (5)

V12 = %lei Y13 =Y23 = 0....... (a)
Ces équations montrent que, dans le cas de contraintes planes, les déformations dépendent
uniquement des axes X et Xz,
Introduisant la fonction Q(X, y), connu sous le nom de fonction de contrainte d’Airy, définie
par trois équations indépendantes de z
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2@

| 2
{l Opy = % +0..(7)
2
lt12 = == ..(®)
On remarque que ces contraintes satisfont les équations d’équilibre (1) et (2).
Partons de (6), (7) et (8) dans (3), (4) et (5) et retranchant les expressions obtenues de
déformations dans 1’équation de comptabilité (a). On trouve :
0*0 *d 00
dx; * 0x20x32 * x5
La quantité V*, est dite opérateur bi-harmonique définie par :
o* '@ o*
- ox; * dx2dx2 * x5

Cependant V? est appelée le laplacien est définie par :

0x10x2

020 09%n
=—1-p <— )

+ —_
ox? = 0x2

|74-

|72 — 6_2 6_2
0x?  0x3
D’ou on obtient la relation : Vg = —(1 — ) V20

Dans le cas ou les forces a distance sont nulles on aura : V4@ =0

« En deformation plane
Dans ce cas par définition : e553 = y33 =23 =0
et la force a distance Z doit également étre nulle.
Un corps tres long soumis a des charges latérales est un exemple de ce type de déformation.
Les équations d’équilibre sont les mémes que le 1* cas :

( 1 1
RS [011 — ulog; + 033) = E(Ull — HO23) oo 9)

1 1
&2 = E [022 — (o, + 033) = I (03 — UO11) e ... (10)

1 u
0= E [033 — u(o1y + 022) = _E(UZZ + 1oyq) ... (11)

\ 033 = (011 + 032)

Utilisant la méme fonction de contraintes d’Airy O(X, y) que celle employée dans le 1% cas et
donnée dans les équations: (6), (7) et (8). Dans le cas de la déformation plane, les équations (6),
(7) et (8) sont satisfaites et reste que 1’équation (a). Exprimant les déformations données par les
équations (9), (10) et (11) en fonction de la fonction d’Airy et en portant les résultats dans
I’équation (a) on aura :

7t = —— 120
1-u
Dans le cas ou les forces a distance sont nulles on aura : Vg =0
qui est la méme obtenue dans I’état de contrainte.

Exercice 2
La fonction de contrainte @=Bx3y? peut —elle représenter un état de contrainte plane lorsque les
fores a distances sont nulles?
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Solution
Pour cette étude, vérifiant si cette équation satisfait 1’équation
Vg =0
64(Bx3x2) 64(Bx3x2) 64(Bx3x2)
4 3,2} — 1%2 1X2 1%7) _
v*(Bx3x3) = o 2x70x2 o = 0+24Bx; +0 = 24Bx,

Donc : V*#(Bx3x3) = 24Bx, # 0
La fonction @=Bx3y? ne peut pas représenter un état de contrainte.

Exercice 3
Soit la fonction @=Ax,x2 Peut-elle représenter un état de contrainte plane? Si oui, décrire cet état
Les forces a distance sont supposées nulles.

Solution
P . 4 2N 9*(Ax1x3) 0*(Ax1x3) | 0*(Ax1x3) _
Il faut vérifier que: V*(Ax;x5) = 0= oxt +2 9x70x2 + T 0

Les contraintes qui lui sont correspondent sont tirées des équations : (6), (7) et (8).
220
|( 011 =a_x%+ﬁ= 2Ax1

2%¢
4 022:8_96%4-[:0

I 2
92¢
lez = 9x,0%, = 2Ax2
Il est évident que ces relations représentent un état de contrainte dans un bloc rectangulaire plan

sous charges appliquées aux frontieres.
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Chapitre 6
Résolution des Problemes d'Elasticité Plane

6.1 Les Deux Etats Plans d’Elasticité

Les équations de la théorie de I’¢lasticité se simplifient considérablement dans le cas ou tous
les vecteurs contraintes sont paralleles a un plan, ce probléeme se rencontre dans deux états
nettement différents : état de déformation ou état de contrainte. Un probléme d’élasticité est
résolu si 'on connait le vecteur déplacement en tout point du solide, on utilisant les hypothéses
d’états plans simplificatrices avec moins possible &,, de variables.

A, f ﬁ -
__"(J"II .

O-l.t=o:l - T J_"‘/
M p < R e o -t
S - ‘ l§1—>-

Fig. 6.1 Plaque sollicitée dans son plan

6.1.1 Etat de contraintes planes

L’approximation de contraintes planes convient aux plaques minces, membranes, tunnels et
conduites sollicitees dans leur plan (figure 6.1). Le plan {O; x, y} est alors le plan moyen de la
plaque.

Un domaine sera en état de contraintes planes si le champ de contrainte en tout point ne dépend
que de deux coordonnées spatiales (x, y) et les composantes du tenseur contrainte associées a la
troisieme coordonnée (z) sont nulles:

Oz = Txz = Tyz = 0 (1)

Cependant les trois composantes oy, gy et 7, ne sont pas nulles et ne dépendent pratiquement
pas de z, c’est a dire ils restent constantes sur toute 1’épaisseur de la plaque, z est une direction
principale pour tous les points de la plague qui est soumise aux efforts suivantes:

- contrainte normale ¢ suivant x - contrainte normale ¢ suivant y

- contrainte de cisaillement c® suivant xy
—Le tenseur des contraintes est donc de la forme:
Ox Txy O
om= louyl= Oijyy = [Txy Oy 0] (2)
0 0 O
Sachant que les quantités des déformations selon les trois axes sont :

1
(g, = = [0, — v(ay + O'Z)]

1
€y =7 [0y —v(oyx + 0,)]

1 3)
€ =7 [0, — v(ax + ay)]

2(1+v) Tx

\ Vay =77 Ty = Ty
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Dans le plan, I’état de déformation est complétement défini par les trois grandeurs: &y, &, et
£xy. Les deformations et les contraintes ne dépendent que des déplacements u(x,y) et v (x,y)

paralléles aux axes x et y.

. -V
Avec: Exy =5 Vxy € &, = ?(ox +0,)

1
( Ex = z (ox — Vay)
_ 1
£, == — =0, &y =~ (0y —voy) @

ez=—£(0x+ay) ez=—%(0x+0y)

_ Txy _ 2(14v) _ 2(1+v) _ Txy
Yoy = =77 Txy Yoy =~ Txy = 5

Oy 4 Txy 0

E E%Y G |
N 0 (5)
[ 0 0 - % (ox + oy)J

Il faut faire bien attention: dans le cas de la contrainte plane, la %™ déformation n’est pas

nulle (e, # 0).
L’inversement des expressions de &, et &, dans la relation (4) nous donne:

Oy i 1 v O Ex
oy | = v 1 0]fe (6)
( ) o o0 (sxy

Txy >

1-v2 1-v2
E — C’est la matrice d’¢lasticité (D) (en utilisant E et v)

E
(O'x =12 (&x + ng)

E
{ Oy =713 (&) +vEy)

k Ty = G.Vxy

(")

6.1.2 Etat de déformations planes
Considérons un tunnel ou un puits de mine de trés grande étendue selon la direction z. Si les

sections perpendiculaires a 1’axe z sont toutes identiques, deux sections distantes de dz se

déforment de facon identique.

( w _
| & 0z 0
ou ow
{gxz:yxzza+a:0 (8)
v ow
kgyz_yyz ZE‘FE:O

En tout point M du tunnel et par rapport a un repere

0.%.y,7) A
Fig. 6.2 Tunnel sollicitée dans son plan.

u=u(x,y)
Le champ de déplacement est de la forme: { ¢ = v(%,¥)
w=20
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Le tenseur des déformations s’écrit:

€& &y O
€ = [S] = sijM = |:£yx &y O] (9)
0 0 O
au(x y) 1 du(x,y) av(xy) 1
|[ 2 ay T ox ) 0 S R
1 du(x, y) av(xy) av(x,y) = |1 10
|E( ay ax ) T Ol _ny sy 0 ( )
0 0 0 0 0 0

—En tout point de ce solide, les déformations et les contraintes sont indépendantes de la
direction Z. Le tenseur de contrainte sera de la forme aprés avoir posé €, = 0 dans le systeme (3)
donc la contrainte selon I’axe z existe et s’obtient par la loi de Hooke:

1
I [O’Z - v(ax + ay)] =0
=0, = v(ax + ay)

e=0=>¢,=

D’ou le tenseur de contrainte en M s’écrit:
O Txy O
Oijy, = |Txy Oy 0 (11)
0 0 o,
1l faut faire bien attention: dans le cas de déformation plane, la contrainte selon [’axe z n’est
pas nulle (o, # 0).
—La loi de comportement reliant les contraintes et déformations s’écrit:

Oy 1—v v 0 &y
E
oy | = v 1-v 0 (sy ) (12)
(Txy) (1+v)(1-2v) 0 0 1—221/ Vay
Ox A+ 2u A 07 / &
<ay): 7 At 0]( ) )
Txy 0 0 Yxy
1- 1+v
|(£x v (O'x 1vv ay) |( £y = — — [(1=v)ox —va,]
QI &y = - —O'x) = {Ey vay — (1 =v)oy] (14)
1 1
Yey = Txy Yey = ¢ lxy

L’état de déformatlons planes se présente lorsqu on a affaire 2 un cylindre d’axe Oz trés long
satisfaisant aux conditions suivantes:
# les forces appliquées au solide sont normales a I’axe Oz et indépendantes de z.
# les forces appliquées au solide sont normales a ’axe Oz et indépendantes de z

6.2 Equation Fondamentale de I’Elasticité Plane

6.2.1 Equation d’équilibre

Sont dites aussi contrainte statique sous la forme d'équation d'équilibre.

Soit une plaque (P) sollicitée par les forces représentées sur la figure 6.1, sachant que les
composantes des forces de volume sont Fx et Fy.

00y 0Ty
* 3205 (0, + 22 dx ) dy — opdy + (T4 + e dy) dx = Tyydx + Fydxdy = 0.... (@)

* 37,20 = (0 + 52 dy) dx — oydx + (T + 52 dx ) dy — Toydy + Fydydx = 0. (b)

0Txy

_ 99y
3y +F =0 et ay+

0Tyxy

P +F =0

Aprés simplifications de (a) et (b), on trouve: % t
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aa-,
oy + F dy

ATy
t Txy + ?y* dy

y
ITxy
o iy * F, Tay ¥ Bx dx
| F i
L o, + — dx
Tay dx * 7 9x

Txy ‘
a,

y

X

Fig. 6.3 Plaque sollicité dans le plan (x, y)

d

99x L 2% 4 F, =0

dx ay

2% 4 & L = 0 (49)
ay dx y

6.2.2 Conditions de contour (aux rives)
Fx et F,,: Fonctions extérieures aux bords

g, et oy, Fonctions intérieures. Ces équations expriment 1’équilibre de translation selon les
axes coordonnée du prisme élémentaire.

Soient Ty et Ty les tractions superficielles imposees sur les rives. Cependant les la définition du
tenseur de contraintes nous permet d’écrire: Ty

2Fx=0= F.dl — 0,dy — Ty,dx =0

_ o x
2E,=0= Edl — 0,dx — T,,dy = 0 %ol
cosa=2 =1 ”x‘_i - F,
or: X
sina == =m Cl(c)
dl )
Donc: Fy — oydy — Tyydx = Fedl — o l.dl — T,,m.dl =0 ¥ F \
y
E—oxl —1,m=0 N
De méme selon y, on aura: F,—o,m—1,,l=0
E, = 0xcosa + Ty Sina E = oyl + 14ym 16
{Fy = Tyy COSQA + 0y, Sina {Fy = Tyl + oym (16)

6.2.3 Equations de compatibilité

Si les déformations ¢,,, £, sont nulles et que toutes les autres déformations sont indépendantes
de z, les équations de compatibilité se réduisent a I’'unique équation:

( ou ( 0%¢, _6_2<(')_u> _ 0%u
& = oy dy?  dy2\ox/ 0xdy?
ov d%e, 0% (0v d3v
| g=2 . Ly o
dy d0x? 0x2\dy) 0ydx?
ow Jdv 2 2 3 3
Viy = o2 22 a)/xy: 0 (8_u+8_v> d2°u 23v
\ dy 0x  \9xdy axdy\dy = ox

- dx0y? * d0x?dy
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N 0%e, n 0%g,y _ 0%¥xy
oy? d0x2 0x0y

(17)

a/ Etat plan de contrainte

1 Lﬁ S

Fig. 6.4 Etat plan de contrainte

Soit la plaque d'épaisseur t (fig 6.4), sollicitée dans son plan et ayant ses surfaces y = +t/2
libres. On aura donc :
Oxz = o'yz =0 = 0
|f Ex = %(O’x —va,)
1 92 1 3% [1 1 0%y
{ gy == (0y—voy) = a_yZ[E(Ux - vay)] +ﬁ[5(0y - VO'x)] = E[ (1 tv)5 y)] (18)

_1 _2(14v)

2o =vo)] + 2= [(y —va)] = 2(1+ )"”xy) (19)
00y
ox

99y 4 Oty _
6y+ 5, TH=0 (b)

OTxy _
+ W +FE =0 (a)

Or d’aprés (15) on a: dérivant (a) / x et (b) /y, onaura  (20)

620x aZTxy an

=0
dx2 dydx 0x
azo.y aZTxy aﬁ _ 0 (21)
ay? 0x0y ay
Additionnant membre a membres on aura:
Oty _ _0%0y 0’0y OF, _0Fy
dydx 0x2 dy? dx dy (22)
2 92 92 ox 8%0, 0OF, OF
i3 [(0, —va,)] + = [(), —vo,)] = -1+ ) ( ay'j +-2+ a_;)
0’0y  0%0, 0%°c, 0%0, 0%0, 0%0, 0°0, 0%, OF, OF
— - =—(1
dy? v dy? * ax2 " 9x? + d0x? v dx? + dy? v dy? A+ 5% Oy
d%c, 0%0, 0%c, 0%0, 0F, O0F,
=—(1 X4 Y
dy? + dx? + d0x? + E)yz (1+v) + dy
92 OF, aFy
(—+—)(ax+ay)——(1+ )(x ay)
2 _ OFy aFy
V(o +0,) = —(1+ )( ay) (23)
En I’absence des forces de volumes:
62
(— + —) (o + ay) =0 (24)

b/ Etat plan de Déformation
On fera la méme démonstration, on aura I’équation de déformation plane exprimée en
contrainte. Soit:
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G+aa) et o) = -5 (524 5)
V%(o, +0y) = —ﬁ(aa%‘l'%) (25)

Ces equations sont appelées équations de Levy.

6. 3 Fonction de Contrainte ou Fonction d’Airy
La solution de (24), consiste a trouver les quantités o, et g, qui seront les solutions exactes.

Pour cela revenant a trouver la solution homogéne du

ao'x 0‘L’xy

+—==0
oy

aay a‘rxy —0
ay dx

Airy a introduit un champ de contrainte @ (x,y) tel que les conditions aux rives sont satisfaites,
on obtient toutes les contraintes inconnues (oy, o, et Tyy).

( .~ — %@y

| ay?

4 0% (x.y)

d0x?

I aZ (X )

kT — _97exy
xy oxdy

Remplacant les quantités de a,, o, et Txydans I’équation (24) ou les forces de volumes sont
2
négligeables on aura: (a_ + ) (0, +0,) =0
9% | 9% (9%0(xy) azw(x.y)) _
(ayz + axz) ( dy? + 0x2 =0
d*o(xy) | 3*e(xy) | d*e(xy) | d*e(xy) _
ay* + dy2ox2 T o ay2ox? 0

*o(xy) | - d%(xy) | 0%0(xy)
e . (26)

V o=A¢p=0 (27)
Est une équation aux dérivées partielles d'ordre 4 = Equation biharmonique.
OU V est l'opérateur nabla. A est l'opérateur laplacien. L'opérateur A? est aussi connu sous le
nom d'opérateur biharmonique ou bilaplacien.
Donc résoudre un probléme de 1’élasticité plane ou la seule force de volume agissante est son
poids propre, revient a trouver une fonction ¢ (x, y)qui satisfait I’équation (26).

6.4 Solution du Probléme Plan par les Polynémes

Le choix de la résolution des problémes plans par les polyndmes doit obligatoirement satisfaire
aux conditions de la fonction d’Airy. Dans les cas des poutres ayant une section rectangulaire de
faible épaisseur, on peut trouver des solutions pratiguement intéressantes en adaptant comme
expression de ¢ des polynbmes de divers degrés et en ajustant leurs coefficients de facon
adéquate.
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1
7N y - @2(x,y) = a;x + by.y

X
/!
2 NN 2 - @,(x,y) = ay.x% + by.xy + c5.y?

X Xy y
3/ N2 AN 2/ N3 2 e3(y) = ag X + b3 x?y + ¢z xy? +d3.y?
X Xy Xy y
A N N - @,(x,y) = ag.x* + by X3y + . x?y? + dy.xy® + 4. v*

Xy Xy Xy

6.4.1 Solution par le polyndme du 2°™ degré
@2(x,y) = a;. x* + b,.xy + ¢;. y?
0*o(x,y) *o(xy) | 9%o(xy) =0

¥ vérification de I’équation de compatibilité:

ay* dy?0ox? ox*
( 29 (x.y) - ;
[ox=—55 = 2¢,, traction/compression
- \ O 3 - 2 . .
Revient & vérifier les contraintes: 4 g, =2 ‘gf;'y ) = 2a,, traction/compression
92¢(x, . .
ery = —%x;') = —b,, cisaillement simple

On observe que la solution est la combinaison d’une traction/compression selon les axes x et y
et un cisaillement dans le plan xy.
+ Vérification de toutes les conditions aux limites:
{Fx = oyl + Tyym :{ E, = 2c,.l —b,.m
F, = —b,.l + 2a,.m

Exemple d’une poutre: N (0,-1)

F, =1yl +0o,m

Fig.6.4 Etat de déformation dans une poutre

6.4.2 Solution par polynéme du 3°™ degré
b d
#2(0) =50 Ry £

92¢(x,y)

( Oy = 277 = c3x +d3y
92¢(x,y)

| ay=7=a3x+b3y
2%p(x,y)
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w Vérification de toutes les conditions aux limites
Oy = C3x +d3y
0y = azx + b3y :{
Txy = —(b3x + c3y)
Exemple: Considérant toute les faces dans la poutre ci-dessous.

E, = (c3x +d3y).l — (b3x + c3y).m
E, = —(bzx + c3y).l + (azx + b3y).m

1€ Cas particulier

St b3 =c3=d; =0 et a3¢0:§03(x;J’)=%-x3
o, =0
0y=a3.x ﬁ{
Txy=0

E, =0
F, = (az.x).m

On aura au niveau des faces:

Y Flexion selon Y

v

2¢me Cas particulier

Sl a3:b3:C3:0 et d3¢0=>(p3(x,y)=d(’—3y3

oy =d3.y _
O'y: :{Fx _I:'(i3y)l
Tyy =0 y

Université de Bordj Bou Arreridj 2024/2025 68



2024/2025 Elasticité (Cours et TD) Dr: Hocine Ziani

1 Cas d’une poutre en flexion pure suivant Y
Y

4.3 Résumé

Traction/compression Traction/compression Cisaillement simple
Selon'Y Selon X Selon XY
Flexion selon Y Flexion selon x

Cependant la combinaison des fonctions peut donner d’autres états de contraintes: flexion
composée, flexion dévice...,

Série d’exercices

Exercice 1
Si @ =Ax3x?-Bx? Ou A et B sont des constantes.
Déterminer la relation entre A et B pour que & soit une fonction de contrainte admissible.

Exercice2
Montrer que la fonction d’Airy suivante est la solution du probléme de la poutre console
montrée sur la figure ci- dessous : X3y
/ P
A
/ I
2C Xig » N
/ « I »
11— |
/A | -
Exercice 3

On consideére un solide élastique linéaire et isotrope, de module d’élasticit¢é E et de
coefficient de Poisson v. Les points de ce solide subissent des déplacements donnés par le champ
suivant: U = 2ax,x, Uy = 2aX1X, Uz = 4a(xq + x3)x3

Ou a est une constante suffisamment petite pour assurer la linéarité géométrique.
a- Calculer le tenseur de rotations.
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b- Calculer le tenseur de déformations.
c- Déterminer en fonction de E et v le tenseur de contraintes.

d- Déduire le vecteur de forces de volume garantissant I’équilibre statique de ce solide.
. X
Exercice 4 2
Soit la plaque carrée de coté a=30cm et de tres
faible épaisseur (e53 = 0), faite d’un matériau élastique
isotrope de module d’élasticité E=10° MPa . v %
et de coefficient de Poisson v=0.3 Arit !
1/ La plaque est soumise & une contrainte de traction -
g, = 200MPa dans le sens X; et & une contrainte de compression! T
az

>

q, = 100MPa dans le sens X,.
a- Calculer les déformations €, et €,,.
b- Déduire la déformation &35 et la surface finale S, de la plaque (en cm?).
2/ Si la plague est soumise uniquement a une contrainte de traction q; = 200MPa dans le
sens X,, recalculer les nouvelles valeurs de €;4, £5,, €35 et Sy .

Exercice 5
L’état de contraintes en un point quelconque (x.y.z) est donné par la distribution suivante :
x2 yZ ZZ yZ
Ox =7, Oy =75 0= Txy = X~ (7); Txz = Tyy, = 0.

a - déterminez les composantes des forces de volume.

b - déterminez les composantes du vecteur normal N au plan passant par le point (1, 1, 1)

Pour le quelona: Lacontrainte normale : o,, =1/2;  La contrainte tangentielle : v2/4

c - determinez les contraintes et directions principales au point (1, 1,1).

d - déterminez la contrainte de cisaillement maximale.

e- Au point (1,1,1), décomposez ce tenseur en tenseurs sphérique et deviatorique puis
déterminer les contraintes principales de ce tenseur.

Exercice 6

Considérons une poutre console ayant une section droite rectangulaire étroite (dont
nous prendrons la largeur pour unité) qui est fléchie par une force P appliquée a son
extrémité libre (figure). Démontrez que les contraintes peuvent se mettre sous la forme

suivante : _ Pxy o _3p y 2
ow="p ow =00y =Tg| e

Ou | est le moment d’inertie de la section droite et Q est sa section.
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Rappel

Equations d’élasticité plane

s L o +aﬁx3r —0

T O . L. JUN . ]
doxy Boyy o Ay a2 amay
x| ay

|'J az | az'b a-"fiﬂ | adt]' N L a‘d‘h + a‘d‘t’ -0
axﬂ a},z | ax_ 33,2 ax axﬂa}.z a}r'l

Fonctions d’Airy polynémiales

(%, ¥) = azx 2+ boXy + oy’
.'X'CF;:;_ D':;F\'
|

_|"E‘.r.:2 —b2’
\oxy oyy! \—bz 2az)

@a(x.y) =azx®+bax2y teamy +day”
e 'D'x}' 2(:13 +6dzy  —2ha%—2cay)
|ony Oyy) ' —2b3x—2ciy Gax+2bay

Solutions

I- Pour que ® = (x;,x,) = Ax3x2 — Bx} soit une fonction de contrainte en élasticité
plane, il faut qu’elle vérifie 1’équation biharmonique (26):
0*®(xq, x5) ) 0D (xy,x;) | 0*D(xy,x5)

d0x,* 0x,%0x,2 0x,*
Qui nous donne aprés remplacement de 1’expression de que ® (x4, x,):
04D (x4, x
% = 120Bx,
1
(e L8012 = 1208y,
1
42 aaz(z’;lx’iz) = 124x, = A =10B
|

0*P(xq,x
S
II-  Cette fonction vérifie 1’équation biharmonique :
04D (xq,x5) 04D (xy,x,)  0*D(xq,xy)
0x,* 0x,%20x4? dx,*
Elle est par conséquent une forme admissible.
L’état de contrainte qui lui est associé

=A2P =0

_ N 3PX1X2
011 = 2c 2¢3
0-22 = 0
X2
| _ 3P(1-33
k O12 =7,

Examinant, maintenant les conditions aux limites.
Pour x,=4c=T=0
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012 ]( 0 ) _ (1011
0322 il N ()]

Pour x, = 0= [ Tds = (7))

[011
021

-

012
T =

i
021
N 3Pxqxp

2¢3

[ Tds = [ (2 ) dxds=—] [319(1 5

@)l

] dx,dx;

x_§> dx,dxs3

c2

—\3P_3P 8 =(p
2 4¢3 12

Donc @ = (x4,x,) est une fonction d’Airy solution
soumise a un effort tranchant normal a ’extrémaité.

I11- a- Le tenseur de rotations
L’expression indicielle du tenseur de rotation est donnée par:

022] (_01):(

)=[re=@]- ()

—011 )
—012

-N
_ 2%
—\ 3P
Tox2c— —f x2dx,dxs

)

du probléeme de poutre console

1 aul ou;
Yij =5 ax] _a_xl-)
Dou: wi1=wy; = w33 =0
( 1/0u; Odu,
W12 = E(G_xz_a_xl) = a(x; — x3)
1/0u; OJus
{4 W13 =E(a—xs—a—xl> = —ZCZX3
1/0u, OJdus
L Wy3 = E(a—xs—a—xz> = —ZCZXS
Sachant que le tenseur de rotation est antisymeétrique, alors
0 a(x; —x,) —2ax;
w;j = l—a(xl — X5) 0 —2ax3‘
2ax3 2ax3 0

b- Calcul du tenseur de déformation: la relation déformation-déplacement sous forme

indicielle est donnée par:

1 (’)ui (’)uj
gl. = = —— + R
] 2 ax] (’)xl-
£ —)—Zax (e, = ¢ —l(aﬂ+aﬁ)—a(x —X5)
J 11 = X1 2 ! 12 — €21 — 2 \dx, dx, - 1 2
ouy — e = 1(%% a&) -
| Eyp = ) = 2ax, et €13 = &1 = (ax3 ox.) = 2ax3
6u3 _ _ 1 Buz Bu3 _
k€33 —_— ( ) 4a(x1 + xz) k 823 _— 832 _— 5(%"‘ a) —_— 26(9(3
2ax, a(xy — x3) 2ax;
Sous forme matricielle : g;; = |a(x; — x3) 2ax, 2axs
2ax; 2axs da(xq + x3)

c- Détermination du tenseur contrainte, la loi de Hooke permet d’écrire les contraintes

en fonctions des déformations comme suit:
O'U = 2,U.€ij + Aekké‘ij
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_ VE 1 E
T (+v)(1-2v) H=3 (1-2v)
A et u sont les coefficients de Lamé, remplacant par leurs expressions respectives, il vient:
= lad (€11 + &2 +€33) + £
011 = 1+ =2v) €11 T €22 T €33 (1—2v) €11
E
011 = (1 n 1/)(1 _ 2]}) (Vgll + VEZZ + V€33 + (1 - 21/)811)
. E 2aE
01 = A+nd-20) [(1 —v)er; +v(ezn +e33)] = A+ =20 [x2 + vxs + 3vxy]
2aE
3 [(1—v)ez, +v(er +e33)] = [x1 + vx; + 3vx,]

07 = (1+v)(1—2v) AQ+v)(1-2v)

20E(x; + x,)(2 —v)

= 1-— =
\ 033 A+vnd-20) [(1 —v)ess + v(ez2 + €33)] A+ =20
( _ E _ 2aE(x1 + xZ) _
EArnT T ary
) _ E _ Z(XEX3 _
R R CE ) R
_ E _ Z(XEX3 _
e G R () B
2aE 20E (x; + x5) 2aEx;
AT (2 X2 T v +3val a+v) a+v)
_ 2aE (x1 + x3) 2aE 3 2aEx;

% a+v) T2y 2 trat vzl A+
2aEx; 2aEx; 2aE(x1 + x2)(2 —v)
1+v) 1+v) 1+v)(A-2v)

d Déduction du vecteur force de volume f; garantissant 1’équilibre statique du solide.
]
A partir de I’équation d’équilibre, on a: a(;l-] +fi=0
D’ou, on obtient les formes explicites suivantes:
(, (0o 0oy, 6012> 3a
fi= <6x1 + 0%, + axs) (A+ v)(l —2v) —3ak
e _ (6021 00,, 6023> 3aE (1 + V)S(lE_ 2v)
f2= ox, 0x, 0x3/) T (A+v(- 2v) —od
(1 v)(1 - 2v)
_ (6031 N dos, N 6033> _0 N
\ f3= dx, 0x, Ox3/)
V- 1/ Comme 1’épaisseur de la plaque est trés faible et la contrainte o33 = 0, le
probleme peut etre traité en contraintes planes. Dans ce cas, on a pour les déformations.
( 1+v) Y 1 Y
11 = To'll - E(O'll +032) = E0'11 - Eo'zz
) 1+v) v 1 v
€22 = E 022 — E(O'll +032) = Eo'zz - E0'11
\Y%
L €33 = —E(O'zz +011)

Pour la surface finale: Sy = S; + AS

D’autre part, la variation relative de la surface et donnée par:
AS

A = &1 + & = AS = 5;(&11 + £22)
L
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Qui nous permet d’avoir
Sp =35+ Si(err +&22) = Si(1 + 11 + &33)
AN :a) g, = 200MPa, g, = 100MPa effort de compression dans le sens X»
011 = q1 = 200MPa
0y, = —(q, = 100MPa
D’ou, il vient:

( 1 \Y
&1 = Eall - EUZZ 105 ——(200) — 105( 100) = 2,3.1073
1 \Y% 0.3
V622 = 50— om = 105( 100) - 5= (200) = ~1,6.10°3
\Y 0.3
\ E33 = _E(O-zz + 0-11) = - 105 (200 100) = _0,3 10_3

Sp=(1+&; +e3)=(3030)(1+23.107° -1,6.107> - 0,3.107%) = 900,629cm?
b) Pour uniquement une traction : o;; = q; = 200MPa
On pose a,, = 0 aura:

( 1 1
&1 — EO'H = 1_05(200) = 2. 10_3
v
V&2 = —cou 105(200)——06 1073
v
L€33 = —EO'H = 105 (200) = _0 6.10° -3

Sp = (1 + &4 + £55) (30.30)(1 + 2.1073 — 0,6.1073) = 901,26cm?

V- a- Les composantes de forces de volume:
En utilisant les équations différentielles d’équilibre sur le tenseur de contrainte[o], on obtient :

(00, 0Ty, 0Ty,
=0
ox "oy oz T
0Ty, 0do, 07Ty,
=0
0x dy 0z i
0ty, 01Ty, 00,
\ Jdx ay 0z tf =0
2 2
axz%; =7; o, (y?) Tz Ty, = 0
(0 x2 y?
dx| 2 2
0 2 -y + f;c =0 f;c =
<a—[x < )l I l+fy—0=> 1+y+fy—0:> fy = 1—y
x z+f,=0 fz=—z
\ 0z [7] T =0
b- Les composantes du vecteur normal N
Le plan considéré passe par le point (1, 1,1), pour lequel on a:
La contrainte normale : o, :1
La contrainte tangentielle : 7 = \/T
1 1
Ox = 0y =0, =} Tyy = 55 Tyz = Tyz = 0
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1/2 1/2 0
oy = [1/2 1/2 0 ]
0 0 1/2
c- Le tenseur au point (1, 1,1) s’écrit:
1/2 1/2 0
l[olp =(1/2 1/2 0 ] Les contraintes principales seront: det [ — a;,I] = 0
0 0 1/2
1/2 1/2 0 1 0 O
det([l/Z 1/2 0 ]— 0[0 1 OD =0
0 0 1/2 0 0 1
gy =
a(%—a)(a—1)=0: o, =%
03=0
d-Les contraintes de cisaillement maximales sont :

1

lemax + > (02_03) == Z
1 1
\ Tzmax = ii(o-l_oé) == E

1 1

\T3max = ii(@_az) = iZ

D’ou le maximum de ces contraintes est : Tppqy = £

N | =

f- Au point (1, 1,1), décomposez ce tenseur en tenseurs sphérique et deviatorique puis
déterminer les contraintes principales de ce tenseur.

1/2 1/2 0 on, 0 0
[o]p = [1/2 1/2 0 ] = [65] + [6%] Avec [c°] = [ 0 o, O ]
0 0 1/2 0 0 o,
1/2+1/2+1/2 1
Om = —
3 2
1/2 0 0 0 1/2 0
[05] = [ 0 1/2 0 ] et [6%]=[a] + [0°] = [1/2 0 0]
0 0 1/2 0 0 0

Calculons les contraintes principales du tenseur déviatorique équation caractéristique s’écrit:
3_ i 2 -
04 —J104 = J20a —Jj3 =0
Dans notre cas: Jj1 =0, Jo = Y4, Jjz=0
O4, =

[ oa,
) s . ot 1 N )
Donc I’équation caractéristique sera:oy (O‘d — —) (O‘d — 5) = 0 =0O0u racines sont : { Od,

ONIR

_ 1
O-d3 = — =

IV-Choisir pour la fonction d’Airy : ¢ (x,y) = byxy + %xyg
( 0%p(x,y)
Oxx =5 —

xx dy? = duxy
0%p(x,y)
q o'yy = —axZ =0
0%p(x,y) dy
% = oxay 22

Pour rendre les cotés longitudinaux libres de toute force on doit avoir:
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d4 2
ny|y=ic = _bz +7C2 =0- d4 = 2C_2
Il faut en plus satisfaire I’équilibre sur le bord chargé par la force distribué¢e P
c c b 3P
P = f_caxylledyz f—c (_bZ + ?zyz) dy - b, = ic
: — b ~3(
Donc: dy =25 =>dy =3 (c3)
En remplagant b, et d, par leurs valeurs respectives on trouve:
( 3/P
| o = 5 ()2
=0

Oyy
| 3P 3/P 3P Yy ?
— 2 22 (V=1 (2
o =3¢t (c3> y?=—3clt-(Q)]
3
Si I’on note que 2% est le moment d’inertie de la section droite et que 2c est sa section W, on peut

encore écrire les formules précédentes sous la forme:

3P 3P 3p 2
_ 2 2 (e 20 (2
Oxy = 4C+4(c3)y ac ()]

C
2
Oxx = 7xy
3P VN2
Oxy = _E[l - (E) ]
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Chapitre 7
Flexion des Poutres

Généralités

La théorie de la flexion des poutres de Saint-Venant, pilier de /’RDM, stipule qu'a une distance
suffisante des points d'application des charges, I'état de contrainte et de déformation dépend
uniquement de la résultante et du moment résultant, indépendamment de la distribution locale
précise des forces. La théorie des poutres de Barré de Saint-Venant, n'est pas entiérement
satisfaisante pour les besoins de la pratique, par sa complication, et de ne pas prendre en
considération la torsion non uniforme de maniére correcte. Par ailleurs, pour toutes les poutres
longues, on peut négliger les déformations dues a I'effort tranchant.

7.1 But d’Etude de la Théorie des Poutres

La théorie des poutres est un outil supplémentaire pour déterminer des solutions analytiques en
utilisant des hypotheses additionnelles. L’avantage des solutions analytiques sur les prévisions
obtenues par des méthodes numériques est de permettre de visualiser ’influence de différents
parametres (de forme, de taille, de comportement du matériau, d’hétérogénéité). En effet, la
theéorie des poutres développée par Euler, Navier et Bernoulli permet un certain nombre de
simplifications de probleme 3D complexes.

1D: Théorie des poutres

Chargement Liaisons

Tenseurs des v
efforts locatx Tenseurs des

déplacements

Tenseurs des
efforts intérieurs

3D: Théorie de I’élasticité

7.2 Introduction

Le terme “poutre” désigne un corps élancé, c'est-a-dire qu'une de ses dimensions surpasse
largement les autres. Elle est utilisée dans le domaine de la construction (batiments), travaux
publiques (ponts), maritime (navires) et I’industrie (machines). Une poutre est engendrée par une
section droite plane S dont le centre de gravité G décrit une courbe (C) appelée fibre moyenne du
solide. Les fibres situées vers I'extérieur de la flexion sont en extension, elles sont soumises a de la
traction. Les sections peuvent étre constantes ou variables (selon la géométrie de la poutre). La
ligne moyenne L peut étre une droite ou une courbe. Les fibres situées a l'intérieur de la flexion
sont en compression. La théorie des milieux curvilignes élastiques adopte I'hypothése selon
laquelle la poutre peut-étre modélisée par la courbe (C). L'ensemble des efforts appliqués sur la
surface est reporté sur la ligne moyenne. Le calcul en est ainsi simplifié (Fig.7.1).
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La RDM est divisée en deux grands domaines dépondant de la géométrique des solides a
¢tudier, de nombreuses hypothéses sont utilisées pour chaque types, afin d’obtenir rapidement des
résultats exploitables: théorie des poutres et théorie des plaques et coques.

Zowne comprimée

Zone endue

Fibre neutre

Fig.7.1 Flexion d’une poutre appuyée (milieu curviligne)

7.3 Hypotheses de la Théorie des Poutres

Dans la théorie des poutres, on utilise deux modeles :

« la théorie d'Euler-Bernoulli, qui néglige l'influence du cisaillement ;

« la théorie de Timoshenko qui prend en compte l'effet du cisaillement.

Les deux méthodes suppose que :

«Le matériau est homogéne et isotrope.

«Le matériau est sollicité dans le domaine élastique. Les déformations (déplacements) sont
réversibles, donc leur comportement est traduit par la loi de Hooke. Cela nous permet d’utiliser le
principe de superposition qui stipule:

Dans la limite des déformations élastiques, 1’effet produit par plusieurs actions mécaniques est
égal a la somme des effets produits par ces actions mécaniques prises séparement.
Le principe de superposition peut alors étre utilisé pour decomposer un chargement complexe
en plusieurs chargements simples afin de faciliter le calcul de la fleche ou de I’élongation d’une
poultre.

«Géométrie des poutres:

-ses dimensions transversales doivent étre faibles devant la longueur de I'élément;

(i )

& Y,
!

Lz10x4 ‘ ‘ L <10xh

-le rayon de courbure (p) de la ligne moyenne doit étre grand (“cintrage” faible);
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-une perpendicularité entre (S) et (C) et un plan de symétrie (P) qui contient (C).

F (s) (P

f ‘ |

ol (©)

Fig. 7.2 Exemple de géométrie de poutres

7.4 Schématisation d’une poutre

L’hypothese de base porte sur une schématisation du champ de déplacement a I’intérieur de la
poutre qui est assimilée a un milieu curviligne, le champ de déplacement du milieu continu étant
ensuite évalué a partir de la solution trouvée en supposant qu’une section droite initialement plane
et perpendiculaire a la “ligne moyenne” ainsi définie reste plane. En un point quelconque du
milieu curviligne, il est donc possible de résumer la solution du probleme par la connaissance de
trois composantes de déplacement (selon x,y,z), et de trois rotations (de type flexion autour
de y et z, et de type torsion autour de x.

Désignons par (E) la poutre étudiée et (E) le milieu extérieur a la poutre (Fig. 7.3). Supposons
le repere R (%4, Vo,Z,) lié a (E). Soit un plan (P) perpendiculaire a (O, X,) et soit (S) la section
droite ainsi définie. Soit G, d’abscissex, le centre de surface de (S), ainsi:

0G = x%,

Définie la position de la section droite (S). Cette coupure fictive passant par (P) partage la
poutre en deux troncons (E1) et (E2). L’ensemble des actions mécaniques exercées par le trongon
(E2) sur (E1) au travers de la coupure fictive (S) est appelé torseur de cohésion (7¢.p):

R, . N, My
1-
Teondo = {Tore,} = > b={T, My (1)
1-Ep G MG,E1_>E2 T M
z fz G

On défini alors les composantes du torseur de cohésion comme:
* N,, la composante algébrique de I’effort normal, N=N Xo
* T, et T,, les composantes algébriques de I’effort tranchant, T = Tyyo + T, Zy
* M,,, la composante algébriqgue du moment de torsion, Mt: Mtxa?o
* My, et My,, les composantes algebriques du moment de flexion, Mf = Mgy Yo + My, Z,

Ha 7 “;)7—5

o x| .‘ - ¢ H / \ £
% (Er) (s) ,,.""-' Em)\ /

Fig.7.3 Coupure fictive dans une poutre
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7.3.1 Différentes sollicitations simples

Les différentes sollicitations simples en fonction de différentes expressions du torseur de

cohésion sont récapitulées dans le tableau ci dessous.

Tableau 7.1 Récapitulatif du torseur de cohésion

Torseur de cohésion

Sollicitation

N, > 0; Traction
N, < 0; Compression

Cisaillement

Torsion simple

—t—
Sie
N —
Q
Il
Sl o|ooo o
o o

Flexion plane

o
o

=
QW

Il

o O

=5

Flexion pure

7.3.2 Equations d’équilibre (tron¢cons d’une poutre)
En réalisant 1’équilibre statique des systémes matériels (E), (E;) et (E,), on démontre que :

{Tcoh}G = _{TE—>E1}G = {TE—>E2}G (2

Fig. 7.4 Flexion faible d'une poutre

Soit le moment infinitésimal dm qui s'exerce sur un élément de surface dydz perpendiculaire a

I’axe Ox, situe & la hauteur y, est :

dm = —oyx, (y — yo)dydz. €,

(3)

A I'équilibre, le moment fléchissant de la poutre M doit étre égal a la composante selon Oz du
moment extérieur appliqué a la poutre pour la fléchir. Appelons M, la composante z du moment

extérieur M . Ona: M,.e, = My (4)

N y, . , ey d2
D’ou 1'¢quation d'équilibre des moments: M, =EI, dx—i 5)
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e M rle moment fléchissant de la poutre devient donc: My = El, Z%EZ
La poutre a donc une rigidité a la flexion qui est le produit E1,. Si on veut augmenter la rigidité
de la poutre en faisant des economies de matériau, il suffit donc de placer la matiere le plus loin
possible de la ligne neutre ((y — y,) grand de fagon a augmenter I,) (le cas des poutres en |
utilisée en batiment).
En général, M est le moment d'une force extérieure F appliquée a la poutre. Considérons une

section de la poutre de longueur dx. Le moment élémentaire dMde la force F qui fléchit la poutre

est: dM = dxé,\F
= dM, = E,dx
am,
= F = ™ (6)

e F,, est dite effort tranchant par rapport a z.
De I’équation (7.5) on obtient I’équation d’équilibre des forces:

—_pa (] &%
Fy =E dx( z dxz) (7)
La force F, ne dépend pas de x, par exemple dans le cas d'une force ponctuelle appliquée a
I'extrémité de la poutre.

. ;= " daF. .
On peut avoir une force extérieure par unité de longueur F, = d—xy (qui est constante dans le cas

de la pesanteur et d'une poutre de section constante). On aura alors une équation d'équilibre des
forces lingiques (f; ):
d? ¢

fy = EE (Iz m) (8)

Les equations (5), (7) et (8) forment les equations d'équilibre d'une poutre faiblement fléchie.

Dans le cas d'une poutre de section constante, le moment d'inertie I, ne dépend pas de x et ces
équations se transforment en systeme suivant:

B, = B1, (£2) (©)

7.3.3 Conditions aux limites

Pour trouver la forme &(x) d'une poutre fléchie, on a les équations d'équilibre ci-dessus et des
conditions aux limites. Les conditions aux limites sont de deux types:

Poutre posée: impose une condition sur & a l'abscisse du point sur lequel repose la poutre.

Poutre encastré: cela impose une condition sur la position & et sur la pente &' de la poutre au
point d'encastrement.

7.5 Extension-Compression

Un certain nombre de matériaux usuels, utilisés en construction, ont un comportement différent
en extension et en compression. Par exemple, on observe avec certains bétons ou matériaux
réfractaires une rigidification apparente en compression. Cela induit un comportement
asymétrique en traction et en compression avec: Ecompression >Etraction- AU Niveau
microscopique, ce comportement s’explique par le fait que les microfissures présentes dans le
matériau se referment au cours de la compression. Contrairement aux métaux ou ce comportement
asymétrique est peu observé, il est important de caractériser le comportement des matériaux
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ceramiques en traction, mais aussi en compression. Il sera toutefois supposé ici un comportement
strictement identique en traction et en compression.

Dans le repére R(X,y,Z) lié a la section droite de la poutre (S), Iexpression du torseur de
cohésion pour un état d’extension/compression est :

(N = N, > 0 - traction
{Teonke = {6}0 = { 0 0} avec {Nx < 0 - compression (10)
0 0aya

NB: Dans la plupart des applications d’extension et de compression, le poids de la poutre peut étre
negligé devant les forces extérieures en presence.
+ Hypotheses Cinématiques

T.Tf
(Eq)

i Py

(b) Coupure fictive

(a)Vue globale

¢

F .
-y O {'._..._p—p.

(c) Déplacement de la section droite de (S) vers (S)
Fig.7.5 Définition de I’extension-compression

Comme il est supposé que les sections droites restent droites apres déformations, alors ils en
résultent une translation suivant I’axe X (Fig.7.5). Pour garantir ce mouvement, on peut donc
supposer que la déformation «¢,, est constante et uniforme dans (S). Donc on peut déduire la
contrainte normale o, a partir de la loi de Hooke en traction uniaxiale

Oxx = E. &4y (11
D’ou le torseur de cohésion li¢ a la contrainte normale est(T¢qp):
R N 5,..dS 5..dS
Gande fen } = (3} = {1 - {9 12
G,coh 0 G 0 G 0 G

Ou S est I’aire de la section droite (S). Ainsi, comme F =N, donc la relation algébrique entre
effort et contrain te d’un essai de traction est:

Oxx = ¢ (13)
Comme I’effort normal N est constant le long de la poutre, les contraintes g, sont également.

On peut donc en déduire grace a la loi de Hooke que les déformations longitudinales &,, sont

constantes dans la poutre. La déformation longitudinale de la poutre est :

Al
Exx = T (14)

Ou L est la longueur initiale de la poutre et Al son allongement dans le sens longitudinal.
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7.6 Types de flexion

Il existe plusieurs types de flexions : pure, plane, déviée. Nous nous limitons notre étude au cas
de la flexion simple.

Hypotheses

En plus des hypothéses déja énoncées au début du cours de RDM, la flexion plane simple nous
amene a supposer que :

- la ligne moyenne de la poutre est rectiligne.

- la section droite de la poutre est rectiligne.

- la poutre admet un plan de symétrie longitudinal.

- toutes les forces appliquées a la poutre sont disposées perpendiculairement a la ligne moyenne

et dans le plan de symétrie longitudinal.

7.5.1Théorie d'Euler-Bernoulli (la theorie des poutres classiques) (Classical Laminated Beam

Theory- CLBT):
S'applique aux poutres longues/minces, ou les déformations transversales sont négligeables.

- Les déformations transversales sont négligeables par rapport aux déformations longitudinales.
-Les sections planes restent planes aprés la deformation, et que les lignes neutres initiales
restent droites et paralléles a I'axe longitudinal de la poutre.

M,=EI dzf
zZ Z dxz
Ou:

& (x) est le déplacement vertical de la poutre en fonction de la position X,
E est le module d'¢lasticité du matériau,
| est le moment quadratique de la section transversale,
M(x) est le moment fléchissant le long de la poutre en fonction de la position x.

. d?
«Pour le tenseur de contrainte: Oxx = —EL&E

dx?
Oyy =0
Ty =0
. . dz¢
«Pour le tenseur de déformation: &,, = e
&y =0
Yxy = 0

o et £,, composantes axiales du tenseur de contrainte et de déformation respectivement.
o et £, composantes transversales.

T,y et ¥y COMposantes de cisaillement.

E est le module d'élasticité, et G est le module de cisaillement.

,;-"-"/. ]
AN

Fig.7.6 Cinématique d'Euler Bernoulli [Dufort, 2000a]
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La fonction qui décrit la répartition de déplacement suivant I'épaisseur de la poutre est :
aw

lIJ(Z)=a—x=0

Dans le cas de poutres élancées, selon la théorie classique des poutres, le
déplacement d'un point M est géré par les deux composantes suivantes:

{u(x, z) = u’(x) — zw3(x)

w(x,z) = w(x)

Avec
u(x, z): le déplacement suivant X.
w(x, z): le déplacement dans la direction de Z ou bien la fleche.
u®(x) et wo(x) sont les composantes de déplacement au milieu de la section et sur la ligne
moyenne de la poutre, respectivement le long des axes X et Z.
La rotation autour de l'axe Y, provoquée par la flexion est tel que:
0 _ow®  ow
Wy () =——=7-=
NB : L’utilisation de cette théorie pour l'analyse des poutres, donnent des fléches sous-
estimées. Ceci est d0 a la négligence de la déformation de transversal.

7.5.2 Théorie de Timoshenko (la théorie du premier ordre) (FSDBT)
Cette theorie est plus riche et plus générale que la théorie élémentaire des poutres. Elle permet
d'affiner les solutions analytiques issues de la théorie classique. Cette theorie est analogue a la

théorie de "Reissner-Mindlin” dans le cas des plaques épaisses. [Timoshenko.et al, 1972].
¥,

-

=

e

o
I

i}

=
o u
» .t!);_

Fig .7.7 Cinématique de Timoshenko [Timoshenko.et al, 1972]

Elle s'applique aux poutres courtes/épaisses, elle est basée sur le principe; qu'apres
déformation, la section plane reste plane mais elle non perpendiculaire a la ligne moyenne de la
poutre. Ceci est dl au cisaillement transversal.

d*w d? d?w
EIW'F GIWW= —M(x)
Ou: w(x) : est le déplacement vertical de la poutre en fonction de la position x,
E : est le module d'élasticité du matériau,

| : est le moment quadratique de la section transversale,

G : est le module de cisaillement du matériau,

J : est le moment polaire de la section transversale,

M (x) : est le moment fléchissant le long de la poutre en fonction de la position x.

#Pour le tenseur de contrainte: g, = —E —
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d%¢
Tay = 70002
, . . d2§
«Pour le tenseur de déformation: ¢, = -
e _1d®d%¢
YY T 2ax? dx?
__d%¢
)/xy - _d7

Avec:

Ox €l &4, représentent les composantes axiales du tenseur de contrainte et de déformation,
respectivement.

g,y €t gy, représentent les composantes transversales.

Tyy €t ¥y, représentent les composantes de cisaillement.

E est le module d'élasticité, et G est le module de cisaillement.

7.5.2.1 Coefficient de Correction de Cisaillement Transversal

Le coefficient de correction de cisaillement transversal (Kct), est utilisé dans la théorie des
poutres et des plaques. Il est utilisé dans la théorie de Timoshenko (les poutres épaisses), permet
de corriger l'effet de cisaillement transversal qui n'est pas pris en compte dans la théorie de
Bernoulli-Euler.

Sa valeur dépend de la géométrie de la section transversale de la poutre. Pour une poutre de
section rectangulaire il est de 5/6. Pour des sections plus complexes, des calculs ou des tables
spécifiques sont utilisés pour determiner la valeur appropriee. Le facteur de correction du
cisaillement transversal est crucial pour une modélisation plus précise des poutres épaisses, des
poutres courtes ou des matériaux composites, car les effets de cisaillement ne peuvent pas étre
négligés pour améliorer la précision des modeéles de poutres en flexion, notamment dans des
contextes de cisaillement.

7.5.2.2 Equation du Coefficient de Correction de Cisaillement Transversal

Ker = ST [2] " as

k,=0,5 k,=0,416
12 (3a’+ b

)

) o 7 40a°+16b° _ )

Fig. 7.8 Coefficient de correction Kct pour certaines sections.

k}=0.358
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7.5.3 Théorie d'Ordre Elevé

Etant donné que les contraintes tangentielles sur les bords extrémes de la poutre sont non nulles
et l'introduction des coefficients de correction de cisaillement ceci incite les chercheurs a chercher
une autre théorie qui prend en considération ces parametres; c'est "la théorie d'ordre élevé".

Dans cette théorie la distribution des champs de déplacement est non linéaire selon 1’épaisseur
de la poutre. Elle est plus précise que la théorie Timoshenko puisqu'elle fait intervenir le
phénomeéne de "gauchissement». Ce phénomene apparait lorsque la section transversale de la
poutre perd sa planéité (fig.7.8). La fonction y(z) représente le gauchissement et sa dérivée y’(z)
le cisaillement

Fig.7.8 Cinématique de la Theorie d'Ordre Elevé.

Université de Bordj Bou Arreridj 2024/2025 86



2024/2025 Elasticité (Cours et TD) Dr: Hocine Ziani
Série d’exercices

I- Soit une poutre encastrée a une extrémité et simplement supportée a l'autre extrémité,
soumise a une charge concentrée a son milieu.

Calculer les contraintes normales et les déformations normales au niveau de la section médiane
de la poutre?

Solution

pL?
48E1

«Les contraintes normales a,,, et les déformations normales &,, peuvent étre calculées a
partir de la flexion selon la théorie d’Euler Bernoulli.

#Le déplacement vertical au milieu de la poutre : v =

d?& M
Oy = —E—=——
xx dx? Iy
_ad*_ y
XX T gx2 ~ R

«Le moment fléchissant M au milieu de la poutre peut étre calculé a partir de la charge

, L
concentrée : M = pj

- SR EI
« Le rayon de courbure R est lié au moment fléchissant par: R = "

Il. Soit la poutre de section rectangulaire, encastrée a une extrémité et soumise a une force
concentrée a I’autre extrémité. Déterminer les déformations que subit cette poutre.

R
P Tl
Y

ol

On considére une poutre de section rectangulaire :
e longueur L le long de ’axe Ox,
e épaisseur h le long de Oy,
e largeur w le long de Oz, avec h, w << L.

Solution
«Surface neutre: Aucune extérieure n'est appliquée dans la direction Ox,

ff OxxdS = ff Oxxdydz =0

hE
=Wf E(Y_YO)dYZO
0

hE
=w ], = (v —yo)dy =0
h 2
= [y = yo)dy = [~ y¥l§ = 0
h? h
S~ hye=0=y,=7
La surface neutre est située au centre de la poutre, pour simplifier on pose: y, = 0
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#Forme de la poutre:
On considére une tranche de poutre a I’abscisse x. Le moment de la force extérieure qui s'exerce

enxest:M = (r, —1)AF
Avec r, est le point d’application de la force F, Soit: M, =F(L—x)

Or on sait que: M, =EI %
) z Z ax?
Donc M, = EIL,%% = F(L - x)
z Z qx2
Le moment d’inertie de la section S, de la poutre est:

2 g 2 v "2 wh®
L=y dydz=wf_gy dy = W[?]_E =1, ="
2
1, est indépendant de x.
L’équation d’équilibre de la poutre est :

@ _ a2
dx2 ~ Ewh3 (L X)
N - . i __ 12F x? X3
Aprés deux intégrations, on trouve : é(x) = — (L > 6) + Ax + B

La poutre est encastrée en x = 0 = {E(O) =0—B=0
X = ,
i E(O) =0—A4A=0

La forme de la poutre encastree est:

(0= 2 (1)

Ewh3 2 6

Déviation maximale de la poutre
La fleche maximale f de la poutre est ici sa déviationen x = L :

f=&@) =28

Ewh3
La poutre peut étre considérée comme une tige élastique linéaire : la fleche est proportionnelle
a la force appliquée :
N _ _ Ewh® _ Ew h.3
Ou F=kf=k= e —4F(L)
Ew (h 3
k=2
k: est la constante de raideur de la poutre élastique fléchie. Plus le rapport daspect h/L est

petit, moins la poutre présente de rigidité a la flexion.
«Déformation maximale: La déformation de la poutre en (x; y) est:

y d*¢
£ = —-= —y —
XX R ydxz
12F

Exx="Y Fwh3 (L—x)

| (€xx)max| €St Maximalenx = Oet|y| =h/2:
6FhL _ 3h _ f
L

|(€xx)max|: W L
5 3 h
D’ou |(€xx)max| << (;Z) X }L_“
+ Etat de contrainte de la poutre:

FL
|0xx|max: Elexxlmax“'m

Cependant il existe aussi une contrainte tangentielle z,, liée a la force extérieure F appliquée

dans la direction Oy sur la surface de la poutre de normale €, :
F

Txy - wh
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Chapitre 8
Etude des Plaques Minces

8.1 Introduction

La théorie des plaques issue de la théorie des poutres, afin de calculer les déformations et les
contraintes dans une plaque soumise a des charges. C’est en 1888 que Love utilisa les hypothéses
de Gustav Kirchhoff, elles-mémes inspirées des hypothéses d’Euler-Bernoulli pour fonder une
théorie des plaques minces "également appelée théorie classique ou théorie de Kirchhoff-Love".
Cependant, la théorie des plaques semi-épaisses a été consolidée par Mindlin a partir des travaux
de Timoshenko et Reissner. On parle d’une plaque mince, lorsque la fleche générée par les
déformations de cisaillement reste négligeable devant la fleche générée par la courbure de la
plaque. Les plaques peuvent étre classées en trois groupes: les plaques minces a petites
déformations, les plaques minces a grandes déformations et les plaques épaisses.

/_\]&/ poutre

coque

Fig.8. 1 Géométries courantes en mécanique des structures

8.2 Hypothéses Fondamentales

Les hypothéses de la RDM apportent des simplifications sur la réversibilité et de linéarité en
domaine élastique. Nous nous estimons qu’on a de petites deformations et petits déplacements,
c’est-a-dire que les déformations de la structure issues de son chargement sont négligeables en
n’affectant pratiquement pas sa géométrie. De plus on admet que le matériau est:

e Elastiques (réversibilités de déformation, le matériau reprend sa forme initiale aprés un cycle
chargement-déchargement),

e Linéaires (les déformations sont proportionnelles aux contraintes),

e Homogeénes (le matériau est de méme nature dans toute sa masse),

e Isotropes (les propriétés du matériau sont identiques dans toutes les directions).

e Le comportement en un point quelconque du matériau est indépendant de la facon dont sont
appliquées les forces (principe de saint venant) et peut ainsi étre modélisé par un torseur des
forces internes en ce point;

eL’ordre d’applications des efforts extérieurs sur le solide n’influe pas, c’est-a-dire que le
résultant final et la méme quelque soit l'ordre d’applications des forces (principe de
superposition). Ce principe permet de décomposer.
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8.3 Définition d’une Plaque

Les plaques minces sont des types spéciaux et importants de structure d'ingénierie, dans lequel
la dimension transversale (e) ou I'épaisseur (h) est significativement petite par rapport aux
dimensions (longueur (L) et de largeur (1)). Les plaques sont généralement employées pour
modéliser des structures minces, car seule une dimension est faible par rapport aux deux autres. En
général, si la structure présente une courbure géométrique on privilégié les éléments de coque a
éléments de plaque qui sont plans.
Pour étudier le comportement de la plaque, nous définissions son plan moyen auquel nous
associons un repére orthonormé (O, x, y, z) tangent a ce plan. Le plan moyen est ainsi situé dans le
plan (0, X, y) a équidistance entre les deux faces. L’origine du repére étant située sur le plan moyen

avec z la direction de 1’épaisseur, la face inférieure est ainsi positionnée en z = —h/2 et la face
supérieure en z = +h/2. Dans la théorie des plaques, le plan moyen représente 1’équivalent de la
courbe moyenne dans la théorie des poutres. Autour du plan moyen, on appelle la surface
d’épaisseur infinitésimale, feuillet neutre (ou feuillet moyen) qui est 1’équivalent de la fibre neutre
dans les poutres.

; o

[ lLf—;f—I——FI:.-qn'l-::,L'-_-

- s
& v = X
Flar de réf érence

Fig.8.2 Géométrie d’une plaque

8.4 Cinématique d’une Plaque Mince

Le modele le plus simple est le plus général appelé modéle de Love-Kirchhoff. Ce modele est
basé sur une distribution linéaire des déplacements suivant I'épaisseur. On parle d’une plaque
mince, lorsque la fleche générée par les déformations de cisaillement reste négligeable devant la
fleche générée par la courbure de la plaque. Dans le cas d’une plaque homogene isotrope, la part
de cisaillement dans la fléche est directement reliée a I’élancement (L/h).

Suite a la déformation ¢ appliquée a la plaque, le déplacement 1 de ce point est défini par 7 =
(uy, Uy, ug)tronstation = . 4, uz)" = (u,v,w)’ correspondant au déplacement du point de la
plaque entre I’état de référence et 1’état déformé de la plaque. Les composantes u, v, w sont
définies en fonction des composantes X, y, z. Les déplacements sont exprimés en fonction du
mouvement du plan moyen de la plaque (comme les poutres). Ce mouvement peut étre décomposeé
en une translation et une rotation.

Soit Uy = ((ue(X, Y, 2), v (X, VY, 2), wy (X, ¥,2)Tle déplacement par translationdu plan moyen.
Les composantes u,, v, correspondent ainsi au déplacement du plan moyen dans le plan (0, x, y).
Le plan moyen étant positionné en z = 0, elles ne dépendent ainsi que de x et y avec u, (X, Y, z) =
uy (X, y) et vy (X, Y, 2) = vy (X, y). La composante wycorrespond quant a elle, au déplacement du
plan moyen dans la direction z. Selon les hypothéses de Kirchhoff-Love, les déplacements
verticaux sont les mémes pour tous les points d’une fibre normale positionnée en (X, y) dans le
plan (0, x, y) du plan moyen, et la composante wyne dépend que de x et y avec wy (X, Y, z) = wy (X,
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y). Selon cette méme hypothése, nous savons également que pour tout point de la plaquew (X, y, 2)
= WO(Xv yv Z) = WO(X’ y)

Fig.8.3 Cinématique de Love-Kirchhoff

(u(x,y,2) =w(xy) —z (%)

v(x,y,2) =vy (x,y) — z (%) 1)

ox
k W(x:)’)zwo (xr:V)
Tenant compte que les tangentes des angles 6,.et 6, représentent aussi la pente que prend le feuillet
moyen. Ceci induit les relations suivantes :

awo
ow, ow, x oy
tg o, =a_x0 et tg o, =a—y°= owe (2)
0, =——
y ox

Finalement, si la translation et la rotation du plan moyen, le déplacement i de tout point de la plaque de
position (X, ¥, z)T dans 1’état de référence, s’ exprime sous la forme suivante :

u(x,y,z) w(x,y) 0, (x,y)
U= v(x, Y Z) =1 Vo (x: Y) +Z<—9x(x,y)> (3)

W(le) WO (x»Y) 0

8.5 Déformation d’une Plaque Mince

Soit un point M dans I’état de référence, correspondant a la plaque au repos, ayant pour
position (X1, X2, X3)T = (x, y, 2)" . Suite a la déformation ¢, nous avons vu que ce point subit un
déplacement % = (us, Uz, us)" = (u, v, w)". dans le cadre HPP, nous pouvons considérer le tenseur
de déformation de Green-Lagrange linéarisé pour modéliser cette déformation en fonction du
déplacement. Ce tenseur est symétrique et ses composantes écrites avec la notation de Voigt sont
définies par:

¢ i e,z
e |r % ( i \
s iolx,my,z)
€y iz dy
i i il a3
€7 HXs 0
o =3 _ _ c
- - 1 [ g g - Buix, i, z) Gl x 2]
- - : 5 l [ g | Lhurlaay, x|
Tz 2 (?"'."f ‘TTI_:) 2 { e + iy \;l
eq_ 1 (ﬂL 4+ LLII 1 {dulzy.=) | Gwiry.:) (4)
Tz 20 Xy X 3 LT F:
2 1 Bu du Buel s 1.2) Al e 2]
-4 A gy g oz 1§ el p,2) il i, =)
. |\ 2 (""\'J ERe ) J'l t\ 2 { iri T Fils ) ,)l
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En employant les relations relatives au déplacementu établies dans 1’équation (3), nous
obtenons pour le point (x, y, z) de la plaque au repos:

gz, 1)

My (. )

q -
Cr D D
g _ Pwlr.y)  08.(xr.y)
Coy — iy - iy
dwglx, y)
e = —
= iz
4 ()
, 1 (dule,y) Bup(, y)
A = 5 (Tl el + =520
1 /gl i) dhogle, i)
9 = o g () — )
s 2 ( e o)+ —a )
g - 1 [ﬂuu.{.r'.y] n i)r'n.(::.-_y] L. (EJFJ_.J..{.:',;;] B EJE_J..{_;-,P.-;})]
. 2 ihy i iy il
Ce qui nous donne comme tenseur des déformations en notation de Voigt:
{ duglr.y) it (x, y) i
i B
{oed
€ vl z, y) ( fjf}].[_f'_ .'_||':l)
£ Z?.:.l.' oy - ity
e, 0 6)
e = o = 1 zf.JI-'!-_l:-".-'.l': (et ) =0
€)= 2 ( iy Va2 ") -
el l (M LA ,-..;) =1
f 2 i e
\ ey /S
l II"' |, I'_.': duplr, II'.':I 1 - l ('::-'}HI,I["'I'AI"} o EJH.I'["'-' g.ll.:')
V2l iy T2 iy dr )/

Nous pouvons décomposer le tenseur global des déformations €9 pour faire apparaitre :
«le tenseur €,,, modélisant les déformations membranaires issues des efforts de membrane
et induisant la translation de la plaque dans le plan (X, y) avec

/ Jup(,y)
o
. =) t“ll.lll:: I"..-'.I'_:
frm = , ey iy (7)
1/ duglx, ) Supla, 1w
k ] l' rJ,',u‘ r;'.i' _-I|I
«le tenseure,, modélisant les déformations de flexion, issues des efforts de flexion qui se
traduisent par une rotation de la plaque autour des axes X, y avec
I'I( iy, (x, ) A
il
g {jﬂJ[r _.g;::
A B iy (8)
Ky
1 ( My (z,y)  MWyplz.y) )
\ 3 . iy ix /
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«le tenseur €., modélisant les déformations de cisaillement issues des efforts de cisaillement
qui sont considérés comme négligeables dans le cadre des plaques minces avec
twglz,y)
) —— +#, 0 y) 0
F__(.,)_ gr _() )
¢ - g, i) N
—_— — (2, y) '
oy
Au final, le tenseur de déformation pour la plaque mince modélisant a la fois les déformations
membranaires (translation dans le plan (x, y)) et de flexion (rotation autour des axes x et y) est
défini de la fagon suivante :

1] a
"L:llj.." Cxx Koy
L1 i — - . S -
P — r'r:u — Eyy e 5 wy = €m + 2 Ch (10)
L -
€1y Exy Ky

Ce qui abouti aux relations suivantes

i I.|I|'.'.|:.|". 1} flc]”u[- iy 1 :'
4, = L g Y
i o
{ e = chegla, i) — = e (x,y) (ll)
wy !:j_'._ll UH
L (duglae,y) | Ovole,y)y | 1 fobylx,y) 90z, y)
rsr__L J — |+ =z —_— — : ]
| TV 9 iy O 2 oy A

8.6 Tenseur de Contraintes et Loi de Comportement

La plaque mince est sollicitée uniguement dans son plan (x, y) du fait de son faible épaisseur et
que la direction z est orthogonale a la plaque. Les composantes oy, gy, , 0., du tenseur de
contraintes sont nulles sur les deux faces de la plaques et par raison de continuité sont négligeables
a I’intérieur de la plaque. Pour la méme raison, les composantes oy, , gy, 0., Sont non nulles et
constantes mais peu dépendantes de z.

Tl ) Tryle ) Ty =10 Trrl X, 1)
o= oylz.y) oylz.y) op=0 |, o=| oulzy) |. (12)
Toe = Tay = 0 o..=0 .yr_r”f,;; .’J’]

la formulation de la loi de Hooke en fonction de E et v, la relation entre le tenseur de
contraintes & et le tenseur de déformation € s’écrit sous la forme matricielle suivante :

o J 1 0 Erp

£E H d
Ty =1 - o1 0 Egpyr (13)
Ty v o0 1—w Exy

En considérant le tenseur de déformation de Green-Lagrange linéarisé établi dans 1’équation
(20), nous obtenons comme loi de comportement pour la plaque mince :

F \
Frx = 1— I-"? {" rr * F Bgr + 1 4 yy T V2 Ry )
& Ty 1— 2 (¥ Exp + 0 2 Kpp + By + 2 Higy) (14)
Tz y m |_! T | 5 H.I'I,'}

Au final, nous avons ainsi la relation suivante entre les tenseurso (avec €, = €, = 0)
et e (avec o, = 0,,,= 0,, = 0) en considérant la loi de Hooke pour la place mince :

Exx 1 1 — 1! 1} Fopy
Eyy = F -1 ] Ty (15)
Exy i [ n 1+ Ty
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8.7 Equations d'Equilibre d'une Plaque

Fig.8.4 Element d’une plague uniformément chargée

Les contraintes réparties sur I'épaisseur de la plaque provoquent des moments de flexion, des
moments de torsion et des forces verticales de cisaillement. Les résultantes (moments et forces)
par unité de longueur peuvent s'écrire

[ M, E"' o, . 5
4 ) 0, /)T (16)
;"l‘if_l_ = j—h o, 12 dz : { } = j—ﬁ { } dz
1 M, ¢ . 0, " T,
L'équation différentielle de I'équilibre des plaques minces s’écrit sous la forme:
oM, @M M,
ot 2 —+ =P (17)

ox° cxdv oy
L'équation différentielle qui exprime la flexion des plaques peut étre obtenue comme suit:

= T = . =1 S
'l."f11._|_2 {3;11. +E?"Hr=£ (18)
it ey &t D
w : est la fleche Ey
D : étant la rigidité flexionnelle de la plaque : D=—
12(1-v?)
8.8 Energie de Déformation d’une Plaque Mince
L’énergie de déformation éveloppéeﬂdan une plaque mince est donnée par: 0
+ El Y . EI Y
2 j r.rr T2 : o1 0 €m + {-,{ IEEI—J | 0 ey | dr dy.
Y \lo o0 1-v N0 0 1-w (19)
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Série d’exercices

Exercice 1

On considere une plaque semi-infinie dans la direction 2 et encastrée en x; = 0. Le bord situé en
X1 = L est soumis a une densité linéique d’efforts Fés. La plague est soumise a une pression -pe
comme indiqué sur la figure. On considere que la plaque obéit aux hypotheses de Love-Kirchhoff.
Sachant que les tenseurs des tensions et des moments sont de la forme suivante :

Ao 00 . v azit+be +e 0
N = ( 0o ) ’ M= ( 0 v{ax? + bry +¢)

1. Quelle hypothése du caractére semi infini de la plaque suggere-t-il de faire ?
2. Calculer les constante a, b et ¢ de maniére a vérifier ’équilibre de la plaque ?
3. En déduire les réactions dans I’encastrement.

-~
T
N
Voo
Vo Y
\ L

Fig.8.5 Plaque semi infinie en flexion

Solution
1. Le modele étant semi-infini dans la direction Xz, la solution loin des bords situés a ’infini est

indé L0
indépendante de x2: —— = 0.

Par ailleurs, la plague étant sollicitée en flexion uniquement, le tenseur des moments et celui
des déeformations sont nuls en tout point la plaque.

2. La plaque est soumise a une pression -pé. L’équation d’équilibre en déplacement (8.17)

{?JM I!:;-I.';l'f . I!:?-I.';l‘f X
- r 4 2 - Xy + - 1_-. — _l”
Devient, o cx v oy’

2a+p=0=>a:—§

Sur les bords : x1 = 0 (normale ” n= —"e;) et x1 = L (normale 71=¢€;). La condition en effort est
de type moment Z nul. L’équation sur les deux bords donne :

n.Mn+Z.n =0
My (X, = 0) +0 =0 C=0 =9
{ar2 =1, _P
~My (6, =L)4+0=0 lal24+bL=0"|b=—
La solution est donc :

2
P
N (00 Y —5&i(er — L) , 0
0 0 ’ 0 —1/5931(1'1—1;)

3. La réaction dans les appuis est calculée en x1 = 0 et x1 = L par la relation suivante :
div.M.n”+Y=0

My l
—=Ey=0+Y0)=0 [y =%

=
(y=L)+Y(D) =0 ry=%

O My
0x
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Exercice 2

Dans la zone la plus sollicitée d’une piece chargée, on reléve I’état de contrainte suivant :
0xx= 200MPq, g, =—150MPa, 0,,= 200MPa, o,,= 100MPa, g, = 0MPa et g,,,=0MPa.
La limite élastique est identifiée sur la courbe de traction et vaut o, = 250MPa.

1. Déterminer les expressions analytiques des contraintes principales. Pour les valeurs données,
comparer les contraintes principales a la limite élastique.

2. Sur quelle hypothése est basé le critére de Tresca? Appliquer ce critére a 1’état de contrainte
étudie.

3. Sur quelle hypothese est basé le critére de Von Mises? Appliquer ce critére a I’état de
contrainte étudié.

Solution
1. Contraintes principales

1
o] = 2 [Uxx + 0yy — \/(Uxx - Uyy)z + 4(0xx)2 J
011 = Oy

o = %[Uxx + Oyy + \/(Uxx - Uyy)z + 4(Uxx)2 J
Application numériques :
o; =—176.56MPa ; o;; = 200.MPa ; g;;; = 226.56MP
(o111 > oy > loy]) < g
Toutes les contraintes principales sont inférieures a la limite élastique (o, )en valeur absolue.
2. Critére de Tresca : critére sur le cisaillement maximal
OTresca = 01— 07 = 403.1MPa > g, =Le critére de Tresca non vérifié.
3. Critere de VVon Mises : critere energetique sur le déviateur des contraintes.

Uv.mises:\/% [(011 — )% + (o111 — 0,)* + (041 — 01)?] =390.50MPa > g,

=L e critére de VVon Mises non vérifié.

Exercice 3

La plaque est rapportée a ses axes de symétrie, Ox, Oy, Oz. Les cotés paralléles a Ox et Oy ont
pour longueurs d’arétes 2a et 2b.
» 84 N/mm?

L’épaisseur est h. ;
Les coefficients élasticité sont notés E et movmm At P AP AEEEA A4 s

v. Le chargement a lieu exclusivement i *_'awi%_’_'_'_'T .
sur les bords sous forme de forces )| N 36 NWmam? b oo
surfaciques  uniformément  réparties. < Lo t —
Comme I’indique la figure. e ‘:4 ******************* p-See B
On prendra : A=1m; b=0.5 m; h=0.01m; b i 56 N/ 565 N t 3
E=200 GPa; v=0.25. - | r=

Donner au point courant P(x,y,z), les e e e ‘_T -
composantes des tenseurs de contrainte et A O N A A A A A A A

84 N/mm?

de déformation, celles du vecteur
translation et du pseudo-vecteur rotation.
- Quelles sont en particulier les déplacements des sommets du rectangle ?

NB: On considérera que le voisinage de la particule 0 ne subit ni translation ni rotation, c'est-a-
dire que les axes sont liés a ce voisinage.
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Solution
Nous pouvons superposer trois chargements :
1) Un chargement de traction simple parallelement & qui donne au point courant P, comme
seule composante non nulle de }: g, d’ou les trois seules composantes non nulles deé:
& =%=700><106 €y = €, — Ve, = —175 x 10°

Pour le vecteur déplacement : _PO_PI: U= XE; V=YE,; W=ZE,
Le pseudo-vecteur rotation w est identiquement nul
Un chargement de traction pure parallelement a y'y qui donne en P, comme seule composante
non nulle de o :
oy, = 84MPa
D’ou les trois seules composantes non nulles de € sont:

[oF
gy =2 =420X10° & =g, —ve, = —105%10°
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Exercices Divers

Exercice 1

On considére un bloc constitué¢ de deux pi¢ces cylindriques d’axe (x-X), de section (S) de
longueur [1 et [2respectivement, constitué d’un méme matériau thermoélastique linéaire et
isotrope (E , v, a). Ces deux pieces sont retenues entre deux plateaux fixes et séparées entre elles
par un joint de dilatation d’épaisseur (A) (figure 5.2). A 1’¢tat initial les contraintes sont nulles
(état naturel), la température est To et les forces volumiques sont négligées. On impose a ces deux
piéces une augmentation de température 61 = T1 — To uniforme.

1. Déterminer la valeur de T1correspondant au contact entre les deux piéces.

AN : To=20 C° E=2.1105Mpa, v =0.3, @ =12.106€°*, I1 = 10m, [2 = 7m, A=5mm.

2. On impose ensuite une autre augmentation de température 6, = T2 — T1.
Calculer la contrainte oxx résultant dans les pieces.

gj (E.vo) (E v.q g X

—lL » — b

AN : 6,=10cC"
&= Atrel + 2u £§— KOI
. 1+4+v_ = =
g = A o—v(tro)l — abl
Solution

1. Déterminer la valeur de T1correspondant au contact entre les deux pieces.
On a un état de contrainte uni-axial :
Oxy 0 O
g = [ 2 0 0]

0 0 0
Calcule des déformations : £ = 1%0-:— v(tro)l — afl
I[% + a8 0 o |
F=l 2 T 0o |
I[ 0 0 - VGE"" + a9J|

Le joint de dilatation permit aux deux piéces de se déplacer librement sans contraintes :
A#0;0,=0
Sans variation de température la déformation relative est la méme dans les deux piéces.
Exx = Exxl = tc-'xx2 = an1
Dans lapiece 1: Al1 = &xx ln
Dans la piéce 2 : Alp = exx 2
Le contact entre les deux piéces ce produit pour : Als + Al = A
ex(ltl)y=A> ab(lL+l))=A—> a(T1—To)(L+ 1) =A
-3
T = a(llA+ 11) +To= 12.1:-.61(010+7) + 20 ="C
2. Contrainte résultante d’une augmentation 82 = T2 — T1:

Aprées contact les deux piéces ne peuvent plus s’allonger :

e = 0 20 E+ 0, = 0 > 0y = —Eaf, = —2.1.105.12.10 - 6.10 = 25.2Mpa.
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Exercices 2
Soit le tenseur de contraintes suivant :
4 20
o= [2 30
0 0 1

Déterminer les composantes du tenseur des déformations, sachant que :
E =125 Mpa et u = 45Mpa.

MPa

Solution
1. Tenseur des déformations

1+
Xij = VO'ij —g&'j. Okk
ork = tr( 0) = on+on+to=4+3+1=8 Mpa
E 125 4
E=ram oV T 1=—2 1=0,39
1+v v 1+0.31 0.39 _
€1 =401~ 50t = —5c 4 — 5o 18 = 1952 10
1+v v 1+ 0.31 0.39 _
1+v v 1+ 0.31 0.39 _
€33 = —% 033 —E633o'kk =~ 1 - 175 1.8 = —1.38x 10
1+ 1+0.31 -
€12 =012~ 281200 =2 —0 = 2.22x 1072 (§;, = 0)
1+v v 1+ 0.31
€13 =TU13—ES130kk =T0 -0=0
1+v v 1+0.31
€23 = E 0-23_56230-kk =TO —0=0
1.952 2.22 0
Donc: € =| 2.22 0.84 0 [1072
0 0 —1.38

2. Tenseur des contraintes

O-l'j = Aé‘l’jskkE-l_ Z‘U,EUZS
1

v=2_-1=22_1-039

= -
2 (14V) 2u 2 .45

_ v.E _ 0.39x125 _
T (1-2v)(1+v) (1-2x0.39)(1+0.39) =159.42

i=1;j=1:
o1 = A+ 2We; + Aepy + Aezz =4 + 2wy + ez + €33)
= (159.42 + 2 x 0.39)1.952 x 1072 + 159.42(0.84 — 1.38)1072
= 226.62 X 1072MPa

i=1;j=2:

012 =2 W&, =2X 2.22X 1072 = 2.44 X 1072 Mpa
i=1;j=3:

013 =2 p &3 =0Mpa
i=2;)=2:

Oz2 = (A + 2+ e + Aegg
= (159.42 + 2 x 0.39)0.84 x 1072 + 159.42 x 1.952 x 1072 + 159.42 x (—1.38 x 1072)
= 105.11 Mpa
i=2;j=3:
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O3 = 2l &3 = 0Mpa
i=3;j=3:

033 = (A +2pu)ezz+deyy + A=A+ 2p) 33 +A(&11 + £23)
=(159.42 + 2 x 0.39)(—1.38 x 1072) + 159.42 x 1072(1.952 + 0.84)
= 224x 1072 Mpa

226.62 2.44 0
o=| 244 105.11 0 |1072
0 0 224

Exercice 3
Soit un barrage poids dans la base (0,e7, e, ) de section triangulaire OAB (figure ci-dessous),

encastré a sa base. Le barrage est soumis a son poids propre pbg et a la poussé p.gx. de I’eau, sa
surface est située a une hauteur h égale a celle du barrage. Le matériau du barrage est considéré
élastique linéaire et isotrope, de paramétres E et v. La pression atmosphérique est négligée.

C N
g &

Barrage
Masse volumique p |«

g, AN
&S S S S SN S S S S

Figure du Barrage dans le plan

1. Pourquoi il s’agit de déformation plane et donner les formes générales de U,ceté
2. Ecrire les conditions aux limites d’une tranche du barrage et écrire les équations d’équilibres
mécaniques a I’intérieur du domaine puis au niveau de ces conditions limites en contrainte.

On postule que tous les termes du tenseur de contrainte sont des fonctions linéaires des
coordonnées xiet x2. Donner I’expression générale de la matrice d’un tel champ de contrainte.
Montrer qu’il vérifie 1I’équation de Beltrami et donc la solution du probleme élastique.

Solution
1. Pourquoi déformations planes :

X1<

Pe

B~ ///////[// T
P

X2
La section du barrage est identique sur toute sa longueur, de méme que le chargement subit, et
on déduit le champ de déplacement entierement situé dans le plan perpendiculaire a sa longueur.
La déformation dans le sens de la longueur est empéchée.
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. . Uz (xy,x2)
Le champ U vaut : U = {U, (x4, x5) ;

U3 = 0
o __ |fr fr2 0
Le tenseur de déformation e: e = [g,; &, 0
0 0 O
~_[ou o1z O
Le tenseur de contrainte o : 0 =031 05, O
0 0 o33
2. Conditions aux limites :
5.7 =T#R)
a. Face immergée OA : x; = 0 ; n=-e,=(-10 0)
7-2)=("
0

b. Face OB : x; =x, ; n;=(cosa —sina 0)= (%2 - gZ 0); car a=45°

T(m;)=(0 0 0)
e Equations d’équilibres f= {f1 f2 fa} = (0 pbg 0)

[30'11 0012 9013 0=0 [ 0011 8012 —
I 8x1 + 6x2 + 0x + I ax1 axz 0
V= 2 80'21 80'22 80'23 4 60'21 80'22 80'23
+f = = =
divo +f =0= ) + 7 + +f2 0= | ™ ax3 +£=0
60'31 60'32 80'33 80'33 _
6x1+6x2+8 +0=0 k dxs

011 = Axq + Bx,
Onpose:{0,, =Ax; +Bx,; dwo +f =0 :{
041, = Cxq + Dx,

A+D=0 (1)
C+B' =0 (2)

- On utilise la premiére condition a la limite: 6.(—&) =T (—&;); x, =0

o o 0 —
11 12 <_1>:<pegxz> N {0-11 = PedX2 — {_Axl — Bx; = pegx; - {B = Ped

o: o 0
(2)1 (2)2 0-33 8 0 0-21 = 0 Cx1 + sz = 0 D = 0

De(1):D=0—A=0
- La deuxiéme condition a la limite:
B o 0z 07/ i = —0
o.n=TH)= [021 o, O ] ¥ :(8) = {01121_012 —0
0 0 o33l\2 0
{A xl + sz - Cxl - sz = 0
C xl + sz - A'xl - B'xz == 0
Sur cette face : x; = x5 :
{A x1 + sz - Cxl - sz = 0 {C = B == _peg

Cx; + Dx, — Ax;— Bx, =0 A+B =cC
De (2) : B'"= —ppg —C = —ppg +peg = B’
D’ou : A’=C — B'=—=peg +ppg —Ped = —2Peg + pPp9
011 = —PedX2
{0'22 =(Pp —2pe)g-x1 + (Pe —Pp)Y-X2
O12 = —Pe g-X1

o33 = V[(pp —2Pe) g-X1 — Ppg-x2 ]; car: g3z = v (011 + 032)
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N.B: Les équations de Beltrami sont Vérifiées comme les composantes du tenseur de
contraintes sont des fonctions linéaires en x; et x,.

Exercice 4
L’état de contrainte en un point d’un solide est défini par :
2 0 O
o= [ 0 4a 6a] (Mpa)  a:constante réelle

0 6a 4a

1. Déterminer 1’état de contrainte pour a = 0.

2. Déterminer en fonction de a les contraintes principales.

3. Tracer le cercle de Mohr pour a = 1.

Solution
1. Détermination I’état de contrainte pour a = 0.
2 0 O
o= [ 0 4a 6a] (Mpa)
0 6a 4a
C’est I’état de contrainte uni axial suivant la premiere direction (elle peut étre une traction ou

compression).
2. Détermination de contraintes principales en fonction a:

2a 0 O 1 0 O
det(c—ol)=0=det| 0 4a 6al-2{0 1 0] =0
0 6a 4a 0 0 1
2 0 O A 0 O
det ([ 0 4a 6a] — [0 A OD = 0= (2-A)[(4a—-2)?*—(6a)?]=0
0 6a 4a 0 0 A
Les solutions de 1’équation sont donc:
A =2
{/1 = 10a
A=-2a
Classement des contraintes principales : o; = 10a Mpa ; o1 =2 Mpa ; olll = —2a Mpa (sia >

0)
3. Tracer le cercle de Mohr poura=1:
Les contraintes principales sont : a; = 10 Mpa ; : 611 =2 Mpa ;: o =2 Mpa

™Tma

—.Z 2 10
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Tricercle de Mohr pour état de contrainte demandé (a = 1).

Exercice 5
En tout point M du solide, on définit le vecteur déplacement suivant :
Uy (x1, %2, x3) = 5x1—x,—x3
Uz (x4, X2, x3) = —x1+4x,
Us(x1, X2, x3) = —x1+4x3
1. Déterminer le tenseur de déformation correspondant.
2. Déterminer les déformations principales.

3. Déterminer I’allongement unitaire suivant la direction 71 = (T f T)

4. Déterminer le glissement selon 7 et m = (— \f \F f)

Solution
1. Détermination du tenseur de déformation correspondant :
Uy 1,00y, OUzy 10Uy , 0Us
[ 0xq 2 0xy axl) ( 0x3 axl)—i
_|1,0Uy aU2 Uy 1,.0U; aU3
-3 (grad U + (gradU) ) Iz ( 3x1 0xq 2~ 0dx3 axz) |
1 ﬂ % 1,00z , 9Us 0Us
|-2 ( ( 8x3 axz) 6x3 J
5 ! 1-1 ! 1-1 |
(71D (1=
e==(-1-1) 4 —(0+0) |=|-1 4 O
2 2 “1 0 4
! 1-1 ! 0+0 4
S(-1-1) S(0+0)

2. Déterminer les déformations principales.

Nous avons :

5 -1 -1
§=[—1 4 0]
B —1 -1
det(E—AD)=0= [ ] [ Dzo
1 0 1

5 -1 -—1] 1 5-1 -1 -1
det|{|—-1 4 0|—1{0 1 0 =0 = det -1 4-2 0 =0
-1 0 4 | -1 0 1 -1 0 47 —

=(5 - W@ — W)@ =21 — 0]+ 1[(-1)4— 1) — 0] + 1[(4 — )] =0
=@ -MGE-NE-N)-1-1]=0— 4-1)(A2 -9\ +18) =0

A =4
Dont les solutions sont: {Az =3

Classement des déformations principales : ,=6 ; e,=4: &, =3
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, f f . . . . — 1
3. Détermination de I’allongement unitaire suivant la direction n = (ﬁ’

()

11
"

5 -1 -1
S mEno (i Loy |” .
e(n) = n.e.n—(ﬁ, \/§’\/§)'[ 1 g 2 | © |=3

Exercice 6
La répartition des contraintes dans un corps solide déformable en équilibre statique sans effet
des forces de volume est donnée par le tenseur suivant rapporté au repére {0 ; e1 e, €3} :
X +x;  012(x,%2) 0
0= |o1(x1,%3) x1—2%x, O
0 0 Xy
I’axe vertical 0x;)
La contrainte agissant au point M(0,1) sur un plan verticale de normale inclinée de 45° par

rapport a 0xi, est une contrainte de cisaillement pure 7.
- Déterminer o12(X1, X2) et donner la valeur de t.

(Mpa), (L’état des contraintes est indépendant de

Solution
80'11 60'12 60'13 _ F)
|{8x1 axz 8x3 - 0 I( 1 + ac;lzz - (1)
Les équations d’équilibre statique 4 0021 9022 4 0923 _ ) 4 9021
’ axl axz ax3 I axl - 2 = (2)
60'13 60'32 60'33 _ _
axl axz ax3 - 0 kO - 0 (3)
(6012 _ 1
{ 0x,
-
doy,
=2
dx,
L’équation (1) donne : gy, = —x, + f (x;)
Avec I’équation (2) : f (x;) =2x, +C C: constante
D’Ou . 0-12 = 2x1 _x2+ C
x1+ x, 2x; —x,+c¢c O
Donc: ¢ = [le — X, + C X1 — 2Xy 0 | (Mpa)
0 0 Xy
Le tenseur des contraintes au point M (0,1) :
1 -1+c¢ O
o=|-1+c —2 0| (Mpa)
0 0 1
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V2
. (
Le vecteur contrainte au point M selon 7 =\\/2

0

V2
1 -1+c¢ O /7\ v c
T=o0d=6=|-14+c -2 0|2 =7<c—3>
0 0 1 \2/ 0
0
V2 V2 V2 ¢ 3
Lacomposantenormale:an=ﬁt.a.ﬁ=ﬁt.T=(— — 0).—<c—3>= —-=
2 2 2 0 2

. . L N 3
La contrainte est une contrainte de cisaillement pure: g,, = 0 d’otu c = >

. 3
Flnalement O12 = T12 — le - XZ'I' C =2X1 - XZ'I' E

La composante tangentielle : 7, = /|T?2| — 0,2
2

== (7 + (Fe-20) ~ (e-=2 e

Exercice 7

Une plaque mince rectangulaire OABC de section initiale (150x100) mm? est déformée en

"A’B’C’ tel que montré sur la figure ci-dessous. En supposant un champ des déplacements
uniformes :

1-Déterminer les déformations dans le systéme d’axes (x1, X2) ?
2-Calculer les déformations principales et leurs orientations ?
X2

A 1.0
H 150
AT o
0.2 - B! |
:f .......... Y —— == ,*’5
Rre
I 1
1o i 1
1 |
| !
1 \ “
A e N i I
0.5 = o1 1 357
* [0 Ll B P, - _.11I
095" LTS
Solution
1-Les déformations dans le systéme d’axes (x1, X2) :
e Les déformations longitudinales
Ug—U, 1-0 _
Exiyy = EAB =" g = g0 6,67.1073
Ug—Us —0.5-(01.25) _
Expe, = ECB =" op = 20 =75.10"3

e Les déformations angulaires

Up—Us Vo—Ve 075-0 —05—(01.25)

- — —125.10"3
Vxix, 0A oC 100 150

On prend y,,, = —12,5.107, car I’angle CBA & augmente plus de 90°.
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2-Les deformations principales et leurs orientations :
_ gxlxl_ngXZ \[ lexl_SXsz 2 Vxlxz 2_ {81 - 13,350- 10_3
—emer () 4 (5 5

£x1x2 - 2 2 2 & = 0,821. 1073
_ Vxle _ 12.5 _
tg26, = Exix,~Exzx,  667-75 15,06
= 0, = 43°

Exercice 8
Dans un repére orthonormé (oe1e-€3) soit le tenseur de contraintes suivant :

12 4 0
= [ 4 9 —2]
0 -2 3
1- Décomposez le tenseur déviateur et sphérique ?
2- Trouvez le tenseur de contraintes o' dans la base orthonormé (Oe;e,e3) dont la matrice de
transformation est donnée par :

— 0 1 1 —

V2 V2

1 1 1
c=l—= = -:=
V2 2 2

1 1 1

vz 2 2]

Solution
1- Le tenseur déviateur et sphérique ?
tT(O’D) =0

O'm=;=8

Qi

= 0,1 + 6, Sachant que{

e Le tenseur sphérique (G,,1 ).2
1 0 O 8 0 0
55=8[0 1 0]=[0 8 0
0 0 1 0 0 8
o Le tenseur déviateur des contraintes ap):
12 4 0 8 0 0 12 — 4 0
:D=3—35=[4 9 ] [0 8 0] [ 9-8 =2
0 -2 3 0 0 8 -2 3-8
4 4
@=P 1 4
0 -2 -5
2- Le tenseur de contraintes o .

Mpa

Mpa

V2+4 3vV2-4
[0 = Z] [o +~ —=X] [ 4 3 ]
I 1 N -2 S 1 IO CR L I P 2 2
r_ = = _ - = = _ +
o _idi : zj g s; 7f.iﬁ - j—l 2 2v2+10 -2 |
U S R - L1 1] |3yz-4
V22 2 V2 2 2 l 2 —2 —2V2+10
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