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LISTES DES NOTATIONS

e FDO : équation différentielle ordinaire.
EDP : équation aux dérivées partielles.
N : ensemble des nombres entiers naturels.
R : ensemble des nombres réels.
C : ensemble des nombres complexes.
LY(92) : espace vectoriel des fonctions définie sur €, tel-que [q |f(z)] dr < +o0.
C(2) : espace des fonctions continues sur €.
C™(9) : espace des fonctions f : Q — R dérivables n fois et f™ continues.
AC(Q) : espace des fonctions absolument continues sur 2.
AC™(Q) : espace des fonctions dérivables & I'ordre n — 1 et elle que f"1 € AC(Q).
I'(.) : la fonction Gamma.
B(.,.) : la fonction Béta.
D f . dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.
D f : dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0.
I : I'opérateur de différentiation fractionnaire d’Erdélyi-Kober.
MP : ’équation des milieux poreux.

MPF : 1’équation des milieux poreux fractionnaire.



INTRODUCTION

L a plupart des problemes scientifiques et les phénomenes physiques sont décrits par des

équations ou des formules linéaires ou non linéaires qui sont difficiles a cause de plusieurs

raisons.

Les équations liées a la mécanique des fluides sont étudiées par plusieurs mathématiciens,
parmi ces équations on peut citer I’équation des milieux poreux.

L’équation des milieux poreux est une équation mathématique qui décrit le flux de fluides
a travers un milieu poreux. L’idée de cette équation été développée a partir les études de la
diffusion par Darcy en 1856.

La diffusion est I'un des processus naturels les plus courants et les plus fondamentaux. De
nos jours, la diffusion est trés bien comprise et peut étre décrite mathématiquement par une
équation parabolique (linéaire ou non linéaire). Cette équation est treés polyvalente et permet
d’unifier des phénomenes relativement divers sous une seule classe d’équations. Malgré des
recherches trés vigoureuses menées tout au long du siecle dernier (et aujourd’hui), certains
phénomenes de transport ne peuvent toujours pas étre décrits avec précision par la diffusion
classique [6].

Ces nouveaux phénomenes de transport sont caractérisés par un caractere non-Fickien
d’une mise a ’échelle intrinseque de ’espace-temps. Dans la diffusion classique, les solutions
auto similaires sont obtenues en trouvant une fonction dépendant de =/ t= . Comme 'ont montré
de nombreuses expériences, cette échelle ne décrit pas le processus de maniére appropriée. Nous
devrions plutdt rechercher des solutions qui sont des fonctions de z/t= pour un certain o €
(0,2). La diffusion devient alors anormale et la description mathématique classique n’est pas
appropriée, d’ou la nécessité d’adopter d’autres approches. Une description assez réussie de la
diffusion anomale peut étre faite en utilisant le calcul fractionnaire. Selon ce modele, I’équation

aux dérivées partielles est remplacée par sa version fractionnaire. Lorsque nous remplagons



INTRODUCTION

I'opérateur différentiel ordinaire par la dérivée fractionnaire, nous obtenons une mise a 1’échelle
spatiotemporelle correcte, mais au prix d’une grande complexité de I’équation résultante. Parmi
les équations difficiles a résoudre qui nécessite une transformation fractionnaire : ’équation des
milieux poreux.

A la base I’étude des équations des milieux poreux remonte & plusieurs chercheurs du 20°¢
siecle (XXe siecle) parmi lesquels J.Bear, R.W.Philips, J.H.Cushman et G.de Marsily. Plus tard
les mathématiciens se sont intéressés a développer 1’équation des milieux poreux a une équation
fractionnaire et ’étudier pour trouver des solutions approchées pour elle, et cela dans la derniere
décennie du 20°¢ siecle.

La résolution de I’équation des milieux poreux fractionnaire est un probleme mathématique
complexe qui implique la résolution d’équations différentielles avec des dérivées fractionnaires.
Il a des nombreuses applications dans le monde réel dans des plusieurs domaines tel-que la
dynamique des fluides, la géophysique et la génie-chimique. Plusieurs méthodes numériques sont
été développées pour résoudre cette équation, notamment les méthodes de différences finies, les
méthodes d’éléments finis [5] et les méthodes spectrales [4].

Dans ce mémoire on va essayer de chercher des solutions approchées de type auto-similaire
pour I’équation des milieux poreux fractionnaire, ces solutions sont obtenues par I’approximation
basée sur 'opérateur d’Erdélyi-Kober [13, 14].

Ce mémoire est organisé en trois chapitre.

Dans le premier chapitre nous présentons les solutions de type auto-similaires pour une
EDP, nous donnons également la condition de similarité d’une équation. La résolution de cette
équation nous obligeons de définir quelques notions de calcul fractionnaire qui aider dans notre
travail.

Dans le deuxiéme chapitre on va transformer 1’équation des milieux poreux a une équation
intégro-différentielle pour faciliter sa résolution. Pour cette modélisation nous utilisons ’approxi-
mation d’Erdélyi-Kober et avant le faire c’est nécessaire de parler sur l'origine de ’équation des
milieux poreux c’est-a-dire nous parlons ici sur la diffusion anormale.

Dans le dernier chapitre le travail essentiellement traite le cas non linéaire et linéaire de
I’équation des milieux poreux fractionnaire pour trouver les solutions approchées pour cette

équation.




CHAPITRE 1

QUELQUES NOTIONS DE BASE
PRELIMINAIRES

@ ans ce chapitre on va présenter tout d’abord les notions des solutions de type auto-
similaire qui sont trés importantes dans les chapitres qui suit, et 'appliquer sur des EDP’s
vérifiant certaines conditions de similarité. La fin de ce chapitre sera consacrée sur les calculs
fractionnaires au sens de Reiman Liouville ( intégrale, dérivée ), Caputo (dérivée) et ces pro-

priétés.

1.1 Solution de type auto-similaire

Définition 1.1. (Equation aux dérivées partielles) :
Une équation aux dérivées partielles (EDP) pour la fonction u est une relation entre u, les
variables indépendantes (z1, x2, ...., z,) € R™ et une ou plusieurs dérivées partielles qu’on peut

écrire sous la forme :

ou Ou 0*u  0%*u o™

U 0z Oz’ 022 0wy Oy’ O

) =0.

Définition 1.2. (Equation différentielle ordinaire) :
Une EDO c’est une équation définie en termes d’une variable ¢t € I, I intervalle réel, une
fonction inconnue y : [ — R"™ et ses dérivées de y par rapport a t.

En formule :
F(t,y(t),y (t),y"(t),...) = 0.
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Une fonction y qui vérifie F'(t,y(t),y'(t),y"(t),...) = 0 s’appelle solution de 'EDO. Une

EDO est d’ordre k si elle contient les dérivées de y jusqu’a l'ordre k.

Dans ce qui suit on va présenter la notion de solution auto-similaire et I’appliquer sur des
exemples.

On appelle solution auto-similaire une fonction qui est invariante par un changement
d’échelle en temps. Ce type des fonctions est tres important en physique car elles modélisent
des phénomenes qui sont indépendants de 1’échelle de mesure.

La méthode de recherche de solution auto-similaire consiste & imposer une certaine forme
a la solution recherchée et de ce fait a transformer ’équation aux dérivée partielles en une

équation différentielle ordinaire.

Définition 1.3. : [16] Une solution auto-similaire est une fonction de deux variables écrite sous

la forme :
u(z,t) =t°®(—=), (1.1)

ou les exposants de ¢, sont des constantes réelles appelées parametres de la solution et
prennent des valeurs particulieres déterminées, caractérisant la solution d’'une EDP donnée, ® est
une fonction d’une seule variable appelée "profil" qui est la solution d’une équation différentielle

ordinaire résultant de ’'EDP apres 'insertion de u.

Remarque 1.1.1. :

Il existe aussi une forme générale des solutions auto-similaires dont la forme :
u(z,t) = e(t)u(——), (1.2)

ou ®(t) et ¥(t) sont choisies pour des raisons convenables dans le probléme spécifique.

Equation admettant une solution auto-similaire

Une condition pour qu’'une équation aux dérivées partielles admette une solution auto-

similaire est donnée par le théoréeme suivant :

Théoréme 1.1. [16] Soit p(x,t, u, uy, ...... ) = 0 une EDP, alors p admet une solution auto-
similaire si et seulement si elle est invariante sous 'action de dilatation :

c’est-a-dire si l'on remplace u par a®u, x par o’z et t par a’t on a :
p(d’z, a't, a®u, ug, ...... ) =0.

Ot a la regle de dérivation :
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d(a%u) ou
La dérivati t: = gl —.
a derivation pour (@) a T
d(a” 0
La dérivation pour x :8852; = a(a*ﬁ)a—z.
L’équation et invariante st :
P, t, U, Uy ... ) =0= p(a’z,at a®u, ...... ) =0. (1.3)

Ezxemple 1.1.1.
Soit 1’équation de Burgers :
(1.4)

Ut + U Uy = UUgg.

Pour déterminer que cette équation est invariante par dilatation, remplacons u, x et t par

a®u,a’x,a"t on a :
0(a®u) _ (a—m) O

d(at) ot

d(aPr)? Ox?
L’équation(1.4) devient :
a(o‘_”gz + aaua(a_ﬁ)gz = ua(o‘_w)gj;. (1.5)
L’équation est invariante donc :
4@ _ g(20-B) _ 4(@=28) (1.6)
Ce qui entraine v = 2 et « = —f3, ’équation de Burgers est invariante sous I'action de dilatation

de z et t par a®® pour suite elle admet une solution auto-similaire. La recherche de la solution

sous la forme u = t*®(t?) se déduite par le changement :

a®u(a’z,a’t) = a®u(a’z, 1), (1.7)




CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS DE BASE PRELIMINAIRES

qui doit étre égale a u(x,t), on choisit telle que a”t = 1.

= . ;.
L’équation a”t = 1 détermine a, donc a =t~ ainsi la solution s’écrit sous la forme :

u:t%q)(xt%ﬁ). (1.8)

Détermination des parametres et profil

La recherche d’une solution auto-similaire fait intervenir des équations différentielles ordi-
naires linéaires ou non linaires, la résolution de ces équations est en général tres difficile puisque
elle dépend des parametres et des profils qu’il faut déterminer avant de pouvoir résoudre ces
équations, on a plusieurs méthodes pour la détermination de profil selon que les parameétres
prennent des valeurs déterminées indépendant du profil, les deux parametres restent indétermi-
nés et sont liés ou I'un des parametres est déterminé, et le deuxiéme reste indéterminé.

Dans la plupart des cas, ’équation différentielle qui permet de définir le profil peut ad-
mettre plusieurs solutions mais malheureusement il n’y a pas une méthode générale pour la
recherche du profil.

On va mentionner quelques méthodes pour déterminer le profil, chaque méthode représente
un genre d’équation, une méthode s’adapte pour un type ne peut pas fonctionner pour d’autres
types, de plus une méthode qui fonctionne sur une équation rend le calcul aussi lourds ou il est
difficile de donner explicitement la solution.

La premiere méthode est un développement limité, cette derniere permet de donner plusieurs
solutions et elle est basée sur le développement limité tel que supposant que la solution soit

infiniment différentiable, bornée, ainsi que ces dérivées soit : [16]

O(x) = iaixi. (1.9)

Le développement limité, pour I'intégration d’'une EDO suppose que la solution est infiniment
différentiable et bornée.
Meéme, si la solution admet un développement limité, une question se pose, qu’elle est la
fonction qui admet ce développement (c’est a dire la détermination explicite de la solution).
La deuxieme méthode est "la diminution de I'ordre de I’équation” une méthode de diminu-
tion du profil a été utilisée par L.I., Sedov (voir [17]), qui a utilisé cette méthode pour résoudre
I'équation de la chaleur, sous des conditions physiques (la quantité de la chaleur est invariante).
Cette méthode a les inconvénients suivants :
- Il est parfois difficile de déterminer la classe de la solution.
- La méme remarque pour les conditions sur la solution.

La troisiéme est une méthode dont le principe est "la dérivée de la solution (profil) est une
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fonction profil" i.e.,
O = xf(P). (1.10)

Sous cette condition, une équation qui a pour inconnue ®, devient une équation d’inconnue f,
alors que x jouera le réle de parametre. On peut utiliser aussi la transformation de Hopf-Cole,

cette derniere donne plusieurs solutions, en fonction de la condition initiale.

Propriétés d’une solution auto-similaire

On a vu que la condition pour qu'une équation aux dérivées partielles admette une solution
auto-similaire est qu’elle soit invariante sous l’action de dilatation, on est de méme pour la

solution.

FExemple 1.1.2.

Dans cet exemple nous prenons 1’équation de la chaleur :

ov(x,t)  0*v(x,t)
o 0x2

on va chercher la condition de similarité :

@ — a/\—v@
ot ot’
et :
Ox? 0x?’
cela implique que :
af\*“f@ — /\7258721)
ot 0x?’
alors :
a/\—’y — a)\—2s’
donc
A—7v=)\—2s,

implique que le résultat suivant est la condition de similarité :
v = 2s.

Soit v(z,t) = t~%p(2t") la solution auto-similaire de 1’équation de la chaleur alors :

ov

o= (—awl6) - BER(E)),
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tel-que : € = at™?,

et : )
a v —a—28, .1

@ =t 2 (f),
donc :

(—ap(§) — BEY'(€)) =t 271" (€),

on dérive formellement par apport a t :
0 = [-26 + 1t~ (¢"),

implique que :
1-28=0,

alors :
1

6257

si on remplace le résultat ci dessus dans I’équation (1.11) on obtient :

1
—¢" +ap+ 56 =0,

1
sia=f= 3 alors I’équation devient :

1 1
A= - /
P 2s0+2€<,0,

donc : .
- I
5(&0) ©",

on integre les deux cotés par rapport a & on obtient :

1
Sp = —,
donc : /
L ¢
2 o’
implique que :
1
—152 +c = lny,
alors :
p(§) = Ke i¢

(1.11)
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donc la solution v(z,t) s’écrit comme suit :

2

—x
t

v(z,t) = Ktzed

Ou K est une constant arbitraire.

1
Si K = ——, la solution v(z, t) est dite solution fondamentale de I’équation de la chaleur.

Var

0.4 T

t=0.5
t=1
t=1.5
—t=2

0.35

0.25

V(1)
o
N

T

0.05

FIGURE 1.1 — Solution fondamentale pour I’équation de la chaleur.
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1.2 Eléments de calcul fractionnaire

1.2.1 Fonctions spéciales
Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler I'(2).

Définition 1.4. [10] Pour z € C tel que Re(z) > 0.

La fonction Gamma I'(z) est définie par 'intégrale suivante :

+o00
['(z) = / ettt (1.12)
0
Ezxemple 1.2.1.
On a :
1. T(1) = [ e 0%t = [F® e tdt = [—e '] _ ™ = 1.

2. 0(1) = et dt,

on utilise le changement de variable ¢t = 72, on obtient

1 +0c0 _
r () - / e T dt,
2 0
o0 2
= 2 / e T dr, (d’apres L’intégrale de Gauss)
0
T

2V = V7.

Quelques Propriétés de base de la fonction Gamma :
L’une des propriétés de base de la fonction gamma est qu’elle satisfait ’équation fonctionnelle

suivante :
L. T(z+1) = 2T(2), (z € C,Re(z) > 0)

2. '(n+1) =nl neN

N (2n)!
3. r<n+)=W.VneN
2 4np!

Fonction Béta

Dans de nombreux cas il est nécessaire d’employer la fonction Béta au lieu d’une certaine

combinaison des valeurs de la fonction Gamma.

10
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Définition 1.5. [10] La fonction Béta est une type d’intégrale d’Euler définie par :
/ﬁl 1H971dt,  (p.q€C) (Re(p) > 0, Re(q) > 0). (1.13)

Proposition 1.2.

Les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la relation suivante :

1.
I'(p)(q)
B(p,q) = , 1.14
0= v .
et on a :
2.
B(p.q) = Blq,p),
1.2.2 Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]
Définition 1.6. [10] Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur l'intervalle [a, b]
Notons par I f la primitive qui s’annule en @ :
Wt € [a,b] : /f
Pour une primitive seconde et d’aprées le théoreme de Fubini on aura :
t
B = [ I'f(u)du
t u
= / (/ f(T)dT> du,
o
= / (/ du) f(r)dr,
t
= [ =)@
En répétant n fois, on arrive a la n*™¢ primitive de la fonction f sous la forme :
1) ()= — [ =)D f(r)dr, t>0,neN 1.15
(105) 0= (=g [ =00 > 0ne N (1.15)

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par la

fonction Gamma : (n — 1)! = I'(n).

11



CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS DE BASE PRELIMINAIRES

1.2.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.7. [10] Supposons que a@ > 0 et a < ¢, a,a,t € R et f € L'([a,b]). L’intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche de la fonction f(¢) pour un ordre non entier « est
définie par : .

Vi [ab], I8 () = F(la)/ (t =)D f(r)dr, (1.16)
ou I'(a) est la fonction Gamma donnée par (1.12).
De méme maniere on définit I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre a > 0
de f, par :

Vt € [a,b), I f(t) = F(la)/tb(T — 1)@V f(r)dr, (1.17)

Remarque 1.2.1.

Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l'intégrale (a gauche).

Théoréme 1.3. [10] Pour toute fonction f € L'([a,b]), lintégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville posséde la propriété suivante :
Ig+ []f+f(t):| = Ié(}r—i_ﬁ)f(t)a pour o > Ov 6 > Oa (118)

presque pour tout t € [a,b]. Si de plus f € C([a,b]), alors cette identité est vraie Vt € [a,b] .

Proposition 1.4.
Poura>0,3>0, ona:

(12— ) () = gyt = )" (1.19)
(I-(b—1)"") (1) = F(Z(i)ﬂ)(b — )t (1.20)

Ezxemple 1.2.2.
L’intégrale de f(t) = (t — a)? au sens de Riemann-Liouville.

Soient a > 0,3 > —1, alors on a :
1) = g [ = ) (121)
o = ) Ja T T T. )

En effectuant le changement de variable

T=a+s(t—a),

12
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ou:s=0quand 7 =a et s=1quand 7 =t et dr = tds, alors (1.21) devient :

«@ _ 1 ! a—1 a—1 +1
It —a)’ = T(a) /0 (t —a)* (1 —s)* 1P (t — a)?Tds,
o (t B a)a—i_ﬁ ! a—1
= 7{\(@) /0 (1—2s) sﬁds,
_ (= a)**? 1 a—1 (B+1)—1
= T(a) /0 (1 —s)2 1sBHD-1gs,

En utilisant la définition de la fonction Béta (1.13) puis la relation (1.14), on arrive a :

(t o a)&“l’ﬁ N

(t—a)**PT(a)(B+1)
I'a) T(a+p8+1)’
F(ﬁ + 1) (t . a)a-i-ﬂ

o+ 5+1) '

17 f(t)

Donc l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = (t — a)? est

donnée par :
afy  N\B _ F(ﬁ + 1)
It =a) = s 571

On voit bien que c’est une généralisation du cas « =1 ot on a :

(t —a)**?. (1.22)

It —a)® = 61+1(t )t

I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a d'une constante est donnée par :

C

I7C = ———(t — a)”.
En particulier, si a = 0,
1“C' = _c t*
CTla+1)

1.2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Si a > 0, on note [a] la partie entiere de a.

d d>
it f:]a,b R : En s’inspirant de la relati lassi - = —
Soit f : [a,b] — n s'inspirant de la relation classique — = —3 (

I ;), on peut définir une

dérivée fractionnaire d’ordre o, 0 < @ < 1 par :

4y,

dte — dt

13
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Plus généralement, si « >0 et n = [a]+ 1, on peut poser :

o d
%Z%(L} ).

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 1.8. [10] Soit f € L'([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b], la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville a gauche de la fonction f d’ordre o > 0 notée D¢, f est définie

par :

Vi€ fa,b], DS f(t) = D'IMTCf(b), (1.23)

— ooy (i) [ €= s

ou:n=[al+ 1

en particulier, siaa =n —1 € N*,a = 0, alors :

i B 1 dn + B t dn B dnfl B .
D10 = g (g ) [ 10007 = [ o = Gero = 1700

Ainsi la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée classique
pour a € N*.
Sideplus0<a<1,alorsn=1, dou:

DL A0 = rrmay g L =)

Définition 1.9. la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville & droite d’ordre « de la

fonction f est définie par :

(-1

vie [t Dif(t) = ("D BN = w7y g

b

/ (r—t)"f(r)dr. (1.24)
¢

FExemple 1.2.3.

1/ La dérivée de f(t) = (t — a)” au sens de Riemann-Liouville.

n

d
D(t —a)? = %I"’a(t —a)’.

Soit @« >0 tel quen—1<a<netf>—1,dapres (1.24),et la relation (1.16) on a :

d TB+1)  a

Dt —a)’ = —I""(t—a)’ = —
R Uil v ey v o7

(t —a)" P, (1.25)

14
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En tenant compte de :

dr neatB FB+n—a+1) _ \f-a
%(t—a) P = TG—a+l) (t —a)”". (1.26)

On substitue le résultat (1.26), dans la formule (1.25), pour obtenir :

Lpg+1)

D=0 = w55

(t —a)’~.
Donc la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = (t — a)? est

donnée par :

Lpg+1)

Dt —a)’ = m(t—a)ﬁ_a. (1.27)
On pose : a = ; et 0= 2 Alors,
1 E F(%‘i‘l) 3.1
D2 (t—a)? = F(%—% 1)(t—a) ,
()
20 \2 B
- F(Q) (t a’)7
= 3:{%(75—@).

2/ la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’'une fonction constante f(t) = C est

non nulle, sa valeur est :
DC = —(t—a)™". a>0

Proposition 1.5.
pour o> 0,8 >0, on a :
r
1. (Dg(t — a)ﬁ—l) (t) = i(t — )Pt

L -a)
2. (Dpb=0"") () = 53— (E(f )a) (b—t)P=et,

Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

L’opérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possede les propriétés résumées

dans les propositions suivantes :

15
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Proposition 1.6.

pourn—1l<a<n m-—1<pf<mona:

1. Soit a > B> 0 alors pour f € L'([a,b]), l’égalité :
D(If(t)) = f(1),

est vraie pour tout t € [a,b).

2. Soitaa> >0, f € L[a,b]), la relation :
DP(If(t)) = I"7°f (1),

est vrai presque partout surt € |a,bl.

3. Pour a > 0, k € N*, si les dérivées fractionnaires D®f et D** f existent, alors :
DM(Df(t)) = D™ f(¢).

4. St f(t) € C*(|a, b)), alors :

1D f(t) = f(t) (t - a)".

1.2.5 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dans cette section nous présentons la définition et quelques propriétés de la dérivation au

sens de Caputo.

Définition 1.10. [10] La dérivée fractionnaire de Caputo °D¢ f(t) d’ordre av > 0, sur 'intervalle

[a, b] est définie par U'intermédiaire de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville par :

1 £(k) (g
D3t = 0z (106 - X - ). (129

ou :
n=a]+1, si a¢N n=a et acN. (1.29)
sio a=0 alors: °DUf(t) = f(t).

En particulier, lorsque 0 < o < 1, la relation (1.28) prend la forme :

‘Dgf(t) = Dg (f(t) = f(a))

16
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La dérivée fractionnaire de Caputo (1.28) est définie pour les fonctions f pour lesquelles la
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville existe, en particulier elle est définie pour les fonctions

f € AC™([a,b]). On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.7. [10] Soit a > 0 et soit n donné par (1.29). Si f € AC"([a,b]), alors la dérivée

fractionnaire de Caputo DS f(t) existe presque partout sur [a,b].

a) Si o ¢ N, alors DS f(t) est donnée par :
DN = L= f(1),

- tocaw J@=ryet o), (1.30)

En particulier, lorsque 0 < a < 1 et f € AC([a,b]), alors :

CDENW = e / (t=r)f (r (131)

b) Sia €N, alors :
(CDgf)(t) = f™(2).

Ezxemple 1.2.4.

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle
‘D*C = 0. (1.32)

2. La dérivée fractionnaire de la fonction f(t) = (t — a)® au sens de Caputo est donnée par :

['(a+1)

DOt = 5 T

(t—a)*P.
3. la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f(t) = e™.

t
1 n
DY) = s [y (@,

17
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)\n ¢ oo>\kk

- F(n—a)/ B nalz o dm

N\gn—a— 1 oo /\k L k
— TL a— d
F (n—a) Z k! a/ T
En faisant le changement de variable : T=yt, dr=tdy.

0i1:y:%quandT:aetyzlquandT:t.
On obtient :
A= a+k oo /\k
cho;<€)\t) — Z k'/ n a—1 k+1 1d7’( CLIO),

I'(n—a)

AR a+k oo )\k
= T g b B ek,

La relation entre I’approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo

La relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée frac-

tionnaire au sens de Caputo est donnée par :

Théoréme 1.8. [10] Soit a >0 avecn —1 < a<n (n € N¥).
Si f:[a,b] = R, et soit f une fonction telle que les dérivées fractionnaires D% f et D% [ existent

alors :

(D2 f(t) = D f (1) i—><t 0. (1.33)

En particulier, 0 < a <1 on a :

(D20 = D) = 1 (e - )
Cette derniere relation peut aussi s’écrire
n—1 r(k)
D0 =0 |10 - D ap
k=0

Remarque 1.2.2.
Si f(a) = f'(a) = f"(a) = --- = f®V(a) = 0, la dérivée au sens de Caputo coincide avec celle

de Riemann-Liouville pour tout o € R, C’est-a-dire :

‘D f(t) = Dgf(t)
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CHAPITRE 2

TRANSFORMATION DE L'EQUATION DES
MILIEUX POREUX FRACTIONNAIRE A
UNE EQUATION
INTEGRO-DIFFERENTIELLE ORDINAIRE
NON LINEAIRE

@ ans ce chapitre on va étudier ’équation des milieux poreux et on va travailler pour la

transformer en une équation intégro-diftérentielle, en utilisant 'opérateur d’Erdélyi-Kober.

2.1 L’opérateur d’Erdélyi-Kober

Dans cette partie on s’intéresse a 'opérateur d’Erdélyi-Kober, qui est un opérateur d’in-

tégration fractionnaire introduit par Arthur-Erdélyi et Hermann-Kober (1940).

Définition 2.1. [7] La définition la plus célebre d'une intégrale d’ordre fractionnaire se fait par

une transformation intermédiaire de 'opérateur de Reiman-Lioville donnée par :

I f () = F(la) / (=7 f(n)dr, Re(a) > 0.
d" a+n
= %[a f(t). —n < Re(a) <0. (2.1)
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Un opérateur d’intégration fractionnaire généralisant (2.1) a été introduit par Erdélyi-Kober :

I ft) = tF:oz; /Ot(t — ) L f (1), Re(a) > 0.
= t’"’aﬁt“alg’a*”f(t). —n < Re(a) <0. (2.2)

dtm
Remarque 2.1.1.

Nous considérons 'opérateur d’Erdelyi-Kober 17 avec une limite d’intégration non dégressive

a > 0. n—a
e f(t) = tr(oz) / (t—7)* ' 7"f(r)dr,  Re(a)>0.
— t—n—ajtntwroc-ﬁ-n[;w-ﬂ-nf(t)’ —_n < Re(a) <0, (2‘3)

et la composition de ces opérateurs avec des limites inférieures d’intégration différentes a et b,
0<a<b.
IR0}

2.1.1 Quelques cas particuliers
1“cas : Re(a) > 0. Il est facile de voir que l'opérateur d’Erdélyi-Kober I’ peut étre
exprimer par l'opérateur de Reimenn-Liouville (2.1).

I f(t) = OIS f (D). (2.4)

2¢mecas:  I7% pour Re(a) < 0. Soit n < Re(a) < 0 et lafonction f est n fois différentiable
sur U'intervalle [a,a+r),r > 0 on note le développement de Taylor de f(¢) au voisinage du point

Qa.

n=l (G (g ooyt
) => / ‘( )(t — a)J/ (t —7)" L (7)d, a<t<a-+r, (2.5)
j=0 7] a
depuis (2.3) et (2.5) pour —n < Re(a) <0 on a :

tne dr

< 9 a) a
' (n— DT (a+n) dtr

e s =

2 I (t—a) +

/ L (p—)otn [yt ) ) rds

3¢mecas . [PI pour Re(a) > 0 et Re(8) > 0. On peut établir la formule suivante
pour la composition des opérateurs de Reimann-Liouville avec différentes limites inférieures

d’intégration.
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LIS f(t) =

(t—b)" i (1 —a)r(B)n

T(@)T(B + 1) 2 (B + 1)uk! (t— b)’f/ab(t — 2) " f () dr + TP £ (1)

Re(a) > 0,

on consideére la composition des opérateurs pour Re(«), Re(f) > 0et 0 < a < b.

Nous avons :

=8

I;’Blg’af(t) = ) /bt(t — ) lpmnme /aT(T —2)* 12" f(2)dxdr.

INCYING;

Particulierement si ¢ = b > 0 nous avouns :
) ) J— I A + y T P hHT My
]gﬁ[gocﬂt)_tnv [3_]3 B,—B— B"f(t).

4%mecas [P I pour Re(a) < 0 < Re(f). On considére maintenant la composition des
opérateurs I,"? et I pour Re(a) < 0 < Re(f).
Soit n > —Re(«) et f est n fois différentiable.
Omn a:

a8

LRI f (1) =

a

¢ . -
2 e ) e — @) R (=, + 1 a4 j 41,1 — )dt
F(a+j+1)/bT (t—71)""(1—a) W(=n,j+ 1, a+7+1, a)

A T RIO)

2.1.2 L’approximation par ’opérateur d’Erdélyi-Kober

Dans ce qui suit nous allons utiliser le théoreme suivant pour approximer ’opérateur

d’intégration fractionnaire d’Erdélyi-Kober.

Théoréme 2.1. [13] Pour toute fonction analytique f et touts réels a,b,c avec : a > 1, b >0

etc>0o0na:

00 k
If ) = o NS W)y (2.6
k=0 '
Ou ;
k CTla+=+1)
Ak = Z (k) (_1)]67] cj : (2.7)
=0 \J F(a+b+5+1)
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De plus la relation asymptotique suivante est valable pour k — oo :

1 ) c(a+n+1)

Ao ~ (— F— ; (b a 1) (—1)"T(c(a +n+1)) (k (2.8)

Preuve
voir [13]

Proposition 2.2.
Soit U une fonction CN dont la dérivation est uniformément bornée. alors nous avons I’estima-

tion suivante :
n*| < ”7‘
k" Nc(a+1)N! :

Ou N\ est comme dans (2.7) et C' dépendent de U, (3, v and 0.

120 (n) — S5y AU® ()

Tout d’abord, marquons les notices suivantes qui suggerent que notre approximation de-
vrait étre précise :
1. Lorsque b — 0, seulement )\ reste dans (2.7). Par conséquent, nous attendons 1’approxi-
mation de I% avec les premiers termes de (2.6) sera plus précise pour b proche de 0.
2. On peut le voir dans le théoreme précédent, par le comportement asymptotique Ay ~
CopcK —cla+1) ]a convergence de la série (2.6)est trés rapide, ceci nous permettons de penser que

la majorité des informations sur f est contenues dans les premiers termes de cette série.

Remarque 2.1.2.

A partir de la preuve du théoreme et sous les hypotheses a > —1, b > 0 et ¢ > 0 les intégrales
solent convergentes.

La formule (2.7) est significative pour les parametres pour les quelles la fonction gamma est
définie.

Donc dans ce qui suit on va utiliser ces valeurs généralisées de \y.

2.1.3 Exemples

On va prendre :

et ona:

1¢ f(n) Z)\kf

w\d

22



CHAPITRE 2. TRANSFORMATION DE L’'EQUATION DES MILIEUX POREUX
FRACTIONNAIRE A UNE EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE ORDINAIRE NON
LINEAIRE

k - I(a+ J +1)
= Z;) (f) (—1)k c

T(a+b+ % 1)
Ezxemple 2.1.1.
f(z) = log(1 + 2).

1. Approximation de f par un terme :

(0)
1 10g(1+1) = folw) = dalog (1 +n) -
=Sy
I'(1)
T I(12)
alors : ol
I log(1 + 1) = F(<1;) log(1 + 7).

2.Approximation de f par 2 termes :

(0)
1 10g(1+ 1) = fi(a) = dof () + 2SO ()T

I
Ay = ——2
T r.2)

SERACES)

M=), —=5 ,

= TU+12)

donc :

1
1% log(1 = M\ log(1 AN——— 1.
&7 log(14+1n) = Xolog(1 +1n) + 1(1+n)ln(10)n
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0.8

FIGURE 2.1 — L’approximation de I%* pour f(z) = log(1 + z)
Ezxemple 2.1.2.

f(z) = sin(rx).

1. Approximation de f par 1 terme

b 0 AR
I%Y sin(7n) = Ao sin'® (7n)

o’
(2
)\0 = ( ) 5
'2.1)
alors : -
2
Ig’b sin(mn) = (

2.Approximation de f par 2 termes

b n "
120 sin(mn) = 20O (m) 75 + A f P ) 7
I'(2)
Ao = 21
SOOI+l
W U+1)
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donc :

I%°sin (7)) = Ao sin(mn) + A1 [7 cos(mn)]n.

1 T
2T T TS D f(x)
0.9 o NN S
7 AR 0
i SN\ |- f,00)
4 N 1
0.8 Va N 4
7 \
4 N\
07 Z N\ i
4 W\
7 N
06 7 N\ .
7 W\
— 7 \\.\
05 G N\ il
> 4 e
4 \
0.4 // A\ '\ -
v A\
4 A\ '\ |
0.3 4 N\
4 \ '\
0.2 ! N
\
\
0.1 N
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

n

FIGURE 2.2 — L’approximation de I** pour f(z) = sin(rz).

2.2 Modélisation de ’équation des milieux poreux frac-

tionnaire

Cette section est consacrée pour décrire quelques concepts de base liés a 1'origine de
I’équation des milieux poreux.

Avant de toucher le concept de I’équation des milieux poreux, nous devons parler de la
diffusion qui est 'un des processus naturels les plus courants et les plus fondamentaux. De
nos jours, la diffusion est trés bien comprise et peut étre décrite mathématiquement par une
équation parabolique (linéaire ou non linéaire). Cette équation est tres polyvalente et permet
d’unifier des phénomenes relativement divers sous une seule classe d’équations.

Malgré des recherches tres vigoureuses menées tout au long du dernier siecle , certains
phénomenes de transport ne peuvent toujours pas étre décrits avec précision par la diffusion

classique [9].
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La diffusion anormale

La diffusion anormale est connue depuis 1926. Dans la théorie du transport, elle a été étu-
diée depuis les années 1960. En particulier, son étude théorique a été initiée par Scher et Montroll
dans leur description du transport dispersif dans les semi-conducteurs amorphes. L’approche de
la diffusion anormale par une marche aléatoire en temps continu généralise le mouvement Brow-
nien et a fourni des explications pour beaucoup de grandeurs physiques et de phénomenes dans
de nombreuses réalisations expérimentales. Une importante contribution dans ce cadre est due
a Weiss et Shlesinger. La description des marches aléatoires, des généralisations de I'équation de
la diffusion ont été développées sur la base de modeles du transport anormal [15]. Actuellement,
beaucoup de systemes montrent des comportements anormaux. Parmi ces systémes les milieux

poreux (nous pensons surtout & des milieux poreux naturels).

Définition 2.2. la diffusion anormale est 1'utilisation d’équations différentielles fractionnaires.
De plus, elle permet d’inclure plus ou moins facilement des conditions aux limites et des forces
extérieures. Le modele le plus simple utilisé pour la dispersion provient des lois expérimentales
de Fick et de la conservation de la masse. Le modele de 1’équation de diffusion non linéaire

unidimensionnelle donné par : [13]

u(z,t) = (D(u)uy(z,t)),.

Ou D(u) est le coefficient décrivant la force de diffusion du milieu.
Ici, u = u(z, t) représente la concentration de la substance au point = a l'instant ¢ et les indices

dénotent la différenciation par rapport aux variables appropriées.

Selon ce modele, I’équation différentielle partielle est remplacée par sa version fraction-
naire. Nous notons que dans la littérature, les solutions des équations non linéaires ont gé-
néralement été obtenues numériquement sans aucune forme analytique simple qui puisse étre
facilement utilisée. Lorsque nous remplagons 'opérateur différentiel ordinaire par la dérivée
fractionnaire, nous obtenons une mise a ’échelle spatiotemporelle correcte, mais au prix d’'une
grande complexité de I’équation résultante.

Les méthodes de calcul fractionnaire sont utilisées avec succes dans la modélisation ma-
thématique et les sciences physiques. En outre, elles introduisent un certain nombre de sujets
intéressants qui sont étudiés par les théoriciens travaillant dans I'analyse, les équations intégrales
et la théorie des fonctions spéciales. L’équation de diffusion fractionnaire a été principalement

étudiée dans son cas le plus simple linéaire [2].
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Dans ce cas, la forme exacte de la solution (en termes de fonction de Wright) peut étre obtenue
par la méthode de Fourier-Laplace. Dans le cas non linéaire [3], la plupart des solutions numé-
riques ou semi-analytiques (méthode de décomposition d’Adomian, analyse d’homotopie) sont
réalisables.

Alors, nous étudions 1’équation différentielle partielle fractionnaire non linéaire suivante qui

modélise la diffusion anormale :
Ofu(x,t) = (D(u(z, t))ug(z, 1),  0<a<l, (2.9)

on utilise la dérivée fractionnaire de Reimann-Liouville 0, avec les conditions initiales aux
limites :
u(0,t) =1, u(z,0) =0, x>0, t>0,

Ce phénomene est connu sous le nom de diffusion anormale et peut étre modélisée avec succes

par le calcul fractionnaire appliqué a la dérivée temporelle, si on prend
D(u) = Dou™ et m >0,

on trouve :
O u(z,t) = (Dou™(z, t)ug(z, 1)), 0<a<l, (2.10)

I'équation (2.10) c’est I’équation des milieux poreux dans un cas subdiffusif. Transposons ’équa-

tion (2.10) sous une forme non dimensionnelle en prenant :

T ¢ u L* \«
S T Yo <D00m> ’

ou L est I’échelle de longueur typique de notre probleme, C' est une valeur typique de la concen-
tration et par l'utilisation de la dérivée de Reimann-Liouville avec les conditions initiales aux
limites

u(0,t) =C, wu(z,0)=0.

L’équation (2.10) devient :
Fu(x,t) = (u™(x, t)uy(z,t)),, 0<a<l, (2.11)

avec :
u(0,t) =1, u(z,0) = 0.
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FRACTIONNAIRE A UNE EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE ORDINAIRE NON
LINEAIRE

2.3 Transformation de I’équation des MPF a une équa-

tion intégro-différentielle ordinaire

Ainsi on va convertir ’équation des milieux poreux a une équation intégro-différentielle
ordinaire.

On a I'équation des milieux poreux fractionnaire (2.11) donnée par :

0w _ 0 m( t)@
ot oz | UV oaz|

cette équation est invariante sous ’action de dilatation de x et ¢t donc, elle admet une solution

auto-similaire sous la forme :

T
u(x,t) =the <t’\> : (2.12)
Considérons les dérivées partielles de (2.12) par rapport a (z, t, 2?), on prend :£ = <tx)\> donc :
ou
L. — =t2g(8).
(e
0%
2. —— =t"P(E).
L3
3. ou™ _ mt“m_A¢,¢m_l-
ox

o = (1 (re(5)),

Par D'utilisation de la dérivée de Reimann-Liouville on trouve :

0“u 1 g rt x
_ It o N\a g [ 2
o T(l—a) at/o (t=2)"2 ¢<zk>dz’

donc :

0“u 1 o rt 5 .
= _ —a(1 _ “N\—ap K
ot~ T(-a) o U R (ZA) dz, (2.13)

maintenant on pose les changements des variables comme suit :

s:§:>z:ts:>dz:tds,
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si: z2=0=s5=0,
et sl : z=t=s=1
Donc 'équation (2.13) devient :

v A g (t’\x>
a F(l—a)@t/ot (L=s) "0 | 55 ) ds:

19
- T | et =) esoes s,

on utilise la formule de I'intégrale d’Erdélyi-Kober, on trouve :

0*u o Cu
7at — @ {H +1[(1T,11 +M¢(§):|’
0 d
= — 1 H—a 9,11*CZ+,U, _ 97117044',“ p—a+1
L S (3 By L (3
d
= (p—a+ 1)tﬂ*°‘]9§f”"¢(§) + (—At’A’lx)algT’f’“*“dg),

= (= o+ DT TTIG(E) 4 (AL T (8,

alors :

0%u

d
ﬁ — t'uia |f,L — o+ 1 — )\f@ I%’}io#hugb(f). (214)

Par la substitution des dérivées partielles calculées dans (2.11) on obtient :

O T j] I27(g) = TG () (€) + mt T (€))7

P (&),
apres la dérivation par rapport a t on a :
= U —a=pum-+pu—2A\

= um =2\ — «

d’apres le premier condition initiale u(0,t) =1 = ¢(0) =1 et pu =0 donc :

2)\—a:O:>)\:%
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Donc la solution auto-similaire pour I’équation des milieux poreux fractionnaire prend la forme :

u(x,t)—¢(£>, a>1,

et ’équation intégro-différentielle résultante apres la dérivation est :

o, d 0,1-« _ i m i
(-0 = Se| o0 = o |om© 1000, .15
avec les nouveaux conditions initiales suivantes :
»(0) =1, ¢(o0) = 0. (2.16)
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CHAPITRE 3

DISCUSSIONS ET SOLUTIONS
APPROCHEES

@ ans ce chapitre nous cherchons des solutions approchées pour le probléeme que nous
avons obtenu a la fin du deuxieme chapitre dans le cas linéaire (m = 0) et non linéaire (m > 1).
Notez que la solution exacte de notre équation est présente dans le cas linéaire contrairement

au cas non linéaire, ces solutions peuvent étre trouvées.

3.1 Résolution de I’équation des MPF pour m > 1 (le cas
non linéaire)

En suit en va étudier le cas non linéaire de I’équation des MPF (2.15) avec m > 1 essayons
de trouver des solutions approchées .
Ce probleme est le plus intéressant d’un point de vue applicatif. En effet, la solution obtenue a
partir des MPF a une vitesse de propagation constante sur la surface de mouillage. La solution
exacte de ce probléeme ne peut pas étre extraite méme pour le cas classique @ = 1. Nombreux
auteurs ont proposés des techniques pour traiter ce probleme [1].
Apres avoir appliqué notre approximation de 'opérateur fractionnaire, nous suivons le raison-
nement proposée dans [11] et aussi les résultats obtenus dans [13, 14]. Comme nous allons le

voir, la solution obtenue aura un support compact c¢’est-a-dire :
U(n) = 0 pour n > n* avec certain n*.

Le point n* doit étre déterminer, cette point est appelé : "front de mouillage".1l caractérise
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la vitesse et la position du front de mouillage, qui est la frontiere entre la zone ou le liquide

mouille la surface et la zone ou il ne le fait pas.

3.1.1 Relation entre I’équation des MPF et la série de Taylor

Dans ce qui suit nous allons transformer I’équation des MPF pour obtenir un probléme
initiale et le résoudre en trouvant les coefficients de la série de Taylor et en utilisant ’approxi-

mation de 'opérateur d’Erdélyi-Kober (2.6).

Remarque 3.1.1.
Les problemes de perte de précision pour les grands 1 ne seront pas présents dans cette cas non
linéaire.

On a :

00 k
) = S MO
k=0 ’

= )\0U+)\177U/—|— ......... s

et on a I’équation intégro-différentielle des milieux poreux fractionnaire :

57 lUm(n);;U(n)] - lu ~a)- 5 dﬂ 127U ),

o

par la dérivation par apport a n on trouve :

O @) = |10~ G| Ou + xt).

o a d
= (1—a)\U — 577)\0[]’ + (1 —a)\nU’ — gnd—n(AmU'),

= (1-a)\U — %nAOU’ +(1—a)nU’ — %nAlU’ - %772)\1U”,

donc :

3

(U mU' () = (1 =)ol + (1= =

A — %)\0 U’ — %n%U”. (3.1)

Remarque 3.1.2.

Nous notons que le fait de retenir des dérivées supérieurs a la deuxieme dérivée nécessiterait
des conditions supplémentaires pour U’(0), de plus les conditions U(0) = 1,U(c0) = 0. Nous
aurions besoin de U*(0) pour k > 2 qui est obtenus par la résolution d’une forme approximative

de (3.1) avec le terme )¢ seulement.

Car, si en utilise 'approximation et en fixant n = 0 nous donneraient autre conditions

initiales sous la forme des dérivées. D’autre part les fonctions gamma qui apparaissent dans les
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coefficients A\ deviennent non bornées pour leurs arguments approchant des valeurs entieres
non positives (parce-que ‘I’(z)‘ est bornée dans la bande 1 < Re(z) < 2), par conséquent si on
effectuer des calculs numériques avec A\, pour k > 0 pourrait produire des erreurs.

Dans ce cas la construction d'une approximation avec un grand nombre de dérivées introduire
des grands erreurs numériques. Apartir de ¢a nous pourrions déterminer une approximation de
la dérivée premiere U’(0).

Comme nous l'avons déja noté le fait de ne retenir que le terme Xy dans (2.6) contribuer pour

trouver un ordre supérieur de l'intégrale.

3.1.2 Solutions approchées pour I’équation des MPF dans le cas non
linéaire
Nous procédons a l'analyse avec le terme \g seulement. Donc 1’équation (3.1) devient :

UMV ) = (1= a)dol = S 2on (3.2)

et on a :

s () (< )

=0 \J a+b+]+Q
C

ATy
oo (>F<O+(1o¢)+02+1>7

«

1
re—a)’
1
rlrl-a)

Comme on a parmi les propriétés de la fonction gamma I'(z + 1) = 2I'(z) avec z > 0

alors :
1
A p—
T l—a)T(1—a)
en substituant Ay dans (3.2) on trouve :
U@V )Y = sl = g (33
S N I T N P M ‘
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Ainsi on prend le premier terme de Ay et on suppose U(n) une solution compact écrite sous la

forme :

U(n) = (m(n)y(2)), (3.4)

Utn) = yr,
1
U/ - /
m = —v,
umm) = v,
par substitution (3.3) devient :
ey byl =y - Ly
m 'l—a)” 2'2—a)ym '™’
1 12 /" 1 1 « /
— - - - (-2 3.5
m” Ty F(l—a)y m2f‘(2—a)( 2y (3:5)

Remarquez aussi que de (3.4) et les condition U(0) = 1, n = 0, nous connaissons immédiatement

la position du mouillage, tel-que z = 1, donc :

Uuo) = 1,
(m)2y(0)" = 1,
m(n)’y(1) = 1,
1
*\2
(") D)
. 1
N = —. (3.6)
my(1)
Par I'utilisation de la série de Taylor :
) ®) (0
y(z) = ’;)szk, ap = Y k;'( ),

avec le condition y(0) = 0 tel que n = n* on trouve :

aon,
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et on a :
D) = )
y'(z) = T2 —a)

et y'(2) = a; + 2a92 + 3azz? + ..., alors on a le condition 3/(0) = a; donc :

«

(2 —a)

a; =

Ainsi on utilise la formule de Leibniz : (fg)" = S}, (:) fFg"*k, tel-que :

B 1

(1 -a)

A(2-a)

n! 1
> Hn — k). (m(k‘ +1)(n—k+Dag1an—p41 +(n—k+1)(n—k+ Q)Gkan_k+2) =

B
Anla,, + - ((n + Dlay1 — nn!an) ,
on divise sur n! :
n
Z < (k+1)(n—Fk+ Dagr1ank1+n—k+1)(n—k+2)aa,— k+2> =

Aay, + Ti ((n + a1 + nan) ,
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par simplification on se tire les termes de la somme pour £ = 0 et £k = 1 on obtient :

1
1 <A _Bn 2n ) 0 z”: E(k +1)(n—k+ Dagy1an_p1+

Untl = "% e
Bn(n+1) m k=2 \ (n—k+1)(n—k+2)ara, k2

Donc il est facile de calculer autre coefficients a,, par exemple :

1 B 2 1 n
- - (a2 _= ) ]—.3.0. ,
141 B(1+1) K m m™) M T m ,;2

B 1 [Am—B 2 }B
2 = 9B m m? o
1Am—-—B 12
ay = S———— — 50y,
2 m 2m
1 Am — B
g+ —ax = —(—,
m 2m
Am —B m
as = 3
2m m+1
Am — B
ag = ——
? 2(m+1)’
donc :
m «
v = 'l—a) 2I'2—«)
T 2(1 + m) '
et :

(A+ B)m(B — Am)
6B(1+m)2(1+2m)’

as =

« m a 1
m <2F(2 —a) T(1 —a)) <2r(2 — ) * r(1— a))

@ = 6(1 +m)2(1 + 2m)

Comme on a 'approximation de (3.6) :

Si on substituer les 1} dans (3.4) on conclure :
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1 n = ey alors :
1 o
Ui(n) = (mam) ,
maq
U1(77) = (2)%7
n\m
Ui(n) = (1_77*>
2.
2(n) = 0 (1~ masmsn)
3.:

A

) (1 —m(az + az)nzn + m@3772)>

3|~
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x)'n

b) La solution approchée Us.

(

¢) La solution approchée Us.
38

(

FIGURE 3.1 — Les solutions approchées de 1’équation des MPF.

(a) La solution approchée Uy.
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3.2 Résolution de I’équation des MPF pour m =0 (le cas
linéaire)

Dans ce qui suit on va faire une approximation par (2.6) avec m = 0 pour trouver une
solution a I’équation des MPF (2.15).

Tous d’abord, nous analysons :
" a d 0,1—a
U'=|1-«a)—=n—| 17U, 0<a<l, (3.9)
Ui

ou le premier chiffre indique la différenciation par rapport a n avec les conditions initiales et
limites sont celles de (2.16).

La solution exacte de ce probléme peut étre écrite en termes de fonction de Wright [8].
C’est-a-dire :

U(n) :¢<—g,1,77) - ir(__l)ka)"]i‘ (3.10)

i I( 2
Lorsque a« —» 1, I"équation (3.10) devient la fonction d’erreur complémentaire "erfc” qui est
une solution a la version classique de (3.9).

Reformulons (2.7) en termes de a on trouve :

A=) <l€ j) (—1>k_jr(2 — j_ Do)’

Jj=0 2

: T o)

Pour voir comment fonctionne notre approximation : on remplace 'opérateur fractionnaire a
droite de (3.9)— I%, U par le premier terme de (2.6) — X\o(n)Up, c’est-a-dire résolvons

I’équation suivante :

Ul = (1 - a)rUp — %/\OnUé. (3.11)
On a .
A= ——
T T2-0a)
danslecasdeazo,bzl—(xetc:_—.
Q
Par substitution on trouve :
Uy =e "y, (3.12)

qui transforme (3.11) & une équation différentiel de Hermite :

y' =22y + 0y =0,
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c’est-a-dire :

U(/)/ + 2%)\07’](]6 — (1 — Oé))\QUO = O,

tel-que :
1 «
z==
2\ T2 —a)"
et
5 = (1 — CK) 7
['2—-a)
Donc :

y"—2zy’+2<1—2)y=0,
0]

qui, soumise aux conditions suivants : u(0,t) = 1,u(z,0) = 0 ( plus de détails dans [12]) a une
solution :
L)

N

ou H, 2 est la fonction d’Hermite d’ordre 1 — % Enfin, en revenant aux d’origine (3.12), nous

obtenons (3.13) :
F(l _ o 2 1 «
U0<7”) = 7\/%210‘_% e we—a)'l Hl*% (2 F(Q — O{)) . (313)

Observons que lorsque @ — 1, la fonction Uy se réduit a :

y(z) = H,_2(2),

2 2
7,,]2}[71(77) = 7,,72677?0(77/2)-
Ve N

Nous voulons comparer les solutions de (3.9) et (3.11).
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3.2.1 Comparaison numérique

TABLE 3.1 — Une comparaison numériques entre la solution exacte et la solution approchée du
I'équation des milieux poreux fractionnaire pour ( m = 0) a = 1 et les valeurs t = 0.1, ¢t =
02,t=03,t=04, t=0.5.

t | valeur de (x) | solution approchée | solution exacte erreurs
0.1 0 1.1284 1.0000 1.284 x 107!
0.1 0.9058 0.8875 1.83 x 1072
0.2 0.6685 0.7773 1.088 x 107!
0.3 0.4526 0.6714 2.188 x 1071
0.4 0.2807 0.5716 2.909 x 1071
0.5 0.1592 0.4795 3.203 x 1071
0.2 0 1.1284 1.0000 1.284 x 107!
0.1 0.9744 0.8875 8.68 x 1072
0.2 0.8070 0.7773 2.97 x 1072
0.3 0.6405 0.6714 3.08 x 1072
0.4 0.4869 0.5716 8.47 x 1072
0.5 0.3543 0.4795 1.252 x 1071
0.3 0 1.1284 1.0000 1.284 x 107!
0.1 1.0041 0.8875 1.165 x 107 ¢
0.2 0.8690 0.7773 9.17 x 1072
0.3 0.7313 0.6714 5.99 x 1072
0.4 0.5980 0.5716 2.64 x 1072
0.5 0.4751 0.4795 4.4 %1073
0.4 0 1.1284 1.0000 1.284 x 107!
0.1 1.0215 0.8875 1.340 x 107!
0.2 0.9058 0.7773 1.285 x 1071
0.3 0.7865 0.6714 1.151 x 107!
0.4 0.6685 0.5716 9.69 x 1072
0.5 0.5561 0.4795 7.66 x 1072
0.5 0 1.1284 1.0000 1.284 x 107!
0.1 1.0333 0.8875 1.458 x 107!
0.2 0.9307 0.7773 1.534 x 107!
0.3 0.8243 0.6714 1.530 x 1071
0.4 0.7178 0.5716 1.462 x 107!
0.5 0.6145 0.4795 1.350 x 107!
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t=0.1
t=0.2 |+
t=0.3
t=0.4 |
t=0.5

FI1GURE 3.2 — Solution exacte de I’équation des MPF pour t = 0.1, =0.2,t =0.3,t = 0.4,t =
0.5.

14 T T T T T T T

t=0.1
t=0.2
t=0.3 |1
t=0.4
t=0.5

F1GURE 3.3 — Solution approchée de 1'équation des MPF pour t =0.1,t = 0.2,t = 0.3,t = 0.4,
t=0.5.
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CONCLUSION

D ans ce mémoire nous avons présenté une étude intéressante concernant I’équation des

milieux poreux fractionnaire, nous étudions premierement I’équation admettant une

solution de type auto-similaire.

On a démontré que la résolution de I’équation des milieux poreux fractionnaire nécessite
une transformation de cette équation en une équation intégro-différentielle, puis on a étudié
I’approximation de ’équation des MPF par 'opérateur d’Erdélyi-Kober. Avant ¢a nous notons
la modélisation de I’équation des milieux poreux et son origine (la diffusion anormale).

Enfin, on a présenté une discussion sur ’existence des solutions pour I’équation des milieux
poreux fractionnaire. Nous résolvons cette derniere dans les deux cas : cas linéaire m = 0 ou
I’équation admet une solution exacte, et le cas non linéaire m > 1 ou I’équation a des solutions
approchées.

On a donné une comparaison numérique entre la solution exacte et la solution approchées

de I’équation des milieux poreux fractionnaire pour différentes valeurs de t.
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Résumeé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I’équation des milieux poreux fractionnaire.
9%t u(x, t) = (u™(x, Hu,(x, t)), ,0<a<l.

N Nous présentons certaines propriétés intéressantes qui définissent le lien de cette

; équation avec d’autres fonctions spéciales, nous parlons aussi de I’auto-similarité de
: I’équation des milieux poreux. Puis, nous nous intéressons a I’opérateur d’Erdélyi-
> Kober en présentant certaines de ses propriétés et en démontrant les résultats de

- I’approximation de notre équation par cet opérateur. Enfin, nous avons cherché

> quelques solutions approchées pour I’équation des milieux poreux fractionnaire.

Mots-Clés : Equation des milieux poreux fractionnaire, auto-similarité, opérateur
d’Erdélyi-Kober, Approximation.

Abstract
This researche focuses on the fractional porous media equation.

9“tu(x, t) = (u™(x, Hu,(x,t)), ,0<a<1.

We present some interesting properties that define the link of this equation with other
special functions. We also talk about the self-similarity of the porous media equation.
We are interested in the Erdélyi-Kober operator by presenting some of its properties
and demonstrating the results of approximating our equation with this operator.
Finally, we sought some approximate solutions for the fractional porous media equation.

Keywords: Fractional porous media equation, self-similarity, Erdélyi-Kober
operator, approximation.
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