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Notation et terminologie

PQC : Programmation quadratique convexe,
PC : Programmation quadratique ,

FS : Forme standard,

FC : Forme canonique,

PL : Programmation linéaire,

MW : mégawatt,

DQC :Le dual d’un programme quadratique convexe,
P : Le probleme convexe primal,

D : Le probleme dual de (P),

TC : Trajectoire centrale,

K.K.T : Karush-Kuhn-Tuker,

c-a-d : C’est a dire,

CPI : Condition de point intérieur.
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Notations principales

Operations
x>0 les composantes de x, x; > 0 pour tout ;
x>0 les composantes de x, x; > 0 pour tout i;
Xz (X121, -+, %azn)" (produit d’Hadamard) ;
T
: (2o 2) 220
Z <1 <n
ﬁ (\/ﬂ?'?\/ﬁ)’r7'x>0’
s ()
X —e,— | L, x#0;
X1 Xn
(x,2) xlz= e (xz) = Yo vz
|| oo max|<;<p |xi| (norme infinie);
x| Y-, x? (norme euclidienne).
Ensembles
R" L’espace euclidien des n-composantes réelles ;
R% L’ orthant positif de I’espace R" ;
NG L’espace des matrices réelles a m lignes et n colonnes ;
R>n L’espace des matrices carrées d’ordre n;
g(p) {xER":Ax:b,xZO},
I’ensemble des solutions réalisables de (P);
Z (D) {(y,z) eER™": ATy —Vf(x)+2=0, x>0, z>0},
I’ensemble des solutions réalisables de (D),
R {xeR™| x> 0};
R% {xeR™|x>0}.
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Vecteurs

xI' . le vecteur transposé de x;

x;i : lai-eme composante de x;

x; . le k-eme vecteur d’une suite de vecteurs;

e . le vecteur de R" dont toutes les composantes sont égales a 1.
Matrices

AT : la matrice transposée de A ;

X :diag(x), la matrice diagonale X avec Xj; = x;;

1 : diag(e), la matrice identité d’ordre n;

x! : diag(x~1), I'inverse de X avec X' = %i, x>0;

A est de plein rang : Aestderang m (m < n) si ses lignes sont libres

A € R™" est symétrique : siA=AT, c.-a-d. a;; = aj; pour tout i, j;

a;j . Elément de la matrice A € R"™";

0,nxn . La matrice zéro de taille (m x n);

In :  La matrice identité de taille (m x m).
Fonctions
Soit f:R" — R, une fonction différentiable a plusieurs variables (xi,...,x,). Alors :

of If '
Vi£ix = —(x),...,=—(x , eradient de f au point x;
0 = (S 5L edientte s aup
) 92 f . .
Vef(x) = (x) , la matrice Hessienne ;
8xi8xj 1<i,j<n
Cl(u) :  Espace vectoriel des fonctions continues et a dérivée continue sur [ ;

C9(u) . Espace vectoriel des fonctions ¢ fois continiiment différentiables sur u.



Introduction Générale

La programmation mathématique constitue une branche fondamentale des mathématiques
appliquées. Elle vise a étudier les aspects théoriques des problemes d’optimisation, en plus de
concevoir et d’implémenter les algorithmes permettant de résoudre ces problemes. L’ objectif
principal de I’ optimisation mathématique est de trouver la meilleure solution possible a un pro-
bleme donné parmi un ensemble d’alternatives admissibles, en maximisant ou minimisant une
fonction objectif soumise a des contraintes spécifiques. Ce domaine revét une grande impor-
tance, car il constitue un outil efficace permettant de modéliser des systeémes complexes et de
guider la prise de décision de maniere rigoureuse et méthodique, ce qui en fait un pilier central

dans de nombreux domaines de recherche et d’application.

Les applications de I’optimisation mathématique sont extrémement variées. On la retrouve
en physique a travers les problemes de minimisation d’énergie, dans 1’industrie pour améliorer
la qualité de la production et I’efficacité des processus, ainsi qu’en économie pour traiter des
problématiques de localisation, de gestion de la production et de la distribution, de logistique
et de transport, de gestion des stocks, de tarification et d’optimisation des flux dans les réseaux.
Elle est également présente en finance pour améliorer les portefeuilles d’investissement, en trai-
tement d’images, en biologie, en ingénierie, et méme dans des problemes pointus de géométrie

mathématique comme celui de la plus petite sphere englobante.

Parmi les modeles les plus importants dans ce contexte figure la programmation quadra-
tique convexe (PQC), qui repose sur des fonctions objectifs quadratiques et des contraintes
linéaires. conférant a ces modeles une grande puissance théorique et une efficacité pratique

dans de nombreuses applications.

Dans les années 1970, la théorie de la complexité est devenue un élément central de la

programmation linéaire, en particulier apres que Klee et Minty [1] ont démontré, a travers



un exemple célebre, que la méthode du simplexe pouvait nécessiter un nombre exponentiel
d’itérations. Cela a soulevé une question cruciale : existe-t-il un algorithme de complexité po-

lynomiale pour résoudre les problemes de programmation linéaire ?

La réponse est apparue en 1979 avec les travaux de Khachiyan [2], qui a démontré que
la méthode des ellipsoides posséde une complexité d’ordre O(n*L) en nombre d’itérations.
Toutefois, bien que cette méthode offre des garanties théoriques intéressantes, elle s’est révélée
peu performante en pratique, notamment par rapport a la méthode du simplexe qui, malgré sa

complexité exponentielle, s’avere tres efficace dans les applications réelles.

En 1984, Karmarkar a proposé un algorithme projectif de points intérieurs avec une com-
plexité polynomiale d’ordre O(n>”L), permet de concurrencer la méthode du simplexe dans
la résolution de grands problemes d’optimisation [3]. Durant les années 1990, les algorithmes
de trajectoire central ont démontré une grande efficacité pratique. Kojima, Mizuno et Yoshi-
zawa [4] ont proposé un algorithme de complexité O(nL), tandis que, Mehrotra [5] a présenté
un autre algorithme trés performant, de type “prédicteur-correcteur”, avec une complexité de

O(nL), qui s’est avéré tres efficace en pratique.

Dans ce travaille, on va étudier un algorithme de points intérieurs de type primal-dual (voir

[6]) pour résoudre approximativement la programmation quadratique convexe.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Premier chapitre : Il introduit certaines notions fondamentales et résultats clés qui se-
ront utilisés par la suite, notamment les matrices et vecteurs, la convexité, la programmation
quadratique convexe (PQC), ses domaines d’application ainsi que la modélisation de quelques

problemes réels sous forme de PQC.

Deuxieme chapitre : 11 traite des conditions d’optimalité et présente un algorithme Primal-

Dual de trajectoire centrale avec poids, appliqué a la programmation quadratique convexe.

Troisieme chapitre : Il expose les tests numériques effectués sur divers problemes, notam-
ment les problemes linéaires et quadratiques . Une comparaison basée les différentes valeurs

de 0 est réalisée pour voir le comportement numérique de 1’algorithme .

Enfin, le mémoire se conclut par une synthese générale.



Chapitre 1

Notions élémentaires d’un probleme

quadratique convexe

Ce chapitre présente les fondements théoriques et les concepts clés de la programmation
quadratique convexe (PQC). On commencera par un rappel sur les matrices, puis on abordera
les notions de convexité et dualité en programmation quadratique. On examinera ensuite les
principes de la PQC et les différentes classifications des programmes mathématiques. Enfin,

On présentera les domaines d’application de la PQC, qui sont nombreux et variés.

1.1 Matrices et vecteurs

Définition 1.1 : Une matrice est un tableau rectangulaire constitué d’éléments, généralement
des nombres ou des fonctions. Ces éléments sont le plus souvent des réels ou des complexes.

Toutefois, dans ce qui suit, nous limiterons aux grandeurs réelles.

Une matrice A de dimension m x n est notée A € R™*". Elle est composée de m lignes et n

colonnes, et s’écrit sous la forme :

ai - din

Une matrice V ayant une seule colonne et notée V € R™*!, est appelée vecteur colonne et



s’écrit sous la forme :

V1

Vi

De méme, une matrice V constituée d’une seule ligne notée par V € R!*", est appelée vecteur
ligne et s’écrit :

V=1[v - vl
Par convention, tout vecteur est considéré comme une matrice colonne.

Enfin, si m = n, la matrice est dite carrée.

1.1.1  Vecteurs linéairement indépendants

Soient Vi, Vs, ...,V, des vecteurs dans un espace vectoriel. On dit qu’ils sont linéairement

indépendants si la seule solution a 1’équation suivante est la solution triviale [7] c-a-d :

MVt + Aoy + -+ ¥y = 0,

implique que

Autrement dit, aucun vecteur de I’ensemble ne peut s’écrire comme une combinaison linéaire

des autres.

Si une autre solution (non triviale) existe, alors les vecteurs sont linéairement dépendants.

1.1.2 Normes et produit scalaire

Définition 1.2 :  La norme vectorielle est une application de R" dans R, notée || -||, et

vérifie les conditions suivantes [5] :
. xeR": |x]|=0<x=0,
2. Yx,y e R x4yl < [l + Iyl
3. Vx e RV VA e R : || Ax]| = |A]||x].

Définition 1.3 : Le produit scalaire usuel de deux vecteurs x et y de R” est défini par [£] :



n
(ey) =Y xyi=x'y.
i=1
Remarque 1.1 : Si le produit scalaire < x,y >= 0, on dit que x,y sont orthogonaux.

1.1.3 Matrices
Définition 1.4 : (Matrices Symétriques)

Une matrice carrée A de taille n est dite symétrique si elle est égale a sa transposée [9],
c-a-d:

AT =A.
Ce qui signifie que ses éléments vérifient la propriété suivante :
a;i = dij, \V/i,j=1,2,...,n.
Théoreme 1.1 : (Diagonalisation des Matrices Symétriques)

Une propriété fondamentale des matrices symétriques est qu’elles sont toujours diagonali-
sables. Plus précisément, toute matrice symétrique A € R"*" peut étre factorisée sous la forme
[10]:

A=UAUT,

e U est une matrice orthogonale contenant les vecteurs propres de A, c-a-d : UUT =1,.
e A est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de A.
Ce résultat est connu sous le nom de théoréme spectral, qui garantit que toute matrice

symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée.
Définition 1.5 : (Matrices (semi-) définies positives)
Soit A € R™",
On dit que la matrice A est semi-définie positive si [11]
xTAx>0, VxeR"

On dit que A est définie positive si,

xTAx >0, VxeR"x#0.



Proposition :

On a les propriétés suivantes :

1. (A") =A.

2. (A7 = @an-h

3. Si A est un scalaire, alors (AA)" = 1A".

4. SiA € R"*P et B€ RP*", alors (AB)' = B'A".

5. (A+B) =A"+B" siA etBsontde la méme taille.

Lemme 1.1.1:

Soit A € R™*" (avec m < n), alors la matrice A’ A est symétrique et semi définie positive,

donc les coefficients situés sur la diagonale principale sont positifs on nuls.

1.1.4 Le rang d’une matrice

Le rang d’une matrice correspond au nombre maximum de colonnes ou de lignes linéaire-

ment indépendantes [7]. On note par rang(A) = K.

Une matrice A, A € R™*", est dite de plein rang si :

rang(A) = min(m,n).

Définition 1.6 : (Matrice de plein rang)

On dit qu’une matrice A € R™*" est de plein rang (ou de rang maximal) si son rang est
égal a min(m,n). Autrement dit, la dimension de I’espace engendré par ses lignes (ou par ses

colonnes) est la plus grande possible.

e Cas d’une matrice carrée : Si m = n, étre de plein rang signifie que rang(A) = n. Dans
ce cas, la matrice est inversible et son déterminant est non nul.

e (Cas d’une matrice réctangulaire :

— Sim > n, on parle de plein rang colonne lorsque rang(A) = n.

— Sim < n, on parle de plein rang ligne lorsque rang(A) = m.



Proposition :

Soit A € R™*"  Alors, ona :

rang(A) = rang(AT) = rang(AAT) = rang(ATA).

1.1.5 Gradient et Hessienne

Définition 1.7 :

défini par :
d
o @)
JdF
5—(x
VF(X) = ax2.< )
d
af; (x)
ou g—f est la dérivée partielle de F' par rapport a x;, i = 1,2,...,n.

Définition 1.8 :

est définie par :
2’F
8x%
J’F
8x28x1

H=V*F(x) =

9°F
0x,0x]

Définition 1.9 : (La matrice Jacobienne)

Soit F : R* — R™, la fonction J(x) : R" — R"™*" est appelée matrice Jacobienne et définie

par :

V)"
me(x)T

Remarque 1.2 :

9°F
0x10x)

°F

ax%

9°F
0x,0x2

9h
8x1

9
&xl

9

8x1

J’F
0x10x,
J’F
0x20x,

22k

2
ox;

9N
dxy

9h
8x2
9fm
0x

La matrice Hessienne est toujours symétrique.

Soit F : R — R une fonction de classe C'. Le gradient de la fonction F est

Soit F : R” — R une fonction de classe C? . La hessienne de la fonction F

Ifr
ox,
Ifr
ox,

9 fn

Ix,



1.2 Convexité

La convexité est un concept fondamental en optimisation mathématique, jouant un role
central tant sur le plan théorique que numérique. En tant qu’outil indispensable, elle permet
d’établir les conditions garantissant une solution optimale. Un probleme convexe se distingue
par des propriétés particulieres qui en simplifient la résolution, ce qui confere a la convexité une
importance essentielle. Ce concept se manifeste sous deux formes principales : les ensembles

convexes et les fonctions convexes [12].

1.2.1 Ensembles et fonctions convexes

Définition 1.10 : Un ensemble D de R” est dit [13] :

e un ensemble convexe si

Ax+(1—A)yeD, Vx,yeD, VAe|0,1].

*%

o W

°y
ye

ensemble convexe ensemble non convexe

FIGURE 1.1 — Illustration des ensembles convexe et non convexe.



e un polyedre convexe s’il est de la forme suivante :

D= {xeR"|Ax < b},

oUA e R eth e R™.

e un ensemble affine si

Ax+(1—A)yeD, Vx,yeD, VAecR.

Définition 1.11 : Soit f : D — R une fonction et D un ensemble convexe de R", alors :

e f est dite affine sur D si

fAx+(1—=A)y)=Af(x)+(1—=A)f(y), Vx,yeD,VAeR.

‘\,\- N " 4
-.\ J,?:f(]_‘]
AN ) / ) ]
y=FE\ y=/e
f(x)=ax+b aveca<0 S(x)=ax+b aveca>0 f(x)=ax+b aveca=0
Fonction affine décroissante  Fonction affine croissante Fonction affine
constante

FIGURE 1.2 — Fonction affine.

e f est dite convexe sur D si

FAx+(1=A)y) Af(x)+(1—A)f(y), Vx,yeD,VA€0,1].



3 Fonction Convexe " Fonction non convexe

L

X Y X Y

FIGURE 1.3 — Fonction convexe et non convexe.
e f est dite strictement convexe sur D si
JAx+(1=2)y) <Af(x)+(1=24)f(y), Vx,y€Detx#yVA€0,1].

e f est dite coercive sur D si
[[x[| oo
Remarque 1.3 :

Tout fonction affine f définie sur D C R" s’écrit sous la forme :
f(x)=cTx+d;
avecceR"etd e R

de plus, si f(0) = 0 alors f est linéaire et s’écrit sous la forme :

fx)=c'x

1.2.2 La relation entre la convexité et I’affinité

Tout ensemble affine est convexe, car toute combinaison convexe de deux points qu’il
contient satisfait également la définition d’un ensemble affine. Cependant, la réciproque n’est
pas vraie : tout ensemble convexe n’est pas forcément affine, car un ensemble convexe peut ne

pas contenir toutes les extensions linéaires des points qu’il comprend [ 14, 13].
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1.2.3 Convexité et différentiabilité

Lemme 1.1.2. Soit f € C!(Q) ol1 Q est un ouvert et D C Q un ensemble convexe, alors les
propriétés suivantes sont équivalentes [15] :

(i) f est une fonction convexe.

(i) f(y) = f(x) = (Vf(x),y—x), Vx,y€D.
(i) (Vf(y) = Vf(x),x—y) >0, Vx,yeD.

De plus, f est dite strictement convexe si les inégalités (if) et (iii) sont rendues strictes pour

X Fy.

Définition 1.12 : Soit f € C?(Q) ol1 Q est un ouvert et D C Q un ensemble convexe [13],

on dit que :

La fonction f est strictement convexe si et seulement si sa matrice hessienne V2 f(x) = H

est définie positive, ¢’est-a-dire que, pour tout y € D et tout y # 0, on a :
yIHy >0
Autrement dit, toutes les valeurs propres de V2 f(x) sont strictement positives.

La fonction f est convexe si et seulement si sa matrice hessienne V>f(x) = H est semi-

définie positive, c’est-a-dire que, pour tout y € D, ona :
y'Hy>0

Autrement dit, toutes les valeurs propres de V2 f(x) sont positives ou nulles.

1.3 Programmation quadratique convexe (PQC)

La programmation quadratique constitue un domaine d’optimisation non linéaire, ou la
fonction objectif a minimiser est de nature quadratique, tandis que les contraintes déffinissant

I’ensemble des solutions admissibles peuvent étre linéaires ou quadratiques [ 13].

Elle se distingue par ses propriétés théoriques et son large éventail d’applications dans
plusieurs disciplines scientifiques, notamment la finance, la médecine, I’économie et les télé-

communications.

En effet, de nombreux problemes issus du monde réel et du milieu académique peuvent
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étre formulés sous forme d’un programme quadratique. Parmi eux, on retrouve 1’optimisation
de portefeuilles financiers, la transmission de signaux multi-niveaux, les problématiques liées

aux systemes de capteurs a faisceaux multiples ainsi que certaines questions géométriques.

Un programme d’optimisation quadratique sous contraintes linéaires peut étre formulé de

la maniere suivante :
.

min f(x) = 1x'Qx +c'x,
Ax=0>b,

Dx<e,

x e R,
\
ol Q € R™" est une matrice symétrique, A € R™*", D € RP*" ¢ € R", b € R™,
ete=[1,1,...,1]' e R,

Tout programme quadratique peut se ramener a I’'une des formes suivantes :

Forme standard (FS) :

min f(x) = 3xT Qx+cTx,

Ax=b,

7

Forme canonique (FC) :

;

min f(x) = %xT Ox+clx,
Ax < b,

x> 0.

\

1.3.1 Cas particuliers

e Programation linéaire

12



Etant donné un probléme linéaire noté par (PL) comme suit [16] :

p

min ¢! x

(PL) { Ax<b,

x> 0.

\

OuA € R™"; b € R™; c € R" sont les données et x € R} est I’inconnu de PL.
e Probléme des moindres carrés

On se place dans le cas ou la fonction F est linéaire [1 7], i.e. :

F(x)=Ax—b, avec AeM,,(R)etbecRP,

et on résout donc le probléme des moindres carrés linéaire suivant :

1
min r(x) := EHAx—bH%

xeR?

qui est équivalent a

1
min S/ (24°4) x+ (—2A"D) x+'b.

On pose :

O =24'"AcR™ (C=-24'bcR"

et

a=>bbeR.

Alors, le probleme des moindres carrés s’écrit sous la forme :
{ min $x' Qx + C'x+ «
n
xeR

On note que la matrice Q est symétrique et semi-définie positive.

1.4 Domaines d’application d’un PQC

La programmation quadratique convexe représente le probleme d’optimisation non linéaire

avec contraintes le plus élémentaire. Elle est couramment employée dans la modélisation de
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diverses applications, notamment :

e Le contrdle optimal [18].
e [’analyse structurelle [18] .

e [’économie mathématique [19, 20].

Les machines a vecteurs de supports (SVM) [21, 22, 23].

La gestion des portefeuilles [24].

1.5 Modélisation de quelques problemes réels sous forme d’un

PQC

Probléme 1 :Allocation optimale de la production d’énergie

Contexte :

Un opérateur énergétique doit décider combien produire a partir de deux centrales élec-
triques pour minimiser le colit de production tout en respectant la demande en énergie.

e La centrale 1 a un cofit de production quadratique :
Ci(x1) = 2x +O.5x%.

e La centrale 2 a un cofit de production quadratique :
Ca(x2) = 3x2 4+ 0.2x3.

e La demande totale en énergie doit étre égale a S0 MW.
e Chaque centrale ne peut produire qu’une quantité positive d’énergie.
Nous devons résoudre :

min  2x; +0.5x7 4 3x3 4 0.2x3.

X1,X2
Sous les contraintes :

x1+x =50,
x1 20, x2>0.

Pour cela, on suit les étapes suivantes :
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° Etape 1 : Reformulation sous forme matricielle

Nous écrivons le probleme sous la forme standard d’optimisation quadratique :

1
min ¢/ x+ =xT Ox,
X 2

avec :
X1 2 1 0

Q
X2 3 0 04
La contrainte d’égalité x| + x, = 50 est écrite sous forme matricielle :
A= [1 1}, b= [50]-
Et les contraintes de positivité x1,x, > 0 sont conservées.

° Etape 2 : Résolution par la méthode des multiplicateurs de Lagrange

La fonction de Lagrange associée est :
L(x1,x0,A) =2x1 + 0.5)6% +3xp + O.Zx% + A (x] +x2 —50),

ou A €R.

On prend les dérivées partielles et on résout :

(

‘% =x;+2+1=0,

3% =04x+3+A =0,

9L —50=0.
\al X1 +x2

° Etape 3 : Résolution du systeme d’équations

On résout le systeme linéaire précédent, on obtient :

/

A=—x1—2,
A=-04x, -3,
X1 +xp = 50.

\

En égalisant les expressions de A, on trouve :
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—x1—2=—-04x—-3= —x;+0.4x, = —1.

Avec x; +xp =50, on obtient :

et
x» =50—-32=18.
e Etape 4 : Solution optimale
La production optimale est :
e Centrale 1 : x] =32 MW.
e Centrale 2 : x; =18 MW.

Le coiit total minimal est :
C(32,18) = 2(32) +0.5(32)% +3(18) +0.2(18)?,
=64+5124+54+64.8 =694.8.

L’opérateur doit produire 32 MW avec la centrale 1 et 18 MW avec la centrale 2 pour

minimiser les cofits tout en respectant la demande.

Probléme 2 : Probleme d’optimisation de portefeuille

Contexte :

Un investisseur souhaite allouer son capital entre 4 actifs financiers afin de minimiser le

risque (variance), tout en s’assurant que tout le capital est investi et sans ventes a découvert

[25, 26, 27].

Afin de résoudre ce probleme, on suit les étapes suivantes :
e Etape 1 : Modélisation mathématique

Nous cherchons le portefeuille optimal x qui résout le probleme suivant :

(1 7
min (Ex Qx) ,

Sous les contraintes :

e Tout le capital est investi
n

ZX,‘ =1.

i=1

e Pas de ventes a découvert (les proportions doivent étre positives)
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e x=(x1,x2,X3,...,%,)" représente les proportions investies dans chaque actif.
e ( est la matrice de covariance des rendements, qui reflete le risque (Q € R"*" et inver-

sible et définie positive).
e Etape 2 : Solution analytique sans contrainte x > 0

D’abord, nous supposons que les ventes a découvert sont autorisées, puis nous utilisons la

méthode des multiplicateurs de Lagrange pour trouver la solution analytique :

1

* 1
X = ——""7X e
eTQ_le Q )

e O ! est1’inverse de la matrice de covariance.

e ¢ est un vecteur rempli de 1, garantissant que la somme des proportions est égale a 1.
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Chapitre 2

Méthode de points intérieurs pour la

programmation quadratique convexe

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la méthode de points intérieurs de trajectoire cen-
trale (TC) de type primal-dual, basée sur une nouvelle direction de recherche pour résoudre un
programme non linéaire. Il est a noter que 1’approche associée a cette étude théorique s’inspire

des travaux de Wright et Nocedal [28] pour I’optimisation non linéaire.

2.1 Position du probleme

En raison des nombreuses applications de la programmation quadratique, ce type de pro-
bleme a suscité un grand intérét aupres des chercheurs. Plusieurs de ses variantes ont été étu-
diées, notamment les cas convexes et non convexes, ainsi que les modeles intégrant des va-
riables entieres ou binaires. Parmi les travaux ayant abordé ces thématiques, on peut citer les
études présentées dans [29, 30, 31]. La notion de convexité joue un role essentiel en program-
mation mathématique, car un probleme convexe possede des propriétés remarquables qui faci-
litent grandement sa résolution. Rockafellar, dans [32], a souligné I"importance de distinguer
clairement les problemes convexes des problemes non convexes. Dans le cadre de ce mémaoire,

on concentra sur I’étude des problemes quadratiques convexes sous leur forme standard.
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2.1.1 Probleme primal

Un PQC sous forme standard primal s’écrit comme suit :

min f(x) =5 Qx+c'x,
(P) § Ax=b,

x>0,

ou Q € R™" est une matrice symétrique semi-définie positive, A € R”™*", c,.x € R" et b € R™.

On note par

Fpy={xeR":Ax=b,x >0},
F(JIS) ={xeR":Ax=b,x >0},
les ensembles des solutions réalisables et strictement réalisables de (PQC), respectivement.

La valeur optimale primale du (P) est définie par :

1
p= inf{Ct)H— ExIQx cAx=b,x > O} ,
X
x* est dite solution optimale de (P) si :

1
x*EF,et pf =Cx"+ E(x*)th*.

2.1.2 La fonction de Lagrange
La fonction Lagrangien L associée an probleme (P) est définie par
L:R} xR"—R"
(x,y) = L(x,y) = c'x+ %lex—i— (b—Ax)'y.
Le dual de (P) est donné par :
max <min L(x,y)) = max H(y),

yeR™ \ xeR"} yeR™M
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avec

H(y) = min

i cx+ xQx+(b Ax)y),yERm,
en

= min <cx—|—xQx xth—xtAty—i—bty> ,y e R™

xeRY

= min (X' (c+ Qx—A'y)) —%xth—Fbty,y e R™.

xeRY
bly—3x0x sic+Qx—Aly e R

H(y) =
—o0 sinon

Donc le dual du probleme (P) est donné :

max by — %xTQx
c+0x—ATy >0,
yeR" xeR%

qui équivalent a :

max bly— %xTQx
x’y7Z

(D) ATy —Ox+z=c,

xeRl,yeR" ze R,

2.1.3 Probleme dual

Le probléme dual (D) associé au probleme primal (P) peut s’écrire sous la forme suivante :

max—%x’ Ox—+ Dby,
(D) Aly+z—0Ox=c,
2>20,x>0,y e R™

La dualité joue un role fondamental dans I’étude et la résolution de (P). Entre autre, elle

fournit des informations tres utiles. On note par
Fip)= {(x,y,z) ER"XR"xR":Aly4+z7—-0x=c, x,7> O} ,

Fpy={(x32) ER"XR"xR": Ay +z-Qx=c, x,2>0},
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les ensembles des solutions réalisables et strictement réalisables de (D), respectivement.

La valeur optimale duale du (D) est donnée par :

1
d* = sup {bty— —X0(x):Aly+z—0x=c¢;(x,27) >0,y € Rm}
(x:3,2) 2

(x*,y*,z") est dite solution optimale de (D) si :

1
(X*vy*,Z*) S FD et d* = bty* _ §<x*>th*

2.1.4 Dualité en programmation quadratique
e Dualité faible :
Définition 2.1 : ( Saut de dualité)

Soient x € F et (x,y,z) € Fp , alors la différence :
P* o d* — XIZ,

est appellée le saut de dualité des deux problemes (D) et (P).
Théoreme 2.1 : (Dualité faible) [33]

Soient (x,y,z) € Fp X Fp, alors

1 1
x4+ Ex’Qx >b'y— EXIQX’
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Preuve : Soient (x,y,z) € Fp X Fp, alorson a :

P*—D*= (%x’Qx—Fc’y) — (—%xth—Fb’y)
=cx+ %x[Qx —b'y+ %xth
= (A"y+2—0x)'x— (Ax)'y + X' Ox
=(0A+Z — X0 )x— (XA )y+x' Ox
=y Ax+Zx—x0Ox — XAy + X' Ox
=y Ax—xAly+7x
= (Ax)'y —x'A'y+7x
=xAly — XAy +7x

Zx

:le

n
=Y xizi>0 pourx; >0,z >0
i=1

e Dualité forte
Théoreme 2.2 : (Dualité forte) [33]
Soient (x*,y*,z*) € Fp x Fp, tel que :

1 1
P =d".

ou (x*,y*,z*) sont des solutions optimales pour (D) et (P) respectivement.

Afin de résoudre les deux problémes, on suppose qu’il vérifient les hypotheses suivantes :

Hypotheése 1 :

A est une matrice de plein rang , c-a-d :

rang(A) =m < n.
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Hypotheése 2 :

Condition de point intérieur (CPI), 3(x°,y°,2%) € Ff x K

c-a-d : )
A0 =b
ATYO 120 00 = ¢
\xo>0, >0,y R
Hypothese 3 :

La matrice Q est symétrique et semi-définie positive.

2.2 Conditions d’optimalité

La programmation quadratique convexe consiste 2 minimiser une fonction continue et convexe

(car la matrice Q est symétrique et semi-définie positive).

Sous I’ensemble des contraintes qui est un polyedre fermé, borné, convexe et d’intérieur
non vide (d’apres la deuxieme hypothese), donc la condition de Slater est satisfaite, c.-a-d. les
contraintes sont qualifiées et les conditions de Karush—Kuhn-Tucker (K.K.T) sont des condi-

tions nécessaires et suffisantes et s’écrivent comme suit :

Ax=b>b
Aly+7—0Ox=c
(KKT) yti-Q @2.1)
xz2=0
\x>0,z>0, yeR™

2.3 Méthode de trajectoire centrale avec point

L’idée fondamentale de la méthode de trajectoire centrale consiste a modifier la derniere

équation du systeme (2.1) en y introduisant un terme de perturbation.
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(

Ax=0>

S Ay+z—-0x=c (2.2)

xz=ue, x>0,z>0,yeR"
\
Telque 4 >0,e=(1,1,...,1)) € R"

L’ensemble :

{x(w), y(u), z(p); 1 >0},

S’appelle la trajectoire centrale. De plus, si g — 0, alors x'z tend vers le zéro c-a-d trouver

une solution optimale pour (P) et (D) revient a résoudre le systeme.

Dans ce travail, on s’intéresse a la résolution de (P) et (D) pour la méthode de TC avec un

point Pour ce la on remplace la derniere équation de systeme (2.2) par :

xz=71, out>0,7ecR"

et on obtient le systeme suivant :

(

Ax=b>b

Aly_|_Z_Qx:C (2.3)

xz2=1,x>0,z>0,y e R™.

\

Remarque 2.1 : Si 7= pe avec u > 0, alors la trajectoire pondérée correspond parfaitement

a la trajectoire centrale classique.

Le systeme (2.3) devient :

(
Ax—b =0,
<V Ay+z7—0x—c=0, (2.4)
xz—17=0.
(
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Ce systeme d’équations non linéaires est résolu par I’application la méthode de Newton a
la fonction :

F(x,y,z) =0.
ol F : R¥"™ — R2"+™ définie par :

Ax—>b
F(x,y,2) = | Aly+z—Qx—c

xX7—7T

Soient (x,y,z) € Fp x Fjy, tel que xz # 7. La direction de Newton (Ax, Ay, Az) est la solution

de systeme linéaire :
Ax

VF(x,y,2) | Ay | = —F(x,y,2).
Az

On va calculer la matrice jacobienne de F :

A 0 O
VF()C,y,Z) - —Q Al I,
Z 0 X

En ce point est I'unique solution du systeme d’équations linéaire suivante :

A 0 0 Ax 0
-0 A" I Ay | = 0 (2.5)
Z 0 X Az T—-Xz

ol X := diag(x),Z := diag(z).

Sous nos hypotheses et le fait que rang(A) = m, le systeme (2.5) admet une solution unique

(Ax, Ay, Az). Ainsi, une nouvelle itération de Newton pondérée compléte est construite comme
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suit :

Xpi=x+Ax; yiri=y+Ay; z4:=z+Az (2.6)
Pour simplifier les choses, nous définissons les vecteurs :
vi=yxz et d:=+xz L.

Le vecteur d est utilisé pour mettre a I’échelle les vecteurs x et z vers le méme vecteur v comme
suit :

d\x=dz=v (2.7)

et aussi pour les directions originales vers les directions mises a I’échelle :
de=d 'Ax et d,=dAz

Il en découle que :

XAz + zAx = v(d; + dy) (2.8)

et

dld, = ATAz = ATQAx >0 (2.9)
puisque Q est une matrice semi-définie positive.

Ainsi, en utilisant (2.7), (2.8) et (2.9), le systeme (2.5) devient :

A 0 0 d, 0
-0 AT 1 dy |=1 0 (2.10)
I 0 1 d, Dy
ou
py=v1(t—? (2.11)

etA = DAD et Q = DQD avec D := diag(d).

Dans la sous-section suivante, nous décrivons I’algorithme générique faisable de suivi de

chemin primal-dual pondéré pour résoudre le CQO.
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2.3.1 La mesure de proximité

Dans cette partie, on définit pour tout vecteur positif v , une mesure de proximité basée sur
la norme 2 comme suit :
~1 2
1Pl v (z =]

§(x.z:7) — _ 2.12
(5z7) 24/min(7) 2,/min(7) 12

On peut facilement vérifier que :
S(x,z:71) =0V =1 xz="1.

Ainsi, la valeur 6 (x, z; 7) mesure la distance d’un point (x, y,z) au trajectoire pondéré (x(7),y(7),z(7)).

On définit une autre mesure o¢(7) comme suit :
oc(T) = ———2 (2.13)

Le role de o¢ () est de mesurer I’appartenance de 7 au trajectoire central.

Ici,

min(7) = miin(‘L'i).

Et de méme

max(7) = max(7;).
l
Notons que dans (2.13), o¢c(7) > 1, avec égalité si T = e .

Maintenant, on va presenter un algorithme de points intérieurs de type primal-dual pour

résoudre approximativement un probléme quadratique convexe.
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2.3.2 Algorithme de TC avec poids

Algorithme de TC avec poids de type Primal-Dual pour PQC

Entrée
Un parametre seuil 0 < 6 < 1 (par défaut 6 = ﬁ);
un parametre de précision € > 0;

un paramétre fixe de mise a jour de barriere 0 < 6 < 1 (par défaut 6 = ~—1——.);

2y/no.(19)
0 .0 0 ,0.-0

un point initial (x%,y°,z°) qui vérifie la CPI et 7° tel que §(x?,7%;7%) < %

Début
xi=x"syi=y0; .= 1:=19;
tant que x’ z > ¢ faire
Début
T:=(1-0)t;
Résoudre le systeme (2.5) pour obtenir la direction (Ax, Ay, Az);
Mettre a jour x :=x+Ax, y :=y+ Ay, z:=z+Az;
Fin
Fin

Algorithme 2.3

On note que si O = n alors I’algorithme est dit a petit pas, si 8 = constant alors I’algorithme

est dit a grand pas.

2.3.3 convergence de I’algorithme

Dans le lemme suivant, nous énongons quelques résultats techniques utiles qui seront utili-

sés plus tard dans 1’analyse de 1’algorithme.
Lemme 2.1 [ [6],Lemme 3.1 en 2014 ]

Soit (dy,d;) une solution de (2.10) T > 0. Si 6 := d(x,z;7), alors
ona:

0 <d!'d, <28*min(t) (2.14)
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et

|dedz || < 8*min(t) et ||dyd;| < 28>min(7) (2.15)

Preuve : Puisque 0 < d! d,, I’expresion (2.14) découle immédiatement de 1’égalité suivante :
ldl|? + || o] |* +2dy d: = ||d + | |* = || py||* = 48 min(r).
Pour (2.15), (voir Lemme C.4 dans [34]), parce que :

1
|dxd||oo < ||Pv||2 et ||dxdz|!§mllpv||2'

Bl

Cela conclut la preuve.

Analyse de la stricte de faisabilité

Le lemme suivant montre que la faisabilité du pas de Newton complet pondéré est assurée

sous la condition 8 := 8(x;z;7) < 1.
Lemme 2.2 [ [6],Lemme 3.2 en 2014 ] (condition suffisante)

Soit (x,z) un point primal-dual strictement faisable. Alors xy =x+Ax>0etz; =y+Az >

Osi et seulement si7T-+dd, > 0.

Preuve : Pour la premieére expresion, nous avons :

X424 = (x+Ax)(z+Az),
= xZ+xAz+ zAx + AxAz,
=xz+ (T —x2) + AxAz,

= T+ AxAz.
Puis, a partir de 1’équation dans (2.9), nous avons :

X424+ = T+ AxAz,

=T+4d.d;.

29



Si le pas de Newton complet est strictement faisable x; > 0 et z; > 0 alors x;z+ > 0 et donc

T+dd, > 0.

Pour montrer que x et z; sont positifs, on introduit une longueur de pas o € [0,1] et on
définit :
x* =x+aAx, *=z+aAz

Donc x° = x, x! = x et des notations similaires pour z, donc x°2° = xz > 0. Nous avons :

x%7% = (x4 aAxY) (z+ A7) = xz+ 0t (xAz + zAx) + 0> AxAz.
En utilisant maintenant (2.8), on obtient :

x%2% = xz+ o7 — xz7) + Q> AxAz.

On suppose que T+ d,d, > 0, on déduit que T+ AxAz > 0 ce qui équivalent a AxAz > —1.

Substituant, on obtient :

x%2% > xz4 a(t —xz) — 01T

=(l—-o)xz+a(l—a)t.

Puisque xz et T sont positifs, il s’ensuit que x*z% > 0 pour tout a € [0, 1]. Ainsi, aucune des
composantes de x* et z* ne s’annule pour ¢ € [0, 1]. Comme x° et z° sont positifs, cela implique
que x* > 0 et z* > 0 pour tout & € [0, 1]. Par un argument de continuité, les vecteurs x* et z*

doivent étre positifs, ce qui prouve que x4 > 0 et z+ > 0. Ceci termine la démonstration.
Lemme 2.3 [[0],[Lemme 3.3 en 2014]

Sid:=0(x,z;7) < 1, alors le pas de Newton complet est strictement faisable, c’est-a-dire,

xy >0etzy >0.

Preuve : Dans le Lemme 2.2, nous avons vu que :

X424+ >0 si t4dd, > 0.
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Donc 7+ d,d; > 0 est vrai si :
T+ (dy)i(d;); > 0,pour tout i.
Nous avons :
T+ (dy)i(d;)i > T —|(dy)i(d;)i| > min(7) — ||dxd,||o
D’apres (2.15), Lemme 2.1, il en découle que :
min(7) — ||dyd; || > min(7)(1 — 8?).

Ainsi, T+d,d; > 0 est vrai si < 1. Cela termine la preuve.

Pour simplifier, on peut écrire

Vi = VAL
Lemme 2.4 [[0],[Lemme 3.4 en 2014]
Si 8 < 1. Alors
1

=l

< .
\/min(7)(1 — §2)

Preuve : Cela découle directement du Lemme 2.3 et puisque

_2 e
Vv = .
T t4dd,

Convergence quadratique de la mesure de proximité :

pour tout i.

Dans le lemme suivant, nous montrons I’'influence du pas de Newton complet pondérée sur

la mesure de proximité.
Lemme 2.5 [[0],[Lemme 3.5 en 2014]
Si 6 < 1. Alors

52
O :=0(x4,2457T) < ————.
+ (*4,2457) 2(1-02)
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Preuve : Par définition, nous avons

5_|_:

1 -1 2
N TOLGAE.
< lle-
= 2 /min(e) -

Mais 7 — v%r = —d,d; et vjrl = \/;7, alors par les Lemme 2.1 et 2.4. On a

T+dyd;
N CTCH e
2\/m1n \/‘C+d d,
_ 1 - |ldid]]
2\/min(r) H
1 \/_min( 7)6 52
- 2\/min \/mm — ||d d, ||oo
1 \/_mm( )
~ 24/min(7) \/mln (1— 32)
52
<
T V/2(1-62)

Cela termine la preuve.

Corollaire

Si § < 1, alors 8, < 82 ce qui indique une convergence quadratique de la mesure de proxi-

mité lorsque les itérations sont proche de la trajectoire. De plus, si 6 < Lz’ alors 04 < %

La mise a jour du

Le lemme suivant présente 1’influence de la mesure de proximité avec la mise a jour du

parametre de barriere 74 = (1 — 0)7 sur le processus de Newton durant la trajectoire pondéré.
Lemme 2.6 [[0],[Lemme 3.6 en 2014]
Sid(x,z57)<letty=(1—0)Tou0< 6 <1,alors

0 1
O0(xy,z20:74) < () + —=——=6:.
(24 2) 2\/@\/1—762\/’;0 (@) 200-0)
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De plus, si 6 < 1 9= ﬁ et n > 3, alors nous avons :

=2’ 2/no.
O(xt,z45T4) < —=.

V2

Preuve : Soit §(x4,z4;74+) et 7o = (1 — )7 avec 0 < O < 1. alors, par définition, nous avons :

1 _
O(xy,245T4) = m HV+1 (T+ —V%L) || 5

_ 1 -1 —V2
- 2\/1—9\/1'11111(1:) Hv+ (T+ +)H’

b

_ 1 (. 2
21— 6/min(7) = (e o)

= 91\/min(1') (e =zl e =2 ).

Maintenant, puisque T — v%r = —dd; et T, —T = —07 et d’apres les Lemmes 2.1 et 2.4 ainsi

que le fait que ||7]| < 1/n||7||-, On obtient :

1
6(X+,Z+;T+) < meln(’f)m [HGTH + dedZH] )

1 :

S T omin(vi—a7 07+ min(0)],
aalkdl 8’

< + ,

T 2y/1—6min(t)vV1-682 2/1—-6V1-52
< 6 /||| n &’

T 2VT—0min(t)V1—8% 2V/1—6vV1—68%
0/nmax(7) 52

T2V — O min(7)V1— 62 " 2/T—0v1-6%

En utilisant le Lemme 2.5 et ’équation (2.13), on obtient :

| 6 \/roc(7) 5.
Or24iTy) < VT8V 6% V2(1—8)

Sif= m et sachant que o¢(7) > 1, etpourn >4,0ona 6 < i. De plus, si 6 < Lz’ alors

d’apres le Corollaire ,ona 0 < % Finalement, les inégalités ci-dessus donnent 8 (x4,z4;T4) <

% . Cela complete la preuve. U
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Proposition 2.1 Pour chaque itération k, on a :
o.(7%) = o, (7).

Preuve :

A Titération k,ona:

B max ((7¥))
)= in(()

max((1—6)*(z))
min((1 — 6)k(z%))’
(1-6)max((1"))
(1—6)*min((79))’
max 0

- min((((zo)))) = o:(®)

Ce qui complete la preuve.

On note que, dans toutes les itérations produites par 1’algorithme 2.3, on a o¢(7) = o¢(1°).

Ainsi on déduit du Lemme 2.6 que, pour la valeur = =——, les conditions x,z > 0 et

2y/noc(t%)’

O(xy,24:T4) < % sont maintenues pendant 1I’exécution de cet algorithme.

Cela confirme que I’algorithme 2.3 est bien défini.

L’influence du nouveau itéré en saut dualité

La borne supérieure de I’écart de dualité apres un pas complet de Newton est donnée par le

lemme suivant .
Lemme 2.7 [[6],[Lemme 3.7 en 2014]

Soit § :=6(x,z;7) < % et x; = x+Ax; z. = z+ Az Alors, I’écart de dualité vérifie :
xzy < (n41)max(7).
Preuve : D’apres le Lemme 2.2, on a :
X424 = T+dyd;.
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Donc,

el (xyzy) =elt+eldd,,

=elt+dld,.
D’apres I’équation (2.15), le Lemme 2.1 et le fait que 6 < \% on déduit :

xzy <elt+28%min(7),

< el 74 min(7).
Puisque e’ T < nmax(7), on obtient :
xtzy < (n+1)max(7).

Cela conclut la preuve.

2.3.4 Analyse de la complexité

Le lemme suivant donne une borne supérieure pour le nombre total d’itérations produites

par I’algorithme.
Lemme 2.8 [[6],[Lemme 3.8 en 2014]

Soient x**1 et Z¥*1 le (k + 1)-éme itéré produit par I’algorithme 2.3, avec 7 := 7. Alors
N T A <

si

1 2nmax(1°)
k> —1 —_— .
> glog (205

Preuve : D’apres le Lemme 2.7, on a :
(xk+1)TZk+l < (fl—|— 1)max((’L’)k)

avecl

= (1-0)7"1=(1-0)".
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Donc, nous avons :
(xk+1)Tzk+1 <(1- G)k(n+ l)max(ro) <(1- 9)k2nmax(7:0),
puisque n+ 1 < 2n pour tout n > 1.
Ainsi I'inégalité (x*+1)Tz5+1 < ¢ est satisfaite si
(1—6)*2nmax(1°) < e.
En prenant les logarithmes, on peut écrire
klog(1—6) < loge —log(2nmax(7°))

et puisque —log(1 —0) > 0 pour 0 < 6 < 1, alors I’inégalité est satisfaite si

2nmax(‘co)) .

kezlog( -

Cela complete la preuve.

Théoreme 2.4

0 0 . P . . 0 o 0.0
Supposons que x" et z° sont des points initial strictement faisables pour le PQC, 7" = W(Zxoz())’
0 .,0.-0 1 C 0 — 1 ’ : 4 ;
et que d(x",z°;7°) < 7 pour n > 3. Si 0 = 5 Jroc () alors, 1’algorithme nécessite au plus

0 (\/EGC(’L'O) log g) itérations pour obtenir une solution €-approchée du PQC.

En particulier, si t° = Constant, alors 1’algorithme 2.3 nécessite au plus PQC itérations, ce
qui est actuellement la meilleure borne connue pour le nombre d’itérations pour les méthodes

a mise a jour courte.

Preuve : En prenant la valeur de 6 et 79 dans le Lemme 2.8, le résultat découle directement.

Cela complete la prouve.

36



Chapitre 3

Réalisation numérique

Ce chapitre présente une série de tests numériques visant a évaluer la performance de algo-
rithme introduit précédemment. Il est important de rappeler que la programmation linéaire et la
programmation quadratique s’inscrivent dans le cadre de la programmation convexe, leurs for-
mulations mathématiques respectant les propriétés de convexité, comme expliqué dans Boyd
et Vandenberghe [26]. Cette caractéristique permet une application efficace des outils de 1’op-
timisation convexe, rendant ces problemes particulierement adaptés aux expérimentations nu-

mériques abordées ici.

Dans ce cadre, nous intéressons particulierement aux expériences numériques mettant en
ceuvre I’ Algorithme : trajectoire centrale avec point de départ donné, I’objectif étant d’évaluer
la performance de 1’ Algorithme 2.3 proposé en fonction des différentes valeurs du parametre
0. Les expériences ont été réalisées en utilisant le langage MATLAB exécuté sur la version
(R2016a) sous Windows 11, avec un processeur Intel core i5, qui offre un environnement puis-
sant pour la modélisation, I’implémentation et 1’analyse des algorithmes d’optimisation. On

note par la suite :

e 5(x,z;7) : La mesure de proximité qui est associée a I’ Algorithme 2.3.

o (x2,9%;2%) : Un point initial strictement réalisable et vérifié :
~1 2
T— 1
R |
2+/min(7) V2
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TO
e o.(1°) = %(TO)) tel que :

TO = XOZO.

(x*;¥*;z") : Une solution optimale du probléeme primal (P) et dual (D) respectivement.

iter : Le nombre d’itérations générées par 1’ Algorithme .

e CPU : Le temps d’exécution de 1’algorithme en secondes.

3.1 Résultats numérique

3.1.1 Programmation linéaire

La programmation linéaire (PL) est un type de probleme d’optimisation visant a minimiser
une fonction linéaire tout en respectant des contraintes linéaires. Elle est considérée comme
I’une des formes les plus courantes et les plus simples d’optimisation sur le plan théorique. Le

probleéme suivant représente un programme linéaire sous forme standard.

(P) minc’x s.a: Ax=b, x>0,

X

Le dual de P, est donné par :
(D) maxb’y s.a: Aly4+z=¢,x>0,2>0,
y

ol A est une matrice de type (m,n),c e R, b e R", x € R", z€ R" ety € R™.

Probléme 1.

Soit le programme linéaire de taille n =4, m = 2 suivant :

1 210 2.5
A: ,b: 5
3201 3

c=(-10 -9 —15 -25)".
On prend comme un point réalisable initial :

0 t
X =<().5 05 1 0.5>,

t
’

L=(1 1 05 05)
(s .

x*=(025 1.125 0 0),

Une solution optimale est :
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=0 0 025 0.25),
v =(-175 —=2.75)".
La valeur optimale pour les deux probleme est -12.6250.

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus par I’ Algorithme 2.3 pour des

différentes valeurs de 0 avec € = 107 :

o | 1 | L 2 | 1
2o @) | Vi | 3m | 3
iter 47 10 22 35

CPU | 0.0186 | 0.0168 | 0.0185 | 0.0175

TABLE 3.1 — Résultats comparatifs basé sur le choix de 6.

Probleme 2.

Soit le programme linéaire détaille n = 7, m = 4 suivant :

7 2 3 1 —1 -2 4 13.5

-4 -5 -2 3 -5 9 6 —3.3
A — s b =

2 7 -6 7 -3 4 2 11.8

6 -6 -1 7 5 =53 5.6

c=(05 06 27 —-09 04 17 1)
On prend comme un point réalisable initial :

O=(1 12 05 04 08 05 1),
=05 15 1 07 1 15 03),
Y=(02 01 -02 -0.1).
Une solution optimale est :
x*=(1.1513 0.8972 0 0.2145 0 0 0.8580)',
Z=(0 0 1.6079 0 1.6538 0.9482 0)',

y*=(0.2614 0.0843 —0.0549 —0.1471)".

La valeur optimale pour les deux probleme est : 1.7789.

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus par 1’ Algorithme 2.3 pour des
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différentes valeurs de 0 avec € = 1077 :

o |1 T o | o [ [ [ [
2o @) | Vi | 3m | 3 | T/a | S | Tk
iter | 221 15 33 50 120 | 154 | 206

CPU | 0.0266 | 0.0164 | 0.0188 | 0.0197 | 0.0222 | 0.0246 | 0.0276

TABLE 3.2 — Résultats comparatifs basé sur le choix de 6.

Probléme 3. Soit le programme linéaire de taillen =9, m =75 :

o 1 2 -1 1 100O —-1.3
1 2 3 4 —-10100 19
A= -10 -2 1 2 0010]|,b=] 101 |,
1 2 0 -1 =2 0 0 0 1 -39
1 34 2 1 0000 12.5

c=(1.01 0.59 127 025 1.04 0.82 051 022 1.01)".

On prend comme un point réalisable initial :

L=09 02 05 4 1 05 12 6 08),
2=(1 05 12 02 1 08 05 02 1),

W =(0.02 0.01 0.02 0.01 0.01)".

Une solution optimale est :

x*=(0 0 1.1889 3.863 0.0185 0.1667 0 8.5778 0),
7*=(1.2666 0.0333 0 0 0.0001 0 0.2333 0 1.1333)",

y*=(0.82 02767 022 —0.1233 —0.19)".

La valeur optimale pour les deux problemes est 4.5187.

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus par 1’ Algorithme 2.3 pour des
différentes valeurs de 0 avec € = 107 :

Probléme 4.

40



T T T T T T T
O | ajie@ | Vi | 3 | 3G | s | 9 | Dy
iter 479 18 38 58 139 179 239
CPU | 0.1305 | 0.0223 | 0.0221 | 0.0239 | 0.0276 | 0.0293 | 0.0322
TABLE 3.3 — Résultats comparatifs basé sur le choix de 6.
Soit le programme linéaire de taille n = 10, m = 8§ suivant :
3 -5 2 -8 -5 6 10 5 2 1 47
-2 6 -7 5 5 6 -9 -8 7 9 82
-9 -3 2 4 -8 10 -5 6 -7 3 —152
1 -3 -1 5 -8 -4 4 1 4 =2 —108
A= b= ,
4 -1 -2 5 -8 4 -1 -6 0 7 -29
-3 2 0 -5 8 -2 1 5 -6 5 104
&8 -9 -5 5 4 8 5 6 5 5 145
1 3 -2 -1 6 -2 -4 1 0 5 106
c=(41 —-67 —106 73 —64 221 18 85 103 216)".

A=12 1 2 1 14 5 3 4 2 6),

15 5 13 1 3 4 3 5 2),

10 6 51 3 10 7).

Une solution optimale est :

13.6563 4.6543 2.4190 3.6440 1.6626 5.7012),

x*

(11.7039 0 0.4038 0

Z*=(0 11.0520 0 322823 0 0 0 0 0 0),

y* = (11.0592 10.0844 6.1357 4.9128 0.6864 1.9020 9.0003 9.2566)".

La valeur optimale pour les deux problemes est 2347.7.

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus par I’ Algorithme 2.3 pour des

différentes valeurs de 0 avec € = 104 :

Probléme 5.
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1 1 1
0 - - — —
2/noi(®) | \n | 2Jn
iter 65 20 42
CPU 0.0240 0.0195 | 0.0248

TABLE 3.4 — Résultats comparatifs basé sur le choix de 6.

Soit le programme linéaire de taille n = 15, m = 13 suivant :

2 -3 5 7 -6
-1 4 -2 3 8
52 -6 1 O
-7 6 3 -1 2
4 -2 7 6 =3
1 0 -5 4 -6
A= 3 8 -1 0 7
-2 1 6 -3 5
6 -5 2 8 -1
o 7 -3 2 6
7 —6 4 1 =2
-4 3 0 =5 1
1 2 -4 0 3

4 -1
~5 2
3 —4
—4 9
1 0
2 3
2 4
—6 0
0 7
-1 5
5 -3
6 -2
~7 6

0 9
6 —7
8 -2
5 0

6 5
7 -1

-5 6
2 4
3 -6

—4 8
0 6
7 -3

2 5

b=<139 17 117 42 123 51 168 146

c=(35 86 83 84 120

—86

158

91 87

-8 3 6 1
1 0 9 -3
7 6 =5 1
-2 4 1 =5
8§ —4 2 3
-4 6 5 2
31 -7 -6
7 -1 3 8
4 =3 2 1
-5 0 6 =2
2 8 -1 4
8 2 —6 0
-1 7 0 =3

t
—-30 170 95 31 112>,

111 104 80 8

125 26)".
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La valeur optimale pour les deux problemes est 5078.4.

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus par I’ Algorithme 2.3 pour des

différentes valeurs de 0 avec € = 104 :

o |1 T o | o [ [ [ [ _
2o (@) | Ya | T | 3a | Ta | 9 | Tk
iter | 1620 27 56 8 | 201 | 259 | 345

CPU | 0.1948 | 0.0276 | 0.0241 | 0.0286 | 0.0397 | 0.0418 | 0.0504

TABLE 3.5 — Résultats comparatifs basé sur le choix de 6.

3.1.2 Programmation quadratique

Un probléeme de programmation quadratique consiste a trouver le minimum d’une fonction

quadratique sous des contraintes linéaires.

Le probléme suivant est un programme quadratique primal sous la forme standard suivante :
. r., 17
(P) min<c x—f—ix Ox:Ax=b,x>0
X

et son dual :

1
(D) max {bTy— ExTQx ATy4+z—-0x=c,z> O}

X V2
ol Q est une matrice carrée symétrique semi-définie positive d’ordre n et A est une matrice de

type (m,n),
ceRLbeR" xe R, zeR ety e R™.

Probléme 1.

Soit le probleme quadratique de taille n = 3, m = 2 suivant :

2 00
-1 10 0.9999
Q: 020 5 A= ) b= 5
1 11 2
0 00

c=(—1.9998 —3.9996 0.0001)".

On prend comme un point réalisable initial :
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x"=(0.3262 13261 0.3477)",
L =(0.7247 07247 2.0722)",
W=(0 -—20721)"

Une solution optimale est :
x* = (0.5000 1.4999 0)',

Z=(0 0 0.9998)",
Y =(-0 —0.9997)".

La valeur optimale pour les deux problemes est -4.4993.

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus par 1’ Algorithme 2.3 pour des

différentes valeurs de 0 avec € = 1077 :

0 1 1 1 1 _1 _1
2o | Vi | 3ja | 3a | 5/n | Ty
Tter 84 9 19 30 51 72

CPU | 0.0301 | 0.0198 | 0.0220 | 0.0228 | 0.0248 | 0.0236

TABLE 3.6 — Résultats comparatifs basé sur le choix de 6.

Probléme 2.

Soit le probleme quadratique de taille n = 4, m = 2 suivant :

2 301 1.9998

Q

I
S o o W
= S =)

0
0 -1 110 5 0.3333
0
2

S O NN O

c=(-0.6666 —6.6666 —0.6666 —0.6666)".

On prend comme un point réalisable initial :

K0=(0.3333 03333 0.3333 0.3333)',

L=02 2 2 2,

Une solution optimale est :

45



X =(02 0.5333 0 0),
Z=(0 0 14134 0.5067)",

y = (-2.08 —1.1733)".
La valeur optimale pour les deux problemes est -3.3641.

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus par I’ Algorithme 2.3 pour des

différentes valeurs de 0 avec € = 107 :

6 : -
2y/no,(1%) Vn
iter 23 11

CpPU | 0.0277 | 0.0283

TABLE 3.7 — Résultats comparatifs basé sur le choix de 6.

Probléme 3.

Soit le probleme quadratique de taille n = 5, m = 3 suivant :

20 1.2 05 05 -1

12 32 1 1 1 1 1.2 1 18 0
g=1105 1 14 1 1 , A= 3 -1 15 =21 |,

05 1 1 15 1 -1 2 -3 4 2

-1 1 1 1 16

t
b:(9.3100 5.4500 7.0600),
c=(1 —-15 2 15 3).

On prend comme un point réalisable initial :

X =(2.4200 1 1.55 2.3 1.465)',
L=(3.06 15719 8.175 7.225 7.87)',

W=(20 11 5).

Une solution optimale est :
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X = (2.6604 0.7035

1.3244 2.4894 1.1645)",

¥ =107°(0.0402 0.3224 0.1380 0.0963 0.1428)",

¥ = (25.0011

12.1538 5.6674)".

La valeur optimale pour les deux problemes est 175.2459.

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus par I’ Algorithme 2.3 pour des

différentes valeurs de 0 avec € = 107° :

o |1 | o [ o [ o [ o

2o (@) | Ya | Ta | 3/a | @k
iter 87 17 37 57 77
CPU | 0.0462 | 0.0297 | 0.0302 | 0.0339 | 0.0341

TABLE 3.8 — Résultats comparatifs basé sur le choix de 6.

Probléme 4.

Soit le probleme quadratique de taille n = 10, m = 3 suivant :

1 -1 19 125 12 04
A=|13 12 015 215 125 1.5 04 1.52
15 —1.1 35 125 1.8 2 195 12
30 1 1 111

1 21 0 1 -1 1

1 0 15 -05 -2 1

1 1 -05 30 3 -1

0 1 -1 —2 3 27 1

1 1 1 -1 1 16

1 0 0 1 05 —05

1 1 1 -1 1 05

1 05 1 05 1 0
111 111

1.3
1

8

—-0.7 1.06 1.5 1.05

1 , b=
~1

11 1
1 05 1
11 1
~1 05 1
11 1
05 0 1
11 1
24 1 1
1 39 1
11 11

11.6477
16.6659 |,
21.2892
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La valeur optimale pour les deux problemes est 264.1343.

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus par I’ Algorithme 2.3 pour des

différentes valeurs de 0 avec € = 104 :

1
0 2/noc(1)

iter 1478

2 /n EN 6/ ENG
43 65 132 177

CPU | 0.1142 | 0.0192 | 0.0214 | 0.0247 | 0.0281 | 0.0307

S [sl-

TABLE 3.9 — Résultats comparatifs basé sur le choix de 6.

Probléme 5.

Soit le probleme quadratique de taille n = 10, m = 3 suivant :

Q= :
I 1 1 —1 1 16 —-05 05 0 1
I 0 0 1 05 -05 8 I 1 1
I 1 1 —1 I 05 1 24 1 1
1 05 1 05 1 0 1 I 39 1
I 1 1 1 1 1 1 I 1 11
I -1 19 125 12 04 -0.7 1.06 1.5 1.05 0.7660
A= 13 12 015 215 125 1.5 04 152 13 1 , b=1 11770 |,
1.5 -1.1 35 125 1.8 2 195 12 1 -1 1.2100

c=(-17 435 —13 —215 —15 0.1 305 —-0.83 —24 295"

On prend comme un point réalisable initial :

=01 01 01 01 01 01 0.1 01 0.1 0.1),

=6 6 6 6 6 6 6 6 6 6),
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La solution optimale est :

x* =(0.0973 0.0000 0.0236 0.1725 0.0810 0.2061 0.0000 0.1124 0.0730 0.0000)",
Z°=(0.0000 1.5550 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.5016 0.0000 0.0000 3.8706)",
y* = (—1.5354 2.0035 0.5461)".

La valeur optimale pour les deux problemes est 0.4532.

Le tableau suivant présente les résultats numériques obtenus par 1’algorithme 2.3 pour des

différentes valeurs de 0 avec € = 1077 :

1
0 2/noc(19)

iter 40

S &=

CPU | 0.0254 | 0.0214

TABLE 3.10 — Résultats comparatifs basé sur le choix de 6.
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Conclusion Générale

Dans ce travail, on s’intéresse a I’étude d’un algorithme de trajectoire centrale avec poids de
type primal-dual qui est présenté par M.Achache en 2014 (voir [6]).Dont Le but est de résoudre

approximativement un probleme quadratique convexe. Au début de 1’algorithme, on commence

par un point primal-dual (x°,y%,7%) strictement réalisable et vérifie :

—1/,70 _ 2 1
S(XO,ZO,TO) — HV (T v )H < — : avec TO :XOZO

2vmint® T V2

qui justifié la difficulté de cette méthode; a chaque itération; I’algorithme utilise le pas de
Newton complet pour trouver une Solution approximative optimale primale-duale.il est montré

que la complexité de cet algorithme est d’ordre :
0 n
] (ﬁcc(r )log Z)

avec
6u(t") = max (7°)
¢ ~ min(70)"

Notons que les tests numériques comparatifs basés sur les différents choix de 6, pour voir

I’influence de ce dernier sur le comportement numérique de cet algorithme est la contribution

réalisé par cette étude .
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Résumé :

Dans ce travail, on a étudié un algorithme primal-dual de points intérieurs avec poids pour
résoudre un probleme quadratique convexe (PQC) (voir [6]). La stratégie de cet algorithme
est de remplacer 1’équation de centralité par le poids. A chaque itération, on utilise le pas
de Newton complet pour trouver une solution approximative. Cette étude est suivie par des
tests numériques comparatifs basés sur le choix de 0 pour voir I’influence de ce dernier sur le

comportement numérique de cet algorithme.

Mots clés :

Méthode de points intérieurs; programmation quadratique convexe; Algorithme primal-

dual ; tests numériques comparatifs.

Abstract:

In this work, we have studied a primal-dual interior-point algorithm with weights for solving
a convex quadratic problem (CQP) (see [0]). The strategy of this algorithm is to replace the
centrality equation by the weight, with at each iteration, the full Newton step is used to find an
approximate solution. This is followed by comparative numerical tests based on the choice of

0 to see its influence on the numerical behavior of this algorithm.

Keywords:

Interior point method; convex quadratic programming; primal-dual algorithm; comparative

numerical tests.
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