République Algérienne Démocratique et Populaire
malall Ea g o Nal) alail) 5 )5

Ministére de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

& g RN adid) dasa daala
Université Mohamed El Bachir Elibrahimi —Bordj Bou Arreridj « @‘):i‘);‘” CA» ARIRE . LS.S
Faculté des Sciences et de la Technologie L 1 gl g o glall 4 "
Département des Sciences de la Matiére Balall o gle anid

e

= il

Mémoire de fin d’études

PRESENTE EN VUE DE L’OBTENTION
DU DIPLOME DE : Master

Filiére: Physique
Option : Physique des Matériaux

THEME

Systemes non hermitiques dépendants du temps: particule

excité avec champ electrique complexe
Préparé par:
SIMOHAMED HOUDA
Soutenu le: 28/06/2025

Devant le jury:

Président REDAOUI Djaida M.C.B Université de BBA
Rapporteur KOUSSA Walid M.C.B Université¢ de BBA
Co-Rapporteur DJABOU Djamel M.C.A Université de BBA
Examinateur = LAMRI Sara M.CB Université de BBA

Année Universitaire 2024-2025




Remerciements

Je tiens a adresser mes profonds remerciements a l’égard de mon encadreur de mémoire
Dr. Koussa Walid, car outre son appui scientifique, il a toujours été la pour me soutenir et
me conseiller au cours de 1’élaboration de cet mémoire.

Je tiens a remercier Dr. Redaoui Djaida, d’avoir bien voulu présider mon jury de mémoire.

J’adresse tous mes remerciements au membre de jury Mlle. Lamri Sara et ’honneur qu’elle
ma fait en étant I’examinatrice de ce travail.

Je remercie sincerement Dr. Djabou Djamel, pour son soutien précieux et son accompa-
gnemnent professionnel tout au long de ce travail.

Je tiens & remercier tous les enseignants du département de physique qui ont contribué a

ma formation par leurs conseils et leurs orientations.



Dédteace
Je dédée ce modeste travadl & mes chens panents, gui ont été mon
Soutien ef mon appuc condtants Tout au lony de cette peériode,
pour leans encouragements permanentsd el lewr amonr
weonditionnel.
A mou fuine, Nasneddine
T as toujouns été bien plus qu un simple frére. . .
quand tout semblait sombre. et la lumicre gui m 'a gucidée
T as ete poar moi an second fene par ta tendnedde, an ami
A chague étape de mon parcouns, ton ombre m'a protégie. tou
doutien m'a portee.

Menc d 'avocn été, et d 'etre encone, la fonce d 'oa je puise mon
Zue tu demearned & jamacs ma fiente et mon filéer.
%m{n&wﬁdeéeanmm, et 4 mes chened drand,
gui. outt Toujouns et ma chalear ef ma sccanite,

E7 4 toutes mes amies chires,
Gui ot ETe frour moc an appuc ef un douticn 4 chaque étage.
Wene 4 woud tous., da fond du ceear.



Table des matiéres

Introduction

1 P7T-symétrie et pseudo-Hermiticité

1.1 Symétrie PT et CPT . . ..

1.1.1
1.1.2
1.1.3
1.14
1.1.5
1.1.6

PT-symétrie . . . . .

Hamiltoniens P7 -symétriques . . . . . . . . . . . ... ...

Les énergies lorsque la symétrie P7 est brisée . . . . . . . .. ... ...

PT -produit scalaire .

L’opérateur C et le CP7T produit scalaire . . . . . ... ... ... ....

Systéeme & deux niveaux

1.2 Pseudo-hermiticité . . . . . .

1.2.1
1.2.2
1.2.3
1.24

1.2.5
1.2.6

Hamiltoniens pseudo-hermitiques . . . . . . . . ... ... ... .....

Spectre d’'un hamiltonien pseudo-hermitique . . . . . . . . . ... .. ..

Pseudo produit scalaire

S P

Base bi-orthonormée des Hamiltoniens pseudo-Hermitiques . . . . . . . .

Equivalence de pseudo-Hermiticité et symétries antilinéaires . . . . . . .

Oscillateur harmonique dans un champ complexe uniforme . . . .. ..

2 Systémes quantiques non-hermitiques dépendants du temps

2.1 Equation de Schrodinger . . .

2.2 Meéthodes de résolution de I’équation de Schrodinger . . . . . . . . . .. ... ..

2.2.1

Approximation soudain

10
11
12
13
15

15
17
18
19

20
21



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

2.2.2 Theéorie des invariants de Lewis-Reisenfield . . . . . . . . . .. ... ... 26

2.2.3 Exemple illustratif 1 : Oscillateur harmonique de fréquance dépendante

dutemps . . . . . . 28
2.2.4 Exemple illustratif 2 : Systéme & deux niveaux . . . . . . .. .. ... .. 29
2.3 Méthode des invariants pseudo-hermitiques . . . . . . . . . .. ... L. 31

3 Particule dans un champs électrique complexe et dépendant du temps éxcité 33

3.1 Invariant liniaire pseudo-Hermitique de H(t) . . . . . ... ... ... ... ... 33
3.2 Lafonction d’onde 9(x,t) . . . . . .. L 35
3.3 Particule avec masse et potentiel constantes . . . . . ... ..o 37
Conclusion 38

Bibliographie 39



Introduction

La mécanique quantique représente une branche importante de I’étude et de la description
des phénomeénes fondamentaux des systémes physiques a I’échelle atomique et subatomique. Le
comportement microscopique des objets atomiques, qui composent la matiére, permet a conduit
a la formulation de la théorie quantique par Schrodinger, Heisenberg et Dirac. La mécanique
quantique repose sur un ensemble d’axiomes [1, 2] parmi lesquels : i) les produits scalaires des
vecteurs d’état ont une norme positive, ii) I'évolution est unitaire, iii) "hamiltonien (h = k™)
d’un systéme doit étre un opérateur hermitien.

L’hermiticité d’un hamiltonien est une condition suffisante pour la réalité du spectre d’éner-
gie et nécessaire a 'unitarité de I’évolution. En 1998, Bender et Boettcher ont travaillé sur les
hamiltoniens non hermitiens (H # H™) et ont interprété la réalité du spectre comme étant
due a sa symétrie PT, laquelle résulte de 'invariance des hamiltoniens PT-symétriques sous la
transformation de parité et de renversement du temps HPT = PT H. Le concept plus général
que PT est celui de pseudo-hermiticité pour un hamiltonien indépendant du temps (H = H,),
introduit par Mostafazadeh en 2002.

Pour les systémes non hermitiques dépendants du temps, décrits par des hamiltoniens non
hermitiens (H(t) # H"(t)) en adaptant Papproche de 'opérateur invariant. Notre hypothése est
que la théorie stationnaire dans le concept de pseudo-hermiticité reste valable pour les systémes
dépendants du temps dans lesquels 'opérateur invariant 1(t) est généralisé en I'invariant pseudo-
hermitique /7% (t). Cependant, pour les hamiltoniens non hermitiques dépendants du temps, un
probléme a été trouvé pour la conservation de la probabilité de présence ((U(t) |V (t)) = f(t)), et
les valeurs moyennes des observables, pour résoudre ce probléme, il était nécessaire d’introduire
la renormalisation de la probabilité en introduisant I'opérateur n = p*p appelé la métrique.

Nous commencons le premier chapitre par une introduction aux notions de symétrie PT’
et de pseudo-hermiticité. Le deuxiéme chapitre présente la méthode des invariants pseudo-
hermitiens pour déduire la solution de I’équation de Shrodinger des systémes non hermitiques
dépendants du temps. Le troisieme chapitre est consacré a I’étude d’une particule en intéraction

avec champs électrique complexe et dépendent du temps.



Chapitre 1
PT-symétrie et pseudo-Hermiticité

L’idée des Hamiltoniens complexes avait déja fait surface dans des domaines divers, tels
que la diffusion mécanique quantique conventionnelle [3]. En 1959 Wu Tai Tsun a publié un
article [4] dont l'objectif était calculé 'énergie de 1'état fondamental des sphéres de Bose. Wu
avait constaté que cette énergie était divergente, afin de résoudre ce probléeme il a vait utilisé
un hamiltonien non hermitique et non diagonalisable. Ce qui est impressionnant dans ce travail
est que les valeurs propres de ce Hamiltonien sont réelles, quoi que, le papier n’a offert aucune
justification pour la représentation de tel Hamiltonien.

En 1967, Jack Wonga publié un article [5] dans lequel il a fait la remarque que les ha-
miltoniens des systémes fermés sont décrits par des hamiltoniens hermitiques, cependant, ’ha-
miltonien perd son Hermiticité lorsqu’une interaction externe est considérée. Ces hamiltoniens
peuvent avoir une partie du spectre qui est discrétes, de plus, les valeurs propres qui sont com-
plexes semblent étre admis pourtant il n’y a pas d’explication de la facon dont elles pourraient

probablement étre physiquement raisonnable.

1.1  Symétrie P7 et CPT

1.1.1 P7-symétrie

La théorie de P7T — symétrie a été introduite pour la premiére fois en 1998 par Carl Bender

et Stefan Boettcher [6, 7, 8] qui ont montré que le spectre de I’hamiltonien non-hermitique
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(H = p? + 22 — iz3) est réel et positif.

La théorie de la P7 symétrie est un concept relativement nouveau ou Carl Bender [6] et
Stefan Boettcher ont interprété la réalité de ce spectre comme étant indice de sa symétrie P7 .
Autrement dit, si nous réfléchissons simultanément dans I’hamiltonien de potentiel cubique iz3
nous voiyons qu’il reste inchangé par une réflexion d’espace et conjugaison du nombre complexe
1. Le fait qu’il soit possible de trouver de vraies valeurs propres dans un hamiltonien qui est non-
hermitique a suscité un certain intérét, d’autant plus que le concept de symétrie P7 semble

avoir une interprétation plus physique que le concept trés mathématique d’hermiticité. par

Iintroduction de 'opérateur PT ;

Ou P est Popérateur de parité (ou réflexion d’espace) et 7 est 'opérateur renversement du

temps, que nous pouvons définir séparément :

L’operateur P est définit comme :

PaP =—-x ; PpP=—p (1.1)

Tandis que 'opérateur 7 est défini comme :

TaT =x ; TpT =—p ; TiT = —i (1.2)
Avec
PP = T?°=1 (1.3)
[P, T] = 0

Ou loperateur P7  briserve la relation de commutation habituelle :

[z, p] = ih (1.4)
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1.1.2 Hamiltoniens P7 -symétriques

Un hamiltonien H est dite P7 — symétrique s’il est invariant par la transformation P7,
c’est-a-dire

H=(PT)H (PT)™" (1.5)

Qui implique que

[H,PT] =0 (1.6)

Par conséquent la propriété principale des hamiltoniens P7 -symétriques est que leur spectre
est réel a cause de la P7 — symétrie de ces hamiltoniens, comme a également été montré par
Carl Bender et Stefan Boettcher.

Quand on étudie la P7 -symétrie des hamiltoniens nous distinguons deux types de symétrie :
brisée et non brisée, la symétrie est dite non brisée si toutes les fonctions propres de ’hamiltonien
PT -symétrique sont en méme temps des fonctions propres de I'opérateur P7 . Par contre, s’il
existe des fonctions propres de I’hamiltonien P7 -symétrique qui ne sont pas des fonctions
propres de l'opérateur P7, elle est dite brisée.

maintenent Pour démontrer que les valeurs propres sont réelles, nous exigeons que la sy-

métrie ne soit pas brisée, donc on peut écrire :

H{y,) = Enli,) (1.7)
Et
PT [¢,) = 0¢,) (1.8)
Mais comme
(PT)? =1 (1.9)
Il en résulte que :
0] =1 (1.10)
La relation (1.7) permet d’écrire :
HPT |¢,,) = PTE, |¢,) (1.11)

De D'autre c6té nous avons

PTE,PT =E (1.12)
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Et
Pi=1 (1.13)

De ces derniéres équations on conclue que

E,=FE’ (1.14)

1.1.3 Les énergies lorsque la symétrie P7 est brisée

Dans le cas ou H et l'opérateur P7 sont simultanément diagonalisables, nous pouvons

également avoir des cas ol ce n’est pas vrai. Dans ces cas (1.6) il est toujours valable

[H,PT] =0 (1.15)

car nous avons toujours un hamiltonien P7 -symétrique. Cependant, comme P7 est non li-
néaire, Le P7 n’a pas besoin d’étre diagonalisable simultanément. On écrit |1),,) comme vecteur

propre avec I’énergie F,, de sorte que

H ) = Enthy,) (1.16)

Si P7T et H ne sont pas diagonalisables simultanément, nous avons la situation

PT ,) = [, "7 (1.17)

)T #0Y,) (1.18)

pour toute constante 6. c’est-a-dire que les vecteurs propres, |1,,), de H ne sont pas des

vecteurs propres de P7 . Dans ce cas, nous décrivons la symétrie P7 de I’ hamiltonien comme
p , . . T
étant spontanément brisée. La notation |¢n>73

>73"T

, ne nous dit pas encore, aucune information sur

I'énergie de [¢,,)" ", elle désigne simplement la fonction dérivée de action de P7T sur Pétat
. < . PT .

propre |¢,,). En effet, jusqu’a présent, nous ne savons pas si |¢,,)" ~ est une fonction propre de

H du tout. En utilisant (1.6), nous avons
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[H,PT||¢,)"" = HPT |y,)?" — PTH|y,)"" =0 (1.19)

donc

Hp,)"" =E;v,)"" (1.20)

Cela nous indique que |¢n>PT est un vecteur propre de H avec la valeur propre E’.

W) = [y,) (1.21)

En supposant qu’il n’y a pas de valeurs propres dégénérées, cela signifie que lorsque la
PZI symétrie est brisée, les valeurs propres d’énergie viennent en paires conjuguées complexes.
L’opérateur P7 échange entre les vecteurs propres avec des valeurs propres conjuguées com-

plexes.
On peut alors dire que pour un hamiltonien P7-symétrique toutes les valeurs propres

d’énergie sont soit réels, soit se produisent dans des paires conjuguées complexes.

1.1.4 ‘P7-produit scalaire

En mécanique quantique usuelle, la norme d’un vecteur dans ’espace de Hilbert doit étre
positif.
Carl Bender a introduit un P7 -produit scalaire associé¢ aux hamiltoniens P7 -symétrique,

qui le définit comme :

(/. 9)pr = / PTf(2)) gla)da (1.22)
Ou
PT f(x) = f*(—x) (1.23)

Désignons par 1, et 1, les fonctions propres de H qui sont orthogonales dans le sense du

‘PT -produit scalaire

W [Yn)pr = Wl P ) = / (PT9,(2)] o, (x)dz = (=1)"Opmn (1.24)
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Notons que pour m = n le produit (¢,, |,,)py devient

<1/1n |¢n>PT = (_1)n (1-25)

On voit que le PT-produit scalaire parfois donne le produit (¢ 1)) pp = —1.

1.1.5 L’opérateur C et le CP7 produit scalaire

Nous avons un probléme de norme avec le P7 -produit scalaire dans la section président,
pour résoudre le probleme de la norme négative, Bender a montré que tous les hamiltoniens
PT-symétrique dont la symétrie n’est pas brisée possédent une autre symétrie engendrée par
un nouvel opérateur linéaire noté C : les propriétés de 'opérateur C sont presque identiques a
ceux de l'opérateur de la conjugaison de charge C.

L’opérateur C est représenté dans l’espace des coordonnées par :

Clz,y) =Y ()i, (y) (1.26)

et leur carré est égal a I'unité

/C(x,y)C(y, z) =6(x — z) (1.27)

Qui implique que

=1 (1.28)

Par conséquent les valeurs propres de I'opérateur C sont +1 dont I'action sur les fonctions

propres est donnée par :

Cipp () = (=1)",,(2) (1.29)

Additionnellement a la symétrie de ’hamiltonien H 1'opérateur C vérifie les relations de

commutation suivantes :

C, H] =0 (1.30)
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Et
[C,PT] =0 (1.31)

Par contre C ne commute pas avec les opérateurs P et T séparément :

C,P]#0; [C,T] #0 (1.32)

La redéfinition du P7-produit scalaire (1.24) a l'aide de (1.29) rend les états propres

énergétiques [1),,) orthonormé dans le sens du CP7 -produit scalaire :

(o lonepy = / CPT v, (2)] o () = By (1.33)

1.1.6 Systéme a deux niveaux

Le systéme & deux niveaux est I'un des problémes les plus importants & I’étude des systémes
PT-symétrique, et est décrit par ’hamiltonien ;
Qe A
H = ‘ , (1.34)
A Qe B
ol les trois parameétres 2, A et [ sont réels. Cet Hamiltonien n’est pas Hermitique, mais il

est facile de voir qu’il est P7-symétrique, ou ’on définit ’opérateur parité comme

0 1
P = (1.35)
10

et nous définissons 'opérateur 7 pour effectuer une conjugaison complexe (7 H 7 = H*).
Comme premiére étape de ’analyse de ’hamiltonien (1.34), nous calculons ses deux valeurs

propres :

EL =Qcosf £ \/A2 — )2sin® B (1.36)

Il y a clairement deux régions paramétriques a considérer, une pour laquelle la racine

carréer/ A2 — Q2sin? 3 est réel et autre pour lequel il est imaginaire. Lorsque A2 < Q2 sin? 3,
les valeurs propres forment une paire conjuguée complexe. C’est la région ou la symétrie P7T

est brisée.
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En revanche, lorsque A% > Q?sin? 3, les valeurs propres Fy = Qcosf + \/ A2 — (2sin? 3
sont réels. C’est la région de la symétrie P7 non brisée. Dans la région non brisée, les états

propres simultanés des opérateurs H et P7 sont

/1 et
E.) =
IE+) 2cos <e‘

Q
sina = Zsinﬁ, (1.38)

«

1 e 3
t|B) = ——( . 1.
a) et |[E) Tow(_ma» (1.37)

[SIENENIES

le PT -produit scalaire donne
<Ei |Ei>7)']‘ =41 et <Ei ‘E$>’P'T = 0, (139)

ou (U, [¥,)pr = (V| P|1,,). En ce qui concerne le PT-produit scalaire, I’espace vectoriel
étendues par les états propres énergétiques a une métrique de signature (+, —). Si la condition
A? = O2sin® B pour une symétrie P7 non brisée est violée, les états (1.37) ne sont plus états
propres de P7T parce que « devient imaginaire. Lorsque la symétrie P7 est brisée, La norme
PT de I’état propre énergétique disparait.

Ensuite, nous construisons 'opérateur C en utilisant (1.26) :

1 7sin o 1
C =

(1.40)

cos & 1 —isin«

Notez que C est a la propriété clé
C|EL) = £ |Ey).

L’opérateur C commute avec H et satisfait C2 = 1. Les valeurs propres de C sont précisément
les signes des normes P7  (1.39) des états propres correspondants. En utilisant 'opérateur C
nous construire la nouvelle structure de P7 -produit scalaire (1, |,,).py- Ce produit interne
est définie positive car (Ey |Ey).py = 1. Ainsi, I'espace de Hilbert bidimensionnel

étendu par |E.), avec le produit (Ey |Ey).pr, a la signature (+, +).
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1.2 Pseudo-hermiticité

Le concept de pseudo-hermiticité a été introduit dans les années 1940 par Dirac et Pauli
[9], et plus tard discuté par Lee [10], Wick et Sudarshan [11], qui essayaient de résoudre les pro-
blémes qui se posent dans la quantification de I’électrodynamique et d’autres théories quantiques
des champs dans lesquels la norm négative, les états apparaissent comme une conséquence de la
renormalisation [12, 13]. Celles-ci les probleémes sont illustrés trés clairement par le modéle de
Lee. Un autre concept est la quasi-hermiticité correspond avec le concept de pseudo-Hermiticité
a été bien traitée dans [14].

Il y a deux décennies AliMustafazadah a énoncé trois articles [15, 16, 17] dont 'objectif
est définit une classe des hamiltoniens qui ne sont pas hermitiques mais qui possédent un
spectre réel et positif. AliMustafazadah a présenté une alternative a la mécanique quantique
conventionnelle, et il a trouvé la condition nécessaire de la réalité du spectre d’un hamiltonien
non-hermitique dans laquelle les hamiltoniens sont pseudo — Hermitiques. Et par conséquent
il a remplacé la condition de P7 -symétrie par une approche physique plus générale connu sous

le nom de pseudo — Hermiticité.

1.2.1 Hamiltoniens pseudo-hermitiques

L’hamiltonien pseudo-hermitique est 'opérateur qui vérifier Les régles de pseudo-Hermiticité ;
qui permet de faire passer d’un hamiltonien non-hermitique H a un hamiltonien hermitique h
équivalent, autrement dit,tout hamiltonien pseudo-hermitique H est similaire & un hamiltonien
auto-adjoint (hermitique) h, ’hamiltonien pseudo-hermitique H est relié avec son hamiltonien

hermitique h par la relation
h=pHp™! (1.41)
Ou p est un opérateur linéaire, inversible et borné.

Et les états propres des deux Hamiltoniens sont reliés par

1) = p~ ) (1.42)
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tel que
et
comme h est hermitique c’est-a-dire h = h*, on a :
h=pHp™ = (p ) H'p* (1.43)

donc

pHp ' = (p~)TH*p*

Qui implique que I'’hamiltonien H est lié avec son adjoint par la relation de pseudo-

Hermiticité

Ht =nHn™! (1.44)

Par définition, un opérateur linéaire H : H — H qui agit sur 'espace de Hilbert H est
dit pseudo-hermitique, s’il existe un opérateur linéaire, hermitique et inversible n : H — H tel

que : H satisfait la relation de pseudo-hermiticité H™ = nHn™!.

Avec

n=p"p; 0= (") (1.45)

L’opérateur 7 est appelée la métrique qui relie les états propres [¢),,) et |x,,) de H et H

respectivement comme
Xa) = 1) (1.46)

La définition n = p*p nous dis que 7 est invariante par une transformation unitaire de

lopérateur p (p — Up), avec UTU = I.
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1.2.2 Spectre d’un hamiltonien pseudo-hermitique

Pour analyser les propriétés spectrales d’'un hamiltonien pseudo-Hermitique on considére
que H est un opérateur linéaire agissant dans ’espace de Hilbert H, et supposons que le spectre
de H soit discret. A mon avis, la définition donnée par 'équation (1.44) a des conséquences
remarquables. Commengant par (1.44), ensuit multiplions & droite les deux cotés par un vecteur

propre |E;), puis multiplions a gauche les deux cotés par un autre vecteur propre (E;| :

H*n = nH
H'n|E;) = nH |Ej)

(Ei| H'n|Ej) = (E|nH |Ej) (1.47)

En Remplagantn I’hamiltonien par leur valeurs propres (H |E;) = E;|E;), (E;|Ht =

(E;| EY), les derniéres équations réécrivent en termes de produit 7-scalaire [15] comme :

Ef (Eiln|E;) = E;{(Ei|n|E;)
Ei (B |Ej), = Ej(Ei|E)),
(E; — Ej)(Ei |Ej), = 0 (1.48)
Le résultat de cette équation conduit directement & la deuxiéme proposition de Mostafa-
zadeh, citée ci-dessous :

Un Hamiltonien n-pseudo-Hermitique a les propriétés suivantes :

(a) Les vecteurs propres avec une valeur propre non réelle ont une semi-norme, c’est-a-dire ;

(b) Deux vecteurs propres quelconques sont pseudo-orthogonaux a moins que leurs valeurs

propres ne soient conjugués complexes,
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Ensuite, Mostafazadeh a présenté une série de propositions pour démontrer les propriétés
spectrales d’'un Hamiltonien pseudo-Hermitique ot les conditions suivantes sont équivalent :
1. les valeurs propres de H sont réelles ou viennent en paires conjuguées complexes.

2. H est pseudo-Hermitique.

1.2.3 Pseudo produit scalaire (¢ [,),

Mostafazadah a introduit le pseudo produit scalaire (produit 7-scalaire) noté (¢ 1),

entre deux vecteurs |¢,) et |1),) appartenent & l'espace de Hilbert H, tel que

(1 [tha)y i= (1| [eg) (1.51)

Ce produit ne peut étre invariant dans le temps que si son taux de variation avec le temps

est nul;

iz teatea) = (i @) e (i 10 ) =0 (152)

étant donné que [¢),) et [¢,) obeisent a I’équation de Schrédinger d’évolution (4 ‘¢172> =H ’¢172> :

le derniére équation devient

d
i (Ul [iha) = (| nH — H [1hy), =0 (1.53)

Le pseudo produit scalaire (1|7 |1)5) est invariant sous la translation du temps généré par
I’hamiltonien H si et seulement si H est pseudo-Hermitique (nH — H™n).

Comme I’hamiltonien pseudo-Hermitique H a un Hamiltonien Hermitique A équivalent,
et 'hamiltonien Hermitique h préserve le produit scalaire usuel ((¢,|¢,,) = 0mn). & 'aide des
équations (1.45) et (1.42), le pseudo produit scalaire (produit n-scalaire) est équivalent avec le

produit scalaire standard :

(Wl 0 [0m) = (@nlm) = Omn (1.54)

Donc le pseudo produit scalaire est définit positif, et il est conservé.
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1.2.4 Base bi-orthonormée des Hamiltoniens pseudo-Hermitiques

Dans l’espace de Hilbert H, les Hamiltoniens pseudo-Hermitiques posseédent une base des
vecteurs propres bi-orthonormée compléte {|¢,,) ,|x,)} avec spectre discret et non dégénéré.
Par définition [17] : une base bi-orthonormée

compléte est une base de vecteurs {|¢,,), |x,,)} tel que;

et

D 1) Wl =D 1) (xal =1 (1.56)

Ou [¢,,) et |x,,) sont les états propres de H et HT respectivement qui obeissent aux
équations :

HY,) = E,|1,) (1.57)
H' X,) = En |X0) (1.58)

Par conséquent I’hamiltonien H et son adjoint H* s’écrivent dans la base bi-orthonormée

comme

H = Y Eult,) (X (1.59)
HY = Y Eulx,) (0] (1.60)

afin d’exprimer les opérateurs métriques 7 et p en termes de la base bi-orthonormée, nous
utilisons les deux propriétés (1.55) et (1.56) de la base bi-orthonormée, et la relation entre les
états [1,,), [x,)» et |p,) Egs. (1.42) et (1.46), les opérateurs 1 et p décomposent dans la base

bi-orthonormée sous la forme

N=> 1) Ol 171 = D [10) (10, (1.61)

et

p=> len) (al: P75 =D 1) (04 (1.62)
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Effectiviment 1’action des opérateurs métrique 7 et p donne les relations (1.42) et (1.46). La
généralisation de ces résultats est bien présentée dans [17] comme :

Théoréme.

Soit H un Hamiltonien non-Hermitique avec un spectre discret et un systéme bi-orthonormé
complet des vecteurs propres {|1,,) , |x,,) }, alors H est pseudo-Hermitique si et seulement si I'une
des conditions suivantes est satisfaite [17] :

1. le spectre de H est réel

2. les valeurs propres complexes sont classées en paires de complexes conjuguées avec la
méme multiplicité.

Une implication directe de ce théoréme sont les corollaires suivants :

Corollaire 1

Chaque Hamiltonien non-Hermitique avec un spectre réel et discret qui posséde un systéme
bi-orthonormé complet des vecteurs propres est pseudo-Hermitique.

Corollaire 2

Tout Hamiltonien P7 -symétrique qui posséde un spectre discret et un systéme bi-orthonormé

complet des vecteurs propres est pseudo-Hermitique.

1.2.5 Equivalence de pseudo-Hermiticité et symétries antilinéaires

Une caractéristique trées intéressante de la pseudo-Hermiticité est sa connexion avec l’exis-
tence de symétries anti-linéaires. Comme il est bien connu des symétries antilinéaires jouer un
role important en physique (I'inversion du temps est associée a un opérateur anti-linéaire).

La décomposition de 'opérateur métrique 7 en termes d’opérateurs C et P a laid de com-

paraison des relations (1.33) et (1.54) selon
n=CP (1.63)
Il existe une équivalence entre les relations suivantes
HY =nHn ' < [H,C]=0 (1.64)

De plus, si 'hamiltonien est P7 -symétrique, ce qui signifie [H, P7| = 0, nous avons aussi

que lopérateur C et Popérateur métrique n sont P7 -symétriques : [C,P7]| = [, PT] = 0. Bien
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que la réalité du spectre d’'un Hamiltonien serait étre garantie par l'existence d’une symétrie
anti-linéaire de cet opérateur, comme P7 par exemple. Cet résultat obtenu a été généralisé
dans [17] :

Théoréeme. Soit H un opérateur linéaire. Supposons que le spectre de H est discret, que
ses valeurs propres ont une multiplicité algébrique nie. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1. Les valeurs propres de H sont réelles ou viennent en paires conjuguées complexes.

2. H a une symeétrie (anti-linéaire) générée par un opérateur anti-linéaire, tel que [H, 7] = 0.

3. H est pseudo-Hermitique.

1.2.6 Oscillateur harmonique dans un champ complexe uniforme

Maintenant On va étudier la pseudo-Hermiticite d’un Oscillateur harmonique dans un

champs uniforme définit par ’'Hamiltonien non-Hermitique suivante

2
1
H=2 4 2?4 iBr + HT (1.65)
2m 2

ou m est la masse de la particule, w est la fréquance, E est le module du champ électrique.

Il est facile de montrer que les niveaux d’énergies de ce systéme sont

Enzhw(n+1)+( b )2 (1.66)

2 mw?

qui correspondent aux vecteurs propres suivantes

1 i / Lo
ol () = e (%) e meP I, ( %m) e M (1.67)

Ou H,, sont les polynomes d’hermite.
Nous définissons I'opérateur métrique n = p*p qui relie H avec H™ par la relation de
pseudo-Hermiticité (H+ = nHn™!)

2E
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I'opérateur p qui relie I’hamiltonien H avec son Hamiltonien Hermitique h peut étre écrit

comme

p= emuz? (1.69)

et

-1

p = eiﬁp (170)

Comme nous 'avons bien vu dans les sections présidents I'opérateur p mappe ’hamiltonien

H vers un Hamiltonien Hermitique A ;

2 E\’
h=pHp = p_m + Zmw?x? + ( ) (1.71)

dont les états propres de l'oscillateur harmonique habituel

1 mw\ i mw 1 2
h — e H s — 55 TWT
#nle) = V2! <7Th) " (\/ h I) «" (1.72)

Par conséquent le pseudo-produit scalaire définie en (1.54) donne

—+00

(ot |et, = (et nlelt) = [ [ @) nle)etiando (1.73)

En remplagant la métrique () par (1.68) et les états propres [¢X (z)]", ot (z) par (1.67),

le pseudo-produit scalaire (1.73) devient

+o00
1 /mwNz [ mw, mw mw
Gl = g () [ m () o (o)

Par changement de variable z = %q, le produit <<,of { n {(pﬂ> se simplifie en

(i |1 |em) = Omn (1.75)



Chapitre 2

Systémes quantiques non-hermitiques

dépendants du temps

Nous présentons les méthodes systématiques pour traiter la dynamique quantique des
systémes hermitiques ayant des Hamiltoniens dépendants manifestement du temps; (H(t) =
H(t)*"), basée sur 'équation de Schrodinger d’évolution (H (t) [¥(t)) = ihd [U(t))) et la géné-
ralisation de ces concepts aux cas non-Hermitique ot on introduit une nouvelle approche des
systéemes non-Hermitiques dépendants du temps. Une fois cet objectif atteint, nous calculons
le vecteur d’onde |¥(t)) analytiquement en fonction du temps, afin de généraliser la notion de

pseudo-Hermiticité a la théorie des invariants de Lewis Reisenfield.

2.1 Equation de Schridinger

La mécanique quantique postule que 1'équation de Schrodinger d’évolution [18] est I’équa-

tion dynamique des systémes quantiques Hamiltoniens, et elle est de la forme
0
H(#) [¥(t)) = ihg [T(t) (2.1)

avec
H(t) : est 'hamiltonien du systéme qui appelé générateur de I’évolution.
|W(t)) : est 'état qui décrit le systéme & chaque instant.

L’équation de Schrodinger (2.1) est I'une des équations fondamentales de la mécanique
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quantique non relativiste, a été formulée en 1926 par le physicien autrichien Erwin Schrodinger.
Elle décrit comment les états quantiques |¥(¢)) d’un systéme physique changent dans le temps.
L’état |W(t)) est également appelé fonction d’onde ou vecteur d’état. En mathématiques pures,
I’équation de Schrodinger et ses variantes sont largement utilisées dans le domaine des équations
aux dérivées partielles. Il a une application en géométrie, théorie spectrale et diffusion et aux
systémes intégraux.

[’équation de Schrodinger peut étre écrite sous deux formes différentes, 1’équation de Schro-
dinger dépendante du temps (H(t) [¥(t)) = ih2 |U(t))) et Péquation de Schrédinger indépen-
dante du temps (H |¥V) = E|V)). En outre I’équation de Schrodinger a la fameuse forme
suivante :

0

HOU () = ihs U () (2.2)

ou U(t) est 'opérateur d’évolution qui agit sur un état initial |¥(0)) et le porte a l'état
|W(t)) comme
U(t) [®(0)) = [¥(#)) (2.3)

Dans tout ce qui suit nous sintérese au cas ou les Hamiltoniens ayant une dépendance

manifeste du temps c’est & dire nous utilisons I’équation de Schrodinger de type (H(t) |¥(t)) =

inZ (1)

2.2 Meéthodes de résolution de I’équation de Schrédinger

Depuis le début de la mécanique quantique, différentes méthodes ont été développées pour
résoudre 1’équation de Schrodinger, cependant, il existe quelques systémes dont la solution est
exacte ol I’hamiltonien H est indépendant du temps, ces systémes exactement solubles sont
utilisés pour construire une solution approximative pour les systémes non exactement solubles
(des systémes ayant des Hamiltoniens dépendants du temps H = H(t)) a laide des transfor-
mations canoniques ou des méthodes d’approximation, par exemple, de nombreux systémes
dont la solution n’est pas exacte, sont généralement résolus grace a l'utilisation des méthodes
d’approximations. Quoi qu’il en soit, en général lorsque I’hamiltonien est une fonction expli-
cite du temps, la solution est souvent soit une solution approchée analytique, soit une solution

numérique.
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Dans le cadre des systémes quantiques qui dépendent dans leur description des Hamiltoniens
dépendants du temps , il existe deux situations importantes pour la dépendance temporelle de
I’hamiltonien, ce qui dépend des modifications de ’hamiltonien sont soit trés rapides, ou tres
lent, suivant ces deux situations nous avons deux approximations (adiabatique et soudain) qui

traitent une sorte d’hamiltoniens dont 1’évolution dans le temps est de la forme

Hy t=<t
H(t)=1q H(t)tg<t =<1t (2.4)
H1 t > tl

ou 'hamiltonien H(t) passe de Hy & Hy sur un intervalle du temps 7' = t; — to. Le régime
soudain correspond & une intervale du temps 7' < petit, tandis que le régime adiabatique

corresponde & une intervale du temps T > grand. Nous discutons chaque cas séparément.

2.2.1 Approximation soudain

Contrairement & la procédure mentionnée ci-dessus I’approximation soudaine est I’approxi-
mation la mieux adaptée pour étudier les systémes dont les Hamiltoniens changent brusquement
(sur un intervalle de temps trés court 7'), 'état ne peut pas rattraper le changement et reste
essentiellement inchangé. L’approximation soudaine devrait étre bonne si ’échelle de temps du
le changement T est beaucoup plus petit que les répartitions d’énergie typiques AF parmi les
niveaux d’énergie. C’est la base de I'approximation soudain 7' < A—hE.

Sous cette approximation, 'opérateur d’évolution Ur(s) sintégre de I’équation (2.2) comme

Ur( —I+—/H YVUr(s (2.5)

dans la limite ou 7" — 0 le seconde terme / H(s)Ur(s)ds tende vers zero ou on peut
poser que Ur(s) ~ I.

et par conséquant un vecteur d’état |¢,(to)) reste inchangé sous l'action de l'opérateur
d’évolution

Ur(s) [¢,(to)) = ¢, (to)) (2.6)
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2.2.2 Théorie des invariants de Lewis-Reisenfield

La théorie des invariants de Lewis-Reisenfield (LR) est basée sur la construction d’un
opérateur invariant Hermitique explicitement dépendant du temps (constante de mouvement)
qui décrit un systéme quantique modulé par un Hamiltonien Hermitique dépendant du temps
(H = H(t)). L’utilisation de la théorie des invariants pour résoudre des systémes quantiques,
a 'avantage d’offrir une solution exacte aux problémes résolu par la théorie traditionnelle
de la perturbation dépendante du temps. La théorie a été introduite pour la premiére fois
par Lewis et Riesenfeld [19]. Il y a une classe d’invariants Hermitiques I(¢) exacts pour les
oscillateurs harmoniques dépendants du temps décrit par ’hamiltonien H(t) = % + mw(t)“%2
et celui d’une particule dans un champ électromagnétique dépendant du temps d’hamiltonien
H(t) = %—i—e@(r, t ) qui ont été rapportés dans. La solution de I’équation de Schrodinger
dépendante du temps dans le contexte de cette méthode est obtenue en termes des états propres
de 'opérateur invariant Hermitique, ot 'opérateur invariant vérifie I’équation de Von-Neumann

aI() _ o1t | 1

a ot | ih

Ensuite, selon Réf. [19] nous supposons que l'invariant I(¢) posséde un ensemble complet

[I(t),H(t)]=0 (2.7)

d’états propres orthonormeés et satisfait les équation aux valeurs propres

1(t) lpa()) = Alea(t) (2.8)

qui lui correspondent des valeurs propres .

tans que I(t) est Hermitique les fonctions propres |¢,(¢)) sont orthonormées

{ox () [oa(t)) = dnx (2.9)
maintenant, en suivant les mémes étapes de réf. [19], on différencie 'équation. (2.8) par

rapport au temps

OI(t) 0 O\ 0
I(t)— = — 2.1
L a0 + 102 fea ) = 2 o (0) + A2 lealt) (2.10)
multiplions ensuite a gauche par {p,(t)| nous obtenons

2 = tea) 2 o, (2.11)
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également en fonctionnant avec le coté gauche de I'éq. (2.7) avec 1'état |, (t)) et en proje-

tant sur I'état (p,/(t)|, on trouve

: oIt
it (w0 2 oy (1) + (X = ) G (] HD) (1) = 0 (2.12)
Ensuite, en prenant A = X', nous trouvons que (¢, (t) 818—(:) lo,(t)) = 0. Donc, en substituant

ce résultat dans éq. (2.12) on obtient que les valeurs propres de l'invariant sont indépendantes

du temps, c’est-a-dire O\/0t = 0.

Afin d’étudier la connexion entre les états propres de I(t) et les solutions de 1’équation de
Schrodinger (2.1) nous procédons comme suit. En utilisant le fait que les valeurs propres de

'invariant sont des constantes, nous combiner éqgs. (2.11) et (2.12) pour obtenir

ih(A = X) (px (1)] % [oa()) = (A = X) (o (D H (L) [05(1)) (2.13)

Ensuite, pour A # A on déduit que

{ox ()] % oA () = (on (O H(2) [x(1) (2.14)

Ici, nous notons que cette équation n’est pas valide pour A = ). Cependant, sur la base
de la réf. [19], on peut faire la transformation |, (t)) — e*® |¢, (¢)), de sorte que I'éq. (2.13)

peut étre réécrit comme
do A (t)
dt

ott ary (t) est une fonction réelle du temps, et les nouveaux états e*® |, (¢)) sont toujours

= (ea )] iho — () [ox(0) (215)

des états propres de I(t). De plus, si a,(t) satisfait a I’équation. (2.15), éq. (2.14) est valable
pour A # )\ ainsi que pour A = \". On peut alors déduire que les nouveaux états e?*®) |, ())
satisfont I’équation de Schrodinger dépendante du temps (2.1). Par conséquent, la solution de

I’équation de Schrodinger dépendante du temps est

(1) = x| Ua() (2.16)

A
ou

[Ta(1)) = e (1)) (2.17)
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2.2.3 Exemple illustratif 1 : Oscillateur harmonique de fréquance

dépendante du temps

L’oscillateur harmonique unidimensionnel de fréquance dépendante du temps est un sys-

teme dont 'opérateur Hamiltonien est de la forme [19]

P’ 1 2 2

o x est une coordonnée canonique, p est son moment conjugué, w(t) est la fréquance qui
dépendante du temps, et m est la masse du systéme. Les variables x et p satisfont la relation
de commutation canonique

[z,p] =4, h=1 (2.19)

et les équations classiques du mouvement sont

: )
() = = 2.20
£elt) Opc(t) — m (220)
. OH(t)  w’()
() = — - _ (1 2.21
plt) = 5o =0 (221)
Nous supposons 'existence d’un invariant Hermitique de la forme homogeéne, quadratique
[19]
1
I(t) = 5 [a(Op® + B(t)2” + v(t)(ep + pz)] (2.22)

ot a(t), B(t) et v(t) sont des fonctions réelles du temps. L’équation de Von-Neumann (2.7)
pour [(t) donne

MO 4 L1y my
= (a0 220 0) 4 (0 220) 2+ (304 020 1]
- (2.23)
qui implique les contraintes
o) = 27 )
Bt) = —%v(t) (2.24)
y(t) = —@—l—wz(t)@
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afin de déterminer le facteur de phase de Lewis-Reisenfield (dast(t) = (o, (t)| ih2—H(t) |, (),

nous utilisons les états propres de I'invariant (2.22) qui sont donnés en représentation {x} par

o (3,1) = \/21n_n!<7rhg(t))iexp {z’;a(:%a;z} e-zoi’mﬂHn( a(%ix) (2.25)

ou H, sont les polynomes d’Hermite, et 2 est la valeure propre de I(t). En suit, En injectant

ces états propres dans la phase de Lewis-Reisenfield «,,(¢) défini en (2.15) et on combine avec

les contraintes (2.24), la phase «,(t) devient

an(t):—l(n—i—%)/ L v (2.26)

par conséquent la solution de 1’équation de Schrédinger a partir de (2.17) peut étre s’écrit

comme

S 0\ —iln 1 ti "l ex iV(t) e zons {2 T
e = i (e o | +2>0/ 7| o igagye] H"( a(tm)
(2.27)

qui vérifier la relation

/ () =1 (2.28)

2.2.4 Exemple illustratif 2 : Systéme a deux niveaux

Dans I'étude de la dynamique quantique le systéme a deux niveaux il présent 'interaction
d’un spin S avec un champs magnétique dépendant du temps E(t), I'interaction peut étre
d’écrit par I’hamiltonien

H(t) = ppB(t).5 (2.29)

ol i est le magnéton de Bohr, B(t) est le vecteur du champs magnétique ; B(t) = (B, (t), B,(t), B.(t)),

tandis que S est le spin quantique représenté par les trois matrices de Pauli; S zg(az, 0y, 0)

tel que

Op = coy=1| , 0, = (2.30)
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En remplagant B(t) et S dans I'hamiltonien (2.29) on obtient le systéme a deux niveaux

suivant

H(t) = (2.31)

ont w(t) = GupB.(t) et ot) = Gup(Ba(t) — iB,y(t)).

L’invariant /(t) suitable pour cet Hamiltonien est choisie sous la forme

cosf(t)  sinf(t)e ¥®
I(t) = . (2.32)
sinf(t)e¥®  —cosd(t)

dont ses états propres sont

o) —i?lh _ qin 0O —is(t)
[ cos=ZremE ; B sin <2e™"2 5 33
= 20 )= T (2.33)
sin =-e' 2 cos e’ 2
I'équation de Von-Neumann (2.7) pour /(t) donne
" —0(t) sin 0(t) (0(t) cos O(t) — ip(t) sin O(t) e )
(0(t) cos O(t) + ip(t) sin O(t))e?#® O(t)sinO(t)

(o(t)e™®) — g*(t)e= M) sinf(t)  2w(t)sin(t)e *") — 20(t) cosO(t)
20" (t) cos O(t) — 2w(t) sinO(t)e™?D  — (o(t)e™?® — o*(t)e= ") sin H(t)

qui implique les contraintes

—ihf(t) = (o(t)e?® — g*(t)e W) (2.34)
ih(0(t) cos O(t) — ip(t) sin O(t))e D = 20(t) sin O(t)e O — 20(t) cos O(t)  (2.35)

ih(0(t) cos O(t) + ip(t) sin 0(t))e?® = 20*(t) cos A(t) — 2w(t) sinA(t)e?  (2.36)

Maintenant calculons la moyenne des dérivés des états propres |I4(t))

(L (t)] m% 1,(t)) = in@ cos O(t) (2.37)
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tandis que le terme dynamique (IL(t)| H(t)|I£(t)) de la phase (2.15) est obtenu en rem-
placant les états propres (2.33)

(IL(t)| H(t) [I+(t)) = £ {w(t) cos6(t) + %sin 0(t) (o(t)e'” + o*(t)e ") (2.38)

en injectant les deux termes (2.37) et (2.38) dans la phase (2.15), on obtient

t - o
B (Q(t/)ezgo(t ) 4 Q* (tl)e—ch(t )) )
aslt) = F / S0 dt (2.39)

0

en suposant o(t') = |o(t')| =" la phase o (t) devient

dt’ (2.40)

o) cos(p(t') — o, ()
ax(t) = :F/ sin 0(t)

finalement la solution de I’équation de Schrodinger pour le systéme & deux niveaux est

donnée selon (2.17) et (2.40) comme

t

! N_ /
i ot )\co:i%ztg) 2o(th) 1

|Wi(t) =e © [11:(t)) (2.41)

2.3 Meéthode des invariants pseudo-hermitiques

On peut également utiliser 'approche standard de Lewis-Riesenfeld du calcul des invariants
comme argumenté dans [20, 21, 22, 23]. Cette approche nécessite de construire un opérateur
invariant pseudo-Hermitique 17 (t), c’est-a-dire I'invariant 17 (¢) est un observable qui obeit

a I’équation de pseudo-Hermiticité
TP () = ) I (0n(t) ™ & 1) = p(OT" " (D)p(t) ™", n(t) = p* (1)p(t) (2.42)

Et vérifie I’équation de Von-Newman

OIPH (t)
ot

=i [I"7 (), H(t)], h=1, (2.43)

Son adjoint I7H"(t) vérifie équation
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OIPHT (1)

R OO R L VRS

ot

Cette derniére équation est obtenue en injectant 177 (¢) = n(t)"' 177" (t)n(t) dans Péqua-
tion (2.43) ce qui implique la relation de pseudo-Hermiticité dépendente du temps entre H (1)
et H(t)*
1) = a0 H@0 ™ + 280 = (2.44)

Les états propres ‘<I>TILPH (t)> de l'invariant pseudo-Hermitique 17 (t) obéissent & I'équation

aux valeurs propres

TPH (¢) ‘cpf”’ > fPH‘cbfPH > (2.45)

qui vérifient la relation d’ortho-normalisation

IPH

<<I>m ‘ )cbf” > = (2.46)
ou les valeurs propres )\,ILPH sont constantes ;

aATI_LPH
ot

—0 (2.47)

La phase définit dans (2.15) est reformulée comme

nl0) _ (17" ) <><m§_ﬂ )\qﬂ”’ ) (2.48)

et elle est réelle par la relation (2.44) qui relie H(t) & H(t)*.
Plus loin, la solution de I’équation de Schrédinger (2.1) dépendante du temps avec un Ha-

miltonien non-Hermitique (H (t) # H(t)") est obtenue en termes des états propres de I'invariant

pseudo-Hermétique 177 (t) [20, 21, 22, 23] :

Z Cpn explia, (t )@IPH( )> (2.49)

ol nous avons démontré que I’évolution par cette méthode est unitaire tant que les phases
(2.48) sont réelles :
(W(t)|n(t) |[¥(t)) = conste =1 (2.50)



Chapitre 3

Particule dans un champs électrique

complexe et dépendant du temps éxcité

Le mouvement d’une particule avec une masse dépendante du temps soumise & l’action
d’un potentiel linéaire et complexe dépendant du temps éxité est décrit par 'hamiltonien non-

Hermitique
?
H(t) = 2m(D) +if(t)x + Vycoswt (3.1)

ot m(t) est la masse de la particule, et f(t) est une fonction réelle dépendante du temps

qui représente la force externe. Pour résoudre I’équation de Schrédinger dépendante du temps
L0
H(#) [¥(t)) = ihg [T(t) (3.2)

avec H(t) donné par (3.1), nous employons la méthode des invariants pseudo-Hermitiques pré-

sentée dans la derniere section du deuxiéme chapitre en suivant les mémes étapes.

3.1 Invariant liniaire pseudo-Hermitique de H(t)

Dans le cas d’une particule soumise a I’action d’'un potentiel linéaire complexe dépendant du

temps décrit par ’hamilonien (3.1), nous choisissons 1'opérateur invariant pseudo-Hermitique
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linéaire I7H (t) sous la forme

1770 = aft) (2~ 3a(0)) + 000 (p = 360 ) + <(0 (33)

ou «(t) et B(t) sont des parametres réels, tandis que a(t),b(t) et c(t) sont des fonctions com-

. . . . . PH PH
plexes dépendantes du temps a déterminer. La condition d’invariance i o © _— o o © _

i [IPH (t), H(t)] = 0 implique que

b(t) = o ® (3.4)

(da + Bb + 66) — ibf(t)

N | .

ot) —

apres avoir résolu ces équations, nous obtenons

a(t) = ag
b(t) = by — ao/o mgt')dt, (3.5)
c(t) = ¢o

1

70 =~ (ahao + 5000) - 5025

Ainsi que opérateur 177 (t) est pseudo-Hermitique, alors il vérifie la condition
PR =) I (O~ (1), (3.6)

nous choisissons un opérateur métrique 7(t) sous la forme

n(t) = p*()p(t) = exp [B(t)x — alt)p], (3.7)
p(t) = N a(t), B(t) € R, (3.8)

L’action de l'opérateur p(t) elle fait déplacer les opérateurs position et impultion comme

(:1: + %a(t)) | (3.9)

(p + %B(ﬂ) : (3.10)

p(t)zp(t) ™

p(t)pp(t) ™
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En injectant cette métrique dans la condition (3.6) avec Iinvariant (3.3) on obtient les

solutions suivantes

b(t) = b*(t) (3.11)

3.2 La fonction d’onde v(x,1)

Dans le cadre de la méthode des invariants pseudo-Hermitiques, la solution de 1’équation
de Schrodinger ;

ot '’hamiltonien (3.1), s’écrit en termes des états propres de l'invariant (3.3) comme;
Yy, t) = emOl™ (2 1) (3.13)

ol i, (t) est la phase de Lewis-Reisenfield géneralisée [23]. Nous devons d’abord résoudre

I’équation aux valeurs propres de l'invariant 17 (¢)

[PH

I (1)} (x,1) = Al (1) (3.14)

ol A est un parameétre continu et indépendant du temps. Aprés quelques calculs de base,

nous obtenons que les solutions de I’équation aux valeurs propres (3.14) sont données par

[PH 1 Z

At = ey [(2 (A= c) +iBb(t)) (x _ %a) ~ag (g; - %a) 2] (3.15)

en remplacant e z,t) (3.15) multipliée par un facteur de phase e#»® dans I’équation de
@

Schrodinger H (t)y,(z,t) = 0wy (x,t), on a

iyl (2, 1) = [_Wlt)lﬂ (A=) + % (af - %6 4 %it))
5 (5 —a) 0= 0] " @, (3.16)

m(t)
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cette phase devant étre réelle, ce qui implique que mda = (,cela équivaut a f(t) = — 3 (t)/2. La
phase (3.16) se simplifiée en

, 1 2 1 (. 3
S P S W )~ Vycoswt | . 3.17
in = [~ = =5 (Bt ) Voot 17

La solution générale W (z,¢) s’écrit en combinaisant des solutions particuliéres (3.13)

comme

W (3, 1) = /_ T e (5, ) (3.18)

[e.o]

nous choisissons la fonction de poids g()\) sous la forme

g(%) = Wf;bo exp [~d(A — Io)?] exp [—z“[f—gu - %)] (3.19)

ou d,dy,et Iy sont des constantes réelles positives.
Apreés un calcul direct, nous obtenons la solution d’expression générale sous la forme du

paquet d’onde gaussien

Vdexp {-2i% sinwt } P (co— Io)?

BRI W=y ey exp{_i/o _Zm(_t’)_b(_t’>2dt,}

er{ fen 1 (e 27) o)
exp { ‘ [(—2 (co — Io) +8b(t))(z — %@ — ao(x — %O‘)Q} }

- _[u»—%a) D (& fy ot | a0

4012 (i fy st +d)

effectivement en injectant le pseudo produit scalaire (pU (z,t), pUH (2,t)) est conservé.

+o0 9
/ |pU (2, t)] de =1 (3.21)

[e o]
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Fi1G. 3.1 — Densité de probabilité en fonction de I’éspace et du temps

3.3 Particule avec masse et potentiel constantes

Comme un cas particulier, lorsque les parameétres f(¢) et m(t) de ’hamiltonien (3.1) sont

constants, i.e. f(t) = fo, m(t) = mg, et Vo = 0, on obtient les parameétres de la métrique

at) = —%ﬁ (3.22)
B(t) = —2fot (3.23)

et la solution générale de I’équation de Schrodinger

2
o ()
27 (bo - ﬂt) (@L (bo—laot - i) + d) a0 0 mo 0

2m0 2m0
. 2
exXp § —
a - 1 1 1
4(bg — nTOOt)2 (2% <b0::%t - %) + d)

(3.24)



Conclusion

Au cours de ce mémoire :

e Nous avons examiné la notion des systémes quantiques non-hermitiques : pseudo-hermitiques
et P7T symétriques.

e Nous avons introduit la méthode d’invariants pseudo-hermitiques pour résoudre des sys-
témes quantiques non-hermitiques, et nous avons constaté que cette méthode est efficace pour
I’étude des systemes non-hermitiques dépendants du temps et qui préserve les postulats de la
mécanique quantique.

e La théorie des pseudo-invariants a été illustrée par I’étude des systémes physiques concrets
comme : une particule dans un champs complexe dépendant du temps avec exitation périodique.

e La fonction d’onde pour notre probléme représent une paquet d’onde gaussienne, et sa

densité de probabilité est convergée.
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Résumé

Dans ce travail, nous rappelons les concepts de PT-symétrie, pseudo-Herméticité, et de produits scalaires
PT et CPT. Nous étudions les systemes quantiques non Hermétiques décrits par I'hamiltonien non
Hermétique en examinant la méthode des invariants pseudo-hermétique. Nous utilisons un opérateur
invariant pseudo hermétique pour résoudre analytiquement 1'équation de Schrédinger dépendante du
temps pour une particule en interaction avec un champ ¢€lectrique complexe excité. Il a été déduit que la
fonction d'onde de cette particule est une gaussienne convergente par le pseudo produit scalaire.

Mots-clés : PT-symétrie, pseudo-Herméticité, invariants pseudo-hermétique, onde gaussienne.

Abstract

In this work, we recall the concepts of PT-symmetry, the pseudo-Hermiticity, PT and CPT inner products.
We study the non-Hermitian quantum systems described by the non-Hermitian Hamiltonian with an
examination of the pseudo-invariant theory. We use a pseudo-Hermitian invariant operator to solve
analytically time-dependent Schrodinger equation for a particle interacting with an excited complex
electric field. It was deduced that the wave function of this particle is a convergent Gaussian by the
pseudo-inner product.

Keywords: PT-symmetry, pseudo-Hermiticity, pseudo-Hermitian invariant, Gaussian wave.
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