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Résumé

Dans ce mémoire, je présenter quelque méthodes dans le but d’étudier
la controélabilité d’équation aux dérivées partielles. L’objectif de ce
mémoire est d’étudier la controlabilité exacte aux limites de deux
équations d’onde unidimensionnelles couplées avec un controle agis-
sant uniquement dans équation. Le probléme se transforme en prob-
léme de moment.

Mots clée: équation d’onde couplées, controlabilité, base de Riesz,
probléme de moment.



Abstract

In this thesis, I present some methods in order to study the control-
lability of partial derivatives equation.We study the exacte boundary
controllability of two coupled one dimensional wave equation with a
control acting only in one equation. The problem is transformed into
a moment problem.

Keywords: coupled wave equations, contollability, Riesz base, mo-
ment problem.
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Introduction générale

Des nombreaux phénomeénes physiques, chimiques ou biologiques sont modélisés
a l'aide d’équation aux dérivées partielles linéaire ou non linéaire. Un systéme
physique peut étre défini briéevement comme un ensemble d’objets interconnectés et
interagissant entre eux.

La controlabilité des équation aux dérivées partielles est un sujets en plein
développement. Son histoire a commencé avec le cas de la dimension finie, son ex-
tension a la dimension infinie a connu plusieurs temps. La théorie de controlabilté a
été développée, dans les années 70, en particulier autour des systémes hyperbolique.

Le controle des systéeme d’équation aux dérivées partielles constitue un champs
mathématique en plein essor. Méme si de grandes avancée ont été effectuées ces
derniéres années, des nombreuses questions restent encore ouvertes. Le controle
consiste a agir sur une partie de la dynamique afin d’orienter 1’évolution. L’objectif
général de la théorie de controle est d’obtenir des systémes plus faibles, plus économique
et plus rapides.

Le champs d’application de la contrélabilité trés nombreux dans toutes les dis-
ciplines par exemple, guider une voiture, piloter une avion ou un satillite vers une
orbite géosrationnaire, coder et décoder une image numérique ou un Sms .... La con-
trolabilité peut aussi réduire la douleur, on peut aussi controler une épidémie comme
I’étude de la thérapie des tumeurs au cerveau ou réaliser une opération chirugicale
au laser.

Le but de cette mémoire est d’étudier la controlabilité d’un systéme hyperbolique
avec un seul controle, les outils pour atteindre ce but sont essentiellement la Base
de Riesz, méthode de moment et inégalité d’Ingham.

Cette mémoire est devisée a trois chapiters:

.Chapiter 1: Rappelle d’analyse fonctionnelle, nous donnons un rappel sur
'essentiels des espaces fonctionnels utilisé (espace de Hilbert, LP, L? (0; T, V'), espace
de Sobolev) ainsi que des notion sur la théorie de semi groupe.

.Chapiter 2: Controlabilité des systéeme d’équation aux dérivées partielles, nous

donnos dans ce chapiter les définitions et les divers caractérisations liées au notion



du controélabilité en dimension fini.
.Chapiter 3: Ce chapiter concerne la controlabilité de systéme hyperbolique

linéaires couplées. On montre les resultats de controlabilité exacte de ce systéme.



Chapitre 1
Rappel d’analyse fonctionnel

Dans ce chapite, nous allons présenter un rappel sur les espaces fondamentaux
en analyse foctionnelle qui contient quelque notion essencielles qui concernent les
espaces LT les espaces hilbert et de sobolev ainsi que une partie de définitions

sur les semi-groupes.

1.1 Les espaces

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.1 Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est une

forme bilinnéaire de H x H dans R, symétrique, définit positive.

Rappelons qu'un produit scalaire vérifie I’inégalité de Cauchy-Schwarz

(v,v)2 Yu,v € H

[N

[{u, )| < (u, w)

Rapellons aussi que

lull = (u,w)2 (1.1)

est une norme associée au produit scalaire.

Définition 1.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H meni d’un produit

scalaire (u,v) et qui est complet pour la norme (u, u)%.

Théoréme 1.3 (Lax Milgram) a un forme bilinéaire a (u,v) : H x H — R est

continue i.e



s’il eziste une constante C telle que

ja (u, )| < Clull[lol;  Yu,ve H

et coercive t.e s’il existe une constante a > 0 telle que
a(u,v) > alv|?; Yve H
1.3 Espace L*

On désigne parL! () avec Q un ouvert de R" l’espace des fonctions intégrables

L'(Q)={f: Q=R [,|fldr < oo}

telles que

1Al = Jo If ()] d

Définition 1.4 Soit p € R avec 1 < p < 00 , on pose

LY (Q) ={f : Q@ — R; f mesurable et [, |f|" € L' (Q)}.

On note:

B =

Alle = [Jo If (@) da]

on vérifiera ultérieuremet que ||.||, » est une norme.

(1.2)

Définition 1.5 Pour p = oo, l’espace de Banach L*> () tel que

L= (Q)={f:Q =R, f mesurable et 3 une constante C tq |f ()| < C p.p sur Q}

on note :

/]l = inf{C;|f (x)] <C  p.p sur O}

(1.3)

on vérifiera ultérieurement que || ||;- est une norme.

Remarque 1.6 L’espace L? () muni du produit scalaire

(u,v) = [qu(z)v(x)ds,Yu,v e L (Q)

est un espace de hilbert .



Notation 1.7 soit 1 < p < oo . On désigne par p' l’exposant conjugué de p i.e :

1 _
+4=1

SR

1.3.1 Quelques inégalités
Inégalité de HOlder

Soient f € L¥ et g € L? avec 1 < p < oo, alors f.g € L' et:

/MﬂSthmmf

lorsque p = p’ = 2 on trouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz .
Proof. : La conclusion est évidente si p=1 et si p=oo.Supposons donc que 1

< p < . Rappelons I'Inégalité de Young

1 1
ab < —a?P + —,bp :Va,b >0 (1.4)
b b

La démonstration de (1.4) est évidente: la fonction log étant concave sur |0, 0o]
on a

1 1. 1 1 /
log <—ap+ —,bp) > —loga’ + — logb” = logab
p p p p

Donc ) .
/U@WWMS;U@W+;M@W®pr2

il en résulte que fg € L* et que

1 1 /
1561 < 171+ sl (15)

Remplagant dans (1.5) f par Af (A > 0) il vient

P 1 ,
/vms — 11l + 55 ol (1.6)

o’
On choisit A = || £ llgll



Y\ P
(A 1 |
[1s1al < : 110+ ———— ol
(171 1ol )
171, 171,
b

IN

lgll s + 191l L

1 1
11 ol (5 +5)

et comme (l + i,) =1 alors
p p

IN

/umswmmmmﬂ

1.4 L’espace L(0,T:;V)

Définition 1.8 Soit V un espace de Banach, on désigne par LY (0,T;V) ’espace

des fonctions mesurable

u:0,T[ -V

tel que

ooy = (JE Tu O ) < oopourt < p < oc

et pour p =00 on a

[ull 1o .1y = SUPo<i<r llu ()]}, < 00

L’espaceL? (0,T; V )est un espace de Banach pour 1 < P < oo.
Si V est de Hilbert pour le produit scalaire (.,.),,, L? (0,T;V) est un espace de

Hilbert pour le produit scalaire:

(u,v) L2(0,T;V) — fo yU () dt




1.5 Espace de Sobolev

Définition 1.9 Dérivée faible: soit v une fonction de L? (Q). On dit que v est

dérivable au sens faible dans L? () s’il existe des fonction w; € L* (Q)

Définition 1.10 , pour i € {1,2..., N}, telles que pour toute fonction ¢ € C°(Q),

on a

Jov () %‘% (z)de = — [ wip (x) dx

1.5.1 L’espace H' ()

Définition 1.11 Soit Q un ouvert de RY .L’espace de Sobolev H' () est définit

par

H' (Q) = {vel? tel queVie {1,..,N}J* € [*(Q)}

ou g—; est la dérivée partielle faible de v.

Proposition 1.12 Mun: du produit scalaire

(u, V) g = [o(u(z)v (z) + Vu(x) - Vo (z))dz (1.7)

et de la norme

Nl = (U lu (@) + |V (2)? dz) ®

’espace de sobolev H' () est un espace de Hilbert.

Proof. il est évident que (1.7) est bien un produit scalaire dans H* (). Il reste
donc a montrer que H' (Q) est complet pour la norme associée. Soit (uy),>, une
suite de Cauchy dans H' (Q). Par définition de la norme de H' (Q), (un),>, ainsi

que (%%’;)n>1 pour i € {1,....,N} sont des suite de Cauchy dans L? (). Comme

L? (Q) est c;)mplet, il existe des limites u et w; telles que u,, converge vers u et %ﬁ;
converge vers w; dans L* (Q).O0r, par définition de la dérivée faible de u,, pour tout
fonction ¢ € CF (), on a

/Q wn () 22 2y dz = — [ 2% (2) 6 (2) d. (1.8)

ox; q 0%;

Passant & la limite n — oo dans (1.8), on obtient

@) 52 @) e = = [ i) o ) e



ce qui prouve que u est dérivable au sens faible et que w; est la i-éme dérivée partielle
faible de u, g—;. Done, u appartient bien o H* (Q) et (Un),>, converge vers u dans
H' (Q). =

1.5.2 Espace H} (Q)

Définition 1.13 Les fonction de H} () sont les fonctions de H (Q) qui s’annulent

sur la frontiére I' = 02

H} (Q)={ue H (Q), u=0sur I'}

sur H} () on obtient une norme donné par

lulls = Jo [Vu (@) do

1.5.3 Espace H ! (Q)

on a

H='(Q) = dual topologique de H}

Théoréme 1.14 (De Rellich ) Si§) est un ouvert borné de classe C*, alors linjection
canonique Hi (Q) dans L? () est compacte,i.e. tout ensemble borné de Hj (Q)est

relativement compact dans L* (). On écrit
Hy () — L*(Q) est compacte.
On peut identifier L? () est son dual, alors on a inclusion
Hy () CcL?*(Q) c H'(Q)

avec injection continue et denses.

1.5.4 Espace H™ (Q)

Définition 1.15 Pour un entier m > 0, l’espace de Sobolev H™ (Q) est définit par

H™(Q) = {ve L*(Q) tel que Ya avec |a| < m, 0% € L* (Q)}



muni du produit scalaire

(u,0) = [ D ajem 0%u () 0% (2) dx

et de la norme

e = 3 [ 10l o

la<m

a 2
= Z 10 U”L?(Q)

la|<m

1.5.5 L’espace de sobolev W7 (Q)

Soit 2 € RMun ouvert et soit p € R avec 1 < p < 0o

Définition 1.16 [’espace de sobolev WHT' (Q) définit par

WP (Q) = {u e LP(Q) tel que [, ugfi =— [q0ip VpeCr(Q) Vi=1,2. N}

Muni de la norme

ou
ox;

N
lellwre = Nl + 2252

Lp

1.5.6 L’espace de sobolev W7 (Q)

Définition 1.17 Soit Q un ouvert pour tout entier m > 0,l’espace de sobolev W™P ()
et définit par

Wm? (Q) = {v e L” (Q)tel que, Ya avec || < m, 0% € LP (Q)}

muni de la norme

hSAl

||U||qup((2) = Z [0%ul[”

|laj<m

on vérifie que W™P (Q) est un espace de Banach.
On pose H™ (2) = W™2(Q)

Proposition 1.18 W™2(Q) est un espace de hilbet.



1.6 Les Semi-groupes
Soit (H, ||.|| ;) un espace de hilbet

Définition 1.19 une famille d operateur {S (t)}+>o linéaire et bornées définit sur

H et dite semi groupe si:
i) S(0) =1 (I est l’operateur d’identité);
it)S (t+s)=S5(t)S(s), Vt,s >0
et:

141 PmS (¥)r =a,Vo € H. (1.9)

—0

Le semi groupe est fortement continu ( ou de class C° ), ou de plus simplement

C° — semi — groupe.

Si en remplace (1.9) par

limy_o ||S (¢) — I|| = 0,¢ >0

il s’agit d’un semi groupe uniformément continu.

Définition 1.20 On appelle générateur infinitésimal d’un Co—semi—groupe {S (t)},5¢
Vopérateur linéaire A : D (A) C H — H défini sur l’ensemble

D (A) ={z € H, lim;_g S(t)ffx existe}

par

Az = lim,_o 222 o € D (A)




Chapitre 2

Controélabilité des systémes

d’équations aux dérivées partielles

Le probléme de la controlabilité consiste en la possibilité de transférer I’état d’un
systéme en un temps fini, d’un état initial vers un état désiré choisi a priori. On va

introduire les notion de controlabilité suivant: exact, approchée et a zero.

2.1 Description du systéme

On considére le systéme linéaire suivant

{ %0 =AWyO+BOv(0). te [T )
y(To) = ?/07

Ou Ty et T sont des réel positifs tel que Ty < T

1. A(t) : D(A(T)) Cc H — H, B(t) : D(B(t)) C U — V sont des opéra-
teurs non bornés, U, H et V désignant des espacs de Hilbert séparables, H

s’injectant de maniére continue et dense dans V.

2. Les espaces U et V' sont appelées respectivement espace des controles et espace

des états, v (t) le controle.
3. v € L*(0,T;V) fonction de controle.
4. v (t) le controle a I'instant t.

5. on supose pour tout ¢ € [0,7]].

10



6. On suppose, en outre que A est tel que pour tout Ty > 0, tout T > Ty, tout
Yo € H et tout f € L?(0,T; H), le probléme

{ (1) = Ay () + f (t) (2:2)

Y
y (To) = 9°,

Admet une solution faible unique sur y € C' ([Ty,T], H) qui dépend de maniére
continue des données y° et f. On note Uz, ensemble des controles v € L? (Ty, T;U)
tel que la solution y de (2.1) pour y° = 0 vérifie y (t) € H. Pour tout v € U7, on
note y (¢; Tp,y°, v) la solution du systéme a I'instant . Quand Ty = 0,0on note

simplement y (¢; 4%, v) et on pose Ur = Ur,7.

Remarque 2.1 La solution générale de (2.2) peut se représenter sous la forme:

yv(t):S(t)yo—i-fotS(t—s)Bv(s)ds

ot (S (1)), est le semi groupe engendré par loperateur A.

On considére Ly : L* (0, T;U) — H loperateur linéaire borné défini par:

Ly = f(f S(t—s)Bv(s)ds Nve L*(0,T;U)

2.1.1 L’opérateur de contrdlabilité L,

On définit 'operateur non borné

Lr:D(Ly) C L?*(0,T;U) — H, D(Ly) =Ur, Lrv=y(T;0,v) (2.3)

En d’autres termes, pour tout v € Uy, Lyv =y (T) ou y est la solution de ([2.1))

pour 4 = 0 et Ty = 0. On suppose dans la suite que Ly est fermé de domaine dense.

2.2 Définition des différentes notions de controla-
bilité

Le principe de la controlabilité est le suivant: étant donnés deux états y° € H et
y' € H du systéme (2.1]), existe-t-il une fonction v (appelée contrdle) permettant
de passer de I’état 3° a 1’état y' en un temps fixé T > 0. Ces différents concepts de

controélabilité se déffinissent plus précisément de la facon suivant.

11



2.2.1 Cotrolabilité exacte

Définition 2.2 On dit que le systéme (2.1)) est exactement contrélable au temps
T>0 si

V(y'y)e Hx H, Jv e Ur t.qy(T;y°,v) =y'

2.2.2 Contrloabilité a zero

Définition 2.3 On dit que le systéme (2.1)) est controlable a zéro au temps T > 0

S1

vy’ e Hw € Uy t.qy(T;4%v) =0

Remarque 2.4 La contorlabilité exacte implique la contrélabilité o zéro, mais la

réciproque n’est pas vraie en générale.

2.2.3 Controlabilté approchée

Définition 2.5 On dit que le systéeme (2.1)) est approzimativement contrélable au
temps T' > 0 si

V(y%y)e Hx H, Ve>0, JveUr ly (T59%0) =yt y <e

2.3 Dualité controlabilité-observabilité

On considére maintenant le systéme (12.1)) pour 7y = 0

{ W (1) = Ay (t) + Bu (1) (2.4)

y(0) =",

Les différentes notions de controlabilité admettent chacune une formulation duale

équivalante. Plus précisément, étudier la controlabilité d’un systéme peut se ramener

a étudier certain propriétés d’un systeme dit adjoint. Nous pouvons caractériser la

controlabilité par une inégalité d’observabilité et la controlabilité approchée par une
propriété de continuation unique.

Commencons d’abrod par remarquer que par la linéarité du systéme la solution

de se décompose en la somme de la solution homogene (v = 0) et de la solution

avec donnée initiale nulle (y° = 0) :

vt e [0,T], y(t;y°v) =y (t;4°0) +y(t;0,v).

12



En particulier, pour t =T, on a

y (T;4°,v) = Sry° + L (2.5)

ou Lr = Lt est donnée par (2.3)) et St est défini par Sry° = y (T;¢°,0) pour
tout 4 € H. En utilisant la décomposition (2.5, on peut réecrire les différents

notions de controlabilité de la fagon suivant:

Proposition 2.6 Le systéme est
exactement controlable au temps T si,et seulement si, L1 est surjectif,
approrimativement controlable au temps T si, et seulement si, Im (Lr) est
dense dans H,

contrélable a zéro au temps T si, et seulement si Im (S) C Im (Lr) .
On fait appel aux résultats d’analyse fonctionnelle suivants:

Théoréme 2.7 Soient E et I deux espaces de Hilbert et L : D(L) C E — F un
opérateur fermé et de domaine dense. On a

1. Im (L) = (Ker (L*))". En particulier, Tm (L) est dense dans F' si et seulement
si L* est injectif.

2. L est surjectif si, et seulement si, il existe une constante ¢ > 0 telle que
Ve e D(LY), |zlp<clllz|g.

Théoréme 2.8 Soient E, F et G trois espace de Hilbert, K € L(G,F) et L :

D (L) C E — F un opérateur fermé et de domaine dense. L’inclusion
Im (K) C Im (L)

est satisfait si, et seulement si, il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vo e D (L), [[K*z]lg < ¢l L™ g

En appliquant les Théorémes (2.6) et (2.7) avec £ := L*(0,T;U), F := H,
G:=H,L:=Lr et S := Sr, on peut alors exprime la controlabilité de (2.4)) comme

suit:

Corollaire 2.9 Le systéme (2.4)) est

13



exactement controlable au temps'T si, et seulement si, il existe une constante

Cr > 0 telle que

Ve’ € D(L7), [¢°lly < Or HL*SOOHB(O,T;U) (2.6)

approximativement contréolable au temps T si,et seulement si,

Vol e D(L%), (L*¢°=0= ¢°=0) (2.7)

contrdlable a zero au temps T si, et seulement si, il exixte une constante

Cr > 0 telle que

Vet € D(Ly), 15791y < Cr 1L 0l 2070 (2.8)

Les inégalités ([2.6)) et (2.8)) sont appelées inégalité d’observabilité recpectivement
exacte et & zéro. La propriété (22.7]) est appelée principe de continuation unique.

Dans la pratique on caractérise ces trois propriétés de L7 en terms du systéme

adjoint associé a (2.4)). Pour cela, on va suppose que, pour tout ©° € H, le probleme

adjoint

—de )y =A*(t)e(t), tel0,T

{ () =4 (D)e(t), tel0T] 29)

Admet une unique solution faible ¢ € C'([0,7],H). On peut alors facilement

montrer que S est défini par

Vol € H, S5¢° = ¢ (0)|,

ou ¢ est a solution (2.9) et que £% : D (L) C H — L*(0,T; H) vérifie:

V" € D(Ly), pp. t€[0,T], (Li¢°) (t) = B(t) ¢ (#),

ou ¢ est la solution de ({2.9).
Cela permet d’obtenir pour chacune des notions de controlabilité du systéme

(2.4) une formulation en termes d’observabilité du systéme (2.9) qui est utilisable

en pratique:

Théoréme 2.10 Le systéme (2.4) est

exactement controlable au tempsT si, et seulement si, il existe une constante
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Cr > 0 telle que pour tout ©° € D (L%), la solution de systéme (2.9)) vérifie

T *
1% < Cr fy 1B (1) @ (®)lly dt,

approrimativement controlable au temps T si,et seulement si,por tout ©° €

D (L%) la solution ¢ de (2.9) vérifie le principe de continuation unique suivant: si

B* () =0 dans L*(0,T;U), alors " =0

controlable a zero au temps T si, et seulement si, il exixzte une constante
Cr > 0 telle que pour tout ©° € D (L%) la solution de systéme (2.9)) vérifie

T
v € D(L3), Ile O < Cr / 1B (1) o (1) dt.

2.4 Quelques outils pour I’étude de la controla-

bilité des systémes d’évolution

Dans cette partie, on présente certaine techniques permettant d’étudier la controla-
bilité des systéme d’évolution. Afin de comprendre comment et dans quelles situation

les utiliser, nous les appliquerons a des problémes de controlabilité déja résolus.

2.4.1 Controlabilité en dimension finie

Dans le cadre de la dimension finie i.e pour le cas d’un systéme d’équation différen-
tielles ordinaire, on va voir que toutes ces notions de controlabilité coincident et
qu’elles peuvent étre caractérisées par une condition algébrique sur les coefficients

du systeme appelée condition de Kalman.

Equivalence entre les différentes notions

On se place dans le cadre de la dimension finie en posant H = R" et U = R™ oum
et n sont des entier naturels non nuls.

Consédirons le systeme d’équations différentielles ordinaires

{ Wty =A(t)y(t)+ B(t)v(t) (2.10)
y

(0) =4°
ol y est toujours 'état, y° la donnée initiale, v le controle et A, B sont des

matrices réelles de tailles n X n et n X m.
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On rappele que pour tout 3° € R" et v € L?(0,T;R™) il existe une unique
y € C°([0,7];R") solution de (2.10]) qui dépend contintiment des données.
La condition de rang de Kalman En dimension finie on peut en fait com-

plétement claculer I'image de 'operateur L :

Théoréme 2.11 On a
ImLr=Im[A:B],,

ou

[A: B], = (B,AB, A’B..., A""'B)

est une matrice de taille n X nm.

On obtient que le systéme (2.10) est controlable nau temps T si, est seulement

si, la condition de rang de Kalman est vérifiée, c’est a dire

ran[A: B, =n (2.11)

Cette condition donne un critére algébrique simple. Par exemple, considérons le

systéme suivant 2 X 2 avec un seul controle

%:ay1+cy2+v
%:bylﬂ”ﬁh

ou Y1,y € [0,7] — R et a,b,c,d sont des constantes réeles. Dans ce cas, on se
demande sous quelles conditions deux équation couplées peuvent étre controlable au
moyen d’un seul contréle. Le critére de Kalman nous donne la réponse suivante:
le systéme est controlable si est seulement si le rang de la matrice

(00)

est 2, autrement dit, si est seulement si b # 0. Cela sinifie en fait que v controle
I’état y; et qu’ensuite le terme by, agit comme un controle sur I’équation en y,.Cela

montre que le coefficient de couplage b est le seul dont il faut vraiment se soucier.
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2.4.2 Base de Riesz

On note ¢* 'ensemble des suite (ag),y. C C de carré sommable et (ex), . la base

canonique de (2 définie par

ex=[0,.0, 1,0,0,0,.. |, VKeN

Kéme

Définition 2.12 On appelle base de Riesz de H toute famille (¢) oy C H pour

laquelle il existe un opérateur inversible B € L (H,(?) tel que
Boy =ex, VK eN*

on dit alors que la famille ({bK> définie par

KeN

¢ = B*Béy, VK € N*,

est la famille biorthogonale a la base de Riesz (Dx) ene -

2.5 Inégalité de Ingham

L’inégalité d’Ingham constitue une généralisation de ’identité de Perseval pour

les fonctions de la forme

F ) =2 en anexpip,l

lorsque la suite (y,),yvérifie une propriété d’écart du type p,,; — p, > 7
pour tout n € Z, avec v > 0. Son application & la démonstration d’inégalités
d’observabilité ne peut se faire que dans le cas d’opérateurs diagonalisable pour les

quels on connait suffisamment les proriétés spectrales.

Théoréme 2.13 (Ingham 1936)(). Soient (u,)n € z une suite de nombre réels

et J un intervalle borné de R. On suppose qu’il existe un réel v > 0 tel que

1n € Z Pt = My =Y
2T

2-1J| >

Il existe alors deux constante ¢y > 0 et ca > 0 (ne dépendant que de |J| et v) telles
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que pour toute suite complexe (a,) € (on ait la double inégalité

nez

aXlaf < (11O it <) ol (2.12)

nez nez
ot f est définie par

F) =) anexpip,t.

En considére la fonction

f (t) = exp Zﬂ’nt — eXp Z.”nJrlt

cet en utilisant I'inégalité des accroissements finis ‘exp it —expip, +1t| < |t ‘ Py = Hi1| s
on remarque que la condition d’écart 1 du ([2.13)) est nécissaire pour que I'inégalité
de gauche dans(2.12) ait lieu; on a dans ce cas, pour J = [Tp, T,

601

|Mn _Mn+1| > ma Vn €7

Dans les applications de ce résultat a la controlabilité de systémes d’équation aux
dérivée partielles, c’est I'inégalité de gauche dans (2.12)) qui est utilisée pour démon-

trer les inégalités d’observabilité associées.

2.5.1 Controlabilité de I’équation des ondes

Soient €2 un ouvert de R™ & frontiére réguliere et I' € 92. On étude la controlabilité

frontiére de I’équation des ondes sur I'.

y' — Ay =0dans Q = Q x [0, T
y=v dans T'x]0,T] (2.13)
y (0) =4°, ' (0) = y' dans Q

pour (y°,y') € L? () x H1 () et v € L? (T x (0,T)) c’est le controle.

Définition 2.14 On dit que y est le solution faible de (2.13)) si y vérifié pour tout
feDx(0,T)) l’égalité

/ yfdxdt = — <y0, o' <0)> + <y17 © (())>H,(Q)XH1(Q) — / vO,odt
Qx(0,T) 0 r

x(0,T")
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ol ¢ est la solution de

o= Ap=f Qx(0,7)
=0 T x(0,T) (2.14)
p(I)=¢(T)=0 Q

On rappelle le théoréme d’existence et d’unicité des solution de (2.14)).
Pour tout (y°,y*,v) € L*(Q) x H™1(Q) x L?>(I" x (0,T)) il existe une unique

solution y de avec
y € C((0,7);L* () nC((0,7); H(Q)).

De plus, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (y°,y',v) € L*(Q2) x
H™1(Q) x L*(T x (0,T)) on a l'inégalité

191 @irszzcan + 181,y viy < € (190 + 19200 + 0l oy

On peut démontrer que la controlabilité du systéme (2.13)) se raméne a l'observabilité

de sont systéme adjoint au sens du théoréme suivant.

Théoréme 2.15 Soit T > 0. Le systéme (2.13)) est exactement controlable au temps
T si est seulement s’il existe une constante C' (T) > 0 telle que pour tout (©°, ') €
H} (Q) x L*(Q) on a linégalité

1(°, 901)”?{5(9)@2(9) <C(T) [y [ 1000 (8, 2) [ dodt (2.15)

Ou ¢ est la solution du probléme adjoint
" —=Ap=0 (0,T)xQ
=0 (0,7) x T’ (2.16)
P (0)=¢% ¢ (0)=¢! Q

2.6 Observabilité du systéme adjoint en 1D

On considere, dans la suite, I’équation des ondes en une dimension d’espace sur le
domaine Q = (0, ) :
O (4,t) = Yo (2,1)  (2,1) € (0,7) x (0,T)
y(0.6)=v(t), y@H=0 te(0,7) (2.17)
y(,0) =9 (x), 2 (2,0)=y"(x) te(0,m)
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ou le terme v désigne le controle recheché. Le systéme (2.17) est exactement con-
trolable au temps 7' si, est seulement si, il existe une constante C'r > 0 telle que

pour tout (©°, ') € H} (0,7) x L? (0,7), la solution ¢ du systéme adjoint

Oy — Ppp =0 (Ivt) € (0’7T) X (07T)
0 (0,t) =¢(m,t)=0 te(0,7) (2.18)

90(3;70):900 (l‘), Pt (1'70):901 (ZB) te (O7T)

vérifie

2 T
1(°, 901>||H3(0,7r)x1:2(0,7r) <Cr fo (2 (0, t))2 dt (2.19)

Théoréme 2.16 () Si T > 2w, alors équation des ondes (2.17)) est exactement

controlable au temps T'.

La téchnique utilisé dans notre travail étant trés proche de celle donnée dans la
démonstration de ce théoréme, nous allons la présenter de maniére assez détaillée.
Pour démontrer (2.16) nous allons tout d’abord déterminer les valeurs propres de

I’opérateur

L : D(L)cL*0,7)— L*(0,7),
L = _aac:w
D(L) = H?*(0,7)n Hy (0,7).

2.6.1 Valeur propre et fonction propre de L

Lemme 2.17 Les valeurs propre de l'opérateur L sont égale ¢ K? avec K € N*. La

suite (P ) gens de fonction définies par

i (x) = \/gsiﬂ (Kz),

pour tout x € [0, | est une base hilbertienne formé de vecteurs propre de l’opérateur

L associés a la suite de valeurs propre (K?) gy -
Proof. @ Remarquons que L est un opérateur auto-adjoint, positif et inversible

sur lespace L? (0, 7), donc ses valeur propre sont toutes strictement positives. De
plus D (L) s’injecte de fagon compacte dans L? (0, ), donc L? (0, ) admet une base
hilbertienne formée de vecteurs propre de L.

Soit A une valeur propre de L et ¢ € D (L) \ {0} une fonction propre asociée.
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Alors 1) est une solution non nulle de 1’équation

{ ¢¢” =0 (2.20)

(0) =¢(m) =0

Donc v est de la forme

Y (z) = ¢ cos <\/E> + ¢y sin (\/E)

Avec ¢ = ¢ (0) = 0 et cysin <\/ )w) = (m) = 0. Puisque ¢ # 0, il vient ¢ # 0

donc sin (\/ /\m> # 0. On déduit qu’il existe K € Z tel que VA = K. D’oa K € N*,
A= K? et
Vo € [0, 7] Y () = cosin (Kx)

choisissons la constante c; de sorte que [|[[| 2y ) = 1. Puisque Jo sin (Kz)de = %,
il vient ¢y = \/g
2 .
Veel0,n]  ¢(x)= \/jsm (Kz)
T

2.6.2 La solution de probléme adjoint [2.1§]

Soit (%, ') € Hy (0,7m) x L? (0, 7). Décomposons ¢° et ¢! dans la base Hilber-

tienne (v,),y.sous la forme

= oty et o' =) B

k>1 k>1

avec o K° (o) < o0 et > k1 (Bx)? < oc. On a alors

1% ) o mmssiom = 2 (K2 () + (5,0) 221

k>1
Théoréme 2.18 La solution ¢ de|2.18| est donnée par

o (x,t) = \/% Z [(QK - z%) expiKt+ <aK +157K> exp —iKt} sin (Kx)
T Kenr

(2.22)
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Proof. on écrit ¢ dans la base Hilbertienne (1)) ;ccn- sous la forme

V(z,t) € (0,m) x (0,T)  @(x,t)=> bx (t) vy (x

¢ est la solution de [2.18] si est seulement si

Vi (t) + K20 (t) =0  t€(0,T)

(2.23)
b (0) = ag, bl =Pk

VK € N* {

Ce qui donne encore a

bi (t) = c1xexp (1Kt) + coxexp (—iKt) te (0,7)

agk =c g+, Prg=1iK(c1x— oK)

VK € N*, {
ainsi la solution de si, et seulement si

VK e N*, Vte (0,T) bk (t)= % (aK — z%) exp (iKt)—l—% (aK + z%) exp (—iKt)

ce qui donne bien la formule annoncée pou . B

2.6.3 Utilisation de théoréme d’Ingham

Soit ¢ la solution de (2.18) donnée par (2.22). En dérivant la formule (2.22) par
rapport a x on obtient pour tout ¢ € (0,7)

o, (2,1) = \/LZ_W 3 KQK - Z%K> exp m] K cos (Kx).

KeN*

Pour z = 0, on trouve

1
0, (0,t) = \/—_ Z [( QK —2—) expi Kt + (aK—i—zﬂ?K> exp—iKt} K
- \/—_ Z (Kag — i) expiKt + (Kag +i8x) exp —i K],
eN*
et donc
0, (0,t) = Z ax €xXp iyt (2.24)
KeN~
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avec pour tout K € 7Z

\/%(Ka%—ia}{) SiK>1

—K)a® . —ial Si K< -1
K K

5
3

Remarquon que d’aprés (2.21))

2
H(SDO»SOl)HHg(o,w)xL'Z(o,w) - %ZKeZ |ax]

de plus, pour tout K € Z, Ax11 — Ax = (K + 1) — K = 1. Donc (213)) s’applique
avec 7 = 1 et donne pour tout Y > 27, 'existance de deux constantes ¢; = ¢; (1) > 0

et co = ¢o (T') > 0 telles que pour toute suite (a,),, € £* on ait

1 ZKEZ |CLK'|2 < fOT |f (t)|2 dt < cy ZKGZ |aK|2 (2'25)

ol

J(t) =2 ke ax expijugt.

En appliquant I'inégalité de gauche de (2.25)) a la suite (a,), ., ,on obtient

nez?

T
VT > 27, Cl% H(SOO, 901>HH3(0,7T)xL2(0,w) < fo (S% (O7t))2 dt,

ce qui démontre I'inégalité de I'observabilité (2.19)) avec Cr = 2, pour tout T' > 27.
Notons que (2.19) est encore vrai si T' = 27 d’aprés 'identité de Perseval.
L’égalité

% fozﬂ |ZnEZ ., €XP i)\nﬂz dt =23, |an|2

signifie exactement que

2 2w 2
162° 2O a3 0.m) 220y = 3 S (22 (0,8))" .

dans ce cas, 'inégalité d’observabilité est une inégalité.
En conclusion, le théoréeme de Ingham, a permis d’établir le résultat suivant: si
T > 27, alors I’équation des ondes (2.16)) est exactement controlable au temps 7.
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2.7 La méthode des moments

Le but de la méthode de moments est de transformer un probléme de controlabilité

pour un systéme linéaire en un probléme de moments sur le controle.

2.7.1 Controlabilité I’équation de la chaleur en 1D par la

méthode des moments

C’est un résultat en dimension 1 avec un contrdle frontiére. Pour etre plus précis,

considérons

Yi — Yoz = 0 dans (0,7) x (0,1)
y (t,0) = v (t) y(t,1)=0 sur (0,7), (2.26)
y (0) = yo dans (0,1)

ou y est I'état, 1y est la donnée initiale, v est le controle.
On rappelle (2.26) que pour tout yo € L?(0,1) et v € L*(0,T) il existe une
unique solution (faible) y € C°([0,7]; L*(0,1)) qui dépend continiment des don-

nées: il existe une constante C' > 0 (indépendante de T') telle que

||y||00([0,T];L2(Q)) <C <||y0||L2(Q) + ||U||L2(QT)> :

De plus, la régularité, la régularité parabolic nous dit aussi que y € L? (0, T; H*(0,1) N H}0(0, 1))
siyo € HY ().
On introduit le system adjoint & , c’est a dire ’équation rétrograde en
temps
—¢, — ¢, =0 dans (0,7) x (0,1)
p=0 sur (0,7) (2.27)
o(T) = ¢, dans (0,1)

on rarppelle que pour tout ¢, € L? (0, 1) il existe une unique solution faible C° ([0, 7 ; L? (0, 1))
qui dépend continuement des données. En effectuant des intégration par partie on

obtient la relation fondamentale entre la solution y du probléme initiale et la

solution ¢ du probléme adjoint :

<y (T) ) ¢T>H—17 H <y07 ¢ (O)>H—17 H} = /0 v (t) 8x¢ (ta O) dt.

Pour tout ¢ € H} (0,1), ou ¢ est toujours la solution du systéme ajoint (2.27)).
Il est alors facile de voirs que 1’équation ((2.26)) est controlable a zero au temps 7 si,
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et seulement si, pour tout yo € H'(0,1), il existe un controle v € L? (0,T) tel que

— (0, (0)) -1, H 2/0 v (t) 0.0 (t,0)dt.

En décomposant maintenant yg et ¢ en séries de Fourier dans la base de fonctions
propres {¢y }x~, de =02 (avec conditions au bord de Dirichlet), la reletion préce-

dente est équivalente a

T
CK :/ v (T —t) exp —\gtdt, VK > 1 (2.28)

0
ou on a posé cx = % <3/07¢K>H—1,H57 Ox¢r (0) # 0. Le probléme des

moments est alors le suivant étant une suite (cx) € (2 est-il possible de trouver
v € L?(0,T) tel que la relation (2.28) soit vérifiée.
Pour le résoudre, on construit une famille {gx } -, € L* (0,T) biothogonale a la

famille des exponentielles {exp —Axt} -, , c’est-a-dire telle que

(g, exp —Axt) 1201y = 0K (2.29)

et qui vérifie de plus I'estimation

HQK”L?([),T) <prexpCy/Ag, VK >1 (2.30)

ou pp est une constante qui dépend de 7T'. Une foix cette famille construite, il suffit

de prendre v de la forme

Vérifions que cette série converge bien dans L?(0,7). De lestimation (2.30) et
Pinégalité de Young Cv/ A < % + % on a

2
larcll 20y < Prexp M+ 5
Ck| < \%GXP — Akt ”3/0||H71(0,1)

Ansi

1 C? [ AT
||U||L2(O,T) < —=pr eXP o+ ( exp——) “yOHH*l(O,l)'

V2 2T 2

, . T n 2
Comme A\ = K27%, cette série est comparable a 'intégrale de Gauss [;"* exp — 5L a?d,
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1
2nT -

Par ailleurs, sachant qu’on peut en fait prendre p; = C exp %, cela fournit aussi

qui vaut

une estimation du cotit du controle C exp %
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Chapitre 3

Controlabilité aux limites exacte
des équation hyperbolique

couplées

Au cours des quinze derniéres années, il y a eu un intérét croissant pour 1’étude
de la controlabilité des équation de méme nature exercant un controle sur moins
d’équations que le nombre totale d’équation du systéme.

Soit €2 ouvert et borné de R™ et w, o C €) sous ensemble non vide et 7" > 0 on

considére le systéeme couplée

Y — DAY = hy, dans Q = Q x (0,7)
y=0 au ). (3.1)
y(2,0)=9"(z), 3 (z,0)=y"'(r) dansQ

q — Dq = yl,
q=0 (3.2)
q(z,T)=0, q¢(z,T)=0
Le probléme est maintenant de donner des condition sur w,o et 7" > 0 de telle
sorte que pour tout (y°,y') € L?(Q) x H~! il existe un controle i dans un espace

approprié, de telle sorte que

q(x,0) =g (x,0) =0.

En utilisant une méhode d’énergie a deux niveaux , pour a > 0 un petit

paramétre, le probléme de controlabilité aux limite suivant. Autrement dit, étant

or 0T ,1T 1T
LTyt T

donné toute valeur initiale (3°,¢°, 4", ¢") et finale condition (y les
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deux dans Y? = L?(Q) x H} (Q) x H 1 (Q) x L?(Q), elle donne les conditions sur

[y et T' > 0 de telle sorte qu’il existe v tel que la solution correspondante a

¢

Yu — DNy +aqg=0 dans Q
G — ANqg+ay =0 dans Q
y=wv sur [y x(0,7) y=0surI'y x (0,7)

(3.3)
q=0 sur Y
y(x,0)=14"(z), wy(x,0)=y"(z) dans
. q(x,0) = q°, ¢ (z,0) = q' dans Q

satisfait
((T),q(T),y: (1), q (1)) = (¥*", """, ¢"").

Soit Q@ = (0,7), T >0,Q =Q x (0,T) et o, 5 € R. Nous étudirons la controla-
bilité propriérés du systeme:

( Yt — Yo + ¢ =0 dans Q
Qtt — Qzz + By =0 dans Q

y(0,t) = u(¢) y(mt)=0 te€(0,7)

(3.4)
q=0 sur »
y(2,0)=9"(2), (2,0 =y'(z) dansQ
\ q(z,0)=¢" ¢ (z,0)=¢" dans Q
Nous considérons également le cas particulier ot o = 0
( Uit — Yoo = 0 dans Q = (0,7) x (0,7)
Qtt_QIz—{_ﬁy:O dans Q
0,t) =ul(t ,t)=0 te(0,T
yO.0=ult)  y(my 0.7) .
q=0 sur >
y(x,0)=9"(x), w(z,0)=y'(z) dans (0,7)
\ q(,0)=¢°, ¢ (x,0)=¢" dans Q

avec (y%,¢",y',q") € L* () x Hy (@) x H™ () x L*(Q) = 9.

Théoréme 3.1 () Pour (3°,¢° y',¢') € 9. La solution (y,q) = (y* (x,t),q" (z,1))
de (3.4) est unique et satisfait Uinclusion (y,q,y:,q:) € C ([0,T];9). Cela signifie

que pour tout t € [0,T], (y(.,t),q(,t),y:(,t),q (.,t)) € U est continue dans la
norme sur .

Définition 3.2 i)Le systéme (3.4)) est appelé o étre exactement controlable dans
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Uintervalle de temps [0, T si pour tout (y°,¢°, y', ¢') € 9

{7, ¢" (1) (1), q (1) :u e L2(0,7)} =0

i1) Le systéme (3.4]) est appelé a étre approrimativement contrélable dans 'intervalle

de temps [0,T] l’ensemble

{(" (7). q" (T (5 T) g (7)) s u € L2(0,T)}

est dense en V.

Théoréme 3.3 () Supposons B # 0, et considérons [’égalité suivante

n? —vaB =m?++ab, m,neN (3.6)

(i) Si ne se produit jamais pour m # n, le systéme est exactement con-
trolable dans Uintervalle de temps [0,T], T > 4.

(11)Si se produit pour un certain m,n, le systéme (3.4) n'est pas approxi-
mativement controlable pour aucun T'.

(1) Le systéme (3.4) n’est pas approzimativerent contrélable pour aucun T < .

Remarque 3.4 On observez que lorsque 8 = 0 la deuxiéme équation est décou-
plée de la premiére équation, ou le controle agit et donc le systéme (3.4) n’est pas

approximativement controlable pour tout T > 0.
Notons le cas particulier important du théoréme précédent

Théoréme 3.5 () Si =0, B # 0 alors le systéme (3.4)) est exactement contrélable

pour T' > 4.

3.1 Systéme couplée au probléme du moments

Pour pouver théoréme , nous transformons le probléme de controlabilité en un prob-

léme des moments de la forme
T
/ u(t) fu(t)dt=c,, mneN (3.7)
0

On sait que le probleme (B.7) a une solution u € L? (0, T) pour tout {c,}, € ¢*(R)

si et seulement si la famille ' = {f,} forme une base £ dans L?*(0,T). La

neN
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famille F' a différents formes dans le cas a = 0, a8 > 0 et af < 0. On montre que
dans tous ces cas, lorsque (3.6 n’est pas vérifie, la famille F' forme une base de
Riesz dans L2 (0,T) pour T > 4r.

Nous commencons par dériver le probléme des moments liés a la controlabilité
exacte du systéme (3.4). Il est bien connu que la réversibilité et la linéarité du
systéme rendent la controlabilité exacte équivalante a la controlabilité exacte

a partir de zéro. On considére donc le systéme

Yt — Yoo T g =0 dansO<zx<m, 0<t<T
Qit — Qua + By =0

u(t), y(mt)=q(0,t) =q(m 1) =0

z,0) = y: (2,0) = ¢ (x,0) = g (z,0) =0

y (0,

/\

t)
y\x
ici o, 8 €R, avec § #0et ue L*(0,T).

Nous présentons y, ¢ sous forme de séries
=Y a6, (x),  qlat) =) bu(t)d,(2) (3.9)
n=1 n=1

Ou ¢, (z) = \/g sin (nz) . En multipliant (3.8)) par sin (nz) et en intégrant par

partie dans (0, 7) on obtient

Jo u (z,t) F2y (x,t) + aq (z,t)) sinnade = nu (t), 0<t<T (3.10)
Jo (qu (x.t) + K2q (x,t) + By (z,t)) sinnazde =0,  0<t<T '
En remplagon (3.9)) dans (3.10)), on obtient
an + n2a, + ab, = k,u(t), kn = 1/2n
b + n%b, + Ba, =0 (3.11)

@, (0) = ay (0) = b, (0) = b, (0) =

Pour résoudre le systéme (3.11]) pour chaque n nous posons

an 0 0 10
1

y, — b, | A = 0 0 O
n —n? —a 0 0
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et on écrit (3.11)) sous le forme suivant
Y. () =AY, () + F, (1), Y, (0)=0. (3.12)

La solution de (3.12)) peut étre écrit sous la forme

0
i 0
Y, (t) = / exp A, (t —71)F,(r)dr, F,(t)= L u(t). (3.13)
0 n
0
La fonction matricielle exp A, t a la forme
exp Apt = 20 (t) T + 210 (t) Ap + 20 (t) A2 + 23, () A2 (3.14)
ol 2k, (t) sont les solution des équations différentielles
D g vt —af=0, 20 (0)=d5, jk=01,23 (3.15)

Le polynéme caractéristique associé a (3.15)) est
M 422\ 4t —aB = ()\2 +n?— \/045) ()\2 +n?+ \/a6> :

Les racines de ce polynéme déterminer les solutions zj, (t). Le probléme de

controélabilité se réduit alors & le probléme de moments de la forme:

T
/ exp A, (T — 1) F, (t)dt = c,
0

3.2 Solution du probléme du moments

Il est bien connu que les normes des fonctions y et q et leurs dérivées temporelles
dans les espaces de sobolev correspondants sont équivalantes aux normes de leurs
coefficients de Fourier dans la pondération /2 espaces:

o0

1" (1) T 5 (5 T) gl GG = (law (T) + [nb, (T) +

n=1

2
+

2

nta, (T) b;l (T)

(3.16)
la solution des équations (3.11)) ou (3.12) dépendant de « et 8.Nous discutons de

trois cas différents.
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3.2.1 Cas a=0et §#£0

On vérifie facilement qua la solution de (3.11)) et (3.12]), dans le cas o = 0 est donnée

par la formules:

an () = —/sm (t— ) u(r)dr.

b, (t) = 2n3 i (sm( (t—71)—n({t—71)cos(n(t—r7)))u(r)dr,
a, (t) = kn/o cos(n(t—7))u(r)dr
by () = —% (t=m)sin(n (=) ulr)dr

. o 2 PP
puisque k, = \/;n, on peut écrire:

an (t) = \[/smnt—f u(r)dr,

nby (f) — <M (t — 7) cos (n (t—T)))u(T)dT,

\/ﬂ
nla, () = \[/cos (t— ) u(r)dr

b, = \/ﬁ i (t—T)sm( (t—71))u(r)dr

notre prochaine étape est de prouver que la famille de fonction:

2 innt 2
F = —smnt b (_smn +tcosnt> , \/jcosmf7 — itsinmf , neN.
V2r n T V2r

Forme une base £ dans L?(0,T) pour T > 4w. Rappelons quune famille est

dite base £ si elle forme un base de Riesz dans la fermeture de sa travée linéaire.

Il est connu que la famille:
e = {sinnt, tsinnt, cosnt, tcosnt}

forme une base £ dans L? (0,T) pourT > 4. 1l est facile de vérifier que 'opérateur

B qui fait correspondre € & F est borné et borné inversible dans L? (0,7 puisque:

B = diag (B,),;, (3.17)
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avec

JE o0 0 5 0 0 0
B w00 I B! vl
= ny2m 2m T =
n — 5 n Vo
0 1 0 0 0 0 0 %
0 0 —Z o Vi ovE o

Par conséquent, F' est également une base £ dans cet espace.

Remarque 3.6 Remarquons que la peuve est valide si au lieu de considére seule-
ment 3 on prend (X, avec X la fonction caractéristique du sous-ensemble non vide
w C (0,m).

3.2.2 Cas a8 >0

Dans cette section, nous considérons le cas dans lequel les deux paramétres
de couplage ont le méme signe. Comme précédement, nous voulons ré-
soudre un probléme de moments. A cette fin,nous devons construire une
base de Riezs qui conduit a la solution. En générale, voir ci-dessous, cette
base va étre donnée par deux famille de fonction vectorielles. La pre-
miére famille est donnée par un nombre fini de paramétre n : n? < v/af3,
et la deuxiéme famille est donnée par un nombre infini de parameétre
n:n? > y/af. Clairement quand /a3 < 1 nous n’aurons que la deux-
iétme famille indexée par n € N. On commencer par I’étude de la famille

finie.

sous cas n? < v/af3

Il peut y avoir un nombre fini de n satisfaisant cette inégalité. Dans ce cas, le

polynome caractéristique de la matrice A,, est donnée par

M 422\ 4+t —af = <)\2 + (732) </\2 - (%;)2>7

oy, =+/n?2+vap, v, =+vV+Vab—n
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Dans ce cas la solution (3.11)) et (3.12)) a la forme

iy / <smh[<tt¢m]+sin[<t—;>v;n)u(7> o

n

ba (1) = —\[/ (Sm (=) 7] Sinz[(:nT””])u(T)dT,

an (t) = —/ [cos (t — 7) 7)) 4 cosh (t — 7) v, ] u(7)dr

b (t) = —\[/ cos (t — 7) v — cosh (t — 7) ;] u () dr

On considére la famille finie

. {\/?;_W <Sinh Kt’y; 7)Yn] | sin [(ty—;)%ﬂ) ’ \7227 <Sin [(t = 7)y,] _ sinh [(t—7)7n1> -

Il est clair que I'aplication qui transforme F’ ;5 dans la famille ¢ 55 = {exp —i (i, 1) ,expi (i, 1) , ex

v T

est borné par l'inverse aux bornes dans L? (0,7).

sous cas n? > v/af

+ -
On définit w,, = \/n? —v/af. La solution de (3.11)) et (3.12]) est donnée par

o (1) = /O t (Sm o (= 7)] | sinfwn (t = T”) w(rydr,  (3.18)

_l’_
wn w?’b

\f / (Sm = 7)) Smh[z}(t””) (r)dr,  (3.19)

a, (t) = = / (cos (w,, (t = 7)) +cos (w) (t = 7)) u(r)dr (3.20)

\/7/ (cos (wi (¢ — 7)) —cos (wy (t— 7)) u(r)dr  (3.21)

. . inws (t—
Si certains w,, = 0 on pose smww# =t—T.

n

Remarque 3.7 On peut vérifier que lorsque o — 0, substitue k, = \/gn, nous

(1) = = / (Sm =)l sin [‘”i Ett - T”) u(r)dr, (3.22)

avons.
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_ ;227\/5 / t (Sin [“if —7)] _ sinh [w:);t - T)]) w(r)dr  (3.23)

nta, (t) \/% / cos (wy, (t = 7)) +cos (w (t = 7)) u(r)dr (3.24)

by (1) = \/LQ_W\/E /0 (cos (w] (t— 7)) —cos (wy (t— 7)) u(r)dr  (3.25)

Considérons la famille

. _ sin(twy ) —sin (tw;} _ cos(wp t)—cos(wit
€1 = {sm (w,t), ( :f?fw,f( ">,coswn (1), ( 227@( i)

}nQZx/W

On peut vérifier que l'opérateur qui mappe €1 a la famille

7 n <Sin (tw;)) N sin (tw;") ) <SlI1 (twy) sin (twn)> 1 (cos (twr) + cos (¢
— \/ = , cos (tw;, ) + cos (t
! v 2T w,, wit \ 2T w,, \ 2T

est borné et borné inversible dans cet espace. FEn fait, Fy = Bey, ou B est une
matrice de blocs diagonale de la forme (3.17))

(wj_;)w_n n (wn W 0 0
1 B g(wn wﬁ) ﬁng(wn w;) 0 0
Bn = o Wn Wy o Wn
2m 0 0 2 wh —w,
0 0 0 ny/2 (w)f —wy)
observez que pour chaque n
1 o(wy —wi)
det B, = %3 Sor T 0
et
lim,,_, det B,, = f—z

3.2.3 Cas a8 <0

Observez que dans ce cas 3.0 ne se vérifier jamais et alors le systéme sera exactement

controlable pour tout temps 7' > 4r.

Soit & 1= \/% (M#—n?),é; = \/%< n4—a6—n2>.
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La solution de (3.11)) ou (3.12)) est de forme

N /t §, sinh (5; (t — ’7‘)) coS (5,’; (t — 1) + & cosh (5; (t — 7-)) sin (5: (t — 7)))
“Jo n* —af
b () — Bkan /Ot sinh ((5; (t— ’/')) cos ((52 (t— T)) B cosh ((5; (t — T)) sin (5;r (t — T)) .

2 9, /n*—ap 5hy/nt —ap

an (t) = k:n/ cosh (6, (t — 7)) cos (6, (t — 7)) u(r)dr

by (t) = — —gkn/osmh((s; (t— 7)) sin (61 (¢t — 7)) u(r) dr

on voit que 6 < n et d, = O (1/n).

Sabstitue k,, = \/gn, on a

u

an(t) = \/gn / "0, sinh (9, (£ = 7)) cos (9 (¢ - ﬂnj i:ac;sh (67 (t = 7)) sin (67 (¢ - 7))

2 (t—7))cos (8, (t—T1)) _ cosh (6, (t—7))sin (6, (t — 7))

B Ln2 " sinh (& w () ¢
e (t) = V2m /o 6./t —ap §hy/nt—ap (")
nta, (t) = \/gn/o cosh (8, (t — 7)) cos (8, (t — 7)) u(r)dr

by (t) = —\/g\/gn/otsinh (67 (t = 7)) sin (81 (t — 7)) u(7) dr

Considere la famille

exp (0, +i0,)) (t — 7) —exp— (6, —ib}) (t —7)
29,

€= {exp ((5;—1-@'(5:) (t—r1), ; €Xp (5;_i5:) (t—

on peut vérifie que I'opérateur qui mappe la famille € sur la famille

T n* —af

e { gn (5; sinh (5; (t — 7')) cos (5;: (t —7) + 6. cosh (5; (t — 7')) sin (5;: (t — T)))) B, ‘

est borné et borné inversible dand cet espace. En fait F' = B, ot B est une matrice
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de blocs diagonale de la forme [3.17| avec

s né;, (8, +ioh) ind ns;, (8, o)
24/ nt—af3 24/ nt—af 2\/@ 2\/?04,3
VT in?B VT inQB(S; +i5:'{) VT in2p NG in26(6; 7i6z)
B, = 8 \/ni—aBs; 8 \/nt—aBs} 8 /ni—apst 8 \/ni-aBs;)
1 S o
3 5 1 —5
1, [ B s— 1. B s—
0 EZTL _5571 O —izn —aén

By~ Ent\[\/nt = af — 2
4m3/2\/nt — 046\/\/71‘1 —aff +n?

|det B,,| = >0

et

’hm,Hoo det B,, = —&T%Mﬁz signﬁ.‘

e forme une base £ dans L?(0,T) pour T > 4x puis F aussi.
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Conclusion

La controélabilité et ’observabilité jouent un roéle principal dans la théorie d’analyse
des systémes distribué et elles ont des application trés vastes dans toutes les
science et 'industrie.
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