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Résumé

Dans ce travail, on s’est intéressé a la théorie des semi-groupes dans un espace de Ba-
nach, en particulier les semi-groupes fortement continus et leurs applications aux équations
différentielles abstraites, ainsi que les équations aux dérivées partielles.

Abstract

In this work, we are interested for the theory of semigroups in a Banach space, precesily
semigroups strongly continuous and their applications to abstract differential equations as
well as partial differential equations.
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NOTATIONS UTILISEES

D(A) : Le domaine de I'opérateur A.
L(E,F) : L’espace des opérateurs linéaires de F dans F.
L(E,F) : L’espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F.
F(E,F) : L’espace des opérateurs linéaires fermés de E dans F.
1d : L’opérateur identité.
Im(A) : L’image de l'opérateur A.
I?(R) : L’espace des suites réelles de carrés sommables.
X' : Le duale topologique de I’espace de Banach X.
< f,x > : Désigne f(z) pour f € X' et z € X.
Re)\ : La partie réelle du nombre complexe A.
C(la,b],X) : L’espace des fonctions continument intégrables sur [a,b] dans X.
LY([0,7[,X) : L'espace des fonctions intégrables sur [0,7] & valeurs dans X.
PCH : Le probleme de Cauchy homogene.
PCNH : Le probleme de Cauchy non homogene.

2 : Ouvert borné de R" muni de la mesure de Lebesgue.




TABLE DES MATIERES

L?(Q) : L'ensemble des fonctions de carré intégrable sur €.

HY(Q) : L’espace de Sobolev des fonctions qui appartiennent a L*(2) et dont les dérivées au

sens des distributions appartiennent a L*(Q)
H&(Q) : L’adhérence de I'espace des fonctions test & support compact dans H* ().

H?(Q) : L’espace de Sobolev.




INTRODUCTION CENERALE

La théorie des semi-groupes devient un outil important et puissant pour la résolution des
problemes " bien posé " dans la théorie des équations d’évolution, notament les équations
différentielles abstraite et équations aux dérivées partielles (équation de chaleur, ondes, ad-

vection, schrodiner kortwerg-de vries,...). [12]

Cette théorie a été découverte en 1821 par Augustin Louis Cauchy(1789-1857), en posant
la question suivante :

Déterminer toutes les fonctions complexes continue non nulles vérifiant :
T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s > 0.

Par la suite, le résultat de la question posée par Louis Cauchy est aussi prouvé par Henri.
K. Abel (1802-1829), il a définit le générateur infinitésimal de semi-groupe (7°(¢));>0 par :

_ +
e — Tim Tt)r—x _d T(t)x
t—0+ t dt o

, Vo e D(A).
Ce qui a donné la naissance effective de la théorie.

Compte tenu de la remarque simple que la fonction exponentielle ¢ — €%, a € R possede
deux propriétés importantes; D’une part elle est une solution réelle continue de 1’équation
fonctionnelle de Cauchy f(t+s) = f(t)f(s) sous la condition f(0)= 1. D’autre part elle est
I'unique solution réelle de I'équation différentielle u’ = au sous la condition initiale u(0) = 1.
Cette double caractérisation a été généralisé au cadre des opérateurs. En effet a la fin du
19éme siecle et apres 'année 1888 le mathématicien Guiseppe Peano a cherché d’écrire la
solution du probleme de Cauchy

= Au

u(0) = Id.




Introduction Générale

4 +00 A"
Ol A est une matrice sous la forme ¢t —s ' = g '
n!
n=0

Ce qui a été étendu aux équations différentielles opératorielles u' = Au.

Ou A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X.

Plus tard sa célébration est connu grice a Eina Hille (1894-1980) et Kosaku Yosida
(1909-1990) qui ont résolu le probleme de Cauchy abstrait

Ou A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach X et x € X, ils ont caractérisé le

générateur infinitésimal des semi-groupes fortement continues, c’est a dire ayant la propriété :

lim ||7(t)z — || = 0.
Jim [|T(t)z —

Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions et définitions sur les opé-
rateurs linéaires et quelques théoremes d’analyse fonctionnelle.

Ensuite, le deuxieme chapitre présente une introduction a la théorie des semi-groupes et ses
résultats, en exposant les théoréemes de Hille Yosida et Lumer Phillips.

Enfin, dans le dernier chapitre nous allons étudier le probleme de Cauchy abstrait ho-
mogene et non homogene en appliquant les résultats des chapitres précédents avec deux
exemples d’applications des équations aux dérivées partielles (équation d’advection et équa-

tion d’onde).




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on va citer quelques définitions et résultats générales sur les opérateurs

linéaires et quelques théoremes d’analyse fonctionnelle.

Soient E et F' deux espaces de Banach complexes.

1.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.1. Un opérateur linéaire A est une application linéaire définie d’un sous espace
vectoriel D(A) de E appelé domaine de A dans F.

A:D(A)CE—F

Notons L(E, F') I'espace des opérateurs linéaires de E dans F.

Remarque 1.1. Rappelons que si D(A) = FE, on dit que A est a domaine dense.

Définition 1.2 (Graphe d'un opérateur ). Le graphe d’'un opérateur A de domaine D(A)
est un sous espace de E x F' noté G(A), définit par :

G(A)={(z,y) e ExF/x € D(A),y = Ax}.

1.2 Opérateurs linéaires bornés, non bornés et fermés

Définition 1.3 (Opérateur borné). Soit A un opérateur linéaire de F dans F', on dit que A
est borné si D(A) =F et s'il est continu, c’est a dire : 3¢ > 0 tel que ||Az||r < c||z| g -

Notons L(E, F') I'espace des opérateurs linéaires bornés de F dans F'.




1.2. Opérateurs linéaires bornés, non bornés et fermés

FExemple 1.1.

1. L’opérateur identité
ldg: E— FE

rr— Idp(x)=x

Ve € E, |Ide(x)||E = ||z|E

2. L’opérateur de décalage (shift)
S: 2(R) — *(R)

x=(xp)p— S(x) =(0,21,29,...)

+00 1
vee PR),  [IS@)llemy = (2 [2a )2 =zl -
n=1
Proposition 1.1. Soit A opérateur linéaire de E dans F'. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :
1. Ae L(E,F).

2. Vxg € E,xli_%o |Az — Axg||p = 0.
3. lim ||Az||F =0.
z—0
4. IM >0 tel que : ||Az||p < M|jz||g .

Définition 1.4 (Norme d’opérateur). Soit A € L(E, F'), on définit la norme de A par :
Al z(e,r) = inf{c>0,[|Az|r <clzllp Ve e E}.

L’espace L(E, F') muni de la norme ||.[|z(g ) est de Banach.

Proposition 1.2. Soit A€ L(E,F), on a

1. JJA||= sup ||Az||p= sup ||Az|p=sup
lzlle<1 ]| p=1 xF#

2. Pour toutx € E on a :
Az p < [|All||z] £-

Ezxemple 1.2.
L |[Idglcm) =1
2. 1Sl zzmy) = 1-

Définition 1.5. Si A, B deux opérateurs linéaires sur E, alors 'opérateur AB est défini par :
AB:D(AB)CE—E

x— A(B(z))




1.2. Opérateurs linéaires bornés, non bornés et fermés

ou D(AB)={x € D(B)/Bx € D(A)}.
On définit alors 'opérateur A", n € N par :
A" . D(A")CE—E
z— A(A" L)

o Vn>2: DAY ={zeDA"): A"z e D(A)}.
Et
DAY =E , AY=1d

Ce qui nous donne la proposition suivante

Proposition 1.3. Soient A,B € L(E), alors on a

IAB| < [IA[l[| B]
Toi  VYneN, [A"<[A|".
Définition 1.6 (Opérateur non borné). A est un opérateur linéaire non borné si D(A) # E.

Ezxemple 1.3.
T:((CHOALR), [llse) — ((C[0,1,R), [l lloo),  f+—T(f) = f".
T n’est pas borné car si T' borné alors :
3K >0 IT(HI<KEIfl Vf e (CH0,1LR), | llo)-
Pour la suite (fy,)n donnée par fp(x) =z",n € N*, ona

|fnll= sup |2"|=1, VneN".
z€[0,1]

Mais IT(fu)l = Ifoll = sup |na""'|=n, VneN*
z€[0,1]
Si T est borné alors :

AK > 0: | T(fo)ll=n < K||ful|= K, VYneN*

Ce qui n’est pas possible.

Remarque 1.2. On peut voire que si on est dans le cas de dimension finie tous les opérateurs
linéaires sont bornés.

D’autre fagon

L(E,F)C L(E,F)
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1.3. Ensemble résolvant, spectre et résolvante

Si dimFE < 400  alors Iinclusion devient égalité.
Pour cela on s’intéresse aux espaces de dimension infini, pour passer a la classe des opérateurs

non bornés.

Définition 1.7 (Opérateur fermé). A opérateur linéaire fermé si son graphe est fermé.

Notons par F(E,F) 'espace des opérateurs linéaires fermés de FE dans F.
La caractérisation des fermés par les suites donne la proposition suivante.

Proposition 1.4. A€ F(E,F) si et seulement si pour toute suite (xn)n>0 d’éléments de

D(A) tel que : v, > x € E |, alors Az, -y € F (quand n — +o00) et x € D(A),y = Ax.

Proposition 1.5. Soient A, B deux opérateurs linéaires sur E.
1. Si B est borné, alors B est fermé.
2. Si A est fermé et B est borné, alors A+ B est fermé.
3. Si A est fermé et B est borné, alors AB est fermé.

Définition 1.8 (Inverse d'un opérateur).
e Soit A: D(A) C E — F opérateur linéaire, A inversible s'il existe un unique A’ € L(FE)
tel que :
AA =AA=1d.

O Id est Vopérateur identité sur E, A’ appelé inverse de A et noté AL

e Si A un opérateur linéaire injectif sur E, on définit A~! par
A Im(A) - E
yr— A7y =2
O z € D(A) vérifie Az =y et notons que Im(A™1) = D(A).
Lemme 1.1. Si A € L(E,F) est inversible, alors A~ est fermé.

Théoréme 1.6. A€ L(E), si [|Allzg) <1, alors

+00
(Id— A) est inversible dans L(E) d’inverse Y A" ( la série de Neumann ).
n=0

1.3 Ensemble résolvant, spectre et résolvante

Définition 1.9.

e [’ensemble résolvant de A :

p(A)={\eC:(Nd—A)"teL(E F)}.

11



1.3. Ensemble résolvant, spectre et résolvante

e Le spectre de A :
o(A) =C\p(A).
e [’application résolvante de A au point A :

R(MNA):p(A) — L(E)

A— (Md—A)~L,

Proposition 1.7.

1. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire alors, pour toutes \,pu € p(A), on a

2. R(.,A) est une application analytique sur p(A).
3. SiAeCet|A|>||A|, alors X € p(A) et nous avons

400 AT
R(NA) = Z PUESR
n=0
4. Nous avons
dn
WR(A,A) = (=1)"n!R(\, A" WYneN* et Aep(A).

Preuve.

1. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire.
On a: (AR(N,A)—AR(MNA))R(u, A) = R(u, A).
Aussi

(uR(p, A) = AR(p, A)) R(X, A) = R(A, A).

Faisons la différence des deux égalités, on obtient :

2. Soit \p € p(A), notons D(\y,
1
R(Xo, A)
Alors, pour tout A € D(Ag,

est le disque ouvert de centre \g et de rayon

1
R(Xo, A))

1
R(\o, A)

), NOUS avons
Md—A=[Id— (Ag—ANR(Xo,A)| (Nold—A).

Mais
(Ao —A)R(Xo, A)[| = Xo— A | [R(Xo, A)| < 1.

12



1.3. Ensemble résolvant, spectre et résolvante

Compte tenu du théoreme (1.6) , il résulte que
Id—(No—A)R(No,A) inversible.

D'ou  (Ad— A) est inversible.
Et

Md—A)"" = (Mold—A) " Id— (Ao —A)R(Xg, A)]

— R0 A)S (o= AR, A
n=0

= Z (A= Xo)"R(Ag, A)* L,

Donc R(.,A) est analytique sur p(A).

. Soit A € C tel que : | A |> || A, alors [|A\"YA|| < 1, d’ott (Id — A~ A) inversible.

De plus
o [0.9] A’I’L
(Id=X2A) 1= (1A = R
=0

n=0
Par conséquent
0. 9] An

RONA) =(Nd—A) =21 1d- 1A= SR
n=0

. Par récurrence, pour n = 1 nous avons

4 pix4) =

oy d()Jd At =—(\d—A)"2=—-R(\ A)%

dA

S k dk k1. k+1

upposons que pour k € N, on ait : I 5 RN A) = (—1)"KIR(AN, AT
dk+1

TR A) = (=DM (k+1)IR(N, A2,

Montrons que

Nous avons
dk+1 d dk
ot BN A) = r (O
- dd (—1)*kI(ATd— A) 1]
= (=D*R(—k—1)(ATd— k)"

= (=DM E+DIRN, AR

R(), A))

Et, par conséquent
d" 11

13



1.4. Opérateurs dissipatifs

Lemme 1.2. Si A: D(A) — X est un opérateur linéaire tel que : p(A) # 0, alors A est

fermé.

Preuve. Soit \ € p(A), on a (Ad— A)~! est borné sur X et donc fermé, par conséquent
(AMd— A) est fermé, ce qui entraine que A est fermé. [ |
1.4 Opérateurs dissipatifs

Considérons f € E' et x € E, notons f(x) par < f,x > ou <z, f >.

Pour tout x € E, on note
F(z)={f € E':< fox>=|lz[|* = || f*}.

Définition 1.10. Un opérateur linéaire A: D(A) C E — E est dit dissipatif si pour tout
z € D(A) il existe f € F(z) tel que

Re < f, Az ><0.
Théoréme 1.8. Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si :
I Ad— A)z|| > A|z]|, YA>0, VreD(A).

Preuve. Voir [1]. |

Remarque 1.3. Si (Md— A) est surjectif c’est a dire YA > 0, Im(Ad— A) = E, on dit que A

est maximal dissipatif, et on note A m-dissipatif.

Théoreme 1.9. Soit A un opérateur dissipatif a domaine dense dans E, s’il existe A\g >0
tel que : Im(Agld— A) = E, alors pour tout A >0, on a

Im(Md—A)=F.

Preuve. Voir [1]. |

Lemme 1.3. Si A un opérateur m-dissipatif alors A est fermé et a domaine dense.

1.5 Théoremes d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.10 (Théoreme de Banach Steinhawss). Soit (A;)ier une famille (non néces-

sairement dénombrable ) des opérateurs linéaires continus de E dans F, on suppose que

sup ||Aiz|| < 400, VreFE.
el

14



1.5. Théorémes d’analyse fonctionnelle

Alors sup || 4;|| < +oo.
i€l

Théoréme 1.11 (Théoreme du graphe fermé). Soit A un opérateur linéaire fermé de E
dans F, si D(A) = E, alors
AeL(EF).

15



CHAPITRE 2

INTRODUCTION AUX SEMI-GROUPES D’OPERATEURS
LINEAIRES

2.1 (Cj-semi-groupe
Soit (X, ||.||) un espace de Banach complexe.

Définition 2.1. On appelle semi-groupe la famille des opérateurs linéaires bornés (T'(t))¢>0
dans X qui vérifie :

1. T(0) = Id.

2. T(t1+t2) =T(t1)T(t2), Vi, to > 0.

Définition 2.2. Un semi-groupe (7'(t))¢>0 est dit fortement continu si, pour tout z € X :

li T(t)x—x| =0.
lim [ T(t)o

Aussi prend le terme cp-semi-groupe.

Ezemple 2.1. Soit E = {f:[0,00[— R / f est uniformément continue et bornée }.

Avec la norme ||f||[g = sup | f(«) |, Uespace E devient un espace de Banach.
a€l0,00]
Définissons

(T f)(a) = f(t+a), V>0 et acl0,o0.

Evidement T'(t) est un opérateur linéaire et en plus, on a

L (T(0)f)(a) = f(0+a) = f(a).
Donc
T(0) = Id.

2. (T(t1+12)f)(@) = f(t1 +ta+0a) = (T(E) )t +0) = (T(E)T (k) f)(a),  Vf € E.
Donc

T(t1+t2) =T(t1)T(t2), Vii,to > 0.

16



. Cp-semi-groupe

3. lim |[T@)f = fllg= lim{ sup |f(t+a)—f(a)[}=0, VfeE.
t—0+ t=0" " 0e[0,400]
De méme nous avons
1T flle =  sup [(T@)f)(a)]= sup |[f(t+a)]

a€0,4+00] a€l0,+00[

= sup |f(B)|< sup [‘f(ﬁ) =1fle,

BE[t,+oo] Bel0,+

Donc ||T'(t)||=1, Vt>0.

vt > 0.

Par conséquent (7'(t))¢>0 est un co-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur F,

nommé le cp-semi-groupe de translation a droite.

Proposition 2.1. Si (T'(t))i>0 est co-semi-groupe sur X, alors il existe des constantes w € R

et M >1 tel que :
I7(0)) < Me™, Ve 0.

Preuve. Si M existe alors nécessairement M > 1 puisque 7°(0) = Id.
On a pour n >0, |T(t)| est borné sur [0,n)].

En effet, si on pose le contraire on obtient :

Fy € [0,n]) : [|T(t0) || = 7.

Or, d’apres le théoreme de Banach Steinhaus, il existe x € X tel que :

borné, contradiction avec la définition du cg-semi-groupe.
Posons donc IT(t)| < M, vt € [0,7].
Et w=n"tlogM >0. pour tout t >0, on peut écrire

t=nn+46 ;0<d<n.
D’ou :

1T = NTOT)" | < NT@NIT ()"
< M"Y < MM = Me"t.

Remarque 2.1.
1. Siw=0,
1Tt < M.
le cp-semi-groupe (7'(t))¢>0 est dit uniformément borné.
2. Siw=0et M =1,
1T < 1.

(T'(t))e>0 est appelé co-semi-groupe de contraction .

|T(t,)x| est non

17



2.1. Cy-semi-groupe

3.SiM=1letweR
IT(t)]] < e

Le cp-semi-groupe (1'(t))¢>0 est dit quasi-continu.

Corollaire 2.2. Soit (T'(t))t>0 un co-semi-groupe sur X, alors pour tout x € X, la fonction
t— T(t)x est continue de R dans X.

Preuve. Soient t,h >0, la continuité de t — T'(t)xr  se déduit de

1T +h)z =Tz < |TOIIT(h)r -]
< Me™||T(h)x —x|.

pour t > h >0

[Tt =)z =T(t)

IN

17t =m)|[llx =T (h)x]|
MYz —T(h)z|.

IN

2.1.1 Générateurs infinitésimaux

Définition 2.3. Soit (7'(t));>0 un cg-semi-groupe sur X . On appelle générateur infinitésimal

de (T'(t))¢>0 V'opérateur A défini sur I'ensemble

DA)={feX: th%l+ T(t)tf_f eviste dans X}.
Par T T

Exemple 2.2. Prenons le cg-semi-groupe de translation.
Soit A: D(A) C E— E  son générateur infinitésimal, si f € D(A), alors on a
asta) = tim TOLO=IO) _ yy JtD= 1) _ gy

t—0+ t t—0+

Par conséquent D(A)c{feE: f eFE}.
Si feFE, telque: f' € E, alors

—flle= sup |
a€0,400] t

()~ f
=2
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2.1. Cy-semi-groupe

Or
(TODDZID iy = | TOEIZID iy 1o g~ ()|
= [T e tr@ =1 [T () - P
< 1 “”\f'm—f'(a)rdn i 0
1 +t
. a;;sﬂ RGARIT A
< s )= F0) e O
TE[a,at]

D’otl Af converge uniformément par rapport a a vers f’ pour t — 0, par suite

T(0)f - f
|=

- f/HE 0+ 0.

Donc feD(A),etona {feFE:f eFE}cCD(A).
Par conséquent D(A)={feE: f'eE} et Af=f.

Proposition 2.3. Soit (T'(t))i>0 un co-semi-groupe sur X et A son générateur infinitésimal,

alors :

t+h
1. lim h/ (s)xds =T(t)x, Vt>0, VrelX.

h—0t

2.Vt>0, VrelX, / s)xds € D(A), et on a :

A(/OtT(s)xds) = /OtT(s)Axds =T(t)xr—x.

3. Vt>0, VxeD(A) lapplication [0,00[3t+—— T(t)x € X est dérivable sur]0,4o00],

et en générale
d’n
dtm

4. Vt>0, Vs>0, VreD(A), ona

L Pt)e = AT (e = T(H) A"z,  Vne N

T(t)z —T(s)x = / " AT(r)adr = / " T(r) Andr.
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2.1. Cy-semi-groupe

Preuve.

1. Soit z € X, on a

I [ Teds -T2 = 13 [ (@) Tawas)
1

t+h
S osup | T(s)z—T(t)z| / ds
hse[t,t+h] t

< swp |T(s)r—T(H)] —nso 0.
s€(t,t+h]

IN

D’apres la continuité de application ¢ — T'(t)z, 1'égalité est vérifie.

2. Soient x € X et h > 0, alors

T(}L);T(O)/JT(S)xds = h/ s—i—h)ﬂcds—}ll/tT( Yzds

t+h
= h / s)xds — — / s)zds

/()t+hT(8):Bd8—/() T(s )xds] - ;L/OtT(s)xds

t+h

= ==

—

T(s)xds—/ﬂhT(s)de] .

Par suite

y 1 pt+h
i, [h< )

Et

3. Soit z € D(A), ¥t >0, on a :

B . Thx—x . Th)T(t)r-T(t)r
T(HAe =T(t) lim —=— = lim, h '

Donc T(t)xr € D(A) etona: T(t)Ax=AT(t)x, Vit > 0.
Soient maintenant x € D(A), t > 0 et h > 0, montrons que les dérivées a droite et a

gauche de t — T'(t)x existent et sont égaux a l’expression donnée.

e La dérivée a droite :

T(t+h)x—T(t)x T(h )
I 7 —T(H)Az| < |ITO—— — Az
T(h)x —
< Mewfu“,f—Axn S
Par conséquent
T T
lim (t+h)e=T() =T(t)Ax
h—0+ h
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2.1. Cy-semi-groupe

D’ou -
TTOT sz, vt o0,

dt

e La dérivée a gauche :

Sit>h >0, alors nous avons

T(t—h)x—=T(t)x h)x —x
I : )_h " =Tt Az|| < |TE=n) ()h + Az — Az —T(h) Az||
< IPEZE g () e — e

—h—0t 0.
T(t— =T

Par suite : lim (t=h)z (t)x:T(t)Ax.

h—0+ —h
4T (e

Et — T(t) Az, ¥t>0
Maintenant pour z € D(A), A(Az) a un sens, c’est a dire : x € D(A) et Az € D(A),

alors

dT(t) A — dQT(t)x
dt dt?

Par récurrence, on obtient

= AT (t)Ax = AT (t)x.

d"T(t)z
dt

— A"T(t)z,  z€ DA™,

Il résulte que lapplication ¢ — T'(t)z est dérivable sur ]0,4+o00[, Vz € D(A).

De plus on a I’égalité :

d"T(t)x
dt"

= T(t) A"z = A"T(t)a.

4. Le résultat s’obtient, en intégrant entre s et ¢, d’ou

/St dTCg)xdT =T(t)x—T(s)x = /: AT (1)xdr = /:T(T)A:pdr.

Corollaire 2.4. Soit (T'(t))¢>0 co-semi-groupe sur X et A son générateur infinitésimal alors,

on a
1. D(A) dense dans X.

2. A est un opérateur linéaire fermé.

Preuve.

1. D(A)=X7?
Soit x € X et montrons que 3x,, € D(A) tel que : z,, — z.
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2.1. Cy-semi-groupe

1 te
On pose 1z, = t—/o T(s)xds, tel que lim t, =0, Vn e N.
n

n—-+o0o

D’ou -
zy, € D(A), lim z,= lim —/0 T(s)xds=T(0)x = x.

n—+oo n—+oo ¢,
Donc D(A) = X.
2. Afermé?
Soit z,, € D(A) tel que z,, — = et Ax,, — y, montrons que x € D(A), Ax =y.

¢
On a T(t):vn—acn:/ﬂ T(s)Azpds.

Montrons que 'application s — T'(s)Ax,, converge uniformément vers T'(s)y.

I T'(s) Az = T'(s)y]| IT(s)(Azn =) Vs €]0,1]

< T Azn =yl Vs €[0,1]

IN

Me"?|| Az, — y|| —n—s100 0.

Alors  T'(s)Az, converge uniformément vers T'(s)y.

Donc i

lim T(t)zp—x,= lim [ T(s)Az,ds.

n—-+00 n—-+0o00.J(

D’ou

Donc A fermé.

Théoréme 2.5 (Unicité de 'engendrement ). Soient (T'(t))i>0 et (S(t))i>0 deux co-semi-

groupes ayant pour générateur infinitésimal le méme opérateur A, alors
T(t) = S(t), vt > 0.
Preuve. Soient t >0 et x € D(A), définissons I'application :

0,t] 2 s+—U(s)x =T(t—s)S(s)x € D(A).
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2.2. Transformée de Laplace d’un cy-semi-groupe

Alors

dUu(s)z  d dS(s)z
s = gT(t—s)S(s)x—i-T(t—s) 7

= —AT(t—s)S(s)z+T(t—5)AS(s)x =0,  Vae D(A).

Donc  U(s)z est constante.
Par suite  U(0)z=U(t)z, pour tout x € D(A), d’ou

T(t)x=S(t)x, VYreD(A) et t>0.

Puisque D(A) = X et T(t),S(t) € L(X) pour tout t > 0, il résulte que

T(t)x = S(t)x, Vi>0 et zeX

2.2 Transformée de Laplace d’un cy-semi-groupe

On note SG(M,w) I'ensemble des cp-semi-groupe (7'(t))¢>0 € L(X) pour lesquels il existe
w>0et M>1, tel que: |T(t)|| < Me¥, Vt>0.

Dans ce cas, on dit que (T'(¢))s>0 est un cg-semi-groupe exponentiellement borné.

Dans la suite pour w > 0 , nous désignions par A,, I'ensemble {\ € C; ReA > w}.

Définition 2.4. L’opérateur
R:Ay — L(X)

Est dit la transformée de Laplace du (7'(t))>0.

Théoréme 2.6. Soit A € Ay, et (T'(t))i>0 € SG(M,w) de générateur infinitésimal A. alors
e A€ p(A).
e RN eL(X)et RMNzr=R\A)zx, Ve X.

Preuve.  Soit A € Ay, et (T'(t))e>0 € SG(M,w), alors on a
|T()|| < Me™,  vt>0.
Et on voit que

le T ()] < FMNT@) |2 < MemBA 2|, VzeX.
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2.2. Transformée de Laplace d’un cy-semi-groupe

D’ou

M
)\tT AtT / Ve e X
</ < *

H/ (t)wd| (t)zlldt < Re)\—meH’ v

Dot R(\) € L(X).

T(h)R(AN)z—RNz 1 oo _y Loy
- . E / T (et t)dt - 1 /O e NT () dt

1 +oo
_ —At = -\t
- h / T(t)zdt h/o e MT(t)zdt

D'on  R(MN)x € D(A), et
AR(N)z = AR(N)x —

(Md—A)R(\)zx =z, Vo e X.
Size D(A),on a

o oo oo dT(t
RVAr = [T e A= [ e N arad = [ e gy

00 +00
= [e 7)) A /0 e MT()wdt = —z + AR(N)z.
Donc
RN (M d—A)x =z, Vo e D(A).
Alors Aep(A) et (Md—A) inversible, d’inverse
(Md—A)"t=R(\)
. D’ou
R\, A)x =R\, Vo e X.
|

Remarque 2.2. On voit que si (T'(t))s>0 un co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal

, alors

Ay Cp(A).

Théoréme 2.7. Soit (T'(t))i>0 un co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal, alors

pour tout A € Ay, on a

M
MNA)' € -
1ROV < oy V€N
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2.3. Perturbation et approximation

Preuve. (T(t))i>0 co-semi-groupe, alors || T'(t)|| < Me™, YVt >0
D’apres le théoreme (2.6), si A € Ay, on obtient A € p(A) et  R(\, A)x = R((\)z
D’ou v
MA| < .
IRAAN < oy

On voit que

iR(A Az = —/+Oot “ANT(H)adt, YreX

7\ A = ) e xdt, T .

Par récurrence
d" O i *
TSRO Az = (—1)”/0 e MT(H)wdt, VreX et neN

Et comme R(\, A) est localement analytique, on obtient

ddAnR()\,A)x = (=1)"n!R(\, A"z, VeeX et neN-.
D’ou

1\ n—|—1__n+oon—/\t *
(=1)"nlR(N\,A)" "z =(—1) A t"e T (t)xdt Vo e X,neN".

Par conséquent

n+1 L oo n_—At *
R(\A) x:—‘/o t"e N T(t)xdt, Vre X,neN".
n!
Alors
n 1 oo n—1_—M\t *
R(M\A) x:(l)‘/o " e N () adt, Vo e X,n € N*.
n—1)!
De plus
M +oo
RO APa] < o [T e g
|
(n—1)!1(ReA—w) Jo
M|z
= — Vee X et N*.
(Rer—wyr T € et ne
M
D’ou il résulte HR()\,A)TLH S W [ |

2.3 Perturbation et approximation

Théoréme 2.8 (Théoreme de la perturbation bornée).  Soit A le générateur infinitésimal

de (T'(t))t>0 co-semi-groupe dans X qui vérifie :

IT(@)] < Me™.
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2.3. Perturbation et approximation

Si B un opérateur linéaire borné sur X, alors

L’opérateur A+ B est le générateur infinitésimal du co-semi-groupe (S(t))e>0 qui satisfait :
IS < Melw+MIBDE

Preuve. Voir [12] |

Corollaire 2.9. Soit (T(t))i>0 un co-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A.
Et soient w >0, M>1, tel que : ||T(t)| < Me", YVt >0
Alors pour tout A € Ay, et x € D(A), on a

AR(M, A)z = R(\, A) A

La démonstration résulte du fait que R(\, A) = R(\).

Définition 2.5. La famille (Ay)yep,, o Ay = AMAR(N,A)  s’appelle 'approximation

généralisé de Yosida de I'opérateur A.

Lemme 2.1. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire qui vérifie les propriétés sui-

vantes :

i) D(A)=X et A fermé.
i) 1l existe w >0 et M > 1 tel que Ay, C p(A) et pour tout A € Ay, on a

M
IROAPN € e €N

Alors nous avons

lim AR\ A)z ==z, Vo e X.
Rel—+00

De plus

AyeL(X) et lim Ayx=Az, Vze D(A).
ReA—+00

Preuve. Soient z € D(A) et A € Ay,. alors : R(A\,A)(AMd—A)x =x.

Nous avons

IAR(A, A)z — x| = [|R(A, A) Az || < [|R(A, A)[]| Az]]

< Reh—w [ Az || — Rer—+o0 0

Donc lim ARNA)x=z, Ve D(A).
Rel—+-00

soit x € X, puisque D(A) =z, il existe une suite (zp)nen+ C D(A) tel que : 2, —p—s400 T.
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2.3. Perturbation et approximation

Nous avons
INR(N, A)x—z|] < AR\ A)x — AR\, A)xy || + |[ANR(N, A)xy, — 2y || + || 20 — 2|
< AR Alllz = znll + IARA, A)zn — 20| + |20 — 2]
A M M
< A+ )
B \)\|M—|—Re>\—wH a4 M I Az
- Rex—w " Rex—
Or =z, —not0o.
Donc pour tout € > 0, il existe n- € N tel que :
o, — 2] < Re\ —w
e TA[M+Reh—w
De plus
AR, Az —a < =4 20— | Az |
Ap —z|| <et o | Azl
D’ou
lim  sup ||AR(\, A)x —z|| <e, Vo e X.
RelA—+o0
Ou bien :
lim AR(NA)x =z, Vo e X.
Rel—+o00
Par suite
Ay =M[Md— (Md— AR\, A) = AAR\,A)—Id] = NR(\,A) — \d.
On a

Et on voit que :

[Axzl| = [IAAR(X, A) — Id] ]
< [AIAR(A, A)z — ]
< [ATUARA, Azl + [|l)
| M
< - N\ .
Ay € ﬁ(X)

Si z € D(A), alors nous avons

D’ou il résulte que

lim

AR\, A)Az = [N R(\, A) = Md] z = MAR(\, A)z.

AMRMA)x = lim AR\ A)Ax = Az, VYxe D(A).

ReA——+o00 ReA—~+00
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2.4. Théoréme de Hille Yosida

Remarque 2.3. Pour \ € Ay, on voit que Ay est le générateur infinitésimal d’un cp-semi-

groupe uniformément continu (! );>g.

2.4 Théoréme de Hille Yosida

Il s’agit du résultats les plus importants concernant les co-semi-groupe. Ce théoreme nous
permet de caractériser les opérateurs qui sont générateurs des cg-semi-groupes, il a été mon-
trer par Hille et Yosida pour les cg-semi-groupes de contraction, puis quelque années plus

tard la démonstration a été développer pour le cas général.

Dans la suite; pour r > 1, nous notons par A, , 'ensemble {\ € C/Re\ > %w}
r—

Lemme 2.2. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire qui vérifie les propriétés du

lemme (2.1) alors, pour tout r > 1 et tous \, 1 € Ay nous avons
et — et g|| < M2te | Aye — Azl Vee X, t>0.

Preuve. Voir [12]. |

Théoréme 2.10 (Hille Yosida). Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal du

co-semi-groupe de contraction (T(t))i>0 sur X si et seulement si :

i) D(A)=X et A fermé.

1
i) 10,4+00[C p(A) et pour tout A € Ag, on a :  ||R(N\,A)| < o

Théoréme 2.11 (Théoreme de Hille Yosida généralisé). Un opérateur linéaire A est le

générateur infinitésimal du co-semi-groupe (T (t))i>o vérifie : |T(t)|| < Me™, si et seulement

St
i) D(A)=X et A fermé
M
i) Jw,4+00[C p(A) et pour tout X\ € Ay, , on a : ||R(N,A)"| < Ber—a) Vn € N*.
Preuve.

= Condition nécessaire :
La condition nécessaire résulte du corollaire (2.4). Et du fait que R(X\, A) € L(X) et

M
R\ A)™ < Ber—ay Vn e N* et pour tout w >0 et M > 0.
<« Condition suffisante :
On suppose que l'opérateur A: D(A) C X — X possede les propriétés (i) et (ii).
Soit (Ax)xea,,» I'approximation de Yosida de 'opérateur A et d’apres le lemme (2.1)
On obtient que

AyeL(X) et lim Az = Az, Vr e D(A).
ReA—+00

28



2.4. Théoréme de Hille Yosida

Pour A € Ay, soit (T (£))i=0 = (/)0 le semi-groupe uniformément continu engendré par
Ay
Soit r > 1, d’apres le Lemme (2.2), on a

IT\(t)x — T, (t)z|| < M*te"™ || Ay — A,z VA\ €Ny, x€D(A)t>0.

Soient [D(A)] I'espace de Banach D(A) avec la norme || p(4) et L([D(A)],X) I'espace des
opérateurs linéaires bornés définis sur [D(A)] a valeurs dans X, doté de la topologie forte.
Notons par C([0,4o00[, L([D(A)], X)) I'espace des fonctions continues définies sur [0,+oo[ a
valeurs dans L£([D(A)], X) doté de la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles
compact de [0,4o00].

Si [a,b] C [0,+00], alors pour tout x € D(A) nous avons Si r — 1, donc si Re\, Rep — +00

sup [|[Th(t)x — T, (t)x| < M2bewrb(HA>\:c—Ax|| + || Az — Ax|)) — 0.
t€la,b]

Dot il résulte que ((T)(%))i>0)reA,, . est une suite de Cauchy dans C([0, +oo, L([D(A)], X)).
Donc, il existe un unique 7y € C'([0,4o00[, L([D(A)], X)) ; tel que

T\(t)T — Rea—+o00 To(t)x, Vx € D(A).

Pour la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles compacts de [0, +o0[.
Puisque
ITA()]| < Me™™, Vi >0.

On obtient
IToOz|| < Me™||z||,  Vt>0, x€D(A).

Maintenant considérons l'application linéaire
¢0 : D(A) — C([avb]7X)

¢01} = TO(.)fﬂ.

V[a,b] C [0,+00[ , on a

I¢0% |l c(jap,x) = tSFP;)} ITo(t)z| < Me?||z]| < Me"™||z||pay, Vo € D(A).
€la,

On voit que ¢g est une application continue et comme D(A) = X elle se prolonge de fagon

unique en une application linéaire continue
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2.4. Théoréme de Hille Yosida

¢: X — C([a,b], X)

¢ | p(ay= %o

et
|9zl ([a,5], %) < Me™|z|), Vo e X.

Par conséquent : il existe un seul opérateur 7' € C([a,b], L(X)), tel que
pr=T(.)z, Vo e X.

On peut répéter ce procédé pour tout les intervalles compacts de [0,+o0[, et on voit qu’il

existe un seul opérateur, noté aussi par T' € C([0,4o00[, L(X)), tel que Vz € X, on ait :
TA(t)T — Rea—s+o0 T'(t)x

Uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, +o0[.

De plus
IT(#)|| < Me™,  Vt>0.
Donc
TO0)x= 1l T\(0)x = Vo e X.
( )ZL‘ Re)\gn—i—oo )\( )ZL‘ “ ve
Et

lim T'(t)z = li li Ty\(t)x) = X.
AR T0= B s =, e

Soient ¢,s € [0,+00[ et x € X, alors nous avons
T (t+s)e—T@E)T(s)x|| < ||T(t+s)x —T(t+s)z||+ || Ta(t+s)x —Tx(t)T(s)z ||

HITA@) T (s)z =T ()T (s)x]]
<T@+ s)a =Ta(t + )| + [[TA@O MDA (s)z = T(s)z|| + 1T @)(T(s)x) = T(E)(T(s)2)]-

Puisque T)\(t) — T'(t), si ReX — +o0 pour la topologie forte de £(X), il s’ensuit que
T(t+s)z=T)T(s), pour tout z € X.
Par conséquent

(T'(t)=0 € SG(M,w).

Ensuite montrons que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (7'(t))¢>0.
Pour tout x € D(A), on a

ITa(s)Ane = T(s)Ax|| < [[Ta(s)[[l[ Ane = Az|[ + [ Tx(s) Az — T'(s) Az]|
< Me | Ay — Ax|| 4 || Ta(s) Az — T(s) Az||

—ReA—+00 0.
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2.4. Théoréme de Hille Yosida

uniformément par rapport a s € [0,t], d’ou

t t
Te—z= lim [T\(t)z—z]= i /TA :/TA; D(A),t>0.
(t)yr—=x Re)\gn—koo[ A1)z —x] A \(s)Arzds A (t)Azds; Vxe D(A),t>0

Soit B le générateur infinitésimal du cp-semi-groupe (7'(¢))i>0; si « € D(A), alors

T(t)xr — 1t
lim TMz—wz = lim - [ T(t)Axds = Ax..
t—+o0 t t—0t tJo

Et nous voyons que z € D(B). Par conséquent D(A) C D(B) et B |pay=A4 .

D’autre nous avons l'inégalité
IT@)] < Me®,  v>0,

Si A€ Ay ,alors A € p(A)Np(B) .
Soit € D(B), on a donc : (A\[d— B)z € X.
Et comme l'opérateur  Ad— A: D(A) — X  est bijectif, il existe 2’ € D(A), tel que

(Md— A)x’ = (\d— B)x.
Puisque B |pay= A, il vient que

(Md— B)x' = (\Md— B)x.
Et comme A € p(B), il en résulte que
Par suite x € D(A) et donc : D(B) C D(A).

Finalement, on voit que

D(A)=D(B) et A=B.

Nous avons donc montrer que A est le générateur infinitésimal du cp-semi-groupe (7'(¢))¢>0 et
compte tenu du théoreme de I'unicité de 'engendrement, il résulte que (7'(t))>0 est I'unique

co-semi-groupe engendré par A. |

Pour conclure, on rassemble dans un diagramme les informations obtenus sur la relation

entre un cg-semi-groupe, son générateur et sa résolvante.
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2.5. Théoréme de Lumer Phillips

R(\A)= [ e MT(t) dt, Re A>wq
0

Axr=lim %
t10

R(MNA)=(A—-A)"1

A D(A)) = AA
(4,D(A)) WA (R, A)) repa)

Y

2.5 Théoréme de Lumer Phillips

Théoreme 2.12. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire a domaine dense dans X .
A le générateur infinitésimal d’un co-semi-groupe (T(t))i>0 de contraction si et seulement si

A est m-dissipatif.

Preuve. Soit A le générateur infinitésimal du cp-semi-groupe de contraction (7(t))¢>0
Soient z € D(A) et f € F(z), pour tout ¢t >0, on a

Re<T(t)x—x,f> = Re<T(t)z,f>—Re<uz,f>
< |Re<Tt)x—x,f>|—Re<ux,f>
< NT@lIFIl = ll? < ll]* = 2] = 0.

Divisant sur t et faire tendre vers 0, d’ou

T(t)x

lim Re < ———— T rs<o.

t—0

Donc A un opérateur dissipatif.
Ainsi, d’apres le théoreme de Hille Yosida on voit que ]0,+oo[C p(A).
Donc (Md—A) € L(X), VA€]0,400], par suite Im(A[d—A)=X, VA>0

Par conséquent A est un opérateur m-dissipatif.

Réciproquement, on suppose que A est m-dissipatif alors d’apres le lemme (1.3) A est fermé
et & domaine dense.

Et Im(AMd—A)=X, VA>0, par suite |0, +oo[C p(A).

D’apres le théoreme (1.8) on a pour tout x € D(A)

Al < |(AId—A)all,  ¥A>0.
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2.5. Théoréme de Lumer Phillips

Posons y=(Ad—A)x
D’ou

MOId=A) Tl < lyll,  vA>o0.

Donc .
|(Md— A7 < T >0

Donc, d’apres le théoreme de Hille Yosida A est le générateur infinitésimal d'un cg-semi-

groupe de contraction. [ |
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CHAPITRE 3

APPLICATION A LA RESOLUTION D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ABSTRAITES

Dans ce chapitre on s’interesse a 1’étude du probleme homogene et non homogene et

quelques applications illustratives a la théorie des équations aux dérivées partielles.

3.1 Equation différentielles abstraites

X espace de Banach, u et f des fonctions a valeurs dans X.

A:D(A) — X est un opérateur linéaire et z € X est la valeur initiale.

3.1.1 Equation homogéne

Soit a le probleme de cauchy suivant :

(PCH) - (3.1)

Définition 3.1. La fonction u: RT™ — X est une solution classique du probléme (PCH)
si : u est continue pour ¢ > 0, continument différentiable et u(t) € D(A) pour tout ¢t >0 et u
vérifie (PCH).

Remarque 3.1. Comme u(t) € D(A) pour ¢t >0 et u continue en ¢t =0, le probleme (PCH)

ne peut pas avoir une solution pour z ¢ D(A).

Définition 3.2. Le probléme de cauchy (PCH) est dit bien posé si :
1. 11 existe une solution u(t) pour tout = € X.

2. La solution u(t) est unique pour tout 7 > 0 et uniformément stable pour tout ¢ € [0, 7]

par rapport aux données initiales.
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3.1. Equation différentielles abstraites

Proposition 3.1. Soit A: D(A) C X — X, le générateur infinitésimal du co-semi-groupe
(T'(t))e>0. Alors pour tout x € D(A), la fonction w:t— u(t) =T (t)x est l'unique solution
classique du (PCH).

Preuve.
e [’existance :
Soit x € D(A), alors il vient de I'assertion (2) du proposition (2.3)
dT'(t)x

T(t)x € D(A) et pra AT (t)x =T (t)Ax.

Il en résulte que t — u(t) = T'(t)x est une solution classique du pronleme (PCH).
e L’unicité :

Supposons qu’il existe un autre solution v. Soit ¢ > 0 et posons
w(s) =T(t—s)v(s), Vs € [0,1].

Pour tout s € [0,¢], on a :

dw(s)
ds

= —T(t—s)Av(s)+T(t—s)(s)
= —T(t—s)Av(s)+T(t—s)Av(s)
= 0.

Ce qui entraine que la fonction s — w(s) = T'(t — s)v(s) est constante.
En particulier ces valeurs aux points s =t et s =0 coincident.
D’ou v(t) =T(t)x =u(t), vt > 0.
|

Théoreme 3.2. Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans X dont l’ensemble
résolvant p(A) est non vide. Le probléme (PCH) admet une unique solution classique u(t)

pour chaque x € D(A) si et seulement si A est le générateur infinitésimal d’un c0-semi-groupe
(T'(t))e=o0-

Preuve. voir [12]. |

Définition 3.3. Une fonction continue u: RT — X est dite solution faible du probléme
(PCH) de valeur initiale z, si pour tout ¢ > 0

t

Km@@epm)a mw:méu@ﬁﬁw,

Proposition 3.3. Soit (T'(t))¢>0 un co-semi-groupe sur X de générateur A, alors pour tout
x € X la fonction t — u(t) =T (t)x est l'unique solution faible du probléme (PCH) a valeur

nitial x.
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3.1. Equation différentielles abstraites

Preuve. Soit x € D(A), d’apres I'assertion (2) de la proposition (2.3), on a

u(t) = A( /Otu(s)ds)—l—x
= Tt)r—z+x
= T(t)x.

Il résulte que t — u(t) = T'(t)x est une solution faible du probleme (PCH).
Montrons maintenant 'unicité de cette solution.

Supposons qu’il existe deux solutions faibles u; et ug, soit ¢t > 0.

Et posons y(s) =T (t — s) /Os(ul(r) —wua(r))dr, Vs € 0,1].

Pour tout s € [o0,t], on a

dy(s)
ds

= —AT(t—ys) /Os(ul(r) —ug(r))dr+T(t—s)(u1(s) —ua(s))

= -T(t- S)A/Os(ul(r) —ua(r))dr+T(t—s)(ui(s) —ua(s))
= —T(t—s)(ui(s) —ua(s)) +T(t —s)(ui(s) —ua(s))
= 0.

S
Ce qui entraine que s — T'(t — s)/ (u1(r) —ua(r))dr est constante, par conséquent ces
0
valeurs aux points s =t et s =0 coincident.
D’ou .
/0 (u1(r) —ua(r))dr =0.
Par suite . .
up(r)dr = / ug(r)dr.
= [ us(r)
Finalement, pour tout ¢t > 0 :

ui(t) = A(/Otul(r)dr) o= A(/tuz(r)dr) s

0
= UQ(t).

|

3.1.2 Equation non homogéne

Considérons le probleme de cauchy non homogene suivant :
W (t) = Au(t) + f(t , t>0

(PONH) (t) )+ f(2) (3.2)

u(0) = z.

Ou f:[0,7[— X.
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3.1. Equation différentielles abstraites

On suppose dans cette partie que A est le générateur infinitésimal d'un cg-semi-groupe
(T'(t))e>0, par conséquent I’équation homogene correspondante a f =0 admet une unique

solution pout tout = € D(A).

Définition 3.4. On dit que u : [0,7[— X est une solution classique du probleme (PCNH)
sur [0,7] si :

1. w est continue sur [0, 7.

2. w est continument différentiable sur [0,7].

3. u(t) € D(A) pour 0 <t < T et u satisfait le probleme (PCNH).
Proposition 3.4. Si f € LY([0,7[, X) = {f:[0,7[— R/ /OT | f(®)||dt <400}, alors pour tout
x € X le probléme (PCNH) admet au plus une solution.

Si elle existe, elle est sous la forme :

u@ysnwwggT@—@f@mg (3.3)

Preuve. Soit (T'(t));>0 un cg-semi-groupe de générateur infinitésimal A et soit u une so-
lution du probleme (PCNH), alors la fonction s — g(s) = T'(t — s)u(s) est différentiable
pour s €]0,t[, et

dg(s)
ds

= —AT(t—s)u(s)+T(t—s)u'(s)

ATt s)uls) + T(t— ) [Au(s) + £(5)]

= —AT(t—s)u(s)+T(t—s)Au(s)+T(t—s)f(s)
= T(t—s)f(s).

Ou f € LY([0,7[,X) alors f est intégrable. En intégrant de 0 & t, on obtient

/ot Zids = /OtT(t —5)f(s)ds.

Par suite

Ce qui implique .
Mﬂ:T@x+AT@—@ﬂ$%.

Définition 3.5. Soit A le générateur infinitésimal d'un cp-semi-groupe (7'(t))¢>0.
Soit z € D(A) et f € L'(]0,7[,X). On dit que la fonction u € L*([0,7[,X) donnée par :
t
u(t) = T(t)x—i—/o T(t—s)f(s)ds : pour tout te[0,7[.

Est une solution faible du probleme (PCNH) sur [0,7].
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3.1. Equation différentielles abstraites

Remarque 3.2. La continuité de f en général ne suffit pas pour assurer 'existance de la
solution ( soit faible ou classique ) du probleme (PCNH) pour z € D(A).

Exemple 3.1. Soit (T'(t))i>0 un co-semi-groupe, A son générateur infinitésimal de domaine
D(A). Soit = € X tel que : T'(t)x ¢ D(A), pour tout ¢t > 0.

On considere la fonction f définie par f(s) =T(s)z, s € [0,7[. Alors f est continue pour tout
s> 0.

Considérons le probleme a valeur initiale :

Ce probleme n’admet pas de solution méme si u(0) € D(A) car, on sait que la solution fabile

de ce probleme est sous la forme :
t t
u(t) = T().0 + /0 T(t — 8)T(s)wds = /0 T(t)zds = (T(1)z.

Or tT'(t)x n’est pas différentiable pour ¢ > 0.

Donc, on ne peut pas arriver a une solution de ce probleme.

Lemme 3.1. Soit g : [a,b[— X une fonction continue admettant une dérivée a droite gl

continue sur |a,b], alors g continument différentiable sur |a,b].
Preuve. voir [12]. |

Théoréme 3.5. Soient A le générateur infinitésimal du co-semi-groupe (T(t))¢>o0, f € L*([0,7[,X)

continue sur [0,7] et soit la fonction définie par :
t
v(t):/O T(t—s)f(s)ds, O0<t<r. (3.4)

Le probléme (PCNH) admet une solution w sur [0,7] pour tout x € D(A) si l'une des condi-
tions suivantes est satisfaite :

i) v est continument différentiable sur [0,T7.

ii) ve D(A) pour tout 0 <t <T et la fonction t — Av(t) est continue sur [0,7].
Réciproquement, si le probléme (PCNH) admet une solution w sur [0,7] pour un certain
x € D(A) alors cette solution satisfait a la fois (i) et (ii).

Preuve. Sile probleme (PC'N H) admet une solution u par un certain « € D(A), alors cette

solution est donné par
t
u(t) = T(t)z+ /O T(t — s)f(s)ds.

Par conséquent
t—v(t) =u(t)—T(t)x.
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3.1. Equation différentielles abstraites

Est différentiable pour tout ¢t > 0 ( comme différance de deux fonctions différentiables), et
on a

V'(t) =u'(t) - T(t)Ax.

Donc v’ est clairement continue sur [0,7[ et par suite (i) est vérifiée.
De plus si x € D(A), alors T'(t)x € D(A) pour tout ¢ > 0, alors

v(t) =u(t)—T(t)x € D(A) pour tout t>0.

Donc t —— Aw(t) est continue sur [0,7[ ainsi (ii) est vérifiée.
D’autre part, on a pour tout h > 0

W+ijﬂ::;Mf%w+Mwﬁ@w—fTWwV@w]

~ 2Lﬁjﬁ+h—ﬁfﬁﬂ&igTﬁ—sm@Ms+£HhT@+h—@f@ms

PO 05 [ T+ h=s)7 ().

c’est a dire :

T(h)—Id . v(t+h)—v(t) 1 ft+h

h v( )_T_E t T(t+h—s)f(s)ds. (3.5)

De la continuité de f, il est claire que le second terme de la coté droite de (3.5) admet la
limite f(t) quand h. — 0
e Si v est continument différentiable sur [0, 7[, il résulte de (3.5) que v(t) € D(A) pour
0<t<Tet Av(t) =v'(t)— f(t). Puisque v(0) = 0, il en résulte que u(t) = T(t)z +v(t)
est la solution du probleme (PCNH ), pour z € D(A).
e Siv(t) € D(A) pour 0 <t < 7, il résulte de (3.5) que v est différentiable & driote en ¢
et sa dérivée A droite v/(t) = Av(t) + f(t) puisque v}; est continue, il vient du lemme
(3.1) que v est continument différentiable sur [0, 7] et v'(t) = Av(t) + ().
Puisque v(0) =0, u(t) = T'(t)x +v(t) est la solution de probleme (PCNH) pour
x € D(A).
|

Les deux corollaires suivantes sont des résultats du théoreme (3.5)

Corollaire 3.6. Soit A le générateur infinitésimal d’un co-semi-groupe (T'(t))i>0 si f est
continument différentiable sur [0,7[, alors (PCNH) admet une solution u sur [0,7] pour
tout x € D(A).

t t
Preuve. On a : v(t) :/0 T(t—s)f(s)ds :/0 T(t)f(t—s)ds.
Ce qui entraine que v est différentiable pour tout ¢ > 0, et par la regle intégrale de Leibiz,

on a

t t
u@:T@ﬂm+AIwﬁw—g@:T@ﬂm+Azu—gﬁ@@
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3.2. Application (Résolution d’une EDP )

D’otut v est continue sur [0,7], le résultat découle donc du théoreme (3.5), (i). |

Corollaire 3.7. Soient A le générateur infinitésimal d’un co-semi-groupe (T'(t))i>0 et
f e LY[0,7],X) une fonction continue sur [0,7], si f(s) € D(A) pour 0 <s<T
et s — Af(s) € LY([0,7[,X) alors pour tout x € D(A) le probléme (PCNH) admet une

solution sur [0,7].

Preuve. D’apres les conditions du corollaire, il en résulte que pour tout s >0 T'(t—s) f(s) €
D(A) et la fonction s — AT(t—s)f(s) =T(t—s)Af(s) est intégrable. Par conséquent v(t)
définie par (3.4) vérifiant v(t) € D(A) pour tout ¢t > 0, et

Av(t) = A/OtT(t—s)f(s)ds - /OtT(t—s)Af(s)ds.

Donc t —— Aw(t) est continue, le résultat découle du théoreme (3.5), (ii). |

3.2 Application (Résolution d’une EDP )

3.2.1 Equation d’Advection

Considérons 'equation d’advection suivante, qui décrit la quantité de la chaleur trans-

portée par un fluide en mouvement.

ot ox (3.6)

ov ov
™, { (@) + (1) =0, t>0 zeR
v(x,0) = f(x).

On cherche les solutions dans 'espace de Banach X = L*(R).

Nous écrivons d’abord le probleme (FA) sous la forme abstraite, en posant u(t) = v(.,t)

u'(t) = Au(t), t>0

On A= ;;l de domaine D(A) = {u € L*(R)/u’ € L*(R)} = H'(R).

D’autre part, A est le générateur infinitésimal du cp-semi-groupe (7'(t))i>0 défini sur X
par
(TN )= fle—t)  zeRi>0.

Alors, il vient du proposition (3.1) que pour tout f € D(A), la fonction définie par :

v(z,t) = (T()f)(z) = flz—1)

est 'unique solution de (EA).
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3.2. Application (Résolution d’une EDP )

3.2.2 Equation d’ondes

Il s’agit d’équation aux dérivées partielles de second ordre qui décrit les phénomemes de

propagation, I’équation d’ondes dont u est une solution est donnée par :

0%v O
w(z,t)— Av(z,t)=0 , sur x [0,7]
t)=0 I x [0
(EO) v(x,t) sur x [0, 7] (3.7)
v(z,0) =1 sur
g:(m,()) = sur €.
O © est un sous ensemble régulier de R* et vg € H*(Q)NHF(Q), v € H(Q).
Nous écrivons d’abord 1'équation (EQO) sous la forme abstraite, en posant —u = (U,g:),
alors : 5
U Au, >0
(PCH) ot (3.8)
u(0) = up.

Ou  Au= A(uy,uz) = (ug, A uy) et ug = (vg,v1).
Soit X = H}(Q) x L*(Q), on définit sur X le produit scalaire
< u,v >X:/QVU1.Vvldx—l—/Qu202dx, ou u=(up,ug) et v=(vy,v2).
L’opérateur A : D(A) C X — X de domaine D(A) = (H*(Q) N HY(Q)) x HI(Q) est m-
dissipatif sur X, en effet :
e D’abord, A est dissipatif car
< Au,u>x= /Q VuQ.Vulda:jL/Q A up.ugdr =0 [ D’apres la formule de green].

e Soient (f,g) € H3(Q) x L*(R2). L'équation u — Au = (f,g) est équivalent aux systéme :

ur—ug = f

ug— Auy =g
En remplacant up = u; — f dans la deuxiéme équation, on obtient
ui—Aur=f+g

Qui admet une solution unique u; € H*(Q) N H (), d’apres le théoreme de Lax-Milgram.

Par conséquent us € H}(Q) est unique. Donc Im(Ad—A) = X et A est m-dissipatif.
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3.2. Application (Résolution d’une EDP )

Par le théoreme de Lumer-Phillips, il vient que A est le générateur infinitésimal d’un cg-
semi-groupe de contraction (7'(t));>¢ et par suite le probleme (3.7) admet une solution

unique donnée par :

u(z,t) = (T(t)up)(x).
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CONCLUSION GENERALE

Les semi-groupes sont un outil tres puissant pour la résolution des équations d’évolutions,
ils ont connu des développement et des applications tres intéressants.

Notre étude consiste d’abord a donné des notions globales sur la théorie du semi-groupes
ensuite a examiné la relation entre I'existence et 'unicité de la solution du certaines équations
différentielles en particulier les équations différentielles abstraites ( probleme de Cauchy ) en

donnant quelques applications illustratives a quelques équations aux dérivées partielles .
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