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Résumé

Cette thèse traite de l’optimisation multi-objectif sous contraintes linéaires (LC-MOO), dont l’ob-

jectif est d’approximer efficacement le front de Pareto. Elle propose une amélioration d’une mé-

thode de directions réalisables reposant sur deux contributions complémentaires : d’une part, la

reformulation du sous-problème de recherche de direction au moyen d’un cône de directions réa-

lisables réduit ; d’autre part, l’introduction d’une procédure d’échantillonnage Hit-and-Run per-

mettant de générer une population initiale mieux répartie dans le polyèdre réalisable. La conver-

gence théorique de l’approche est établie, et une validation numérique réalisée sous MATLAB

avec la boîte à outils MPT3, sur 25 problèmes LC-MOO, compare la MDR proposée à une autre

MDR ainsi qu’à NSGA-II. Les résultats mettent en évidence une amélioration significative tant en

qualité d’approximation du front de Pareto qu’en rapidité de convergence.

Mots clés : Optimisation multi-objectif ; Contraintes linéaires ; Front de Pareto ; Directions

réalisables ; Hit-and-Run.

Abstract

This thesis addresses linearly constrained multi-objective optimization (LC-MOO) to efficiently

approximate the Pareto front. It proposes an improved Method of Feasible Directions based on

two complementary contributions : first, a reformulation of the Direction-Finding Subproblem

by introducing a reduced cone of feasible directions ; second, the incorporation of a Hit-and-Run

sampling procedure to generate a better-distributed initial population. The theoretical conver-

gence of the approach is established, and a numerical experiment conducted in MATLAB using

the MPT3 toolbox on 25 LC-MOO problems compares the proposed MFD with another MFD and

with NSGA-II. The results show a significant improvement in both the quality of the Pareto front

and convergence speed.

Keywords : Multi-objective optimization ; Linear constraints ; Pareto front ; Feasible direc-

tions ; Hit-and-Run.
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Introduction générale

L’optimisation multi-objectifs est une discipline centrale de la recherche opération-

nelle et de l’aide à la décision. Elle traite des problèmes où plusieurs objectifs doivent être

optimisés simultanément, souvent de manière conflictuelle, l’amélioration de l’un pou-

vant entraîner la dégradation d’un autre. Contrairement à l’optimisation mono-objectif, il

n’existe généralement pas de solution optimale unique ; on recherche plutôt des solutions

dites solutions efficaces ou solutions optimales au sens de Pareto, c’est-à-dire des solutions

réalisables pour lesquelles aucun objectif ne peut être amélioré sans en détériorer au

moins un autre. Ces solutions représentent des compromis entre les objectifs et consti-

tuent un support d’analyse pour le décideur, qui choisit parmi elles celle qui correspond

le mieux à ses préférences et aux exigences du contexte considéré.

Dans cette thèse, nous considérons plus particulièrement une classe importante de

problèmes, à savoir les problèmes d’optimisation multi-objectifs sous contraintes linéaires,

notés LC-MOO (pour Linearly Constrained Multi-Objective Optimization), dont l’ensemble

réalisable est défini par un système d’inégalités linéaires décrivant une région polyédrale.

De tels problèmes apparaissent dans de nombreux domaines d’application, notamment

la planification de radiothérapie [36], la conception de réseaux de capteurs sans fil [21],

l’optimisation des systèmes de distribution d’eau [66], la gestion de trésorerie [83], l’opti-

misation de portefeuilles d’investissement [73, 45, 79], la planification agricole [95], ainsi

que la logistique humanitaire en situation de crise [94].

À titre d’illustration en finance, Oliva et al. [73] étudient un problème d’optimisation

multi-objectifs de portefeuille, formulé comme un LC-MOO, où les variables de décision

représentent les poids d’allocation du capital entre les actifs. Les auteurs considèrent

conjointement des objectifs de performance et de maîtrise du risque, c’est-à-dire maxi-

miser le rendement et minimiser une mesure de risque, sous des contraintes réalistes de

construction de portefeuille : budget, non-négativité, limites réglementaires, borne sur

l’écart de suivi par rapport à un indice, exigences de diversification et contraintes de car-
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Introduction générale

dinalité. Ces objectifs étant naturellement conflictuels, le décideur ne peut pas viser une

satisfaction simultanée parfaite et doit raisonner en termes de solutions de compromis.

Le concept de solution efficace, également appelée solution optimale au sens de Pa-

reto, formalise la notion de compromis en optimisation multi-objectifs. Une solution réa-

lisable est dite efficace s’il n’existe aucune autre solution réalisable permettant d’amélio-

rer au moins un objectif sans en détériorer au moins un autre. L’ensemble de ces solutions

constitue le front de Pareto, qui regroupe tous les compromis admissibles entre les diffé-

rents objectifs. Ce front représente une base rationnelle pour l’aide à la décision. L’enjeu

algorithmique consiste alors à en construire une approximation fiable, bien répartie et

exploitable, afin de fournir au décideur une représentation claire des alternatives pos-

sibles et de lui permettre de sélectionner une solution conforme à ses préférences et aux

exigences du contexte étudié.

Une première famille d’approches, couramment utilisée pour approximer le front de

Pareto des problèmes LC-MOO, repose sur les techniques de scalarisation, également ap-

pelées méthodes paramétriques. Leur principe consiste à reformuler le problème multi-

objectifs en une suite de problèmes mono-objectifs à l’aide d’un ou de plusieurs pa-

ramètres. Cette transformation permet d’utiliser des algorithmes et des solveurs clas-

siques, particulièrement performants lorsque l’ensemble réalisable est polyédral, tout en

intégrant explicitement les préférences du décideur à travers des poids, des niveaux de

contrainte ou un point de référence. Parmi les techniques les plus répandues figurent

la méthode de pondération des objectifs, la méthode des ε-contraintes, ainsi que les ap-

proches fondées sur des normes ou des points de référence. Leur simplicité de mise en

œuvre, leur efficacité numérique et leur compatibilité avec les outils standards expliquent

leur rôle central dans la littérature [70, 35].

Cependant, malgré leur popularité et leur simplicité conceptuelle, les méthodes de

scalarisation présentent des limites bien identifiées. Selon Morovati et Pourkarimi [71],

deux interrogations émergent : pourquoi privilégier des approches non paramétriques

face aux schémas classiques de scalarisation, et pourquoi y recourir même dans le cas

convexe, où la méthode de pondération et celle des ε-contraintes sont censées, en théorie,

générer l’ensemble des solutions efficaces? Plusieurs travaux apportent des éléments de

réponse. Das et Dennis [29] montrent qu’une discrétisation uniforme des poids ne conduit

pas nécessairement à une distribution uniforme des solutions sur le front de Pareto, y

compris pour des problèmes convexes. L’exemple analysé dans [42] met en évidence que

la méthode de pondération peut n’être réellement efficace que sur un intervalle de pa-

3



Introduction générale

ramètres très restreint, tandis que Morovati et Pourkarimi [71] soulignent qu’elle peut

échouer à produire une approximation satisfaisante du front, même dans le cas linéaire

des fonctions objectif. Pour la méthode des ε-contraintes, Mavrotas [68] met en lumière

les difficultés liées au choix du paramètre ε, qui peut rendre certains sous-problèmes

irréalisables. De manière plus générale, Ehrgott [35] insiste sur la sensibilité de ces ap-

proches aux paramètres et sur leur capacité limitée à explorer de manière homogène des

fronts non convexes. Marler et Arora [67] relèvent également leur forte dépendance para-

métrique ainsi que le risque d’obtenir des optima non stricts, tandis que Messac et al. [69]

soulignent qu’un mauvais calibrage peut engendrer un coût de calcul élevé sans amélio-

ration significative de la qualité de l’approximation obtenue.

Face à ces limites, une littérature non paramétrique s’est développée autour des mé-

thodes à directions, dont l’objectif est de réduire la dépendance aux paramètres tout en

exploitant directement les informations différentielles des fonctions objectif. Le travail

fondateur de Fliege et Svaiter [40] constitue une étape décisive en introduisant la notion

de direction de descente adaptée au cadre multi-objectifs. Depuis, ce cadre a été enrichi

par de nombreuses contributions, parmi lesquelles les méthodes de gradient projeté [50],

les approches de régions de confiance [17, 14], les variantes quasi-Newton [42, 78, 2, 72],

ainsi que les méthodes de gradient réduit dédiées aux problèmes sous contraintes li-

néaires [37, 38]. Des développements plus récents incluent les stratégies imposant une

distance minimale entre solutions [84], la méthode des directions réalisables de type

Zoutendijk [71], les schémas à ensembles actifs [47], les méthodes de gradient condi-

tionnel [5, 23] et les approches de gradient conjugué non linéaire sur variétés rieman-

niennes [22]. L’idée commune à ces méthodes consiste à calculer, à chaque itération, une

direction assurant une amélioration simultanée des objectifs tout en maintenant la faisa-

bilité, ce qui les rend particulièrement adaptées aux problèmes LC-MOO.

Cette thèse s’inscrit dans le courant des méthodes non paramétriques fondées sur

la recherche de directions, et plus précisément dans la famille des méthodes à direc-

tions réalisables. Initialement développées pour résoudre des problèmes d’optimisation

non linéaire mono-objectif, ces méthodes ont été introduites par Zoutendijk [103]. Elles

consistent à construire une suite de points réalisables en déterminant, à chaque itération,

une direction réalisable assurant une amélioration de la fonction objectif, puis en choi-

sissant une longueur de pas compatible avec les contraintes. Leur intérêt réside dans leur

simplicité de mise en œuvre et dans le maintien de la faisabilité tout au long du processus

itératif. De nombreuses variantes et extensions ont ensuite été proposées et étudiées dans

le cadre mono-objectif [89, 77, 93, 91, 18].
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Dans le contexte multi-objectifs, Morovati et Pourkarimi [71] proposent une extension

d’une méthode à directions réalisables, que nous noterons désormais MDR, au cas des

problèmes multi-objectifs sous contraintes générales. Toutefois, lorsque cette extension

est appliquée aux problèmes LC-MOO, plusieurs limites peuvent être observées. Premiè-

rement, comme cela est discuté dans [10] dans le cadre mono-objectif, le sous-problème

de recherche de direction (SPD) repose principalement sur les contraintes actives, ce qui

peut entraîner des trajectoires oscillatoires et ralentir la convergence. Deuxièmement, le

contrôle directionnel simultané des objectifs et de certaines contraintes peut, selon les

situations, privilégier le maintien de la faisabilité au détriment d’une amélioration si-

gnificative des objectifs. Enfin, la procédure d’échantillonnage utilisée dans [71] pour

générer une population initiale de points réalisables, destinée à l’approximation du front

de Pareto, repose sur un point extrême et sur des directions aléatoires avec des pas fixes ;

cette stratégie tend à concentrer les points autour de la zone initiale, créant ainsi un effet

de regroupement qui réduit la diversité de la population et limite l’exploration globale

de la région réalisable.

L’objectif principal de cette thèse est d’améliorer l’approche de Morovati et Pourka-

rimi [71] pour la classe des problèmes LC-MOO, tout en conservant l’esprit d’une mé-

thode non paramétrique fondée sur des directions réalisables. À cette fin, deux contribu-

tions complémentaires sont proposées.

La première concerne le calcul de la direction : nous reformulons le SPD de ma-

nière à prendre en compte l’ensemble des contraintes du polyèdre, et non seulement les

contraintes actives, au moyen d’un cône de directions réalisables réduit. Cette reformu-

lation vise à stabiliser le comportement de l’algorithme au voisinage des frontières, à

limiter d’éventuelles oscillations et à produire des déplacements plus efficaces du point

de vue de l’amélioration simultanée des objectifs, tout en garantissant le maintien de la

faisabilité.

La seconde contribution concerne l’étape d’initialisation, qui joue un rôle déterminant

dans la qualité de l’approximation du front de Pareto. Contrairement à la procédure pro-

posée par Morovati et Pourkarimi [71], qui génère les points initiaux à partir d’un point

extrême et peut conduire à une concentration des solutions autour de ce point, nous pro-

posons une procédure d’échantillonnage de type Hit-and-Run [85, 96]. Cette technique

débute au centre de Tchebychev du polyèdre, ce qui permet de générer une population

de points réalisables mieux répartie dans l’ensemble réalisable. En évitant l’effet de re-
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groupement autour d’un point extrême, cette stratégie favorise une exploration plus ho-

mogène du polyèdre et contribue ainsi à une meilleure approximation du front de Pareto.

Ces deux améliorations sont intégrées dans un schéma algorithmique structuré en

deux niveaux. Dans un premier temps, une population initiale de points réalisables est

générée. Dans un second temps, chaque point est amélioré au moyen d’une procédure

itérative jusqu’à satisfaire des conditions d’optimalité au sens multi-objectifs, appelées

conditions de Pareto-criticité. Chaque itération comporte deux étapes : la première consiste

à déterminer une direction de descente réalisable par la résolution d’un sous-problème

de recherche de direction (SPD) ; la seconde consiste à calculer une longueur de pas le

long de cette direction, de manière à garantir simultanément l’amélioration des fonctions

objectif et le maintien de la faisabilité. Cette progression est pilotée par une recherche

linéaire multi-objectifs de type Armijo, assurant une amélioration conjointe au sens de la

dominance ainsi qu’une évolution contrôlée à l’intérieur de la région réalisable. Sous des

hypothèses de convexité, une analyse théorique établit des garanties de convergence vers

des solutions optimales au sens de Pareto.

Une étude expérimentale et comparative est ensuite menée sous Matlab, en s’ap-

puyant sur la boîte à outils MPT3 [52] pour la manipulation des polyèdres et la gestion

de la faisabilité. Les performances de la méthode proposée sont comparées à celles de la

méthode MDR de Morovati et Pourkarimi [71], ainsi qu’à l’algorithme évolutionnaire de

référence NSGA-II [31]. L’évaluation porte à la fois sur la rapidité de convergence, me-

surée par le nombre d’itérations et le temps CPU, et sur la qualité des fronts obtenus,

mesurée à l’aide de quatre indicateurs : la pureté, l’hypervolume, l’espacement (spacing) et

l’étendue généralisée (generalized spread).

La thèse est organisée en cinq chapitres complémentaires, qui suivent une progression

logique allant des fondements théoriques aux développements méthodologiques et à la

validation expérimentale.

— Chapitre 1 : présentation des notions de base et des préliminaires mathématiques

nécessaires à la compréhension du travail, notamment la convexité, la géométrie

des polyèdres, les conditions d’optimalité en optimisation non linéaire, ainsi que

les concepts de direction réalisable et de direction de descente. Ce chapitre établit

le cadre théorique général dans lequel s’inscrit la suite de la thèse.

— Chapitre 2 : étude détaillée des méthodes à directions réalisables en optimisation

non linéaire mono-objectif, avec un accent particulier sur la méthode de Zoutendijk

et ses principales variantes. L’objectif est d’analyser les mécanismes fondamentaux
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de ces approches afin d’identifier les éléments transférables et adaptables au cadre

multi-objectifs sous contraintes linéaires.

— Chapitre 3 : exposé des fondements de l’optimisation multi-objectifs, incluant les

notions de solution efficace, de front de Pareto et les principales méthodes de sca-

larisation. Ce chapitre présente également une synthèse de l’algorithme évolution-

naire NSGA-II, utilisé par la suite comme méthode de référence pour la comparai-

son expérimentale.

— Chapitre 4 : présentation de la contribution principale de la thèse. Nous y propo-

sons une reformulation du sous-problème de recherche de direction à l’aide d’un

cône de directions réalisables réduit, ainsi qu’une nouvelle procédure d’échan-

tillonnage de type Hit-and-Run pour la génération d’une population initiale bien

répartie. Le chapitre inclut l’analyse théorique de la méthode proposée, ses pro-

priétés de convergence sous hypothèses appropriées, ainsi qu’une comparaison

conceptuelle et algorithmique avec la méthode MDR de [71].

— Chapitre 5 : étude expérimentale et comparative de la méthode proposée. L’implé-

mentation est réalisée sous Matlab en s’appuyant sur la boîte à outils MPT3 pour

la manipulation des polyèdres et la gestion de la faisabilité. Différents problèmes

tests sont considérés, et les performances sont évaluées à l’aide de plusieurs in-

dicateurs de qualité du front, accompagnés d’une analyse détaillée des résultats

numériques.

La thèse se termine par une conclusion générale qui récapitule la contribution, les

démarches suivies et quelques perspectives de recherche.
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1
Notations et notions préliminaires

Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le problème d’optimisation mono-objectif sous

contraintes linéaires, formulé comme suit :

(P)


min
x

f (x),

s.c. Ax ≤ b,

x ∈Rn,

(1.1)

où s.c. est l’abréviation de sous contraintes. Le vecteur x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ Rn représente

les variables de décision, A ∈Rmn et b ∈Rm sont des données du problème, et f : Rn→R

désigne la fonction objectif.

L’ensemble des points satisfaisant les contraintes, noté S , est appelé ensemble réalisable

et s’écrit

S = {x ∈Rn : Ax ≤ b} ⊆R
n.

Dans toute la suite, nous supposerons que S est non vide et borné.

Ce chapitre regroupe les notions fondamentales et les notations qui serviront de socle

aux développements ultérieurs. La thèse porte sur le développement et l’analyse de mé-
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Chapitre 1 Notations et notions préliminaires

thodes à directions réalisables (MDR) pour la résolution de problèmes d’optimisation multi-

objectifs sous contraintes linéaires. À l’instar des problèmes d’optimisation mono-objectif,

ces approches se déroulent en deux étapes principales : une itération consiste typique-

ment à déterminer une direction de descente réalisable en résolvant un problème d’op-

timisation secondaire, appelé sous-problème de recherche de direction, noté simplement

(SPD), puis à calculer une longueur de pas appropriée au moyen d’une procédure de

type recherche linéaire.

Afin d’établir les fondations théoriques nécessaires à l’étude de ces méthodes, nous

commençons par examiner certaines propriétés géométriques des polyèdres formant l’en-

semble S , notamment la structure convexe, les points extrêmes et les faces. Nous rappe-

lons ensuite des notions analytiques relatives aux fonctions considérées, en particulier

la convexité, la différentiabilité et les conditions d’optimalité. Au fil des sections, nous

fixons enfin les notations et les conventions utilisées tout au long de la thèse afin d’assu-

rer la cohérence et la clarté des développements. Pour cette partie, nous nous appuyons

notamment sur les références bibliographiques suivantes [10, 57, 81, 16].

1.1 Notions préliminaires

Soit M = {1,2, . . . ,m} l’ensemble des indices des contraintes. Pour tout x̄ ∈ S , l’en-

semble des contraintes actives en x̄ est défini par

J(x̄) = {j ∈M : Aj x̄ − bj = 0},

où Aj désigne la j-ième ligne de la matrice A.

1.1.1 Normes et distances dans R
n

Les notions de norme et de distance jouent un rôle central en optimisation, notam-

ment pour mesurer la taille des directions, définir des voisinages, exprimer des critères

d’arrêt, et analyser la stabilité ainsi que la convergence des méthodes numériques.

Définition 1.1 (Norme). Une application ∥ · ∥ : Rn → R+ est appelée norme si, pour tous

x,y ∈Rn et tout α ∈R, elle vérifie :

1. ∥x∥ ≥ 0 et ∥x∥ = 0⇔ x = 0,

2. ∥αx∥ = |α| ∥x∥,

3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.
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Définition 1.2 (Distance induite par une norme). Soit ∥ · ∥ une norme sur R
n. La fonction

d : Rn
R

n→R+ définie par

d(x,y) = ∥x − y∥

est une distance.

Pour x ∈Rn, on définit, pour q ∈ [1,+∞), la norme ℓq par

∥x∥q =

 n∑
i=1

|xi |q
1/q

,

et la norme ℓ∞ par

∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi |.

Les cas q = 1 et q = 2 correspondent respectivement à la norme ℓ1 et à la norme eucli-

dienne. Lorsque ∥ · ∥ = ∥ · ∥2, la norme euclidienne d’un vecteur x̄ ∈Rn est donnée par

∥x̄∥2 =

√√
n∑
i=1

x̄2
i .

1.1.2 Boules, voisinages et notions locales

Dans l’espace euclidien R
n, de nombreuses notions fondamentales en optimisation,

telles que le minimum local, l’intérieur, la continuité, la convergence et les directions

réalisables, sont intrinsèquement locales. Pour formaliser rigoureusement ce que signifie

« proche de x̄ », on utilise les boules associées à une norme.

Définition 1.3. Soit ∥ · ∥ une norme sur Rn. Pour un point x̄ ∈ Rn et un rayon ϵ > 0, la boule

ouverte de centre x̄ et de rayon ϵ est définie par

B(x̄,ϵ) = {y ∈Rn : ∥y − x̄∥ < ϵ}.

Autrement dit, B(x̄,ϵ) est l’ensemble de tous les points y dont la distance à x̄, mesurée par la

norme ∥ · ∥, est strictement inférieure à ϵ. La boule fermée correspondante est

B(x̄,ϵ) = {y ∈Rn : ∥y − x̄∥ ≤ ϵ}.

La notion de boule joue un rôle structurant, car elle fournit une notion précise de

voisinage d’un point. Elle constitue l’outil standard pour exprimer des propriétés qui ne

concernent pas tout l’espace, mais seulement un comportement dans un périmètre arbi-

trairement petit autour de x̄.
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1.2 Quelques notions sur les polyèdres

Rappelons que l’ensemble réalisable du problème (1.1) est donné par

S = {x ∈Rn : Ax ≤ b},

où A ∈Rmn et b ∈Rm. Un tel ensemble est une intersection finie de demi-espaces fermés ;

il constitue donc un ensemble convexe et fermé.

Dans la littérature anglo-saxonne, un polyhedron désigne une intersection finie de

demi-espaces, éventuellement non bornée, tandis qu’un polytope correspond à un poly-

hedron borné, équivalent à l’enveloppe convexe d’un nombre fini de points [101]. En re-

vanche, dans la littérature francophone, le terme polyèdre est couramment utilisé pour

désigner un ensemble convexe défini par des inégalités linéaires, généralement borné

[13]. Conformément à cet usage, nous appellerons S un polyèdre.

1.2.1 Intérieur, frontière et intérieur relatif

Définition 1.4 (Point intérieur). Un point x̄ ∈ S est un point intérieur de S s’il existe ϵ > 0

tel que

B(x̄,ϵ) ⊆ S .

L’ensemble des points intérieurs est noté int(S).

Lorsque int(S) , ∅, les contraintes sont localement inactives autour de tout point inté-

rieur, ce qui simplifie l’analyse locale et la recherche de directions réalisables.

Cependant, il est fréquent en optimisation que S soit contenu dans un sous-espace

affine strict de R
n, par exemple lorsqu’on se restreint à une face. Dans ce cas, l’intérieur

au sens usuel peut être vide, ce qui motive la notion suivante.

Définition 1.5 (Enveloppe affine). L’enveloppe affine de S est le plus petit sous-espace affine

contenant S , noté aff(S).

Définition 1.6 (Intérieur relatif). Soit aff(S) l’enveloppe affine de S . Un point x̄ ∈ S appar-

tient à l’intérieur relatif de S , noté ri(S), s’il existe ϵ > 0 tel que

B(x̄,ϵ)∩ aff(S) ⊆ S .

L’intérieur relatif joue un rôle fondamental dans les théorèmes de séparation, les

conditions de qualification des contraintes et l’analyse des méthodes d’optimisation évo-

luant sur des faces de S [81].
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1.2.2 Points extrêmes

Définition 1.7 (Point extrême). Un point x̄ ∈ S est un point extrême, ou sommet, si, pour

tous x1,x2 ∈ S et tout λ ∈ (0,1),

x̄ = λx1 + (1−λ)x2 ⇒ x1 = x2 = x̄.

Un point extrême ne peut donc pas être exprimé comme une combinaison convexe

stricte de deux points distincts de S . En particulier, aucun point intérieur n’est extrême.

Les points extrêmes sont essentiels en optimisation linéaire et convexe. Le théorème

de Krein–Milman garantit que tout polyèdre convexe borné est l’enveloppe convexe de

l’ensemble fini de ses points extrêmes [28]. De nombreuses méthodes reposent sur leur

énumération, telles que la méthode de description double [44], les méthodes pivotales

issues du simplexe [7], ou encore les algorithmes de recherche inverse [8].

1.2.3 Faces d’un polyèdre

Définition 1.8 (Face). Un sous-ensemble non vide F ⊆ S est une face de S s’il existe un

ensemble d’indices J ⊆ {1, . . . ,m} tel que

F = {x ∈ S : Ajx = bj , ∀j ∈ J}.

La dimension de la face associée à J est donnée par

dim(F) = n− rank(AJ ),

où AJ est la sous-matrice de A correspondant aux contraintes actives.

Les points extrêmes correspondent aux faces de dimension zéro, les arêtes aux faces

de dimension un, et le polyèdre S lui-même est une face, d’une dimension égale à la

dimension affine de S .

1.2.4 Boîte englobante

Définition 1.9 (Boîte englobante). La boîte englobante du polyèdre S ⊂ R
n, notée [LB,UB],

est le plus petit pavé aligné sur les axes contenant S . Elle est définie composante par composante

par

LBi = min
x∈S

xi , UBi = max
x∈S

xi , i = 1, . . . ,n.

Autrement dit,

[LB,UB] = {x ∈Rn : LBi ≤ xi ≤UBi , i = 1, . . . ,n}.
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Le calcul exact des bornes LBi et UBi requiert la résolution de 2n programmes li-

néaires, chacun correspondant à la minimisation ou à la maximisation d’une composante

xi sur l’ensemble réalisable S [10].

En pratique, lorsque la dimension est élevée, on recourt souvent à des bornes appro-

chées afin de limiter le coût de calcul. La boîte englobante joue néanmoins un rôle impor-

tant : elle fournit un encadrement simple de l’ensemble réalisable, facilite la visualisation

géométrique, sert de domaine de tirage pour les méthodes d’échantillonnage aléatoire et

intervient dans certaines procédures d’approximation du volume.

1.2.5 Volume du polyèdre

Le volume du polyèdre réalisable S , noté Vol(S), constitue une caractéristique géo-

métrique fondamentale lorsque l’on analyse un problème d’optimisation sous un angle

global ou probabiliste. En effet, au-delà de la simple description de l’ensemble réalisable,

le volume fournit une mesure quantitative de sa « taille » dans l’espace R
n. Cette infor-

mation est particulièrement utile pour évaluer la difficulté géométrique d’un problème,

comparer différentes régions réalisables ou encore apprécier l’effet de contraintes supplé-

mentaires sur la réduction de l’espace de recherche.

Dans le cadre des méthodes d’échantillonnage aléatoire, notamment de type Monte

Carlo ou Hit-and-Run, le volume joue un rôle central. Supposons que l’on génère des

points uniformément dans un ensemble englobant B contenant S , par exemple une boîte

englobante. La probabilité qu’un point tiré appartienne à S s’écrit

P(x ∈ S) =
Vol(S)
Vol(B)

.

Ainsi, le rapport des volumes détermine directement le taux d’acceptation d’une méthode

de rejet et, par conséquent, le coût nécessaire pour obtenir un échantillon réalisable de

taille donnée. Plus généralement, dans l’analyse de complexité des algorithmes aléatoires

en grande dimension, des bornes faisant intervenir le volume, ou des rapports de volumes

entre ensembles convexes, apparaissent naturellement pour caractériser la difficulté in-

trinsèque du problème.

Le calcul exact du volume d’un polyèdre est cependant un problème #P-difficile dès

que la dimension n ≥ 5 [33]. Parmi les approches exactes figurent la décomposition en

simplexes, la méthode de Lasserre [62] et la méthode de Lawrence [63], dont la com-

plexité croît généralement de manière exponentielle avec la dimension. Ces méthodes

restent donc limitées à des problèmes de taille modérée.

Pour les dimensions élevées, on privilégie des techniques d’approximation fondées
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sur des méthodes de Monte Carlo. Le principe consiste à estimer le volume par

Vol(S) ≈ GS
G

Vol(B(S)),

où G désigne le nombre total de points générés uniformément dans une boîte englobante

B(S) et GS le nombre de points appartenant effectivement à S [74]. Ces méthodes sont

particulièrement adaptées aux grandes dimensions et constituent le fondement théorique

et pratique des stratégies d’échantillonnage utilisées dans cette thèse, notamment celles

de type Hit-and-Run.

1.3 Fonctions différentiables

Soit f : S →R et soit x ∈ S . Pour tout i ∈ {1,2, . . . ,n}, si la limite

∂f

∂xi
(x) = lim

t→0

f (x+ tei)− f (x)
t

existe, alors elle est appelée la i-ième dérivée partielle de f au point x, où ei désigne le

i-ième vecteur canonique.

Si toutes les dérivées partielles de f existent au point x, alors le gradient de f en x,

noté ∇f (x), est le vecteur

∇f (x) =
(
∂f (x)
∂x1

,
∂f (x)
∂x2

, . . . ,
∂f (x)
∂xn

)⊤
.

La fonction f est dite continûment différentiable sur S si toutes ses dérivées partielles

existent et sont continues sur S .

En outre, la fonction f est dite deux fois continûment différentiable sur S si toutes

ses dérivées partielles d’ordre deux existent et sont continues sur S . Dans ce cadre, les

dérivées partielles croisées sont symétriques : pour tous i, j et tout x ∈ S ,

∂2f

∂xi∂xj
(x) =

∂2f

∂xj∂xi
(x).

La matrice hessienne de f au point x ∈ S est alors la matrice nn définie par

[∇2f (x)]i,j =
∂2f (x)
∂xi∂xj

, i, j = 1, . . . ,n.

Dans la suite, nous rappelons les développements de Taylor au premier et au second

ordre de f au voisinage d’un point x̄. Ces approximations locales sont essentielles pour
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analyser le comportement de f et justifier les propriétés de descente des méthodes de

directions réalisables (MDR).

Supposons que f soit continûment différentiable au voisinage de x̄. Alors, pour x

proche de x̄, on a

f (x) = f (x̄) + (x − x̄)⊤∇f (x̄) +R1(x),

où R1(x) est un terme d’erreur continu vérifiant

lim
x→x̄

R1(x)
∥x − x̄∥

= 0.

Supposons maintenant que f soit deux fois continûment différentiable au voisinage

de x̄. Alors, pour x proche de x̄,

f (x) = f (x̄) + (x − x̄)⊤∇f (x̄) +
1
2

(x − x̄)⊤∇2f (x̄)(x − x̄) +R2(x),

où R2(x) est un terme d’erreur continu vérifiant

lim
x→x̄

R2(x)
∥x − x̄∥2

= 0.

1.4 Fonction convexe

La notion de convexité des fonctions occupe une place centrale en optimisation. Elle

permet de relier les propriétés locales aux propriétés globales du problème étudié. En

effet, la convexité simplifie considérablement l’analyse théorique et la conception des al-

gorithmes.

Définition 1.10. Soit f : S → R. La fonction f est convexe sur S si, pour tous x1,x2 ∈ S et

tout λ ∈ [0,1],

f (λx1 + (1−λ)x2) ≤ λf (x1) + (1−λ)f (x2).

De plus, f est strictement convexe sur S si l’inégalité précédente est stricte (<) pour x1 , x2 et

λ ∈ (0,1).

Géométriquement, dans la figure (1.1), la courbe rouge représente le graphe de f . La

droite pointillée reliant (x1, f (x1)) à (x2, f (x2)) est une sécante. La convexité se traduit par

le fait que le graphe de f reste entièrement au-dessous, ou sur, cette sécante entre x1 et

x2. Cela correspond précisément à l’inégalité de convexité précédente, valable pour tout

λ ∈ [0,1].

Dans le cas où f est continûment différentiable sur S , les résultats suivants donnent

des caractérisations équivalentes de la convexité.
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Figure 1.1 – Illustration d’une fonction convexe

Lemme 1.1. La fonction f est convexe sur S si et seulement si, pour tout x̄ ∈ S ,

f (x) ≥ f (x̄) +∇f (x̄)⊤(x − x̄) ∀x ∈ S .

De même, f est strictement convexe sur S si et seulement si, pour tout x̄ ∈ S ,

f (x) > f (x̄) +∇f (x̄)⊤(x − x̄) ∀x ∈ S , x , x̄.

Lemme 1.2. La fonction f est convexe sur S si et seulement si

(∇f (x2)−∇f (x1))⊤(x2 − x1) ≥ 0 ∀x1,x2 ∈ S .

Elle est strictement convexe sur S si et seulement si

(∇f (x2)−∇f (x1))⊤(x2 − x1) > 0 ∀x1,x2 ∈ S , x1 , x2.

Définition 1.11. Une matrice symétrique H ∈Rnn est dite définie positive, respectivement dé-

finie négative, si d⊤Hd > 0, respectivement d⊤Hd < 0, pour tout d ∈Rn\{0}. Elle est dite semi-

définie positive, respectivement semi-définie négative, si d⊤Hd ≥ 0, respectivement d⊤Hd ≤ 0,

pour tout d ∈Rn. Si aucun de ces cas ne s’applique, la matrice H est dite indéfinie.

Lemme 1.3. Supposons que f est deux fois différentiable sur S . Alors f est convexe sur S si et
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seulement si sa hessienne ∇2f (x) est semi-définie positive en tout point x ∈ S , c’est-à-dire

d⊤∇2f (x)d ≥ 0 ∀x ∈ S , ∀d ∈Rn.

De même, f est strictement convexe sur S si et seulement si ∇2f (x) est définie positive en tout

point x ∈ S , c’est-à-dire

d⊤∇2f (x)d > 0 ∀x ∈ S , ∀d ∈Rn \ {0}.

1.5 Minimum local, minimum global et point stationnaire

Dans cette section, nous clarifions les notions de minimum local et de minimum global

pour le problème (1.1), ainsi que leur lien avec la notion de point stationnaire. Nous

mettons ensuite en évidence le rôle central de la convexité de la fonction objectif lorsque

l’ensemble réalisable S est convexe.

Définition 1.12 (Minimum local). Un point x∗ ∈ S est appelé minimum local du problème

(P ) s’il existe ε > 0 tel que

f (x∗) ≤ f (x) ∀x ∈ S ∩B(x∗, ε).

Ainsi, un minimum local est un point qui minimise la fonction objectif par rapport

aux points réalisables suffisamment proches.

Définition 1.13 (Minimum global). Un point x∗ ∈ S est appelé minimum global du problème

(P ) si

f (x∗) ≤ f (x) ∀x ∈ S .

Un minimum global est donc optimal sur l’ensemble réalisable tout entier, et non

seulement dans un voisinage.

Lorsque f est continûment différentiable sur S , la notion de point stationnaire se dé-

finit comme suit.

Définition 1.14 (Point stationnaire). Un point x∗ ∈ S est appelé point stationnaire du pro-

blème (P ) si

∇f (x∗)⊤(x − x∗) ≥ 0 ∀x ∈ S .

Le résultat suivant établit le lien fondamental entre minimum local et stationnarité.

Lemme 1.4. Si x∗ ∈ S est un minimum local du problème (P ) et si f est différentiable en x∗,

alors x∗ est un point stationnaire.
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Démonstration. Supposons que x∗ soit un minimum local et qu’il ne soit pas stationnaire.

Alors il existe x ∈ S tel que

∇f (x∗)⊤(x − x∗) < 0.

Posons d = x − x∗. Comme S est convexe, pour tout t ∈ (0,1) on a

x∗ + td ∈ S .

Le développement de Taylor au premier ordre donne

f (x∗ + td) = f (x∗) + t∇f (x∗)⊤d + o(t),

avec lim
t→0+

o(t)
t

= 0. Comme ∇f (x∗)⊤d < 0, il existe t0 > 0 tel que, pour tout t ∈ (0, t0),

f (x∗ + td) < f (x∗),

ce qui contredit le caractère minimal local de x∗.

Ainsi, la stationnarité constitue une condition nécessaire d’optimalité locale. En re-

vanche, en général, un point stationnaire n’est pas nécessairement un minimum ; il peut

s’agir d’un point selle.

Dans toute la suite, l’ensemble réalisable S est supposé convexe, car il est défini par

des contraintes linéaires. Dans ce cadre, la convexité du problème (P ) repose uniquement

sur la convexité de la fonction objectif f .

— Si f est convexe sur S , alors tout minimum local est automatiquement un mini-

mum global.

— De plus, dans ce cas, tout point stationnaire est un minimum global.

En effet, si f est convexe, on a pour tout x ∈ S

f (x) ≥ f (x∗) +∇f (x∗)⊤(x − x∗).

Ainsi, si x∗ est stationnaire, le membre de droite est supérieur ou égal à f (x∗), ce qui

implique

f (x) ≥ f (x∗) ∀x ∈ S ,

et donc l’optimalité globale.

Enfin, si f est strictement convexe sur S , le minimum global est unique. En effet,

l’existence de deux minimums distincts contredirait la stricte convexité.
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1.6 Conditions d’optimalité

Dans cette section, nous établissons les conditions d’optimalité du problème (1.1) sous

contraintes linéaires. Lorsque l’ensemble réalisable S est convexe et que la fonction ob-

jectif f est différentiable, les conditions de Karush–Kuhn–Tucker (KKT) fournissent une

caractérisation analytique précise des minima locaux, et, sous convexité, des minima glo-

baux.

Le lemme de Farkas suivant joue un rôle central dans la démonstration des conditions

d’optimalité sous contraintes linéaires.

Lemme 1.5 (Lemme de Farkas). Soient c ∈ Rn et A ∈ Rmn. Alors exactement l’un des deux

systèmes suivants admet une solution :

(Système I) : ∃x ∈Rn tel que Ax ≤ 0, c⊤x > 0,

(Système II) : ∃y ∈Rm tel que A⊤y = c, y ≥ 0.

Une formulation équivalente, dite forme implicationnelle du lemme de Farkas, est la

suivante.

Lemme 1.6 (Forme implicationnelle). Soient c ∈ R
n et A ∈ R

mn. Les deux assertions sui-

vantes sont équivalentes :

(A) : ∀x ∈Rn, Ax ≤ 0⇒ c⊤x ≤ 0,

(B) : ∃y ∈Rm tel que y ≥ 0 et A⊤y = c.

Ce résultat constitue le fondement théorique des conditions d’optimalité sous contraintes

linéaires.

Théorème 1.1 (Conditions nécessaires de Karush–Kuhn–Tucker). Soit x∗ ∈ S un minimum

local du problème (1.1), supposé différentiable. Alors il existe un vecteur de multiplicateurs

α ∈Rm, α ≥ 0, tel que

∇f (x∗) +
m∑
j=1

αjA
⊤
j = 0, (1.2)

αj(Ajx
∗ − bj) = 0, j = 1, . . . ,m. (1.3)

Démonstration. Comme x∗ est un minimum local, il n’existe aucune direction de descente

réalisable en x∗.
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Pour t > 0 suffisamment petit, une direction d est réalisable en x∗ si et seulement si

Ajd ≤ 0 ∀j ∈ J(x∗),

où J(x∗) désigne l’ensemble des contraintes actives.

L’absence de direction de descente réalisable signifie donc que le système

Ajd ≤ 0 (j ∈ J(x∗)), ∇f (x∗)⊤d < 0

n’admet aucune solution.

En appliquant le lemme de Farkas à ce système, on obtient l’existence de multiplica-

teurs αj ≥ 0 (j ∈ J(x∗)) tels que

∇f (x∗) +
∑

j∈J(x∗)
αjA

⊤
j = 0.

En posant αj = 0 pour j < J(x∗), on obtient (1.2).

La condition de complémentarité (1.3) résulte directement de la définition de l’en-

semble actif.

Lorsque le problème est convexe, les conditions KKT ne sont plus seulement néces-

saires, mais également suffisantes.

Théorème 1.2 (Conditions suffisantes sous convexité). Supposons que f soit convexe et

continûment différentiable sur S . Alors x∗ ∈ S est solution optimale globale de (1.1) si et seule-

ment s’il existe α ≥ 0 satisfaisant (1.2)–(1.3).

Démonstration. La nécessité découle du théorème précédent.

Pour la suffisance, supposons que les conditions KKT soient vérifiées. Considérons la

fonction de Lagrange

h(x) = f (x) +
m∑
j=1

αj(Ajx − bj).

Comme f est convexe et que les fonctions x 7→ Ajx − bj sont affines, la fonction h est

convexe. La condition (1.2) implique ∇h(x∗) = 0, donc x∗ minimise h sur Rn.

Pour tout x ∈ S , on a
∑m

j=1αj(Ajx−bj) ≤ 0 et, par complémentarité,
∑m

j=1αj(Ajx
∗−bj) =

0. On en déduit

f (x∗) ≤ f (x),

ce qui montre que x∗ est optimal global.
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1.7 Direction réalisable et direction de descente

Soit x̄ ∈ S . On s’intéresse au comportement local du problème au voisinage de x̄, en

étudiant les directions dans lesquelles il est possible de se déplacer tout en conservant la

faisabilité, et éventuellement en améliorant la valeur de la fonction objectif.

Définition 1.15. Un vecteur non nul d ∈ Rn est appelé direction réalisable en x̄ s’il existe

δ > 0 tel que

x̄+λd ∈ S ∀λ ∈ (0,δ). (1.4)

Il est appelé direction de descente en x̄ s’il existe δ > 0 tel que

f (x̄+λd) < f (x̄) et x̄+λd ∈ S ∀λ ∈ (0,δ). (1.5)

On note

Φ(x̄) = {d ∈Rn \ {0} : ∃δ > 0, x̄+λd ∈ S ∀λ ∈ (0,δ)}

le cône des directions réalisables en x̄, et

∆(x̄) = {d ∈Rn \ {0} : ∃δ > 0, f (x̄+λd) < f (x̄) ∀λ ∈ (0,δ)}

le cône des directions de descente en x̄.

Dans les méthodes de directions réalisables (MDR), la détermination d’une nouvelle

itération repose sur la recherche d’une direction d ∈ Φ(x̄), et si possible d ∈ Φ(x̄)∩∆(x̄),

au moyen d’un sous-problème de recherche de direction (SPD).

Lemme 1.7. Soit x̄ ∈ S . Alors :

— d est une direction réalisable en x̄ si et seulement si

Ajd ≤ 0 ∀j ∈ J(x̄).

— Si f est continûment différentiable et si ∇f (x̄)⊤d < 0, alors d est une direction de des-

cente en x̄.

Démonstration. Supposons d’abord que d soit réalisable. Pour tout j ∈ J(x̄), on a Aj x̄ = bj

et, pour λ > 0 suffisamment petit,

Aj(x̄+λd) ≤ bj .

On en déduit bj +λAjd ≤ bj , donc Ajd ≤ 0.

Réciproquement, supposons que Ajd ≤ 0 pour tout j ∈ J(x̄). Pour tout i < J(x̄), on a
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Ai x̄ < bi ; par continuité, il existe δi > 0 tel que Ai(x̄ +λd) ≤ bi pour tout λ ∈ (0,δi). En po-

sant δ = mini<J(x̄)δi , on obtient x̄+λd ∈ S pour tout λ ∈ (0,δ), ce qui établit l’admissibilité.

Enfin, si f est continûment différentiable, le développement de Taylor au premier

ordre donne

f (x̄+λd) = f (x̄) +λ∇f (x̄)⊤d + o(λ),
o(λ)
λ
→ 0.

Si ∇f (x̄)⊤d < 0, il existe δ′ > 0 tel que f (x̄+λd) < f (x̄) pour tout λ ∈ (0,δ′).

On peut ainsi écrire

Φ(x̄) = {d ∈Rn \ {0} : Ajd ≤ 0, ∀j ∈ J(x̄)}, ∆(x̄) = {d ∈Rn \ {0} : ∇f (x̄)⊤d < 0}.

Un déplacement infinitésimal dans une direction de Φ(x̄) préserve la faisabilité, tandis

qu’un déplacement dans une direction de ∆(x̄) diminue la valeur de la fonction objectif.

Une condition nécessaire d’optimalité locale s’énonce alors comme suit.

Théorème 1.3. Si x̄ est un minimum local du problème (1.1), alors

Φ(x̄)∩∆(x̄) = ∅.

Démonstration. S’il existait d ∈ Φ(x̄)∩∆(x̄), alors pour λ > 0 suffisamment petit, on aurait

simultanément x̄ + λd ∈ S et f (x̄ + λd) < f (x̄), ce qui contredirait l’optimalité locale de

x̄.

Pour illustrer géométriquement la notion de direction de descente réalisable, considé-

rons le problème suivant : 

min
x∈R2

f (x) = (x1 − 6)2 + (x2 − 1)2,

s.c. A1 := 3x1 + 2x2 − 12 ≤ 0,

A2 := −x1 + 2x2 − 4 ≤ 0,

A3 := −x1 ≤ 0,

A4 := −x2 ≤ 0.

(1.6)

L’ensemble réalisable est donc le polyèdre

S = {x ∈R2 : Ajx ≤ bj , j = 1, . . . ,4}.

Dans cet exemple, au point b = (2,3), les contraintes actives sont A1 et A2 ; donc

J(b) = {1,2}.
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Figure 1.2 – Interprétation géométrique de la direction de descente réalisable

Le cône des directions réalisables en b s’écrit donc

Φ(b) = {d ∈R2 \ {0} : 3d1 + 2d2 ≤ 0, −d1 + 2d2 ≤ 0}.

Par ailleurs, ∇f (b) = (−8, 4)⊤ ; le cône des directions de descente au point b est

∆(b) = {d ∈R2 \ {0} : −8d1 + 4d2 < 0}.

On vérifie que l’intersection Φ(b)∩∆(b) est non vide, par exemple la direction d = (1,−2)

appartient à cette intersection. Il existe donc en b une direction qui permet simultané-

ment de rester dans l’ensemble réalisable et de diminuer la valeur de la fonction objectif.

Par conséquent, le point b n’est pas optimal.

En revanche, au point c = (4,0), les contraintes actives sont A1 et A4 ; donc

J(c) = {1,4}.

Le cône des directions réalisables en c est alors

Φ(c) = {d ∈R2 \ {0} : 3d1 + 2d2 ≤ 0, −d2 ≤ 0}.

D’autre part,

∇f (c) = (−4, −2)⊤, ∆(c) = {d ∈R2 \ {0} : −4d1 − 2d2 < 0}.
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Puisque −d2 ≤ 0, on a d2 ≥ 0. Or, pour qu’un vecteur d appartienne à ∆(c), il faut que

2d1 + d2 > 0.

Cette condition est incompatible avec l’inégalité précédente. Par conséquent,

Φ(c)∩∆(c) = ∅.

Cela signifie qu’il n’existe aucune direction qui soit à la fois réalisable et de descente.

Autrement dit, toute direction permettant de diminuer la fonction objectif fait sortir de

l’ensemble réalisable, tandis que toute direction réalisable ne permet pas une décrois-

sance locale de f . Cette situation traduit un état de stationnarité sous contraintes ; ici,

elle correspond au fait que c = (4,0) est la solution optimale du problème considéré.

La figure (1.2) illustre ainsi de manière géométrique les cônes Φ(x̄) et ∆(x̄) en deux

points réalisables. Lorsque leur intersection est non vide, il existe une direction de des-

cente réalisable et le point considéré ne peut pas être optimal. À l’inverse, lorsque Φ(x̄)∩
∆(x̄) = ∅, il n’existe aucune direction réalisable permettant de diminuer localement la

fonction objectif, ce qui est cohérent avec les conditions de Karush–Kuhn–Tucker.
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2
Méthodes de directions réalisables pour

l’optimisation mono-objectif

Introduction

La méthode des directions réalisables (MDR), initialement développée par Zouten-

dijk [103] pour résoudre des problèmes d’optimisation non linéaire à objectif unique,

s’appuie sur un principe simple : à chaque itération, on construit une direction de des-

cente réalisable au point courant, puis on détermine une longueur de pas garantissant à

la fois la faisabilité (toutes les itérées restent dans l’ensemble réalisable) et l’amélioration

de la fonction objectif. Cette philosophie confère à la MDR plusieurs avantages : (i) une

propriété de descente itérative, (ii) la conservation de la faisabilité à toutes les itérations,

(iii) une mise en œuvre conceptuellement directe, et (iv) une efficacité numérique appré-

ciable reposant principalement sur des dérivées du premier ordre et la résolution d’un

unique sous-problème de recherche de direction à chaque itération.

Dans cette thèse, l’intérêt principal porte sur la construction et l’analyse de sous-

problèmes de recherche de direction, notés SPD (sous-problème de recherche de direc-

tion), qui génèrent des directions réalisables, et si possible de descente, pour les pro-

blèmes sous contraintes linéaires. Les variantes de MDR se distinguent essentiellement

par :
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— la définition du SPD (ensemble de contraintes utilisées, normalisation de la direc-

tion, relaxation, termes quadratiques, etc.) ;

— la stratégie de calcul du pas (recherche linéaire exacte ou inexacte, pas maximal

réalisable, conditions de type Armijo/Wolfe, etc.).

On rappelle que le problème étudié est

(P)


min
x

f (x),

s.c. Ax ≤ b,

x ∈Rn,

(2.1)

avec ensemble réalisable S = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}, supposé non vide et borné. Pour un point

faisable x ∈ S , on note J(x) = {j ∈ {1, . . . ,m} : Ajx−bj = 0} l’ensemble des contraintes actives.

2.0.1 Schéma général d’une MDR

Le schéma général suivant décrit la structure commune des méthodes de directions

réalisables.

Algorithm 1 Schéma général d’une méthode des directions réalisables (MDR)

1: Initialisation : choisir x0 ∈ S et poser k = 0.

2: Calcul de direction : résoudre un SPD au point xk et obtenir une direction dk.

3: Test d’arrêt : si le SPD ne fournit pas de direction de descente réalisable, arrêter. Alors

xk est stationnaire (et, sous convexité, optimal).

4: Calcul du pas : déterminer λk > 0 tel que xk +λkdk ∈ S et f (xk +λkdk) < f (xk).

5: Mise à jour : poser xk+1 = xk +λkdk puis k← k + 1.

Les sections suivantes détaillent plusieurs SPD classiques, puis présentent des mé-

thodes apparentées (Frank–Wolfe, projection du gradient, gradient réduit) qui exploitent

également des directions réalisables, mais avec une construction différente.

2.1 SPD de Zoutendijk

Étant donné x ∈ S , le Lemme (1.7) montre qu’un vecteur non nul d est une direction

réalisable en x si et seulement si

Ajd ≤ 0, ∀j ∈ J(x), (2.2)
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et que si, de plus, ∇f (x)⊤d < 0, alors d est une direction de descente en x. Ainsi, la re-

cherche d’une direction de descente réalisable peut être formulée via le système
∇f (x)⊤d < 0,

Ajd ≤ 0, ∀j ∈ J(x),

d , 0.

(2.3)

Cependant, ce système, pris isolément, ne fournit pas une procédure numérique stable :

il est invariant par changement d’échelle (si d convient, alors td convient pour tout t > 0),

ce qui motive l’introduction d’une normalisation.

Zoutendijk [103] propose de construire d en minimisant une majoration commune

(variable auxiliaire z) de la baisse linéarisée de l’objectif et des quantités Ajd associées

aux contraintes actives. Cette idée, systématisée par Pironneau et Polak [77], conduit à

poser

z ≥ ∇f (x)⊤d, z ≥ Ajd (j ∈ J(x)),

et à minimiser z sous une contrainte de normalisation sur d. On obtient alors les trois

sous-problèmes de recherche de direction de Zoutendijk suivants.

27



Chapitre 2 Méthodes de directions réalisables pour l’optimisation mono-objectif

SPD_Z1(x)



min
z,d

z,

∇f (x)⊤d ≤ z,

Ajd ≤ z, ∀j ∈ J(x),

−1 ≤ d ≤ 1,

z ∈R, d ∈Rn,

(2.4a)

SPD_Z2(x)



min
z,d

z,

∇f (x)⊤d ≤ z,

Ajd ≤ z, ∀j ∈ J(x),

d⊤d ≤ 1,

z ∈R, d ∈Rn,

(2.4b)

SPD_Z3(x)



min
z,d

z,

∇f (x)⊤d ≤ z,

Ajd ≤ z, ∀j ∈ J(x),

∇f (x)⊤d ≥ −1,

z ∈R, d ∈Rn.

(2.4c)

Dans SPD_Z1(x), l’inégalité −1 ≤ d ≤ 1 est comprise composante par composante. Les

problèmes SPD_Z1(x) et SPD_Z3(x) sont des programmes linéaires, tandis que SPD_Z2(x)

est un problème convexe avec contrainte quadratique.

Lemme 2.1. Pour tout x ∈ S , chacun des sous-problèmes SPD_Zi(x), i = 1,2,3, admet au

moins une solution réalisable.

Démonstration. Le couple (z,d) = (0,0) satisfait les contraintes de SPD_Zi(x) pour i =

1,2,3. Ainsi, l’ensemble réalisable de chaque SPD est non vide.

Lemme 2.2. Pour tout x ∈ S et pour i ∈ {1,2,3}, la valeur optimale z∗i (x) de SPD_Zi(x) vérifie

z∗i (x) ≤ 0.

Démonstration. Par le lemme (2.1), (z,d) = (0,0) est réalisable et donne la valeur z = 0.

Comme chaque SPD minimise z, on obtient nécessairement z∗i (x) ≤ 0.

Intuitivement, si z∗ < 0, alors on obtient une direction d telle que ∇f (x)⊤d ≤ z∗ < 0 et

Ajd ≤ z∗ < 0 pour j ∈ J(x). La direction est donc strictement réalisable au premier ordre
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pour les contraintes actives et strictement de descente au premier ordre. En revanche,

si z∗ = 0, le SPD ne permet pas de produire une direction de descente réalisable ; cela

correspond précisément à la condition « absence de direction de descente réalisable »,

équivalente aux conditions KKT pour des contraintes linéaires (Chapitre 1).

Lemme 2.3. Soit x̄ ∈ S . Pour i ∈ {1,2,3}, on a :

x̄ est un point stationnaire du problème (2.1) ⇐⇒ z∗i (x̄) = 0.

Démonstration. (⇒) Si x̄ est stationnaire, alors il n’existe aucune direction d , 0 telle que

Ajd ≤ 0 pour tout j ∈ J(x̄) et ∇f (x̄)⊤d < 0 (voir la caractérisation « absence de direction de

descente réalisable » et le lien avec les conditions KKT établi au Chapitre 1). Supposons

par contradiction que z∗i (x̄) < 0. Alors il existe (z,d) réalisable avec z < 0. En particulier,

∇f (x̄)⊤d ≤ z < 0 et Ajd ≤ z < 0 pour tout j ∈ J(x̄), ce qui fournit une direction de descente

réalisable, contradiction. Ainsi z∗i (x̄) = 0 (en utilisant aussi z∗i (x̄) ≤ 0, lemme (2.2)).

(⇐) Si z∗i (x̄) = 0, alors aucun couple réalisable ne peut avoir z < 0. En particulier, il

n’existe pas de direction d , 0 satisfaisant simultanément Ajd ≤ 0 (j ∈ J(x̄)) et∇f (x̄)⊤d < 0.

On retrouve alors la condition d’absence de direction de descente réalisable, équivalente à

la stationnarité sous contraintes linéaires, et donc aux conditions KKT du Chapitre 1.

Conformément au schéma général (Algorithme (1)), à l’itération k, une fois la direction

dk obtenue par un SPD, on calcule le nouvel itéré

xk+1 = xk +λkdk , (2.5)

où λk > 0 doit préserver la faisabilité et assurer la descente.

Pour un point faisable xk ∈ S et une direction réalisable dk, on introduit l’ensemble

Ω(xk) =
{
j ∈ {1, . . . ,m} \ J(xk)

∣∣∣ Ajd
k > 0

}
. (2.6)

Il s’agit des contraintes inactives en xk, donc strictement satisfaites, mais qui peuvent

devenir violées lorsque l’on avance dans la direction dk.

Proposition 2.1. Pour tout xk ∈ S , si dk est une direction réalisable en xk, alors Ω(xk) , ∅.

Démonstration. Supposons par l’absurde que Ω(xk) = ∅. Alors Ajd
k ≤ 0 pour tout j <

J(xk). Comme dk est réalisable, on a aussi Ajd
k ≤ 0 pour tout j ∈ J(xk). Ainsi Adk ≤ 0,

composante par composante, ce qui implique

A(xk +λdk) ≤ Axk ≤ b, ∀λ ≥ 0,
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et donc xk + λdk ∈ S pour tout λ ≥ 0. Cela contredit la bornitude de S . On conclut que

Ω(xk) , ∅.

Pour les contraintes actives j ∈ J(xk), on a Ajx
k = bj et, par admissibilité, Ajd

k ≤ 0.

Donc

Aj(x
k +λdk) = bj +λAjd

k ≤ bj , ∀λ ≥ 0.

En revanche, pour j ∈Ω(xk), on a Ajd
k > 0 et bj −Ajx

k > 0. La contrainte Aj(xk +λdk) ≤ bj

impose alors

λ ≤
bj −Ajx

k

Ajdk
.

On définit le pas maximal réalisable par

λk
max = min

j∈Ω(xk)

bj −Ajx
k

Ajdk

 > 0. (2.7)

Ainsi, xk + λdk ∈ S pour tout λ ∈ (0,λk
max), et le calcul du pas peut se ramener à une

recherche linéaire sur l’intervalle [0,λk
max] :

min
0<λ≤λk

max

f (xk +λdk). (2.8)

Dans la pratique, on peut utiliser une recherche exacte, comme dans certains exemples

classiques, ou une recherche inexacte, par exemple avec des conditions d’Armijo/Wolfe,

afin de réduire le coût numérique.

2.2 Contraintes quasi-actives, jamming et limites de la va-

riante originale

Le SPD de Zoutendijk n’utilise que les contraintes actives J(xk). Or, lorsqu’une contrainte

est inactive mais très proche de l’être, c’est-à-dire lorsque la marge bj − Ajx
k est faible,

l’ignorer dans le SPD peut produire une direction qui conduit à un pas maximal λk
max

extrêmement petit, ce qui ralentit fortement la progression.

2.2.1 Contraintes quasi-actives

Une stratégie standard consiste à enrichir l’ensemble des contraintes prises en compte

dans le SPD en ajoutant des contraintes dites quasi-actives. Pour un seuil ε > 0, on définit

Jε(x) = { j ∈ {1, . . . ,m} | bj −Ajx ≤ ε }. (2.9)
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Cette idée, discutée notamment par Bazaraa et al. [10], favorise la production de di-

rections permettant des pas plus longs, donc une progression plus régulière. Le choix

de ε doit toutefois être calibré : un ε trop grand peut activer artificiellement trop de

contraintes, rendre le SPD inutilement conservatif, voire provoquer un arrêt prématuré.

Figure 2.1 – Effet des contraintes quasi-actives : impact sur la génération de directions.

Comme illustré dans la Figure (2.1), au point x̄, une seule contrainte est active, mais

une autre est quasi-active, avec une marge faible. Si le SPD ne tient compte que de J(x̄),

la direction obtenue peut être immédiatement bloquée par la contrainte quasi-active, im-

posant un pas très petit. En ajoutant cette contrainte au SPD, via Jε(x̄), on obtient une

direction plus robuste, autorisant un déplacement plus significatif tout en conservant

l’admissibilité.

2.2.2 Jamming et contre-exemple de Wolfe

Malgré ces ajustements, la formulation originale de Zoutendijk peut souffrir d’une li-

mitation théorique : la convergence vers un point satisfaisant les conditions KKT n’est pas

garantie en général. Un phénomène classique est le jamming (blocage), où les itérations

stagnent à un point non stationnaire. Le contre-exemple suivant, dû à Wolfe [93], met en

évidence ce comportement.

Exemple 2.1 (Contre-exemple de Wolfe, 1967). Considérons le problème convexe suivant :
min
x∈R3

f (x) =
4
3

(x2
1 − x1x2 + x2

2)3/4 − x3,

s.c. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, 0 ≤ x3 ≤ 2.
(2.10)

La solution optimale unique est x̄ = (0,0,2)⊤, avec f (x̄) = −2.
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Initialisons l’algorithme au point réalisable x1 = (0, a,0)⊤, où 0 < a ≤ 1
2
√

2
. À chaque

itération k, la direction dk est obtenue en résolvant SPD_Z2, avec normalisation quadra-

tique, puis λk est choisie par une recherche linéaire exacte, dans l’esprit de l’analyse de

Wolfe.

Au point initial x1, les contraintes actives incluent x2 ≥ 0 et x3 ≥ 0, soit, sous forme

Ax ≤ b, −x2 ≤ 0 et −x3 ≤ 0. On a alors

A1 =

0 −1 0

0 0 −1

 , ∇f (x1) = (−
√
a, 2
√
a, −1)⊤. (2.11)

La direction optimale de SPD_Z2 est

d1 = −
∇f (x1)
∥∇f (x1)∥

,

et la recherche linéaire conduit à

x2 =
(
a
2
, 0,
√
a

2

)⊤
. (2.12)

En poursuivant, la suite {xk} alterne entre les frontières x1 = 0 et x2 = 0. Plus précisé-

ment, pour k ≥ 3,

xk =



0,
(

1
2

)k−1
a, 1

2

k−2∑
j=0

( a
2j

)1/2

⊤

, si k impair,(1
2

)k−1
a, 0, 1

2

k−2∑
j=0

( a
2j

)1/2

⊤

, si k pair.

(2.13)

Cette suite converge vers

x̂ =
(
0, 0,

(
1 +

√
2

2

)√
a

)⊤
, (2.14)

et, sous l’hypothèse a ≤ 1
2
√

2
, on obtient x3 =

(
1 +

√
2

2

)√
a ≤
√

2 < 2, donc la contrainte x3 ≤ 2

est strictement inactive au point limite x̂.

Au point x̂, les contraintes actives sont x1 ≥ 0 et x2 ≥ 0, c’est-à-dire −x1 ≤ 0 et −x2 ≤ 0,

tandis que ∇f (x̂) = (0,0,−1)⊤. Il n’existe pas de multiplicateurs λ1,λ2 ≥ 0 tels que

∇f (x̂) +λ1(−1,0,0)⊤ +λ2(0,−1,0)⊤ = 0,
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ce qui viole les conditions KKT. De plus,

f (x̂) = −
(
1 +

√
2

2

)√
a > −2 = f (x̄),

confirmant que x̂ n’est pas optimal.

Ce blocage est typique du jamming : les directions dk et/ou les pas λk se dégradent,

c’est-à-dire tendent vers des valeurs très petites, entraînant une oscillation stérile sans

progression vers la contrainte x3 ≤ 2, qui reste pourtant déterminante pour atteindre

l’optimum x̄. Une approche naturelle pour éviter ce phénomène consiste à inclure da-

vantage de contraintes, actives et inactives, dans le SPD, comme le proposent Topkis et

Veinott [89].

2.3 SPD de Topkis–Veinott

Pour remédier aux limitations de la variante de Zoutendijk, notamment l’exclusion

des contraintes inactives, Topkis et Veinott [89] proposent un SPD intégrant toutes les

contraintes, ce qui stabilise les directions obtenues et améliore les garanties théoriques

de convergence vers un point satisfaisant les conditions KKT.

Pour harmoniser les notations avec le problème Ax ≤ b, on introduit la fonction contrainte

linéaire

ej(x) = Ajx − bj ≤ 0, j = 1, . . . ,m. (2.15)

On note également g(x) = (g1(x), . . . , gm(x))⊤. Pour les contraintes actives, ej(x) = 0, et pour

les contraintes strictement inactives, ej(x) < 0.

Le SPD de Topkis–Veinott, avec normalisation en boîte, s’écrit alors :

SPD_TV(x)



min
z,d

z,

∇f (x)⊤d ≤ z,

ej(x) +Ajd ≤ z, ∀j = 1, . . . ,m,

−1 ≤ d ≤ 1,

z ∈R, d ∈Rn.

(2.16)

Ici, les contraintes ej(x)+Ajd ≤ z combinent l’information locale sur la marge ej(x) et l’effet

directionnel Ajd. Lorsque ej(x) < 0, c’est-à-dire lorsque la contrainte est inactive, la marge

permet d’autoriser des directions qui pourraient temporairement augmenter Ajx, tout en

restant contrôlées par le niveau z ≤ 0. Cette anticipation réduit le risque de jamming et

rend la direction plus robuste vis-à-vis des contraintes proches de l’activation.
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Lemme 2.4 (Critère d’arrêt pour SPD_TV). Soit x ∈ S . Alors x satisfait les conditions KKT

du problème (2.1) si et seulement si la valeur optimale z∗ de SPD_TV(x) est nulle.

Démonstration. L’argument est analogue à celui du lemme (2.3). Si z∗ < 0, alors le SPD

fournit une direction d telle que ∇f (x)⊤d < 0 et ej(x) + Ajd < 0 pour tout j, ce qui ga-

rantit, pour un pas suffisamment petit, une direction de descente strictement réalisable.

Réciproquement, si z∗ = 0, l’absence de solution avec z < 0 signifie qu’il n’existe pas de

direction de descente réalisable, ce qui équivaut aux conditions KKT sous contraintes

linéaires (Chapitre 1).

2.4 SPD de Pironneau–Polak

Pironneau et Polak [77] ont étudié la convergence de plusieurs variantes et ont pro-

posé des SPD quadratiques où l’on ajoute un terme 1
2∥d∥

2 dans la fonction objectif afin de

contrôler implicitement la taille de la direction, sans imposer une normalisation expli-

cite. Cette modification produit un programme quadratique convexe, souvent plus stable

numériquement, et particulièrement intéressant lorsque m≪ n, car la formulation duale

s’exprime en dimension m+ 1.

En conservant ej(x) = Ajx − bj ≤ 0, on définit l’ensemble des contraintes ε-actives par

Jε(x) = { j ∈ {1, . . . ,m} | ej(x) ≥ −ε } = { j | bj −Ajx ≤ ε }. (2.17)

Le SPD avec contraintes ε-actives peut s’écrire comme suit :

SPD_PP1(x)



min
z,d

z+
1
2
∥d∥2,

∇f (x)⊤d ≤ z,

ej(x) +Ajd ≤ z, ∀j ∈ Jε(x),

z ∈R, d ∈Rn.

(2.18)

La variante avec toutes les contraintes est la suivante :

SPD_PP2(x)



min
z,d

z+
1
2
∥d∥2,

∇f (x)⊤d ≤ z,

ej(x) +Ajd ≤ z, ∀j = 1, . . . ,m,

z ∈R, d ∈Rn.

(2.19)

Les auteurs montrent dans [77] que la MDR associée à SPD_PP2(x) est globalement

convergente vers un point stationnaire ; sous hypothèses de convexité, la convergence
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est linéaire, et une borne sur le taux est dérivée dans [76, 77]. Chaney [19, 20] relâche

certaines hypothèses et obtient des résultats analogues sous des conditions du second

ordre adaptées à un minimum local.

2.5 SPD de Wiest–Polak

Le SPD de Wiest–Polak [91] étend des approches basées sur la programmation qua-

dratique généralisée en introduisant des termes quadratiques, interprétés comme une

régularisation ou une approximation de second ordre, dans les inégalités du SPD, tout

en conservant une normalisation en boîte. Pour le problème (2.1), on peut l’écrire sous la

forme :

SPD_WP(x)



min
z,d

z,

∇f (x)⊤d +
γ

2
∥d∥2 ≤ z,

ej(x) +Ajd +
γ

2
∥d∥2 ≤ z, ∀j = 1, . . . ,m,

−1 ≤ d ≤ 1,

z ∈R, d ∈Rn,

(2.20)

où γ > 0. Cette variante vise à améliorer la stabilité et la vitesse de convergence ; des

expériences rapportées, par exemple dans [24], indiquent une supériorité sur certains

ensembles de tests.

2.6 SPD de Cawood–Kostreva (normes relaxées)

Cawood et Kostreva [18] proposent une généralisation de Pironneau–Polak en rempla-

çant la norme euclidienne par une norme elliptique induite par une matrice symétrique

définie positive H . Le paramètre γ > 0 règle l’intensité de la régularisation. Le SPD asso-

cié s’écrit :

SPD_CK(x)



min
z,d

z+
γ

2
d⊤Hd,

∇f (x)⊤d ≤ z,

ej(x) +Ajd ≤ z, ∀j = 1, . . . ,m,

z ∈R, d ∈Rn.

(2.21)

Ce SPD est un programme quadratique convexe, strictement convexe si H est définie po-

sitive, qui se résout efficacement, notamment via sa formulation duale. Cawood et Kos-

treva [18] établissent une convergence globale sous des hypothèses standards, notamment

la compacité de l’ensemble de niveau {x ∈ S : f (x) ≤ f (x0)} et l’existence d’un intérieur

non vide.
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Korycki et Kostreva [59, 60] dérivent une convergence linéaire et proposent des mises

à jour de type BFGS pour H , vue comme une approximation du Hessien du Lagrangien,

afin d’améliorer l’efficacité locale et la robustesse sur de grands problèmes, notamment

en optimisation structurale.

2.7 SPD modifié de Chen–Kostreva

Chen et Kostreva [25] introduisent une variante pondérée de SPD_CK, avec des co-

efficients γj > 0, et γ0 > 0 pour l’objectif, permettant d’ajuster la relaxation de manière

différenciée entre l’objectif et les contraintes. Le SPD s’écrit :

SPD_CKmod(x)



min
z,d

z+
1
2
d⊤Hd,

∇f (x)⊤d ≤ γ0z,

ej(x) +Ajd ≤ γjz, ∀j = 1, . . . ,m,

z ∈R, d ∈Rn.

(2.22)

Lorsque γj = γ , constant pour tout j, on retrouve la famille Cawood–Kostreva ; lorsque

γj = 1 et H = I , on se rapproche de Pironneau–Polak. Les poids γj permettent un ajus-

tement heuristique ou adaptatif visant à accélérer la convergence, en particulier lorsque

certaines contraintes gouvernent la dynamique des itérations.

Chen et Kostreva [25] prouvent la convergence globale sous des hypothèses de com-

pacité d’ensemble de niveau, sans exiger une convexité stricte. Le taux est linéaire, et

les tests numériques indiquent qu’un choix approprié des γj réduit souvent le nombre

d’itérations et d’évaluations de f .

2.8 Méthode de Frank–Wolfe

La méthode de Frank et Wolfe [43], souvent appelée conditional gradient, est une mé-

thode de base pour l’optimisation convexe différentiable sur un polyèdre. Elle se dis-

tingue des MDR au sens strict par le fait que la direction est obtenue en résolvant un

programme linéaire sur S , par linéarisation de l’objectif, plutôt qu’un SPD construit à

partir des contraintes actives.

À l’itération k, on résout le problème linéaire

min
y∈S
∇f (xk)⊤y, (2.23)

et on note yk une solution optimale. La direction de déplacement est alors dk = yk −xk, et
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on choisit un pas λk ∈ [0,1] en résolvant

min
λ∈[0,1]

f (xk +λ(yk − xk)). (2.24)

Le nouvel itéré est xk+1 = xk +λk(yk − xk), qui reste faisable par convexité de S .

Algorithm 2 Algorithme de Frank–Wolfe

1: Choisir un point initial x0 ∈ S . Poser k = 0.

2: repeat

3: Résoudre yk ∈ argminy∈S ∇f (xk)⊤y.

4: Poser dk = yk − xk.

5: Calculer le gap de Frank–Wolfe : gk = ∇f (xk)⊤(xk − yk).

6: Si gk ≤ ε, arrêter.

7: Choisir λk ∈ [0,1] en résolvant minλ∈[0,1] f (xk +λdk), ou via une règle inexacte.

8: Mettre à jour xk+1 = xk +λkdk, puis k← k + 1.

9: until critère d’arrêt

Le critère gk ≤ ε est naturel : lorsque f est convexe, gk est un certificat d’optimalité, ou

écart dual, et gk = 0 caractérise l’optimalité sur S .

2.9 Méthode de projection du gradient (Rosen)

La méthode de Rosen [82] prolonge l’idée de descente du gradient aux problèmes

contraints en projetant le gradient sur l’espace tangent défini par les contraintes actives.

Contrairement aux SPD de type Zoutendijk, qui optimisent explicitement une direction

sous contraintes linéarisées, la direction est ici obtenue par projection orthogonale, ce qui

simplifie le calcul mais peut produire des directions moins agressives en descente.

Définition 2.1. Une matrice M ∈Rnn est une matrice de projection si M = M⊤ et M2 = M.

Lemme 2.5. Soit M ∈Rnn. Alors :

1. si M est une matrice de projection, alors M est semi-définie positive ;

2. M est une matrice de projection si et seulement si I −M est une matrice de projection.

Démonstration. (1) Pour tout x ∈ Rn, x⊤Mx = x⊤M⊤Mx = ∥Mx∥2 ≥ 0, donc M ⪰ 0. (2) Si

M = M⊤ et M2 = M, alors (I−M)⊤ = I−M et (I−M)2 = I−2M+M2 = I−M. La réciproque

est identique en remplaçant M par I −M.

Soit x̄ ∈ S . Notons J(x̄) l’ensemble des contraintes actives et A0 la sous-matrice de

A composée des lignes Aj pour j ∈ J(x̄). Sous l’hypothèse que A0 est de rang plein, la
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projection orthogonale sur ker(A0) est

M = I −A⊤0 (A0A
⊤
0 )−1A0. (2.25)

Lemme 2.6. Soit x̄ ∈ S . Si M est une matrice de projection telle que M∇f (x̄) , 0, alors d =

−M∇f (x̄) est une direction de descente en x̄. De plus, si A0 est de rang plein et M est donné

par (2.25), alors d est tangent aux contraintes actives au premier ordre, donc réalisable pour

un pas suffisamment petit.

Démonstration. Posons g = ∇f (x̄). Comme M est une projection, elle est semi-définie po-

sitive (lemme (2.5)), et

g⊤d = −g⊤Mg = −∥Mg∥2 < 0

si Mg , 0. Donc d est de descente. Par ailleurs, si M = I −A⊤0 (A0A
⊤
0 )−1A0, alors A0M =

0, d’où A0d = −A0Mg = 0. Ainsi d respecte les contraintes actives au premier ordre, ce

qui assure l’admissibilité locale, en tenant compte des contraintes inactives via un pas

suffisamment petit.

La méthode itérative est la suivante : au point xk, on construit A0 à partir de J(xk),

puis M et dk = −M∇f (xk). Si dk = 0, on évalue les multiplicateurs associés aux contraintes

actives ; si tous sont ≥ 0, on conclut à un point KKT, sinon on relâche une contrainte, à

savoir celle associée à un multiplicateur négatif, et on recommence.
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Algorithm 3 Processus de projection du gradient (Rosen)

1: Choisir un point faisable x0 ∈ S . Poser k = 0.

2: Déterminer J(xk) et former A0.

3: if J(xk) = ∅ then

4: if ∇f (xk) = 0 then

5: arrêter.

6: end if

7: poser dk = −∇f (xk) et aller à l’étape 5.

8: end if

9: Construire M = I −A⊤0 (A0A
⊤
0 )−1A0 (si A0 est de rang plein) et poser dk = −M∇f (xk).

10: if dk = 0 then

11: Calculer α = (A0A
⊤
0 )−1A0∇f (xk).

12: if α ≥ 0 then

13: arrêter ; xk est un point KKT.

14: end if

15: choisir un indice j tel que αj < 0, supprimer la ligne correspondante de A0, et

retourner à l’étape 4.

16: end if

17: Calculer λk
max comme en (2.7). Choisir λk ∈ (0,λk

max] (recherche linéaire) et mettre à

jour xk+1 = xk +λkdk.

18: Poser k← k + 1 et retourner à l’étape 2.

Figure 2.2 – Interprétation géométrique de la méthode de projection du gradient de Ro-
sen
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Rosen [82] discute essentiellement des propriétés locales sous des hypothèses telles

que la convexité stricte de f et l’indépendance linéaire des contraintes actives. Du et

Zhang [32] soulignent plusieurs limitations, comme le zigzagging, la lenteur près de so-

lutions non extrêmes et la sensibilité à la recherche linéaire, et proposent des ajustements

visant à renforcer la convergence globale.

2.10 Méthode du gradient réduit

La méthode du gradient réduit, développée par Wolfe [92] puis généralisée par Abadie

et Carpentier [1], vise des problèmes avec contraintes d’égalité et non-négativité, typique-

ment

minf (x) s.c. Ax = b, x ≥ 0. (2.26)

Le problème (2.1) peut être transformé sous cette forme en introduisant des variables

d’écart et un changement de variables adéquat ; ce point est classique en programmation

non linéaire sous contraintes linéaires.

Soit x une solution réalisable. On décompose A = [B N ], où B ∈ R
mm est inversible

(base) et N ∈ Rm(n−m). De même, on écrit x = (xB,xN ) avec xB > 0. En imposant Ax = b, on

obtient

Ad = 0 ⇐⇒ BdB +NdN = 0 ⇐⇒ dB = −B−1NdN . (2.27)

En notant ∇f (x) = (∇Bf (x),∇N f (x)), le gradient réduit est défini par

r⊤ = (r⊤B , r
⊤
N ), (2.28)

r⊤ = ∇f (x)⊤ −∇Bf (x)⊤B−1A,

r⊤ =
(
0, ∇N f (x)⊤ −∇Bf (x)⊤B−1N

)
.

La direction dN est choisie de sorte que r⊤NdN < 0 et dj ≥ 0 si xj = 0. Une règle classique,

due à Wolfe, consiste, pour chaque composante hors base j, à définir

dj =

−rj , si rj ≤ 0,

−xjrj , si rj > 0,
(2.29)

ce qui garantit dj ≥ 0 lorsque xj = 0 et évite des pas trop petits lorsque xj > 0 est petit

mais rj > 0. On complète ensuite dB via (2.27).

Lemme 2.7. Considérons (2.26). Soit x réalisable avec décomposition (B,N ) telle que B soit

inversible et xB > 0. Soit r le gradient réduit défini par (2.28). On construit dN par (2.29) et
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dB = −B−1NdN . Si d , 0, alors d est une direction de descente réalisable. De plus, d = 0 si et

seulement si x satisfait les conditions KKT.

Démonstration. Par construction, Ad = BdB+NdN = 0, donc la direction respecte l’égalité.

Si xj = 0, alors j est hors base et (2.29) donne dj ≥ 0, ce qui préserve la non-négativité

localement. Enfin,

∇f (x)⊤d = ∇Bf (x)⊤dB +∇N f (x)⊤dN =
(
∇N f (x)⊤ −∇Bf (x)⊤B−1N

)
dN = r⊤NdN .

Or, chaque terme rjdj ≤ 0 : si rj ≤ 0, alors rjdj = −r2
j ≤ 0 ; si rj > 0, alors rjdj = −xjr2

j ≤ 0.

L’inégalité est stricte dès que dN , 0, donc dès que d , 0. On obtient ainsi ∇f (x)⊤d < 0,

donc d est une direction de descente. Enfin, l’équivalence d = 0⇐⇒ KKT est obtenue en

remarquant que d = 0 équivaut à rN ≥ 0 et r⊤NxN = 0, ce qui correspond aux conditions

de complémentarité sur les variables hors base, avec multiplicateurs déduits de v⊤ =

−∇Bf (x)⊤B−1.

Algorithm 4 Algorithme du gradient réduit

1: Choisir un point initial x0 satisfaisant Ax0 = b et x0 ≥ 0. Poser k = 0.

2: repeat

3: Choisir une base B inversible (ensemble d’indices de base) et poser A = [B N ], x =

(xB,xN ).

4: Calculer le gradient réduit r via (2.28).

5: Construire dN par (2.29) et dB = −B−1NdN . Poser d = (dB,dN ).

6: if d = 0 then

7: arrêter ; xk satisfait KKT.

8: end if

9: Déterminer λk
max afin de préserver xk +λd ≥ 0 :

λk
max =


min
1≤j≤n

{−xk,j
dj

: dj < 0
}
, s’il existe dj < 0,

+∞, sinon.
(2.30)

10: Choisir λk ∈ (0,λk
max] (recherche linéaire) et mettre à jour xk+1 = xk +λkd, k← k+ 1.

11: until critère d’arrêt

Zangwill [98] propose la méthode Convex-Simplex, variante où une seule variable

hors base est modifiée par itération, selon un mécanisme rappelant le simplexe, tandis

que les variables de base sont ajustées pour maintenir Ax = b. Cette simplification peut
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accroître la robustesse sur certaines classes de fonctions convexes, au prix d’une progres-

sion parfois plus lente. Huard [53] analyse en détail la convergence du gradient réduit et

propose une variante générant une suite infinie de solutions réalisables dont les points

d’accumulation sont optimaux pour le problème (2.1), après transformation adéquate.
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3
Optimisation multi-objectifs

Introduction

Nous considérons dans ce chapitre des problèmes d’optimisation multi-objectifs avec

contraintes linéaires (LC-MOO) de la forme

(LC−MOO)


min
x∈S

F(x) =
(
f1(x), f2(x), . . . , fp(x)

)⊤
,

p ≥ 2,
(3.1)

où F : Rn→R
p est le vecteur des fonctions objectif. Dans toute la suite, on suppose que fi

est continûment différentiable sur S pour tout i = 1, . . . ,p, et l’on note ∇fi(x) son gradient

en x. Rappelons que l’ensemble réalisable est le polyèdre S = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}, supposé

non vide, fermé et borné. L’image de S dans l’espace des objectifs est notée Y = F(S) ⊂R
p.

Le problème multi-objectifs se distingue du cas mono-objectif par l’absence, en général,

d’un optimum unique : les objectifs peuvent être conflictuels, et l’on recherche alors un

ensemble de solutions de compromis décrites par la notion d’optimalité au sens de Pareto.

Ce chapitre rappelle les concepts fondamentaux de la discipline, notamment la domi-

nance, l’efficacité, la faible efficacité, le front de Pareto, ainsi que les points idéal, utopique

et Nadir. Il présente ensuite des familles classiques de méthodes de résolution : (i) des
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méthodes de scalarisation, comme la somme pondérée, les ε-contraintes et les normes

pondérées, qui convertissent le problème LC−MOO en problèmes mono-objectifs para-

métrés ; (ii) des méthodes non paramétriques fondées sur des directions de descente ; (iii)

des approches stochastiques de type métaheuristique et des algorithmes évolutionnaires,

en particulier NSGA-II. Les notions et méthodes présentées s’appuient notamment sur

[70, 35, 67].

3.1 Définitions et notions de base

Dans un problème multi-objectifs, comparer deux solutions revient à comparer leurs

vecteurs d’objectifs. On utilise pour cela l’ordre partiel produit sur Rp. Pour u,v ∈Rp, on

définit

u ≤ v ⇐⇒ ui ≤ vi ∀i = 1, . . . ,p, u < v ⇐⇒ ui < vi ∀i = 1, . . . ,p.

On dira que u domine v au sens de Pareto, et l’on notera u ≺ v, si

u ≤ v et u , v, c.-à-d. ui ≤ vi ∀i, et ∃k : uk < vk .

Cet ordre partiel formalise les compromis propres aux objectifs multiples et sert de base

à la notion d’optimalité au sens de Pareto 1.

Définition 3.1 (Efficacité). Soit x̄ ∈ S . Le point x̄ est dit efficace ou optimal au sens de Pareto

pour le problème LC−MOO s’il n’existe aucun x ∈ S tel que fi(x) ≤ fi(x̄) pour tout i = 1, . . . ,p,

et fk(x) < fk(x̄) pour un certain k ∈ {1, . . . ,p}.

Le point correspondant ȳ = F(x̄) ∈ Y dans l’espace des objectifs est appelé point non

dominé.

Définition 3.2. x̄ est dit faiblement efficace ou faiblement Pareto-optimal s’il n’existe aucun

x ∈ S tel que fi(x) < fi(x̄) pour tout i = 1, . . . ,p.

Dans ce cas, le point correspondant ȳ = F(x̄) ∈ Y dans l’espace des objectifs est appelé

point faiblement non dominé.

Définition 3.3 (Efficacité locale). Soit x̄ ∈ S . Le point x̄ est dit localement efficace ou loca-

lement optimal au sens de Pareto pour le problème LC−MOO s’il existe δ > 0 tel que x̄ soit

Pareto-optimal dans S ∩B(x̄,δ), où B(x̄,δ) désigne la boule ouverte centrée en x̄ de rayon δ.

1. La notion d’efficacité au sens de Pareto est attribuée à Vilfredo Pareto (1906) dans Manuale di economia
politica.
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Le point correspondant ȳ = F(x̄) ∈ Y dans l’espace des objectifs est appelé point loca-

lement non dominé.

Par ailleurs, un point est faiblement efficace s’il n’existe aucun autre point qui amé-

liore simultanément tous les objectifs. En revanche, un point est efficace s’il n’existe aucun

autre point qui améliore au moins un objectif sans en détériorer un autre.

Par souci de brièveté, et sauf indication contraire, le terme point efficace sera employé

dans la suite de cette thèse pour désigner une efficacité globale. Nous ne distinguerons

l’efficacité locale de l’efficacité globale que lors de l’analyse de fonctions objectif non

convexes. En effet, sous l’hypothèse de convexité, toute solution localement efficace est

également globalement efficace. De plus, toute solution efficace est localement efficace.

La réciproque n’est valide que si F(x) est Rp-convexe.

Dans la suite, nous désignerons par XE l’ensemble des solutions efficaces, ou Pareto-

optimales, et par XWE l’ensemble des solutions faiblement efficaces. De même, dans l’es-

pace des objectifs, YN représente l’ensemble des points non dominés et YWN l’ensemble

des points faiblement non dominés. D’après les définitions précédentes, il est possible

d’observer que :

XE ⊆ XWE , YN ⊆ YWN .

Cela signifie que les points efficaces sont faiblement efficaces, mais que l’inverse n’est pas

vrai.

L’ensemble de tous les points faiblement non dominés, YWN , constitue ce qu’on appelle

le front de Pareto. Ce front représente la frontière de l’espace des objectifs où aucune

amélioration simultanée de tous les critères n’est possible. Il regroupe ainsi les solutions

de compromis qui ne peuvent être améliorées globalement sans dégrader au moins un

objectif.

(a) (b) (c)

Figure 3.1 – Exemples de formes possibles d’un front de Pareto.

Les figures (3.1a), (3.1b) et (3.1c) montrent trois cas distincts de fronts de Pareto pour
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un problème bi-objectif. La première illustre un front contenant des points faiblement

non dominés sur le segment [A,B] et des points non dominés sur la partie [B,C]. La se-

conde figure (3.1b) présente un front avec une partie concave. La troisième figure (3.1c)

illustre un front discontinu, composé de segments isolés.

Les différentes méthodes connues dans la littérature pour résoudre le problème LC−MOO

consistent généralement à identifier le front de Pareto complet ou une partie de celui-ci,

ce qui équivaut souvent à une approximation de ce front.

Puisque l’ensemble de décision S est borné et fermé, les fonctions objectif fi sont bornées

sur S , et admettent ainsi des bornes inférieures et supérieures finies du fait de leur conti-

nuité. Par conséquent, le front de Pareto possède une borne inférieure appelée point idéal

et une borne supérieure appelée point Nadir.

Définition 3.4. Le point idéal, noté z∗, est défini comme le vecteur des minima indépendants

de chaque objectif : z∗i = min
x∈S

fi(x) pour i = 1, . . . ,p.

Ce point incarne une solution théoriquement parfaite, souvent inatteignable en raison

des conflits entre objectifs, mais il sert de référence pour normaliser les fonctions, mesu-

rer les écarts et faciliter les agrégations scalaires [70], ainsi que le calcul de distances ou

de compromis dans les méthodes dédiées [100].

Définition 3.5. Le point utopique, noté zutop, est défini comme le vecteur obtenu en sous-

trayant un petit scalaire ϵ > 0 au point idéal pour chaque composante : zutopi = z∗i − ϵ pour

i = 1, . . . ,p.

Ce point est introduit dans les méthodes des normes pondérées, particulièrement dans

les variantes augmentées de la norme de Tchebycheff, comme celles proposées par Steuer

et Choo [86], afin d’éviter des problèmes liés aux solutions faiblement efficaces.

Définition 3.6. Le point Nadir, noté znad, approxime les maximums des objectifs sur le front de

Pareto, offrant ainsi une estimation de sa borne supérieure. Il est souvent calculé en maximisant

chaque objectif sur l’ensemble des solutions Pareto-optimales.

Bien que sa détermination exacte soit complexe pour les problèmes non convexes, le

point Nadir représente les pires valeurs des objectifs sur le front et sert de référence pour

estimer l’hypervolume, un indicateur mesurant le volume dominé par l’approximation

du front par rapport à un point fixe [55]. Il facilite ainsi l’analyse, la normalisation et

l’évaluation des compromis [70]. La figure (3.2) illustre le point idéal z∗, qui correspond

à la meilleure solution théorique, et le point Nadir znad, qui représente les pires valeurs

sur le front. Ces deux points sont souvent inatteignables.
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Figure 3.2 – Front de Pareto et ses bornes

3.2 Caractérisation des solutions efficaces

Cette section présente des tests d’efficacité reposant sur la résolution d’un sous-problème

scalaire. Ces tests sont utiles pour vérifier si un point donné est efficace, produire une so-

lution efficace initiale ou certifier l’absence de solutions efficaces dans certains cas. Le

principe remonte à Ecker et Kouada [34] pour le cas linéaire, puis a été étendu notam-

ment par Wendell et Lee [90].

Soit x̄ ∈ S fixé. Considérons le problème auxiliaire
min
x∈S

p∑
i=1

fi(x),

s.c. fi(x) ≤ fi(x̄), i = 1, . . . ,p.

(3.2)

Théorème 3.1. Le point x̄ ∈ S est efficace pour le problème LC−MOO si et seulement si x̄ est

solution optimale du problème (3.2).

Démonstration. Si x̄ n’est pas efficace, il existe x ∈ S tel que F(x) ≺ F(x̄), donc fi(x) ≤
fi(x̄) pour tout i, avec au moins une inégalité stricte. Alors x est réalisable pour (3.2) et∑p

i=1 fi(x) <
∑p

i=1 fi(x̄), ce qui exclut l’optimalité de x̄.

Réciproquement, si x̄ est optimal pour le problème (3.2) et s’il existait x ∈ S tel que

F(x) ≺ F(x̄), alors x serait réalisable pour le problème (3.2) et donnerait une valeur stric-

tement plus petite, ce qui constitue une contradiction.

Ce type de test a été reformulé et généralisé par Benson [12], notamment dans des

cadres convexes.
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Théorème 3.2 (Test de Benson). Soit x̄ ∈ S . Considérons le sous-problème suivant :
max
x,ϵ

p∑
i=1

ϵi

s.t. fi(x) + ϵi = fi(x̄), ∀i = 1, . . . ,p

ϵi ≥ 0, x ∈ S

(3.3)

Les résultats suivants sont valides :

1. x̄ ∈ XE si et seulement si la valeur optimale de (3.3) est égale à zéro.

2. Si la valeur optimale de (3.3) est finie et non nulle, obtenue au point x̄, alors x̄ ∈ XE .

3. Si F(x) est Rp-convexe et que le sous-problème (3.3) est non borné, alors XE = ∅.

Démonstration. Nous démontrerons chaque partie du théorème séparément.

1. Supposons que la valeur optimale de (3.3) soit égale à zéro. Par l’absurde, suppo-

sons que x̄ < XE . Alors, il existe un x ∈ S tel que fi(x) ≤ fi(x̄) pour tout i = 1, . . . ,p,

avec au moins une inégalité stricte, disons pour k, fk(x) < fk(x̄). Définissons ϵi =

fi(x̄)− fi(x) ≥ 0 pour tout i, avec ϵk > 0. Cela implique que (x,ϵ) est réalisable pour

(3.3) et que
∑p

i=1 ϵi > 0, ce qui contredit la valeur optimale nulle. Donc, x̄ ∈ XE .

Réciproquement, supposons que x̄ ∈ XE . Aucun x ∈ S ne peut satisfaire fi(x) ≤ fi(x̄)

pour tout i, avec au moins une inégalité stricte. La valeur optimale de (3.3) est

donc nulle, car tout ϵ > 0 violerait l’efficacité.

2. Supposons que la valeur optimale soit finie et positive, obtenue à (x∗,ϵ∗), avec∑p
i=1 ϵ

∗
i > 0. Alors, fi(x∗) = fi(x̄) − ϵ∗i ≤ fi(x̄) pour tout i, et au moins une ϵ∗k > 0,

donc fk(x∗) < fk(x̄). Cela signifie que x∗ domine x̄. Par l’absurde, supposons que

x∗ < XE . Il existerait un x′ ∈ S dominant x∗, ce qui impliquerait une valeur opti-

male supérieure, contredisant l’optimalité. Donc, x∗ ∈ XE .

3. Supposons que F(x) soit Rp-convexe et que (3.3) soit non borné, c’est-à-dire que sa

valeur optimale soit +∞. Cela signifie qu’il existe une direction où les ϵi peuvent

croître indéfiniment tout en restant réalisables, impliquant l’absence de bornes

supérieures sur les améliorations potentielles. Dans un problème convexe, cela

équivaut à l’absence de points Pareto-optimaux, car tout point peut être amélioré

indéfiniment dans au moins une direction, rendant XE = ∅.
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3.3 Classification des méthodes de résolution

Selon Miettinen [70], les méthodes de résolution des problèmes d’optimisation multi-

objectifs, incluant le problème LC−MOO, peuvent être classées selon divers critères. L’un

de ces critères est l’implication du décideur, qui dépend du moment où ses préférences

sont exprimées : a priori, de manière interactive ou a posteriori. Ces trois approches per-

mettent respectivement de fixer les priorités en amont, d’ajuster les choix en cours d’exé-

cution ou de sélectionner une solution parmi les solutions efficaces générées.

Dans cette thèse, où la résolution du problème LC−MOO vise l’identification complète

ou partielle du front de Pareto, l’accent est mis sur les approches a posteriori. Dans ce cas,

le décideur n’intervient qu’en fin de processus, une fois l’ensemble des solutions efficaces

disponible pour l’évaluation.

Une autre classification repose sur la nature de la technique employée, opposant les mé-

thodes déterministes exactes aux approches stochastiques approximatives, qui favorisent

l’exploration globale des espaces multimodaux. Cette taxonomie regroupe trois catégories

principales :

1. Méthodes scalaires, ou paramétriques, qui reformulent le problème LC−MOO en

un sous-problème mono-objectif paramétré, dont la solution optimale correspond

à un point efficace du problème original. En variant les paramètres de manière

systématique, ces méthodes produisent des points discrets sur le front de Pareto,

facilitant son approximation partielle ou totale au moyen d’itérations successives,

tout en intégrant des considérations de convexité pour une meilleure convergence.

Exemples : la pondération des objectifs, la méthode des ε-contraintes et les normes

pondérées [70, 36, 35].

2. Méthodes évolutionnaires et métaheuristiques, qui sont des algorithmes stochas-

tiques adaptés aux paysages d’optimisation complexes et non convexes. Elles ex-

ploitent des principes bio-inspirés pour effectuer une recherche parallèle efficace.

Opérant sur des populations de candidats, elles appliquent des opérateurs tels

que la sélection, le croisement et la mutation pour approximer le front de Pareto,

en intégrant parfois des mécanismes d’hybridation avec des optimiseurs locaux

afin d’accélérer la convergence. Parmi les algorithmes évolutionnaires notables, ci-

tons VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm), qui divise la population en sous-

populations optimisées par objectif, MOGA (Multi-Objective Genetic Algorithm),

qui met l’accent sur les solutions non dominées via un partage de fitness, NSGA

(Non-dominated Sorting Genetic Algorithm) et sa version améliorée NSGA-II, qui

utilise un tri non dominé et une distance de crowding pour obtenir une répar-

tition uniforme des solutions Pareto-optimales, ainsi que SPEA2 (Strength Pareto
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Evolutionary Algorithm 2), qui emploie une archive externe pour maintenir les

élites. Les métaheuristiques incluent le recuit simulé, la recherche tabou, MOPSO

(Multi-Objective Particle Swarm Optimization), qui étend l’optimisation par essaim

particulaire avec une archive pour guider la recherche vers un front diversifié, et

l’optimisation par colonies de fourmis. Ces approches renforcent la diversité et la

robustesse face aux contraintes et aux conflits d’objectifs, malgré un coût compu-

tationnel élevé pour les grandes instances ; leur efficacité en ingénierie est bien

établie [30, 26, 102]. Dans ce qui suit, nous détaillerons la méthode NSGA-II, car

elle sera comparée à la méthode de direction réalisable que nous développerons

par la suite.

3. Méthodes non paramétriques : approches numériques sans paramètres explicites,

qui favorisent une flexibilité accrue dans les itérations directionnelles. Introduites

par Fliege et Svaiter [40] à travers l’extension de la descente la plus raide au cadre

multi-objectifs, elles ont inspiré des variantes intégrant des stratégies de globalisa-

tion pour éviter les minima locaux. Parmi ces méthodes, on peut citer les directions

réalisables de Zoutendijk [71], le gradient réduit [38, 37], les régions de confiance

[14], le gradient conditionnel [5], le gradient projeté [50] et la programmation qua-

dratique successive [41].

3.4 Méthodes scalaires

3.4.1 Méthode de la somme pondérée des fonctions objectif

Introduite par Gass et Saaty [46] et étayée théoriquement par Zadeh [97], la méthode

de la somme pondérée consiste à ramener le problème LC−MOO à un problème de mi-

nimisation scalaire. À chaque fonction objectif fi , on associe un poids wi > 0, puis on

minimise la combinaison linéaire pondérée des objectifs. Sous certaines hypothèses, une

solution optimale du problème ainsi paramétré correspond à une solution efficace du

problème LC−MOO. Les poids sont en général normalisés de sorte que
∑p

i=1wi = 1. Le

problème de pondération s’écrit alors :

min
x∈S

p∑
i=1

wifi(x). (3.4)

Le théorème ci-dessous précise le lien entre optimalité pour (3.4) et efficacité.

Théorème 3.3. 1. Toute solution optimale de (3.4) est faiblement efficace.

2. Si wi > 0 pour tout i = 1, . . . ,p, toute solution optimale de (3.4) est efficace.
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3. Si (3.4) admet une solution optimale unique, alors cette solution est efficace.

Figure 3.3 – Cas d’ensemble Y convexe Figure 3.4 – Cas d’ensemble Y non
convexe

Les figures (3.3) et (3.4) illustrent deux ensembles réalisables Y dans l’espace des ob-

jectifs d’un problème bi-objectif, ainsi que leurs fronts de Pareto en rouge. Pour un poids

ω ∈ [0,1], la minimisation de la combinaison linéaire ωf1(x)+ (1−ω)f2(x) revient à dépla-

cer une droite de niveau ωf1+(1−ω)f2 = cste, de pente − ω
1−ω , jusqu’à son premier point de

contact avec Y . Le point obtenu est alors une solution optimale du problème paramétré

et constitue un point non dominé. Dans la figure (3.3), le front de Pareto se décompose en

deux parties : un segment [A,B] et une portion courbe [B,C]. Lorsque ω varie, la droite

de niveau balaye la partie [B,C], ce qui met en évidence un avantage important de la mé-

thode : en ajustant les poids, on peut générer tous les points non dominés et reconstruire

une partie du front. En revanche, la présence du segment [A,B] souligne une première

limite : pour une même valeur de ω, le problème pondéré peut admettre plusieurs solu-

tions optimales, ce qui correspond géométriquement à un contact le long d’un segment ;

les points de [A,B] sont alors seulement faiblement non dominés, tandis que B est non

dominé.

La figure (3.4) met en évidence la limite principale de la méthode de la somme pondérée :

lorsque l’ensemble réalisable Y n’est pas convexe, la droite de niveau ne peut atteindre

que les points de la portion [A,y1] ainsi que l’extrémité B. Par conséquent, toute la portion

comprise entre y1 et B, c’est-à-dire la partie concave du front, ne peut pas être obtenue,

quelle que soit la valeur de ω. Le point y2 illustre précisément ce type de point non do-

miné mais non atteignable par la droite de niveau.

En résumé, la méthode de la somme pondérée des fonctions objectif est simple et facile

à mettre en œuvre. Elle est efficace pour générer des solutions non dominées lorsque l’en-

semble Y est convexe. Toutefois, elle peut produire des solutions multiples ou seulement

faiblement non dominées pour certains poids et, surtout, elle ne permet pas de retrouver
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l’ensemble du front de Pareto lorsque Y est non convexe.

3.4.2 Méthode des ϵ-contraintes

Introduite par Haimes et al. [51], la méthode des ϵ-contraintes ramène le problème

LC−MOO à une suite de problèmes d’optimisation mono-objectif. Le principe consiste à

choisir l’une des fonctions objectif, notée fi , comme objectif principal à minimiser, tandis

que les autres fonctions objectif fl , avec l , i, sont reformulées sous forme de contraintes

en leur imposant des bornes supérieures ϵl . On obtient alors le problème paramétré sui-

vant : 
min
x∈S

fi(x),

s.c. fl(x) ≤ ϵl , ∀ l = 1, . . . ,p, l , i.
(3.5)

En faisant varier les paramètres ϵl , on génère différentes solutions du problème (3.5).

Sous des hypothèses appropriées, ces solutions correspondent à des solutions faiblement

efficaces ou efficaces du problème LC−MOO.

Théorème 3.4. 1. Toute solution optimale du problème des ϵ-contraintes (3.5) est faible-

ment efficace pour le problème LC−MOO.

2. Un point x∗ ∈ S est efficace pour le problème LC−MOO si et seulement si, pour tout

i = 1, . . . ,p, x∗ est optimal pour (3.5) lorsque les bornes sont fixées par ϵl = fl(x∗) pour

tout l , i.

3. Un point x∗ ∈ S est efficace pour le problème LC−MOO s’il est l’unique solution opti-

male de (3.5) pour un certain i et pour des bornes telles que ϵl = fl(x∗) pour tout l , i.

4. Pour tout vecteur de bornes supérieures ε = (ε1, . . . , εi−1, εi+1, . . . , εp)T, si x∗ est l’unique

solution optimale de (3.5) pour un certain i, alors x∗ est efficace pour le problème

LC−MOO.

La figure (3.5) représente l’espace des objectifs d’un problème LC−MOO bi-objectif,

où le front de Pareto discontinu est indiqué en rouge. Dans cette figure, différentes bornes

supérieures sont imposées à la fonction objectif f2, tandis que la fonction f1 est minimi-

sée. La borne ε1 est trop restrictive, ce qui rend l’ensemble réalisable vide. À l’inverse,

la borne ε5 n’impose pratiquement aucune contrainte sur l’ensemble réalisable Y ; lors-

qu’elle est utilisée, la solution optimale obtenue est le point y6, qui est efficace d’après le

Théorème (3.4). De même, pour la borne ε4, on obtient également le point y6. Enfin, le

point y2 correspond à la solution optimale associée à la borne ε2, et constitue aussi une

solution efficace.

Malgré sa capacité à générer des points non dominés lorsque le front de Pareto est discon-

tinu et lorsque l’ensemble réalisable Y est non convexe, cas où la méthode de la somme
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Figure 3.5 – Fonctionnement de la méthode ε-contrainte

pondérée peut échouer, la méthode des ϵ-contraintes présente plusieurs limites. Le choix

des bornes ϵl est délicat : des valeurs trop restrictives rendent le problème (3.5) irréali-

sable, tandis que des valeurs trop larges influencent peu la solution et peuvent conduire,

pour plusieurs bornes, au même point non dominé. De plus, l’approximation du front

exige la résolution d’une suite de problèmes (3.5) pour de nombreuses valeurs de ϵl , ce

qui peut être coûteux, notamment lorsque p est élevé. Enfin, la qualité de l’échantillon-

nage dépend fortement de la stratégie de variation des ϵl . La méthode peut aussi produire

des solutions seulement faiblement non dominées lorsque l’optimum n’est pas unique,

tout en restant sensible aux tolérances numériques lorsque les contraintes fl(x) ≤ ϵl sont

presque actives [70].

3.4.3 Méthode des normes pondérées

Les méthodes des métriques pondérées (weighted metrics) s’inscrivent historiquement

dans la famille des approches dites du critère global ou du point de référence. Elles

consistent à rechercher une solution efficace en minimisant une distance, exprimée par

une norme de type Lq ou L∞, entre le vecteur des fonctions objectif F(x) et un vecteur de

référence, généralement choisi comme le point idéal z∗. Cette idée est étroitement liée au

courant du compromise programming, développé par Zeleny [99].

La construction de la méthode se fait comme suit : étant donné un vecteur de poids ω ∈Rp

tel que ωi ≥ 0 pour tout i = 1, . . . ,p et que
∑p

i=1ωi = 1, soit z∗ = (z∗1, . . . , z
∗
p) un vecteur de

référence, souvent le point idéal.
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Pour 1 ≤ q < +∞, le problème Lq pondéré s’écrit :

min
x∈S

 p∑
i=1

ωi |fi(x)− z∗i |
q


1/q

. (3.6)

Remarquons que la méthode de la somme pondérée est un cas particulier du problème

(3.6) pour q = 1 : le problème (3.6) se réduit alors à la minimisation de la somme pondérée

des fonctions objectif.

En faisant varier le vecteur de poids ω = (ω1, . . . ,ωp), on obtient différentes solutions fai-

blement efficaces ou efficaces. Le théorème suivant établit la relation entre la solution

optimale du problème pondéré (3.6) et son efficacité.

Théorème 3.5. La solution optimale du problème pondéré (3.6) pour 1 ≤ q < ∞ est efficace

pour le problème LC−MOO, sous l’une des conditions suivantes :

1. La solution est unique, ou

2. Tous les coefficients de pondération sont strictement positifs.

Introduite initialement par Bowman [15], pour la métrique L∞, la méthode pondérée

de Tchebycheff est donnée par :

min
x∈S

max
i=1,...,p

{
ωi |fi(x)− z∗i |

}
, (3.7)

Ce problème est non différentiable. Bowman [15] a proposé une formulation équivalente

en introduisant une variable auxiliaire α ∈R :
min

x∈S ,α∈R
α,

s.c. α ≥ωi

(
fi(x)− z∗i

)
, i = 1, . . . ,p.

(3.8)

Le théorème suivant établit la relation entre la solution optimale de (3.8) et son efficacité.

Théorème 3.6. 1. La solution optimale du problème de Tchebycheff pondéré (3.8) est fai-

blement efficace si tous les coefficients de pondération ωi sont positifs.

2. Si le problème pondéré (3.8) possède une solution optimale unique, celle-ci est efficace

pour le problème LC−MOO.

Démonstration. 1. Soit (x∗,α∗) une solution optimale du problème pondéré (3.8). Sup-

posons, par l’absurde, que x∗ ne soit pas faiblement efficace pour le problème

LC−MOO. Il existerait alors un point x ∈ S tel que fi(x) < fi(x∗) pour tout i =

1, . . . ,p. Puisque ωi > 0 pour tout i, et que z∗ est fixe, on obtient :

ωi(fi(x)− z∗i ) < ωi(fi(x
∗)− z∗i ) ≤ α∗, ∀i = 1, . . . ,p.
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Par conséquent,

max
i=1,...,p

ωi(fi(x)− z∗i ) < α∗.

Cela implique que (x,α), avec α = maxiωi(fi(x) − z∗i ), est réalisable pour (3.8) et

fournit une valeur objective strictement inférieure à α∗, ce qui contredit l’optima-

lité de (x∗,α∗). Donc, l’hypothèse est fausse, et x∗ est faiblement efficace pour le

problème LC−MOO.

2. Soit x∗ ∈ S la solution optimale unique du problème de Tchebycheff pondéré (3.8),

avec valeur optimale α∗. Supposons, par l’absurde, que x∗ ne soit pas efficace pour

le problème LC−MOO. Il existerait alors un point x ∈ S , avec x , x∗, tel que fi(x) ≤
fi(x∗) pour tout i = 1, . . . ,p, et fk(x) < fk(x∗) pour au moins un indice k. Puisque

ωi > 0 pour tout i et que z∗ est fixe, on obtient :

ωi(fi(x)− z∗i ) ≤ωi(fi(x
∗)− z∗i ) ≤ α∗, ∀i = 1, . . . ,p,

avec une inégalité stricte pour i = k : ωk(fk(x)− z∗k) < ωk(fk(x∗)− z∗k) ≤ α∗. Deux cas

se présentent pour la valeur α̃ = max
i=1,...,p

ωi(fi(x)− z∗i ).

(1) α̃ < α∗. Dans ce cas, x fournit une valeur objective strictement inférieure à α∗

pour le problème (3.8), ce qui contredit l’optimalité de x∗.

(2) α̃ = α∗. Dans ce cas, x est également une solution optimale du problème (3.8).

Cependant, l’unicité de la solution optimale implique que x = x∗, ce qui contre-

dit l’hypothèse x , x∗.

Dans les deux cas, on obtient une contradiction. Par conséquent, l’hypothèse est

fausse, et x∗ est efficace pour le problème LC−MOO.

En effet, si la solution optimale du problème (3.8) n’est pas unique, ou si l’unicité est

difficile à garantir, le problème peut générer des solutions faiblement efficaces. Steuer et

Choo [86] suggèrent d’ajouter un terme d’augmentation, menant au problème de Tcheby-

cheff pondéré augmenté de la forme suivante :
min

x∈S ,α∈R
α + ρ

∑p
i=1

(
fi(x)− zutopi

)
,

s.c. α ≥ωi

(
fi(x)− z∗i

)
, i = 1, . . . ,p.

(3.9)

où ρ est un scalaire positif suffisamment petit et zutop est le point utopique tel que z
utop
i =

z∗i − ϵ.

Les bases théoriques du problème (3.9) se trouvent dans l’ouvrage de Kaliszewski [56].
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3.4.4 Autres méthodes scalaires

Parmi les autres méthodes scalaires qui peuvent résoudre le problème LC−MOO, on

peut citer une approche hybride combinant la méthode de la somme pondérée et celle des

ε-contraintes [70]. La méthode des contraintes élastiques (Elastic Constraint Method) re-

présente une variante améliorée de la méthode classique des ε-contraintes, transformant

le problème en une séquence de sous-problèmes mono-objectifs. Dans cette approche, les

contraintes sur les objectifs sont rendues flexibles : les violations sont autorisées, mais

incorporées par des termes de pénalisation dans la fonction objectif, comme détaillé par

Ehrgott [35].

La méthode de Benson [12], exploitant le test d’efficacité (3.2), permet d’identifier des so-

lutions efficaces. Son principe repose sur la sélection d’un point initial réalisable x0 ∈ S .

La résolution du sous-problème paramétré (3.2) confirme l’efficacité de x0 si celui-ci est

optimal ; sinon, elle produit une nouvelle solution efficace x, dont le vecteur objectif F(x)

domine F(x0).

Enfin, la méthode de scalarisation de Pascoletti–Serafini, introduite en 1984, convertit le

problème multi-objectifs en un problème scalaire paramétré par des vecteurs a et r dans

R
m, en minimisant une variable auxiliaire t sous la contrainte a+ tr − f (x) ∈ K , où K dé-

signe un cône d’ordre convexe fermé et pointu. Géométriquement, elle traduit le cône

opposé −K le long de la droite paramétrée par a+ tr jusqu’au contact avec la frontière de

Y , le point tangent correspondant à une solution non dominée [36].

3.5 Algorithme NSGA-II

L’algorithme NSGA-II (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II), proposé par Deb

et al. [31] en 2002, constitue une avancée importante dans les algorithmes génétiques.

D’une manière générale, les algorithmes génétiques classiques, inspirés des mécanismes

de l’évolution naturelle, reposent sur la création d’une population initiale aléatoire, sui-

vie de l’évaluation de la valeur de fitness de chaque individu. Ensuite, des étapes essen-

tielles, telles que la sélection des parents, souvent par tournoi ou par roulette, le croi-

sement pour générer des descendants, la mutation pour introduire de nouvelles varia-

tions et le remplacement des individus, sont effectuées. Ce processus est répété jusqu’à

ce qu’un critère d’arrêt, comme un nombre fixe de générations ou une stabilisation des

résultats, soit atteint.

Dans ce contexte, NSGA-II se distingue des algorithmes génétiques classiques par l’in-

troduction du tri non dominé, qui permet d’organiser les solutions en fronts de Pareto,

et par l’évaluation de la distance de crowding, un mécanisme qui soutient la diversité de

la population sans nécessiter de paramètres externes. Cette approche diffère de son pré-

56



Chapitre 3 Optimisation multi-objectifs

décesseur, NSGA, qui faisait appel à un mécanisme de partage nécessitant un paramètre

pour gérer la diversité. Parmi les améliorations significatives de NSGA-II par rapport aux

algorithmes génétiques standards, on note la réduction de la complexité du tri non do-

miné, l’intégration de l’élitisme par la fusion des populations parentale et descendante,

ainsi qu’une meilleure convergence et une meilleure diversité sur les fronts de Pareto. De

plus, NSGA-II aborde les contraintes en modifiant la notion de dominance : une solution

valide est toujours préférée à une solution non valide, et parmi les solutions non valides,

celle qui présente la violation la plus faible est choisie.

Algorithm 5 Algorithme NSGA-II [31]

1: Initialisation : générer une population P0 de taille N .

2: Évaluer F(x) pour tous les individus de P0. Poser t = 0.

3: repeat

4: Reproduction : sélectionner des parents (tournoi binaire basé sur rang et crow-

ding), puis appliquer croisement et mutation pour obtenir Qt (taille N ).

5: Évaluer F(x) pour Qt.

6: Élitisme : former Rt = Pt ∪Qt (taille 2N ) et trier Rt par non-domination en fronts

F1,F2, . . . .

7: Construire Pt+1 en ajoutant successivement les fronts complets tant que la taille

reste ≤N ; pour le front partiel, trier par distance de crowding décroissante et com-

pléter jusqu’à N .

8: t← t + 1.

9: until critère d’arrêt

10: Retour : Pt comme approximation du front.
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4
Méthode de directions réalisables pour

l’optimisation multi-objectifs

Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons les problèmes d’optimisation multi-objectifs avec

des contraintes linaires LC-MOOde la forme suivante :

(LC −MOO)

min
x

F(x) =
[
f1(x), f2(x), · · · , fp(x)

]⊤
,

s.c x ∈ S .
(4.1)

On suppose que les fonctions objectif fi : Rn→ R, i = 1, . . . ,p, sont continûment différen-

tiables sur l’ensemble réalisable S = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}. De plus, S est supposé non vide,

fermé et borné.

L’objectif de ce chapitre est de proposer et d’analyser des méthodes itératives basées

sur des directions réalisables afin d’obtenir une solution (faiblement) efficace du pro-

blème LC-MOO, tout en cherchant à explorer correctement le front de Pareto. Pour cela,

nous poursuivons trois objectifs.

Premièrement, nous expliquons pourquoi les approches paramétriques classiques de

scalarisation (pondération, méthode des ε-contraintes) peuvent poser des difficultés en
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pratique : elles demandent un choix de paramètres parfois délicat, peuvent produire une

couverture partielle ou déséquilibrée du front, et deviennent peu adaptées lorsque le

front comporte des zones non convexes. Ces constats justifient l’intérêt des méthodes

non paramétriques, en particulier des méthodes de directions qui traitent directement le

problème LC-MOO sans le transformer en un problème scalaire.

Deuxièmement, nous présentons deux méthodes à directions réalisables pour carac-

tériser une solution efficace du problème LC-MOO. À chaque itération, une direction est

calculée en résolvant un sous-problème de recherche de direction SPD de type quadra-

tique, avec ou sans prise en compte explicite des contraintes non actives. Ensuite, un pas

est choisi au moyen d’une recherche linéaire de type Armijo multi-objectif, de façon à

rester dans S et à améliorer les valeurs des fonctions objectif. Nous décrivons d’abord la

méthode de Morovati et Pourkarimi [71], puis celle proposée par Ramdani et al. [80], en

précisant leursSPD, leurs critères d’arrêt et leurs règles de choix du pas.

Troisièmement, pour construire une approximation du front de Pareto, nous introdui-

sons deux procédures d’échantillonnage permettant de générer des ensembles initiaux

de points réalisables dans S . Ces points servent de départs multiples aux algorithmes de

directions, ce qui permet d’obtenir un ensemble de solutions (Pareto-de descente ques ou

(faiblement) efficaces). L’image de ces solutions dans l’espace des objectifs fournit alors

une approximation du front, et nous illustrons le comportement des procédures propo-

sées sur un exemple.

4.1 Pourquoi les méthodes non paramétriques

Parmi les approches classiques pour résoudre le problème LC-MOO figurent les mé-

thodes de scalarisation. Elles introduisent un ou plusieurs paramètres afin de convertir le

problème vectoriel en une famille de problèmes scalaires à objectif unique. Sous certaines

hypothèses, chaque choix de paramètres mène à une solution (faiblement) efficace, et la

variation de ces paramètres est supposée permettre d’approximer l’ensemble de Pareto et

son front.

Dans l’esprit de Morovati et Pourkarimi [71], deux questions se posent alors :

— (Q1) En quoi les méthodes non paramétriques sont-elles préférables aux schémas

de scalarisation classiques ?

— (Q2) La méthode de pondération et la méthode des ε-contraintes sont réputées ef-

ficaces sur les problèmes convexes et, en théorie, permettent de générer l’ensemble

des solutions efficaces en faisant varier leurs paramètres. Dans ce contexte, pour-

quoi recourir à des méthodes non paramétriques, y compris dans le cas convexe?
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Plusieurs travaux apportent des éléments de réponse. Das et Dennis [29] montrent

qu’une discrétisation uniforme des poids dans la méthode de pondération n’induit pas,

en général, une répartition uniforme des points sur le front de Pareto, même pour un

problème convexe. L’exemple discuté à la Section 7 de [42] indique aussi que la méthode

de pondération peut n’être vraiment efficace que sur une plage de paramètres très étroite,

alors que des méthodes non paramétriques (par exemple de type Newton), sous certaines

hypothèses, convergent de manière plus stable vers une solution efficace. Pour la mé-

thode des ε-contraintes, Mavrotas [68] met en avant les difficultés pratiques liées au choix

des niveaux ε, qui peuvent rendre certains sous-problèmes infaisables ou conduire à des

solutions seulement faiblement efficaces. Plus généralement, Ehrgott [35] souligne la sen-

sibilité des méthodes de scalarisation aux paramètres, ainsi que leur capacité réduite à

explorer de façon homogène des fronts non convexes. Marler et Arora [67] de descente

quent également ces approches en raison de leur dépendance paramétrique et du risque

d’obtenir des optima non stricts. Enfin, Messac et al. [69] notent qu’un calibrage inadéquat

peut entraîner un coût de calcul élevé sans amélioration proportionnelle de l’approxima-

tion du front.

Au-delà de ces constats, nous montrons ci-dessous que construire une approximation

de bonne qualité du front de Pareto à l’aide de la méthode de pondération et de la mé-

thode des ε-contraintes peut rester difficile, y compris sur des problèmes simples. Pour

cela, nous considérons deux problèmes bi-objectifs : le premier est linéaire (donc convexe)

et le second présente un front non convexe. Comme les problèmes linéaires constituent

une classe convexe élémentaire, il est particulièrement instructif d’observer que, même

dans ce cas, les méthodes paramétriques peuvent produire une couverture partielle ou

mal répartie du front. Les deux exemples suivants illustrent ces limites.

Exemple 4.1. 

min
x∈R2

f1(x) = x1,

min
x∈R2

f2(x) = x2,

s.c. x1 + 2x2 ≤ 6,

x1 + x2 ≥ 2,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

(4.2)

Il s’agit d’un problème LC-MOO bi-objectif linéaire. La Figure (4.1) représente l’en-

semble réalisable

S =
{
x ∈R2 : x1 + 2x2 ≤ 6, x1 + x2 ≥ 2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
,

qui coïncide ici avec l’espace des objectifs puisque f1(x) = x1 et f2(x) = x2. L’ensemble des
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Figure 4.1 – Espace de décision et ensembles faiblement efficace et efficace pour
l’Exemple (4.1).

solutions faiblement efficaces XWE est l’union des trois segments CB, BA et AD, tandis

que l’ensemble des solutions efficaces XE se réduit au segment BA.

Méthode de pondération. On considère la famille scalaire

(Pω) min
x∈S

ωx1 + (1−ω)x2, ω ∈ [0,1].

On constate que, pour tout ω ∈ [0,1] sauf ω = 1
2 , une solution optimale de (Pω) est un point

extrême A ou B. Ainsi, lorsque ω , 1
2 , la méthode de pondération ne génère pas d’autres

points efficaces. De plus, lorsque l’optimum scalaire n’est pas unique, (Pω) admet des

solutions alternatives sur des faces entières de S : pour ω = 0, tout point du segment AD

est solution de (Pω) et n’est que faiblement efficace ; pour ω = 1, tout point du segment CB

est également solution et faiblement efficace. Cet exemple convexe met donc en évidence

deux difficultés pratiques : la sélection fréquente de solutions extrêmes et la possibilité

d’obtenir des ensembles de solutions seulement faiblement efficaces dès que l’optimum

scalaire est multiple.

Méthode des ε-contraintes. Appliquons la méthode des ε-contraintes à l’Exemple (4.1)

en minimisant f1(x) sous la contrainte supplémentaire f2(x) ≤ ε. Pour ε = 0.1, on obtient
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le sous-problème 

min x1,

s.c. x2 ≤ 0.1,

x1 + 2x2 ≤ 6,

x1 + x2 ≥ 2,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

dont une solution optimale est x = (1.9,0.1) et f (x) = (1.9,0.1), située sur le front. En

revanche, pour ε < 0, le sous-problème devient infaisable. À l’opposé, si ε = 2.5, le sous-

problème admet un ensemble de solutions optimales de la forme x = (0,x2) avec x2 ∈
[2,2.5]. Un solveur peut alors retourner x = (0,2.5), donnant f (x) = (0,2.5), qui est dominé

par (0,2) (même valeur de f1 et meilleure valeur de f2). Ce type de sortie correspond à

une solution faiblement Pareto-optimale ; il peut induire le décideur en erreur et accroître

inutilement l’effort de calcul.

Enfin, pour couvrir l’ensemble du front, il faut choisir ε dans une plage pertinente

(ici [0,2]) et adopter une discrétisation adaptée : des valeurs hors plage ou trop espa-

cées laissent des zones non explorées. En pratique, l’absence d’information a priori sur

les bornes de f2 conduit souvent à des essais successifs, ce qui renforce la dépendance

paramétrique et compromet une couverture complète du front.

Considérons maintenant le problème bi-objectif non convexe suivant (HANNE3 [27]) :

Exemple 4.2. 

min
x∈R2

f1(x) =
√
x1,

min
x∈R2

f2(x) =
√
x2,

s.c. x1 + x2 ≥ 5,

0.1 ≤ x1 ≤ 10, 0.1 ≤ x2 ≤ 10.

(4.3)

La Figure (4.2) illustre l’espace de décision et l’espace des objectifs associés à l’Exemple (4.2).

La sous-figure (4.2a) met en évidence XWE , composé des segments CB, BA et AD, et

XE , réduit au segment BA. La sous-figure (4.2b) représente le front de Pareto : YWE est

formé des segments AB et CD ainsi que de l’arc BA, tandis que YE correspond à l’arc BC,

concave.

Méthode de pondération. On considère

(Pω) min
x∈S

ω
√
x1 + (1−ω)

√
x2, ω ∈ [0,1].

On observe que, pour tout ω ∈ [0,1] sauf ω = 1
2 , une solution optimale de (Pω) est l’un des
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(a) (b)

Figure 4.2 – Ensembles faiblement efficace et efficace, et front de Pareto pour
l’Exemple (4.2).

points B ou C. De plus, pour ω = 0 (resp. ω = 1), tout point du segment AB (resp. CD)

est une solution alternative de (Pω) et n’est que faiblement efficace. Enfin, aucun point de

l’arc BC ne peut être produit par la méthode de pondération, quelle que soit la valeur de

ω, précisément parce que cette portion du front est concave. Cet exemple met ainsi en

évidence la limite structurelle classique : la méthode de pondération ne couvre pas les

parties non convexes du front de Pareto.

Méthode des ε-contraintes. En minimisant f1(x) =
√
x1 sous la contrainte f2(x) =

√
x2 ≤ ϵ,

on obtient le sous-problème

min
x∈R2

√
x1,

s.c. x1 + x2 ≥ 5,
√
x2 ≤ ϵ,

0.1 ≤ x1 ≤ 10, 0.1 ≤ x2 ≤ 10.

Comme
√
x1 est croissante en x1, l’optimum consiste à minimiser x1 sous x2 ≤min(ϵ2,10)

et x1 + x2 ≥ 5, d’où

x1 = max
(
0.1, 5−min(ϵ2,10)

)
, x2 = min(ϵ2,10).

En faisant varier ϵ de
√

0.1 ≈ 0.316 à
√

10 ≈ 3.162, la méthode peut, en principe, ba-

layer l’arc concave BC, contrairement à la méthode de pondération. Toutefois, elle reste

fortement dépendante du choix de ϵ : des valeurs trop petites rendent le sous-problème

infaisable (par exemple ϵ <
√

0.1), tandis que des valeurs trop grandes peuvent conduire

à des solutions seulement faiblement efficaces (sur AB ou CD). De plus, construire une

approximation régulière du front exige une connaissance préalable (ou une estimation
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fiable) des plages de variation des objectifs ainsi qu’un nombre potentiellement élevé de

résolutions de sous-problèmes, ce qui augmente le coût de calcul.

Les méthodes de scalarisation, bien qu’efficaces dans de nombreux contextes, de-

meurent contraintes par une forte dépendance aux paramètres et par une couverture

souvent incomplète lorsque le front est non convexe. Ces limites motivent le recours à des

approches non paramétriques, à l’instar de Fliege et Svaiter [40], qui construisent des di-

rections de descente communes sans transformation scalaire préalable. Ce cadre a donné

lieu à de nombreux prolongements, notamment les méthodes de gradient projeté en op-

timisation vectorielle [50], les algorithmes de régions de confiance [39, 14], ainsi que des

stratégies imposant une distance minimale entre solutions [84]. Parmi les autres contribu-

tions, on peut citer les méthodes de gradient réduit pour les problèmes LC-MOO [37, 38],

les extensions de la méthode des directions réalisables de Zoutendijk [71] et les schémas

de descente à ensembles actifs [47]. Plus récemment, des développements incluent les

méthodes de gradient conditionnel [5, 23] et les méthodes de gradient conjugué non li-

néaire sur variétés riemanniennes [22].

Conformément aux objectifs énoncés précédemment, nous examinerons dans la suite

deux méthodes de directions réalisables : celle proposée par Morovati et Pourkarimi [71],

ainsi que celle développée par Ramdani et al. [80], destinées à résoudre le problème LC-

MOO.

Les deux méthodes reposent sur le même schéma général. L’algorithme part d’un

point réalisable, puis répète deux étapes principales :

1. Calculer une direction qui améliore les objectifs tout en préservant la faisabilité,

via la résolution d’un SPD quadratique.

2. Déterminer un pas le long de cette direction à l’aide d’une recherche linéaire de

type Armijo multi-objectif.

4.2 Notions de directions réalisables pour le contexte multi-

objectifs

La définition suivante généralise les notions usuelles de direction réalisable et de di-

rection de descente réalisable au cadre de l’optimisation multi-objectifs.

Définition 4.1. Soit x̄ ∈ S . Un vecteur non nul d ∈ Rn est appelé direction réalisable en x̄

s’il existe δ > 0 tel que, pour tout λ ∈ (0,δ), on ait x̄ +λd ∈ S . De plus, d est une direction de
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descente réalisable au point x̄ s’il existe δ > 0 tel que, pour tout λ ∈ (0,δ), F(x̄+λd) < F(x̄) et

x̄+λd ∈ S .

La notion de direction réalisable en un point x̄ ∈ S coïncide avec celle du cas mono-

objectif. En revanche, la direction de descente réalisable est adaptée au contexte multi-

objectifs : elle exige, en plus de la faisabilité, une diminution stricte et simultanée de

toutes les composantes de F pour des pas λ ∈ (0,δ).

Lemme 4.1. Soit x̄ ∈ S , et soit d ∈Rn \ {0} vérifiant∇fi(x̄)T d < 0, ∀i = 1,2, · · ·p,

Ajd ≤ 0, ∀j ∈ J(x̄),
(4.4)

alors d est une direction de descente réalisable au point x̄.

Démonstration. Soit x̄ ∈ S et d ∈Rn \ {0} satisfaisant le système (4.4).

Premièrement, les inégalités Ajd ≤ 0 pour j ∈ J(x̄) garantissent que les contraintes

actives restent satisfaites pour des pas suffisamment petits : si Aj x̄ = bj , alors Aj(x̄+λd) ≤
bj pour tout λ > 0. Pour les contraintes inactives, par continuité, il existe δ′ > 0 tel que

x̄+λd ∈ S pour tout λ ∈ (0,δ′).

Deuxièmement, comme les fonctions fi sont continûment différentiables, un déve-

loppement de Taylor d’ordre 1 donne fi(x̄ + λd) = fi(x̄) + λ∇fi(x̄)T d + o(λ). La condition

∇fi(x̄)T d < 0 implique alors l’existence de δi > 0 tel que fi(x̄ + λd) < fi(x̄) pour tout

λ ∈ (0,δi). En posant δ′′ = mini δi > 0, on obtient la diminution simultanée de toutes

les composantes sur (0,δ′′).

En prenant finalement δ = min(δ′,δ′′) > 0, on conclut que d est une direction de des-

cente réalisable en x̄.

Soit x̄ ∈ S . On note par Φ(x̄) le cône des directions réalisables au point x̄, défini par

Φ(x̄) =
{
d ∈Rn,∥ d ∥, 0 : Ajd ≤ 0, pour tout j ∈ J(x̄)

}
(4.5)

où J(x̄) désigne l’ensemble des indices des contraintes actives au point x̄. et notons par

∆(x̄) le cône des directions de descente au point x̄, tel que

∆(x̄) =
{
d ∈Rn, ∥ d ∥, 0 : ∇fi(x̄)T d < 0, pour tout i = 1,2, · · · ,p

}
. (4.6)

Définition 4.2. Une solution x∗ ∈ S est appelée point Pareto-de descente que ou point station-

naire du problème (3.1) si, pour tout d ∈Φ(x∗), il existe i ∈ {1,2, . . . ,p} tel que ∇fi(x∗)T d ≥ 0.
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Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la Définition (4.2). Il fournit

un système d’inégalités assurant l’existence d’une direction de descente réalisable en tout

point non Pareto-de descente que.

Corollaire 4.1. Soit x∗ ∈ S un point non Pareto-de descente que alors il existe une direction d

au point x∗ ; c’est-à-dire ∇fi(x
∗)T d < 0 ∀i ∈ {1,2, . . . ,p},

Ajd ≤ 0 ∀j ∈ J(x∗).
(4.7)

Ce résultat met en évidence une propriété centrale des MDR : tant que x∗ n’est pas

Pareto-de descente que, on peut construire une direction d qui améliore simultanément

tous les objectifs, tout en respectant les contraintes actives. Dans le cas où J(x∗) = ∅ (point

intérieur de S), le système se réduit à ∇fi(x∗)T d < 0 pour tout i ∈ {1, . . . ,p}, ce qui cor-

respond à la condition naturelle d’existence d’une direction de descente en l’absence de

contraintes actives.

En effet, la Pareto-de descente calité constitue une condition nécessaire d’efficacité. De

plus, lorsque chaque fonction objectif fi est convexe, elle devient une condition suffisante

pour l’efficacité faible. Si toutes les fonctions fi sont strictement convexes, elle fournit

en outre une condition suffisante pour l’efficacité. Ces liens sont résumés dans le lemme

suivant.

Lemme 4.2. Soit x∗ ∈ S . Les affirmations suivantes sont vraies :

1. Si x∗ ∈ XWE , alors x∗ est un point Pareto-de descente que.

2. Si toutes les fonctions objectifs fi sont convexes et x∗ est un point Pareto-de descente que,

alors x∗ ∈ XWE .

3. Si toutes les fonctions objectifs fi sont strictement convexes et x∗ est un point Pareto-de

descente que, alors x̄ ∈ XE .

Démonstration. Soit x∗ ∈ S .

1. Supposons, par l’absurde, que x∗ ∈ XWE ne soit pas un point Pareto-de descente

que. D’après le Corollaire (4.1), il existe une direction d de descente réalisable en

x∗. Ainsi, il existe δ > 0 tel que x∗ +λd ∈ S et F(x∗ +λd) < F(x∗) pour tout λ ∈ (0,δ),

ce qui contredit la faible efficacité de x∗.

2. Supposons que toutes les fonctions objectifs fi soient convexes et que x∗ soit un

point Pareto-de descente que, mais x∗ < XWE . Alors, il existe x̄ ∈ S tel que fi(x̄) <

fi(x∗) pour tout i ∈ P . En posant d = x̄ − x∗, on obtient une direction réalisable (car

S est convexe). Par convexité de chaque fi ,

fi(x̄) ≥ fi(x
∗) +∇fi(x∗)T (x̄ − x∗),
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et comme fi(x̄) < fi(x∗), on en déduit ∇fi(x∗)T d < 0 pour tout i ∈ P .

Ainsi,

max
i∈P
∇fi(x∗)T d < 0

, ce qui contredit la Pareto-de descente calité de x∗.

3. De la même manière, supposons que toutes les fonctions objectifs fi soient stricte-

ment convexes et que x∗ soit un point Pareto-de descente que, mais x∗ < XE . Alors,

il existe x̄ ∈ S , avec x̄ , x∗, tel que fi(x̄) ≤ fi(x∗) pour tout i ∈ P , et fk(x̄) < fk(x∗)

pour un certain k ∈ P . En posant d = x̄−x∗, on obtient une direction réalisable. Par

stricte convexité,

fi(x̄) > fi(x
∗) +∇fi(x∗)T (x̄ − x∗),

et la condition fi(x̄) ≤ fi(x∗) implique alors ∇fi(x∗)T d < 0 pour tout i ∈ P . On obtient

donc max
i∈P
∇fi(x∗)T d < 0, ce qui contredit la Pareto-de descente calité de x∗.

Pour illustrer la notion de direction de descente réalisable, considérons l’exemple sui-

vant.

Exemple 4.3. 

min
x∈R2

f1(x) = (x1 − 6)2 + (x2 − 2)2,

min
x∈R2

f2(x) = x2
1 + x2

2,

s.c. − x1 + 2x2 ≤ 4,

3x1 + 2x2 ≤ 12,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

(4.8)

Notons que les deux fonctions objectifs sont quadratiques, avec des matrices hes-

siennes définies positives ; elles sont donc strictement convexes. Les Figures (4.3a) et (4.3b)

illustrent l’espace de décision S et l’ensemble Pareto-efficace SE associés. L’ensemble S est

le polyèdre délimité par les points extrêmes d = (0,0), a = (0,2), b = (2,3) et c = (4,0). L’en-

semble des solutions efficaces XE (en rouge) est constitué de deux segments : [d,e] et [e,c],

où e ≈ (3.27,1.09).

La Figure (4.3a) met l’accent sur les cônes au point b = (2,3), à savoir le cône des

directions réalisables Φ(b), où les contraintes actives sont labellisées A1 et A2, donc

Φ(b) =
{
d ∈R2 \ {0} : −d1 + 2d2 ≤ 0, 3d1 + 2d2 ≤ 0

}
.
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(a) (b)

Figure 4.3 – Interprétation géométrique de la direction de descente réalisable de
l’exemple (4.3).

et le cône des directions de descente ∆(b) (secteur où ∇fi(b)⊤d < 0 pour i = 1,2) tel que

∆(b) =
{
d ∈R2 \ {0} : −8d1 + 2d2 < 0, 4d1 + 6d2 < 0

}
.

Le cône des directions de descente réalisables en b correspond à l’intersection ∆(b)∩Φ(b),

donnée par le système d’inégalités suivant :

∆(b)∩Φ(b) =


d ∈R2,d , 0 :

−8d1 + 2d2 < 0,

4d1 + 6d2 < 0,

−d1 + 2d2 ≤ 0,

3d1 + 2d2 ≤ 0.


. (4.9)

Comme on peut le constater sur la Figure (4.3a), le cône de directions de descente réa-

lisable ∆(b)∩Φ(b) est non vide. Cela montre l’existence de directions de descente réali-

sables et confirme que b n’est pas Pareto-de descente que (Lemme (4.1) et Corollaire (4.1)).

La Figure (4.3b) prolonge l’analyse au point h = (3,1)⊤, qui est un point intérieur de S
(donc J(h) = ∅). Dans ce cas, Φ(h) = R

2 \ {0}, tandis que ∆(h) = ∅ en raison de l’orientation

des droites tangentes représentées par des lignes pointillées en ce point. On en déduit

que h est Pareto-de descente que (Définition (4.2)). En vertu du Lemme (4.2), tout point

Pareto-de descente que est un point efficace.
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4.3 Méthode de directions réalisables de Morovati et Pour-

karimi

Morovati et Pourkarimi [71] proposent une extension du sous-problème de recherche

de direction SPD de Pironneau et Polak [77], plus précisément de la variante (2.18) avec

ϵ = 0, c’est-à-dire en ne considérant que les contraintes actives. Leur cadre couvre des

problèmes d’optimisation sous contraintes, linéaires ou non linéaires. Toutefois, dans

leurs expériences numériques, les auteurs appliquent la méthode à des problèmes multi-

objectifs avec contraintes linéaires.

Dans cette section, nous présentons les éléments essentiels de cette MDR pour le pro-

blème (3.1) : (i) le SPD étendu, (ii) la scalarisation min-max utilisée pour sélectionner

une direction unique, et (iii) la reformulation quadratique avec contraintes linéaires. Sauf

mention contraire, les preuves des résultats rappelés ci-dessous sont données dans [71].

En partant du problème (3.1) et en reprenant la notation de [71], on définit l’applica-

tion G par

G(x) =
[
f1(x), f2(x), . . . , fp(x), ej1(x), ej2(x), . . . , ej|J(x)|(x)

]⊤
, (4.10)

où J(x) désigne l’ensemble des indices des contraintes actives en x, à savoir

J(x) = { j | ej(x) = 0, j = 1,2, . . . ,m }, (4.11)

et ej(x) = Ajx − b et ejk (x) correspond à la contrainte d’indice jk ∈ J(x).

Comme on le verra au Théorème (4.1), un point x ∈ S est (Pareto-)de descente que

pour (3.1) si et seulement si d = 0 est une solution faiblement efficace du sous-problème

quadratique multi-objectif suivant :

min
d∈Rn

∇G1(x)⊤d +
1
2
∥d∥2,

min
d∈Rn

∇G2(x)⊤d +
1
2
∥d∥2,

...

min
d∈Rn

∇Gp+|J(x)|(x)⊤d +
1
2
∥d∥2.

(4.12)

Le résultat suivant relie la Pareto-de descente calité de x pour le problème principal

et l’efficacité faible du sous-problème (4.12).

Théorème 4.1. Considérons le problème (3.1). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. x ∈ S est un point Pareto-de descente que du problème (3.1).

2. d̂ = 0 est une solution faiblement efficace du sous-problème (4.12).
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3. Il existe λ ∈Rp+|J(x)|
+ tel que

∑p+|J(x)|
i=1 λi = 1 et, pour tout d ∈Rn \ {0},

p+|J(x)|∑
i=1

λi∇Gi(x)⊤d +
1
2
∥d∥2 > 0. (4.13)

4. Il existe λ ∈Rp+|J(x)|
+ tel que

∑p+|J(x)|
i=1 λi = 1 et

p+|J(x)|∑
i=1

λi∇Gi(x) = 0. (4.14)

L’idée centrale est la suivante : le terme 1
2∥d∥

2 rend le sous-problème fortement convexe,

ce qui garantit l’existence et l’unicité du minimum pour toute scalarisation par somme

pondérée. En exploitant cette propriété, on obtient des conditions d’optimalité en gra-

dients, qui coïncident avec les conditions de Pareto-de descente calité pour (3.1).

D’après le Théorème (4.1), si x ∈ S n’est pas Pareto-de descente que, toute solution

faiblement efficace de (4.12) fournit une direction réalisable améliorante. Afin de sélec-

tionner une direction unique, Morovati et Pourkarimi utilisent une scalarisation min-max

et considèrent le problème scalaire non contraint :

min
d∈Rn

{
1
2
∥d∥2 + max

i∈{1,2,...,p+|J(x)|}
∇Gi(x)⊤d

}
. (4.15)

Le lemme suivant assure que ce sous-problème admet au moins une solution optimale.

Lemme 4.3. La fonction

φ(d) =
1
2
∥d∥2 + max

i∈{1,2,...,p+|J(x)|}
∇Gi(x)⊤d

atteint son minimum sur Rn.

En particulier, le terme quadratique rend φ coercive, ce qui force l’existence d’un

minimum. De plus, la stricte convexité de 1
2∥d∥

2 implique l’unicité de la solution.

Pour x ∈ S , on note γ(x) la valeur optimale de (4.15) et d(x) son minimum :

γ(x) := min
d∈Rn

{
1
2
∥d∥2 + max

i∈{1,2,...,p+|J(x)|}
∇Gi(x)⊤d

}
, (4.16)

d(x) := arg min
d∈Rn

{
1
2
∥d∥2 + max

i∈{1,2,...,p+|J(x)|}
∇Gi(x)⊤d

}
. (4.17)

Lemme 4.4. Le sous-problème (4.15) admet une solution optimale unique.
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La justification est classique : si deux minimums distincts existaient, l’évaluation au

point milieu donnerait une valeur strictement plus petite que la valeur optimale, ce qui

est impossible.

Le sous-problème (4.15) est non différentiable à cause de l’opérateur max. Pour ob-

tenir un problème lisse, on introduit une variable auxiliaire z qui majore ∇Gi(x)⊤d pour

tout i. On obtient alors la reformulation quadratique suivante, avec contraintes linéaires :

min
z,d

z+
1
2
∥d∥2,

s.t. ∇fi(x)⊤d ≤ z, ∀i = 1, . . . ,p

Ajd ≤ z, ∀j ∈ J(x)

z ∈R, d ∈Rn.

(4.18)

Cette reformulation est équivalente : pour un d donné, le meilleur choix est z =

maxi∇Gi(x)⊤d, et toute paire réalisable (z,d) fournit une majoration de ce maximum.

Ainsi, les deux formulations partagent la même valeur optimale et le même d(x).

La résolution du SPD (4.18) fournit à la fois une direction de descente réalisable

(quand elle existe) et un indicateur de critère d’arrêt pour l’algorithme. Le lemme sui-

vant regroupe les propriétés utilisées par l’algorithme.

Lemme 4.5. Considérons le problème (3.1). Pour tout x ∈ S , les affirmations suivantes sont

vérifiées :

1. γ(x) ≤ 0.

2. Les conditions ci-après sont équivalentes :

(i) Le point x n’est pas un point Pareto-de descente que.

(ii) γ(x) < 0.

(iii) d(x) , 0.

3. Les fonctions x 7→ d(x) et x 7→ γ(x) sont continues.

On peut interpréter ces points comme suit. D’abord, γ(x) ≤ 0 car la valeur de (4.15) en

d(x) = 0 est nulle, ce qui fournit une borne supérieure. Ensuite, x est Pareto-de descente

que exactement lorsque la meilleure valeur atteignable est γ(x) = 0, ce qui correspond

aussi à d(x) = 0. Enfin, la continuité de x 7→ d(x) et x 7→ γ(x) relève de l’optimisation

paramétrique et s’appuie notamment sur des arguments similaires à ceux du lemme 4 de

Fliege et al. [42].

Comme dans toute méthode de direction réalisable, une fois la direction d(x) calcu-

lée (si x n’est pas Pareto-de descente que), il faut choisir un pas λ > 0 qui préserve la
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faisabilité et améliore tous les objectifs. Morovati et Pourkarimi [71] adoptent une règle

d’Armijo adaptée au cas multi-objectifs. En suivant Fliege et Svaiter [40], la condition

s’écrit :

F
(
x+λd(x)

)
≤ F(x) + βλγ(x) (4.19)

où β ∈ (0,1) est le paramètre d’Armijo. L’inégalité est comprise composante par compo-

sante, ce qui impose une amélioration simultanée de toutes les fonctions objectif lorsque

la condition γ(x) < 0 soit vérifiée.

Le lemme suivant garantit qu’un pas strictement positif satisfaisant (4.19) existe.

Lemme 4.6. Supposons que x ∈ S soit un point non de descente que. Alors, pour tout β ∈ (0,1),

il existe λ̄ ∈ (0,1] tel que, pour tout λ ∈ (0, λ̄], on ait

— x+λd(x) ∈ S et

— F(x+λd(x)) ≤ F(x) + βλγ(x).

La preuve est de même nature que celle du Lemme 15 de [40].

L’algorithme complet de Morovati et Pourkarimi [71] est rappelé ci-dessous. Il alterne :

(i) la résolution du SPD (4.18), (ii) un test d’arrêt basé sur γ(xk), puis (iii) une recherche

de pas garantissant la faisabilité et l’amélioration de tout les objectif en utilisant la règle

d’Armijo multi-objectifs.
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Algorithm 6 Méthode de Morovati et Pourkarimi

1: Entrées : choisir 0 < β < 1, x0 ∈ S , ε > 0.

2: Initialiser k← 0.

3: repeat

4: (Recherche de direction de descente réalisable) Résoudre le sous-problème (4.18)

au point xk et obtenir

γk← γ(xk), dk← d(xk).

5: (Test d’arrêt) Vérifier la condition |γk | < ε.

6: (Recherche d’un pas réalisable) Initialiser αk← 1.

7: Remplacer αk← αk/2 tant que A
(
xk +αkd

k
)
≰ 0.

8: Fixer λk← αk.

9: Remplacer λk← λk/2 tant qu’il existe i ∈ {1,2, . . . ,p} tel que

fi
(
xk +λkdk

)
> fi(x

k) + βλk γ(xk).

10: (Mise à jour) Poser xk+1← xk +λkdk et k← k + 1.

11: until |γk | < ε

12: Sortie : retourner xk.

Le théorème suivant énonce la convergence : sous des hypothèses de convexité adap-

tées et une bornitude d’un ensemble de niveau, tout point d’accumulation de la suite

produite par l’Algorithme (6) est une solution faiblement efficace (ou efficace).

Théorème 4.2. Considérons le Problème (3.1). Supposons que {xk} soit la suite générée par

l’Algorithme (6). On suppose que F est Rp-convexe (respectivement strictement Rp-convexe) et

continûment différentiable. Enfin, on suppose que l’ensemble de niveau

Γ (x0) = {x ∈ S | F(x) ≤ F(x0) }

est borné. Alors, la suite {xk} admet au moins un point d’accumulation. De plus, tout point d’ac-

cumulation de {xk} est une solution faiblement efficace (respectivement une solution efficace)

du Problème (3.1).

L’argument de convergence peut se résumer ainsi (voir [71] pour les détails). La règle

d’Armijo entraîne une diminution des objectifs à chaque itération non de descente que,

ce qui maintient la suite {xk} dans l’ensemble de niveau Γ (x0). Comme cet ensemble est

borné, la suite admet au moins un point d’accumulation. Ensuite, on établit que γ(xk)→
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0. Par continuité (Lemme (4.5)), tout point d’accumulation x̄ vérifie γ(x̄) = 0, donc x̄ est

Pareto-de descente que. Enfin, sous Rp-convexité (ou stricte R
p-convexité) et en utilisant

les relations entre de descente calité et efficacité, on conclut que x̄ est faiblement efficace

(ou efficace).

4.4 Méthode de directions réalisables de Ramdani et al.

[80]

Rappelons que le SPD de Morovati et Pourkarimi [71], adapté au problème (3.1),

s’écrit, pour un point x ∈ S , sous la forme suivante :

min
z,d

z+
1
2
∥d∥2,

s.c. ∇fi(x)⊤d ≤ z, ∀i ∈ P ,

Ajd ≤ z, ∀j ∈ J(x),

z ∈R, d ∈Rn.

(4.20)

Dans ce SPD, la variable auxiliaire z joue le rôle d’une borne supérieure commune :

elle majore à la fois les dérivées directionnelles des fonctions objectif et les contributions

directionnelles des contraintes actives. Le terme 1
2∥d∥

2 sert de régularisation : il contrôle

la norme de la direction et assure l’unicité de la solution optimale.

Cependant, pour résoudre le problème (3.1), nous avons mis en évidence deux limites

du SPD (4.20) qui peuvent dégrader l’efficacité de convergence de la méthode de Moro-

vati et Pourkarimi [71] :

1. Le SPD (4.20) n’intègre que les contraintes actives, en laissant de côté les contraintes

inactives. Cette approximation peut provoquer des trajectoires en zigzag et une

progression lente. En optimisation mono-objectif, le contre-exemple de Wolfe [93]

illustre qu’ignorer les contraintes inactives peut mener à une convergence vers

des points non optimaux. En pratique, contraintes actives et inactives influencent

toutes deux la géométrie des déplacements réalisables, ce qui contribue à limi-

ter les changements brusques près des frontières associées aux contraintes inac-

tives [10].

2. La même variable z majore simultanément les dérivées directionnelles des objec-

tifs et celles des contraintes actives. Lorsque l’échelle des gradients des objectifs est

très différente de celle des contraintes actives, ce couplage peut orienter la résolu-

tion du SPD vers une compensation défavorable, au détriment d’une amélioration

marquée des objectifs, ce qui peut ralentir la convergence.
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Pour surmonter ces deux difficultés, Ramdani et al. [80] introduisent un nouveau SPD

qui (i) tient compte de toutes les contraintes via un cône réduit de directions réalisables,

et (ii) choisit une variable z dépendant uniquement des gradients des fonctions objectif.

Ainsi, la direction obtenue privilégie l’amélioration des objectifs tout en préservant la

faisabilité.

Afin d’illustrer la forme du cône réduit Φ2(x) en un point donné, considérons l’en-

semble réalisable S associé à l’Exemple (4.3). Dans ce cas, les contraintes s’écrivent

e1(x) = −x1 + 2x2 − 4 ≤ 0,

e2(x) = 3x1 + 2x2 − 12 ≤ 0,

e3(x) = −x1 ≤ 0,

e4(x) = −x2 ≤ 0.

Sur la Figure (4.3a), considérons le point extrême b = (2,3). On a alors

e1(b) = −2 + 6− 4 = 0, e2(b) = 6 + 6− 12 = 0, e3(b) = −2, e4(b) = −3.

Dès lors, pour une direction d = (d1,d2), les conditions

ej(b) +Ajd ≤ 0, j = 1, . . . ,4,

se traduisent par

j = 1 : 0 + (−d1 + 2d2) ≤ 0 ⇐⇒ −d1 + 2d2 ≤ 0,

j = 2 : 0 + (3d1 + 2d2) ≤ 0 ⇐⇒ 3d1 + 2d2 ≤ 0,

j = 3 : − 2 + (−d1) ≤ 0 ⇐⇒ −d1 ≤ 2 ⇐⇒ d1 ≥ −2,

j = 4 : − 3 + (−d2) ≤ 0 ⇐⇒ −d2 ≤ 3 ⇐⇒ d2 ≥ −3.

Par conséquent,

Φ2(b) =


d ∈R2 \ {0} :

−d1 + 2d2 ≤ 0,

3d1 + 2d2 ≤ 0,

d1 ≥ −2,

d2 ≥ −3


.

Par ailleurs, en évaluant les gradients des deux fonctions objectif au point b = (2,3),

on obtient

∇f1(b) = (−8, 2), ∇f2(b) = (4, 6).
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Ainsi, les conditions de descente

∇fi(b)⊤d < 0, i = 1,2,

s’écrivent explicitement sous la forme

−8d1 + 2d2 < 0, 4d1 + 6d2 < 0.

On en déduit que le cône des directions de descente au point b est

∆(b) =
{
d ∈R2 \ {0} : −8d1 + 2d2 < 0, 4d1 + 6d2 < 0

}
.

Par conséquent, la recherche d’une direction de descente réalisable en b revient à dé-

terminer un vecteur non nul

d ∈Φ2(b)∩∆(b),

c’est-à-dire à résoudre le système d’inégalités



−d1 + 2d2 ≤ 0,

3d1 + 2d2 ≤ 0,

d1 ≥ −2,

d2 ≥ −3,

−8d1 + 2d2 < 0,

4d1 + 6d2 < 0.

Tout vecteur d satisfaisant ce système définit alors une direction de descente réalisable

au point b.

Comme dans les méthodes classiques de directions réalisables introduites par Zou-

tendijk [103], la recherche d’une direction satisfaisant simultanément les contraintes de

faisabilité et de descente peut être reformulée comme la résolution d’un problème d’op-

timisation auxiliaire. C’est dans cet esprit que, pour tout point courant x ∈ S , nous intro-

duisons le sous-problème de recherche de direction (SPD) suivant :

min
z,d

z+
1
2
∥d∥2,

s.c. ∇fi(x)⊤d ≤ z, ∀i ∈ P ,

ej(x) +Ajd ≤ 0, ∀j ∈M,

z ∈R, d ∈Rn.

(4.21)

76



Chapitre 4 Méthode de directions réalisables pour l’optimisation multi-objectifs

Ce sous-problème de recherche de direction a été construit précisément pour ré-

pondre aux limites identifiées dans le SPD de Morovati et Pourkarimi (4.20). D’une part,

il remplace la prise en compte exclusive des contraintes actives par le cône réduit Φ2(x),

qui incorpore l’ensemble des contraintes du polyèdre, qu’elles soient actives ou inactives.

Cette reformulation permet de mieux refléter la géométrie réelle de l’ensemble réalisable,

de prévenir certaines trajectoires oscillatoires au voisinage des frontières et de produire

des directions plus stables.

D’autre part, le rôle de la variable auxiliaire z dans (4.20), majore simultanément

les dérivées directionnelles des objectifs et celles des contraintes actives, elle est ici dé-

diée uniquement au contrôle des gradients des fonctions objectif. Les contraintes inter-

viennent désormais séparément à travers les conditions définissant Φ2(x). Cette disso-

ciation évite les effets de compensation entre amélioration des objectifs et contrôle des

contraintes, et oriente davantage le SPD vers la recherche de directions réellement favo-

rables du point de vue multi-objectif, tout en maintenant la faisabilité.

Pour tout x ∈ S , le SPD (4.21) est équivalent au problème suivant :

min
d∈Φ2(x)

Γ (d,x), où Γ (d,x) =
1
2
∥d∥2 + max

i∈P
∇fi(x)⊤d. (4.22)

Dans la suite, on note ϕ(x) la valeur optimale, et (d(x), z(x)) une solution optimale du

SPD (4.21) :

ϕ(x) = min
d∈Φ2(x)

{1
2
∥d∥2 + max

i∈P
∇fi(x)⊤d

}
, (4.23)

d(x) = arg min
d∈Φ2(x)

{1
2
∥d∥2 + max

i∈P
∇fi(x)⊤d

}
, (4.24)

z(x) = max
i∈P
∇fi(x)⊤d(x). (4.25)

On donne maintenant quelques propriétés utiles du SPD (4.21), qui serviront ensuite

pour l’arrêt et la convergence.

Lemme 4.7. Pour tout x ∈ S , on a ϕ(x) ≤ 0.

Démonstration. Pour tout x ∈ S , comme d = 0 ∈Φ2(x),

Γ (0,x) =
1
2
∥0∥2 + max

i∈P
∇fi(x)⊤0 = 0.

Ainsi,

ϕ(x) = min
d∈Φ2(x)

Γ (d,x) ≤ Γ (0,x) = 0.
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Le lemme suivant relie la valeur z(x) à l’existence d’une direction de descente réali-

sable.

Lemme 4.8. Pour tout x ∈ S , on a z(x) ≤ 0. De plus, si z(x) < 0, alors d(x) est une direction de

descente réalisable en x.

Démonstration. D’après le Lemme (4.7), on a ϕ(x) = z(x) + 1
2∥d(x)∥2 ≤ 0, donc z(x) ≤ 0. Si

z(x) < 0, alors, pour (z(x),d(x)) solution optimale du SPD (4.21),∇fi(x)⊤d(x) ≤ z(x) < 0, ∀i ∈ P ,

ej(x) +Ajd(x) ≤ 0, ∀j ∈M.

La seconde famille d’inégalités donne d(x) ∈Φ2(x), donc d(x) est une direction réalisable

en x. La première famille garantit une dérivée directionnelle strictement négative pour

chaque objectif. Ainsi, d(x) est une direction de descente réalisable en x.

Lemme 4.9. Le SPD (4.21) admet une solution optimale unique pour tout x ∈ S .

Démonstration. Pour tout x ∈ S , le SPD (4.21) est réalisable car (z,d) = (0,0) satisfait les

contraintes. De plus, le SPD (4.21) est équivalent à (4.22), qui minimise, sur l’ensemble

non vide, fermé et convexe Φ2(x), une fonction fortement convexe en d (somme d’un

terme quadratique strictement convexe et d’une fonction convexe). Par conséquent, le

minimum est unique.

Lemme 4.10. Pour tout x ∈ S , les applications x 7→ d(x), x 7→ z(x) et x 7→ ϕ(x) sont continues.

Démonstration. La continuité de d(x) découle du Lemme 3.3 de [49]. Comme z(x) = max
i∈P
∇fi(x)⊤d(x),

et que ∇fi(x) et d(x) sont continues, z(x) est continue en tant que maximum de fonctions

continues. Ainsi, ϕ(x) = z(x) + 1
2∥d(x)∥2 est continue comme somme de fonctions conti-

nues.

Le lemme suivant relie Pareto-de descente calité, solution optimale et valeur optimale

du SPD. Ces équivalences servent directement de critères d’arrêt pour l’algorithme de

MDR présenté ensuite.

Lemme 4.11. Soit x ∈ S . Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. x est un point Pareto-de descente que du problème (3.1).

2. z(x) = 0.

3. d(x) = 0.

4. ϕ(x) = 0.
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Démonstration. — (1) ⇒ (2) Supposons, par contradiction, que z(x) < 0. D’après le

Lemme (4.8), d(x) est alors une direction de descente réalisable en x, ce qui contre-

dit la Pareto-de descente calité (Corollaire (4.1)).

— (2)⇒ (3) Si z(x) = 0, alors

ϕ(x) = z(x) +
1
2
∥d(x)∥2 =

1
2
∥d(x)∥2.

Comme ϕ(x) ≤ 0 (Lemme (4.7)), on obtient ∥d(x)∥2 ≤ 0, donc d(x) = 0.

— (3)⇒ (4) Si d(x) = 0, alors

z(x) = max
i∈P
∇fi(x)⊤0 = 0,

et par conséquent ϕ(x) = 0.

— (4) ⇒ (1) Supposons que ϕ(x) = 0 et que x ne soit pas Pareto-de descente que.

Alors, il existe d ∈Φ2(x) tel que ∇fi(x)⊤d < 0 pour tout i ∈ P . Posons

z = max
i∈P
∇fi(x)⊤d < 0.

Pour λ ≥ 0, le vecteur d̄ = λd appartient à Φ2(x), et

Γ (d̄,x) =
1
2
λ2∥d∥2 +λz.

La fonction en λ est strictement convexe et atteint son minimum en

λ∗ = − z

∥d∥2
> 0,

ce qui donne

Γ (λ∗d,x) = − z2

2∥d∥2
< 0.

Ainsi, ϕ(x) ≤ Γ (λ∗d,x) < 0, contradiction avec ϕ(x) = 0. Donc x est Pareto-de des-

cente que.

À l’itération k, on calcule d’abord la direction d(xk) en résolvant le SPD (4.21). La

seconde étape consiste à déterminer un pas λk tel que le nouveau point

xk+1 = xk +λkd(xk)

reste dans S et améliore simultanément tous les objectifs. Plus précisément, on cherche
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λk > 0 tel que

F(xk +λkd(xk)) < F(xk).

Soit donc xk ∈ S non Pareto-de descente que, et posons dk = d(xk). On introduit l’en-

semble

Ω(xk) = {j ∈M\ J(xk) | Ajd
k > 0}, (4.26)

qui regroupe les contraintes inactives en xk mais susceptibles de devenir actives en avan-

çant dans la direction dk.

Proposition 4.1. Pour tout xk ∈ S , si dk est une direction réalisable à xk, alors Ω(xk) , ∅.

Démonstration. Supposons par l’absurde que Ω(xk) = ∅. Alors Ajd
k ≤ 0 pour tout j ∈

M\ J(xk). Comme dk est réalisable, on a aussi Ajd
k ≤ 0 pour tout j ∈ J(xk). Donc Ajd

k ≤ 0

pour tout j ∈M, ce qui implique xk +λdk ∈ S pour tout λ ≥ 0. Ceci contredit la bornitude

de S . Ainsi, Ω(xk) , ∅.

On déduit maintenant un pas maximal garantissant la faisabilité. Pour les contraintes

actives (j ∈ J(xk)), on a Ajx
k = bj et Ajd

k ≤ 0, donc

Aj(x
k +λdk) ≤ bj , ∀λ ≥ 0.

Pour les contraintes inactives, bj −Ajx
k > 0. Si j ∈Ω(xk), il faut imposer

λ ≤
bj −Ajx

k

Ajdk
.

On définit alors

λk
max = min

j∈Ω(xk)

bj −Ajx
k

Ajdk

 > 0, (4.27)

qui est le pas maximal préservant la faisabilité à partir du point xk tout au long de la

direction dk.

Contrairement à la MDR de Morovati et Pourkarimi [71] qui fixe λk
max = 1 à chaque

itération, la méthode de Ramdani et al. [80] calcule λk
max à partir de (4.27). La proposition

suivante précise que le point obtenu au pas maximal est réalisable et qu’au moins une

contrainte devient active.

Proposition 4.2. Soit xk ∈ S . Si dk est une direction faisable améliorante en xk, alors

xk+1 = xk +λk
maxd

k ∈ S ,

où λk
max est défini par (4.27), et J(xk+1) , ∅.
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Démonstration. Soit xk ∈ S et soit dk une direction faisable améliorante en xk. D’après

(4.27) et la Proposition (4.1), il existe j0 ∈Ω(xk) tel que

λk
max =

bj0 −Aj0x
k

Aj0d
k

.

Alors,

Aj0

(
xk +λk

maxd
k
)

= Aj0x
k +

bj0 −Aj0x
k

Aj0d
k

Aj0d
k = bj0 .

La contrainte j0 est donc active en xk+1, ce qui implique J(xk+1) , ∅.

Le lemme suivant garantit l’existence d’un pas λk ∈ (0,λk
max] satisfaisant la condition

d’Armijo multi-objectifs.

Lemme 4.12. Soit xk ∈ S un point non Pareto-de descente que. Alors, pour tout β ∈ (0,1), il

existe λ̄k ∈ (0,λk
max] tel que, pour tout λk ∈ (0, λ̄k],

F(xk +λkdk) ≤ F(xk) + βλkϕ(xk). (4.28)

Démonstration. Soit xk ∈ S un point non Pareto-de descente que. D’après le Lemme (4.11),

on a ϕ(xk) < 0 et dk , 0. Pour chaque i ∈ P , le développement de Taylor d’ordre 1 donne

fi(x
k +λdk) = fi(x

k) +λ∇fi(xk)⊤dk + o(λ),

avec lim
λ→0+

o(λ)
λ

= 0. Comme ∇fi(xk)⊤dk ≤ z(xk) et z(xk) = ϕ(xk)− 1
2∥d

k∥2, on obtient

βϕ(xk)−∇fi(xk)⊤dk ≥ (β − 1)ϕ(xk) +
1
2
∥dk∥2.

Or ϕ(xk) < 0, β ∈ (0,1) et dk , 0, donc le membre de droite est strictement positif. Par

conséquent, il existe δi > 0 tel que, pour tout λ ∈ (0,δi],

fi(x
k +λdk) ≤ fi(x

k) + βλϕ(xk).

En posant

λ̄k = min
{
λk

max,min
i∈P

δi

}
> 0,

on obtient le résultat.

À l’itération k, lorsque xk n’est pas Pareto-de descente que, on calcule dk par la résolu-

tion de SPD (4.21) et λk
max par (4.27). Le pas λk est ensuite déterminé par une recherche

d’Armijo par retour arrière.
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Algorithm 7 Détermination de pas λk par la règle d’Armijo multi-objectifs

1: Entrées : choisir 0 < β < 1, xk ∈ S , dk ∈Rn.

2: (Pas maximal réalisable) Calculer λk
max par (4.27).

3: Fixer λk← λk
max.

4: Remplacer λk← λk/2 tant qu’il existe i ∈ P tel que

fi
(
xk +λkdk

)
> fi(x

k) + βλkϕ(xk).

5: Sortie : retourner λk.

On résume maintenant la MDR de Ramdani et al. [80].

Algorithm 8 Méthode de Ramdani et al.

1: Entrées : choisir 0 < β < 1, x0 ∈ S , ε > 0.

2: Initialiser k← 0.

3: repeat

4: (Recherche de direction de descente réalisable) Résoudre le SPD (4.21) au point

xk et obtenir

ϕk← ϕ(xk), dk← d(xk).

5: (Test d’arrêt) Vérifier la condition |ϕk | < ε.

6: (Recherche d’un pas λk) Calculer λk
max par (4.27).

7: Fixer λk← λk
max.

8: Remplacer λk← λk/2 tant qu’il existe i ∈ P tel que

fi
(
xk +λkdk

)
> fi(x

k) + βλkϕ(xk).

9: (Mise à jour) Poser xk+1← xk +λkdk et k← k + 1.

10: until |ϕk | < ε

11: Sortie : retourner xk : Point Pareto-de descente que du problème (3.1).

L’algorithme (8) vise à produire un point Pareto-de descente que du problème (3.1).

Le théorème suivant établit la convergence vers la Pareto-de descente calité des points

d’accumulation.

Théorème 4.3. Considérons le problème (3.1), où toutes les fonctions objectif fi sont supposées

continûment différentiables et où l’ensemble réalisable S est supposé être un polyèdre non vide,
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fermé et borné. Soit {xk} la suite générée par l’Algorithme (8). Alors, {xk} admet au moins un

point d’accumulation, et tout point d’accumulation est un point Pareto-de descente que du

problème (3.1).

Démonstration. Comme xk ∈ S pour tout k ∈ N et comme S est borné, la suite {xk} est

bornée. Par le théorème de Bolzano–Weierstrass, une suite bornée dans Rn admet toujours

une sous-suite convergente : il existe un ensemble infini K ⊂ N et un point x∗ ∈ Rn tels

que

xk→ x∗ pour k→ +∞, k ∈ K.

Comme S est fermé, on a x∗ ∈ S .

Montrons maintenant que tout point d’accumulation x∗ est un point Pareto-de des-

cente que. Supposons, par l’absurde, que x∗ ne soit pas un point Pareto-de descente que.

D’après la Définition (4.2) et le Corollaire (4.1), il existe une direction de descente réali-

sable d̄ ∈ Φ(x∗) telle que

max
i∈P
∇fi(x∗)⊤d̄ < 0.

Posons

z := max
i∈P
∇fi(x∗)⊤d̄ < 0.

Puisque d̄ est une direction réalisable en x∗, il existe τ > 0 suffisamment petit tel que

x∗ + τd̄ ∈ S . On pose alors dτ := τd̄. Ainsi, dτ ∈ Φ2(x∗).

Considérons la fonction

Γ (d,x∗) =
1
2
∥d∥2 + max

i∈P
∇fi(x∗)⊤d.

En évaluant cette fonction en d = dτ = τd̄, on obtient

Γ (dτ ,x
∗) =

1
2
∥τd̄∥2 + max

i∈P
∇fi(x∗)⊤(τd̄) =

1
2
τ2∥d̄∥2 + τz.

La fonction unidimensionnelle

g(λ) =
1
2
λ2∥d̄∥2 +λz

est strictement convexe et atteint son minimum en

λ∗ = − z

∥d̄∥2
> 0.

De plus,

g(λ∗) = − z2

2∥d̄∥2
< 0.
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Ainsi,

ϕ(x∗) ≤ g(λ∗) < 0,

ce qui implique ϕ(x∗) < 0.

Par continuité de ϕ (Lemme 4.10), il existe un voisinage de x∗ dans lequel ϕ(x) < 0.

Ainsi, pour tous les itérés xk suffisamment proches de x∗ (avec k ∈ K), on a ϕ(xk) < 0.

L’algorithme ne s’arrête donc pas à ces itérés et continue à produire des directions de

descente.

Soit maintenantK ⊆N un ensemble infini tel que xk→ x∗ pour k ∈ K. Par le Lemme 4.10,

ϕ(xk)→ ϕ(x∗) < 0, dk = d(xk)→ d(x∗) , 0.

Donc, pour k ∈ K assez grand, |ϕ(xk)| ≥ ε : l’algorithme ne s’arrête pas et calcule dk, λk
max

et λk.

Comme dk ∈ Φ2(xk), le pas maximal est donné par (4.27) :

λk
max = min

j∈Ω(xk)

bj −Ajx
k

Ajdk

 > 0.

D’après la Proposition 4.2, xk +λk
maxd

k ∈ S et au moins une contrainte devient active. De

plus, comme dk → d(x∗) , 0 et queM est fini, les ensembles Ω(xk) se stabilisent le long

de K. Par continuité de x 7→ Ajx et de la fonction d(·), on obtient

λk
max→ λmax(x∗) > 0, k ∈ K.

D’après le Lemme 4.12, pour tout β ∈ (0,1), il existe λ̄k ∈ (0,λk
max] tel que, pour tout

λk ∈ (0, λ̄k],

fi(x
k +λkdk) ≤ fi(x

k) + βλkϕ(xk), ∀i ∈ P . (4.29)

Comme ϕ(xk) < 0, on a en particulier

fi(x
k +λdk) < fi(x

k), ∀i ∈ P .

Ainsi, la suite {F(xk)} est décroissante composante par composante. Comme S est borné

et les fi sont continues, {F(xk)} converge vers F(x∗). Donc

lim
k→∞

F(xk) = F(x∗),

ce qui implique

lim
k→∞

∥∥∥F(xk+1)−F(xk)
∥∥∥ = 0. (4.30)
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De l’équation (4.29), on obtient

F(xk+1)−F(xk) ≤ λkβϕ(xk) ≤ 0. (4.31)

En combinant (4.30) et (4.31), on obtient

lim
k→∞

λkβϕ(xk) = 0.

Comme β > 0, on en déduit

lim
k→∞

λkϕ(xk) = 0. (4.32)

Puisque ϕ(xk) converge vers une constante strictement négative, il existe δ < 0 tel que

ϕ(xk) ≤ δ pour k ∈ K assez grand. Le terme λkϕ(xk) est donc le produit d’un terme positif

λk > 0 par un terme négatif ϕ(xk) ≤ δ < 0. Supposons par l’absurde que

liminf
k→∞, k∈K

λk > 0.

Il existe alors λ̄ > 0 tel que λk ≥ λ̄ pour k ∈ K assez grand. Par Armijo,

fi(x
k+1)− fi(xk) ≤ βλkϕ(xk) ≤ βλ̄δ =: c < 0,

où c = βλ̄δ est une constante fixe (négative, indépendante de k).

Donc, à chaque itération, on a l’inégalité

fi(x
k+1) ≤ fi(x

k) + c, c < 0.

En sommant successivement depuis le point initial x0, on obtient la relation télescopique

fi(x
k+1) ≤ fi(x

0) +
k∑

j=0

βλ̄δ = fi(x
0) + (k + 1)c.

Puisque c < 0 et k→ +∞ le long de K, on a (k + 1)c→−∞. Ainsi,

fi(x
k)→−∞ (k→ +∞, k ∈ K).

Ceci contredit la bornitude inférieure de fi sur le compact S . Donc nécessairement

liminf
k→∞, k∈K

λk = 0.

Or, toujours d’après le Lemme 4.12 appliqué à xk, on dispose, pour k ∈ K assez grand,
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d’un intervalle (0, λ̄k] de pas acceptables, avec λ̄k uniformément minoré (car λ̄k ≤ λk
max

et λk
max → λmax(x∗) > 0). En particulier, il existe η > 0 tel que λ̄k ≥ η pour k ∈ K assez

grand. Dans ces conditions, la procédure de retour arrière ne peut pas produire une sous-

suite λk→ 0, puisque tout pas λ ∈ (0,η] vérifie déjà Armijo. Ceci contredit liminf
k→∞, k∈K

λk = 0.

La contradiction provient de l’hypothèse initiale x∗ n’est pas Pareto-de descente que .

Par conséquent, x∗ est un point Pareto-de descente que du problème (3.1).

4.5 Méthodes d’échantillonnage pour générer des popula-

tions initiales de points réalisables

Dans cette section, nous rappelons deux procédures d’échantillonnage permettant de

générer une population initiale de points réalisables dans le polyèdre S = {x ∈ Rn | Ax ≤
b} supposé non vide et borné. Ces populations initiales servent de points de départ à

l’exécution des deux méthodes de directions réalisables présentées précédemment, afin

de faciliter l’exploration de l’ensemble réalisable et l’approximation des fronts de Pareto.

Nous présentons d’abord la procédure de Morovati et Pourkarimi [71], puis la procé-

dure Hit-and-Run de [80] adaptée à l’échantillonnage uniforme sur les ensembles convexes.

Une section d’illustration en dimension 2 est ensuite proposée pour comparer le compor-

tement des deux approches.

4.5.1 Méthode d’échantillonnage de Morovati et Pourkarimi [71]

La procédure proposée par Morovati et Pourkarimi [71] construit une population POP

de N points réalisables dans un polyèdre S ⊂ R
n. Elle démarre d’un point réalisable

x0 ∈ S , puis explore S à partir de x0 selon nd directions aléatoires d1, . . . ,dnd (tirées uni-

formément sur la sphère unité). Pour chaque direction dk, la méthode détermine une

longueur maximale λmax,k > 0 telle que x0 + λmax,kd
k ∈ S , puis génère des points le long

de cette direction avec un pas commun t > 0. Lorsque le nombre de points obtenus est

inférieur à N , la population est complétée par insertion de points médians.

La recherche de λmax,k repose sur deux facteurs tu > 1 et tl ∈ (0,1). On commence par

tester la faisabilité de y = x0 + dk. Lorsque y ∈ S , on agrandit le déplacement à l’aide de

tu ; lorsque y < S , on réduit le déplacement à l’aide de tl . Dans les deux cas, on considère

les puissances λ
q
k avec q ∈ {0,1, . . . ,Q} (avec Q = 25 afin d’obtenir la plus grande valeur

réalisable. Enfin, les directions conduisant à une longueur λmax,k trop petite sont rejetées.

Les paramètres tu et tl contrôlent respectivement l’agrandissement et la réduction du
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déplacement le long d’une direction. Ils vérifient tl < 1 < tu et sont fixés dans [71] à

tu = 3
2 et tl = 2

3 . Le paramètre Q borne la recherche sur les puissances λq
k. À titre indicatif,

(tl)Q = (2
3 )25 est de l’ordre de 10−5 alors que (tu)Q = (3

2 )25 est de l’ordre de 104, ce qui

fournit un intervalle de longueurs explorées suffisamment large en pratique. La condition

λmax,k > τ (avec τ = 10−4) évite de conserver des directions quasi nulles, qui produiraient

des points trop proches de x0.

Algorithm 9 Échantillonnage de Morovati–Pourkarimi : génération d’une population de
points réalisables

1: Entrées : choisir la taille de la population |POP| = N , le nombre de directions nd ∈N,

une tolérance ε > 0. Fixer tu = 3
2 , tl = 2

3 ,Q = 25, τ = 10−4.

2: Étape 1 : calcul d’un point réalisable initial. Calculer un point réalisable x0 ∈ S .

Dans le cas des contraintes linéaires, cela revient à résoudre :

min
x

0 s.c. x ∈ S .

3: Étape 2 : génération des directions. Générer nd directions aléatoires unitaires

d1, . . . ,dnd ,∥dk∥ = 1, à partir du point x0.

4: Étape 3 : choix du facteur de déplacement. Pour chaque direction dk, k = 1, . . . ,nd ,

poser y = x0 + dk . Si y ∈ S , poser λk := tu . Sinon, poser λk := tl .

5: Étape 4 : recherche de la longueur maximale réalisable. Pour chaque direction dk :

— si λk = tu , choisir la plus grande valeur de q ∈ {0,1, . . . ,Q} telle que x0 +λ
q
kd

k ∈ S ;

— si λk = tl , choisir la plus petite valeur de q ∈ {0,1, . . . ,Q} telle que x0 +λ
q
kd

k ∈ S .
Si λq

k > τ, poser λmax,k := λ
q
k . Sinon, rejeter la direction dk et la remplacer par une

nouvelle direction aléatoire.

6: Étape 5 : calcul du pas commun. Calculer M =
∑nd

k=1λmax,k , t = M
N .

7: Étape 6 : génération des points réalisables. Pour chaque direction dk, définir

POP(k) =
{
x0 + it dk

∣∣∣∣∣∣ i = 1, . . . ,
⌊
λmax,k

t

⌋
, x0 + it dk ∈ S

}
∪

{
x0 +λmax,kd

k
}
.

8: Étape 7 : construction de la population finale. Poser

POP =
nd⋃
k=1

POP(k).

9: Si |POP| < N , compléter la population par insertion de points médians le long des

directions disponibles.

10: Sortie : retourner POP.
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4.5.2 Procédure d’échantillonnage Hit-and-Run de Ramdani et al. [80]

La méthode Hit-and-Run appartient à la famille des chaînes de Markov Monte Carlo

(MCMC) conçues pour produire un échantillonnage (asymptotiquement) uniforme à l’in-

térieur d’ensembles bornés. Elle a été introduite par Smith [85] dans le contexte de procé-

dures Monte Carlo sur des ensembles mesurables. Son nom provient de son mécanisme :

Hit correspond au tirage d’une direction aléatoire à partir du point courant, et Run cor-

respond au déplacement le long de la corde faisable maximale dans cette direction, en

choisissant un nouveau point uniformément sur cette corde. Des extensions (par exemple

Bélisle et al. [11]) permettent de l’adapter à des distributions multivariées sur des corps

convexes, et des analyses théoriques (par exemple Lovász [65]) garantissent une conver-

gence rapide (mélange polynomial) sous des hypothèses usuelles. La méthode a égale-

ment été exploitée pour l’échantillonnage dans des polyèdres en optimisation globale

stochastique (voir Zabinsky [96]).

Le schéma de base pour générer une population POP de N points réalisables dans S
s’écrit comme suit.

Algorithm 10 Hit-and-Run pour générer une population POP de N points réalisables
dans S

1: Étape 1 : Trouver un point réalisable initial x0 ∈ S , poser k = 0 et initialiser POP = {x0}.

2: Étape 2 (Hit) : Générer une direction aléatoire dk uniformément distribuée sur la

sphère unité {d ∈Rn | ∥d∥ = 1}.
3: Étape 3 (Run) : Déterminer l’intervalle réalisable

I (xk ,dk) = {λ ∈R | xk +λdk ∈ S}.

4: Tirer λk uniformément sur I (xk ,dk), puis calculer xk+1 = xk +λkd
k.

5: Ajouter xk+1 à POP, poser k← k + 1.

6: Terminer lorsque |POP| = N ; sinon reprendre à l’étape 2.

Dans ce qui suit, nous précisons les améliorations introduites dans [80] à chaque étape

afin de favoriser une population mieux répartie et plus proche d’une distribution uni-

forme dans S .

1. Initialisation (Étape 1). La méthode de Morovati et Pourkarimi [71] obtient x0 via

un programme linéaire, ce qui conduit souvent à un point situé sur un sommet de

S et peut provoquer un regroupement des échantillons au voisinage des facettes.

Pour limiter cet effet, nous choisissons comme point initial le centre de Chebyshev
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de S .

Le centre de Chebyshev d’un polyèdre S est, dans ce contexte, le centre de la plus

grande boule euclidienne entièrement contenue dans S . Autrement dit,le centre

de Chebyshev est le point réalisable x0 ∈ S maximisant le rayon r > 0 de la plus

grande boule euclidienne inscrite dans S ,

B(x0, r) = {x ∈Rn | ∥x − x0∥ ≤ r}.

Ce rayon correspond à la distance minimale de x0 aux hyperplans support des fa-

cettes de S , garantissant que la boule reste entièrement contenue dans le polyèdre.

Le couple (x0, r) est solution de
max
x0,r

r,

s.c. B(x0, r) ⊆ S .
(4.33)

Pour expliciter la contrainte d’inclusion, écrivons x = x0 + u avec ∥u∥ ≤ r. La faisa-

bilité impose

A(x0 +u) ≤ b, ∀u tel que ∥u∥ ≤ r.

Ce qui est équivalent, pour chaque ligne Aj de A (avec j = 1, . . . ,m),

Ajx
0 + sup
∥u∥2≤r

(Aju) ≤ bj .

Par l’inégalité de Cauchy–Schwarz, sup
∥u∥2≤r

(Aju) = r∥Aj∥2. Ainsi, (4.33) se reformule

en programme linéaire :
max
x0,r

r,

s.c. Ajx
0 + r∥Aj∥2 ≤ bj , j = 1, . . . ,m,

x0 ∈Rn, r ≥ 0.

(4.34)

2. Génération de direction (Étape 2). Une direction uniformément distribuée sur la

sphère unité de R
n peut être obtenue en tirant n variables indépendantes gi ∼

N (0,1), i = 1, . . . ,n, puis en normalisant g = (g1, . . . , gn) :

dk =
g

∥g∥
. (4.35)

3. Génération d’un point aléatoire (Étape 3). À partir de xk et d’une direction unitaire

dk, on considère la droite xk +λdk et on calcule l’intervalle des λ tels que xk +λdk ∈
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S . Pour j ∈ {1, . . . ,m}, la contrainte Aj(xk +λdk) ≤ bj s’écrit

(Ajd
k)λ ≤ bj −Ajx

k .

Les contraintes avec Ajd
k = 0 ne bornent pas λ : elles sont soit satisfaites (si Ajx

k ≤
bj), soit elles rendent l’intervalle vide (si Ajx

k > bj). On introduit l’ensemble d’in-

dicesM = {1, . . . ,m} et l’ensemble actif

J(xk) = {j ∈M | Ajx
k = bj}.

En notant

Ω−(xk) = {j ∈M\ J(xk) | Ajd
k < 0}, Ω+(xk) = {j ∈M\ J(xk) | Ajd

k > 0},

on obtient les bornes (lorsque la corde est non vide) :

λk
min = max

j∈Ω−(xk)

bj −Ajx
k

Ajdk

 ,
λk

max = min
j∈Ω+(xk)

bj −Ajx
k

Ajdk

 .
(4.36)

L’intervalle réalisable est alors [λk
min,λ

k
max]. Les ensembles Ω−(xk) et Ω+(xk) sont

typiquement non vides lorsque xk est dans l’intérieur relatif de S . Ils peuvent

néanmoins être vides si J(xk) , ∅ et si dk pointe vers l’extérieur, auquel cas la corde

faisable dans cette direction peut être dégénérée ; dans cette situation, on relance

le tirage de direction (éventuellement en repartant de x0) afin d’obtenir un inter-

valle non vide.

Une fois l’intervalle déterminé, on tire aléatoirement λk dans l’intervalle

[
λk

min,λ
k
max

]
et l’on calcule le nouveau point réalisable.

xk+1 = xk +λkdk .

4. Espacement de la population (Étape 4). Afin de limiter la formation de clusters et de

favoriser une couverture homogène, on impose une distance minimale ρ > 0 entre
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tout nouveau point xk+1 et les points déjà présents dans POP :

∥xk+1 − x̃∥ ≥ ρ, ∀x̃ ∈ POP. (4.37)

La valeur de ρ est choisie à partir d’un raisonnement volumique : si les N points

étaient uniformément répartis, chacun "occuperait" approximativement un volume

moyen

Volmoy =
Vol(S)
N

(4.38)

On modélise ce volume moyen par le volume d’une boule euclidienne de dimen-

sion n et de rayon ρ. Selon Gipple [48], le volume d’une boule n-dimensionnelle de

rayon ρ est

Voln(ρ) =
πn/2

Γ
(
n
2 + 1

) ρn, (4.39)

où Γ désigne la fonction gamma.

La fonction gamma est l’extension continue de la factorielle. Pour z > 0, elle admet

la représentation intégrale d’Euler

Γ (z) =
∫ +∞

0
tz−1e−t dt,

et elle satisfait l’équation fonctionnelle

Γ (z+ 1) = z Γ (z).

En particulier, pour tout entier n ≥ 1, on a Γ (n+ 1) = n! et donc Γ (n) = (n−1)!. Pour

les demi-entiers, on dispose de la forme fermée (pour tout entier n ≥ 0)

Γ

(
n+

1
2

)
=

(2n− 1)!
2n

√
π,

d’où, par exemple,

Γ

(1
2

)
=
√
π, Γ

(3
2

)
=
√
π

2
, Γ

(5
2

)
=

3
√
π

4
, Γ

(7
2

)
=

15
√
π

8
.

La présence de la fonction gamma dans (4.39) s’explique par le fait qu’elle fournit

une expression unifiée des volumes des boules euclidiennes dans toutes les dimen-

sions. En particulier, pour n = 2, la formule (4.39) donne l’aire d’un disque de

rayon ρ :

Vol2(ρ) =
π1

Γ (2)
ρ2 =

π
1!

ρ2 = πρ2,
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car Γ (2) = 1. Pour n = 3, elle fournit le volume d’une boule de rayon ρ :

Vol3(ρ) =
π3/2

Γ
(

5
2

) ρ3 =
π3/2

3
√
π

4

ρ3 =
4
3
πρ3,

où l’on utilise Γ
(

5
2

)
= 3
√
π

4 .

En égalisant le volume moyen et le volume de la boule, comme suit :

Volmoy =
S
N
≈ Voln(ρ) (4.40)

on obtient alors

ρ =

Vol(S)Γ
(
n
2 + 1

)
N πn/2


1/n

. (4.41)

Le calcul exact du volume du polyèdre S est NP-difficile en général, et devient très

coûteux en dimension élevée (n ≥ 5) [33]. En dimension 2, une méthode exacte

simple consiste à énumérer les sommets, à les ordonner dans le sens trigonomé-

trique, puis à appliquer la shoelace formula [61] :

Vol(S) =
1
2

∣∣∣∣∣∣∣
Nv∑
i=1

(
xiyi+1 − xi+1yi

)∣∣∣∣∣∣∣ , (4.42)

où Nv désigne le nombre de sommets et (xNv+1, yNv+1) = (x1, y1).

Plus généralement, les approches de calcul de volume Vol(S) se répartissent en

méthodes exactes tel que ( méthode récursive de Lasserre [62], méthode de Law-

rence [63]) et méthodes d’approximation. Les méthodes exactes sont efficaces en

faible dimension ou pour des formes particulières, mais deviennent rapidement

difficiles lorsque la dimension augmente à cause de la complexité combinatoire

(énumération des sommets/facettes), elle-même NP-difficile [33].

Pour des dimensions même modérées (n ≥ 5), on privilégie souvent des d’approxi-

mation de type Monte-Carlo. Une approche classique consiste à échantillonner uni-

formément dans une boîte englobante B(S) et à estimer

Vol(S) ≈ GS

G
Vol

(
B(S)

)
,

où G est le nombre total de points tirés dans B(S) et GS le nombre de points ap-

partenant à S [74]. Lorsque la boîte englobante n’est pas disponible, ses bornes

LBi et UBi peuvent être obtenues en résolvant 2n programmes linéaires (minimi-
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sation/maximisation de chaque variable xi sur S). Alternativement, l’algorithme

de reverse search d’Avis et Fukuda [7] permet d’énumérer les sommets dans certains

cas, puis la projection sur chaque axe fournit directement les bornes. Le volume

de la boîte s’obtient alors par

Vol
(
B(S)

)
=

n∏
i=1

(UBi −LBi).

Enfin, lorsque l’ajout de nouveaux points satisfaisant la contrainte (4.37) devient

difficile (par saturation géométrique), on ajuste ρ à la baisse via

ρnew = ϑρ, ϑ ∈ (0,1],

où ϑ est un paramètre de réduction fixé de manière à conserver un compromis

entre densité et régularité spatiale.

4.5.3 Exemple d’illustration

Pour illustrer le fonctionnement des deux procédures d’échantillonnage destinées à

générer des populations de points réalisables, considérons le polyèdre suivant :

S =



x1

x2

 ∈R2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 + 6x2 ≤ 39,

x1 + 2x2 ≤ 15,

5x1 + x2 ≤ 30,

3x1 + x2 ≥ 3,

x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0


. (4.43)

Les contraintes sont numérotées dans l’ordre A1,A2, . . . ,A6. L’ensemble réalisable est

le polyèdre délimité par les six points extrêmes a1, a2, a3, a4, a5, a6, tel qu’il est lustré à la

figure (4.5).

1. Illustration de la méthode de Morovati et Pourkarimi [71].

Nous appliquons l’échantillonnage de Morovati et Pourkarimi [71] afin de générer

deux points réalisables.

Étape 1 : Initialiser N = 2, nd = 2, tu = 3
2 et tl = 2

3 .

Étape 2 : Résoudre le programme linéaire

min
x

0 s.c. x ∈ S
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La résolution de ce dernier donne le sommet a1 = (0,3)⊤ (voir la figure).

Figure 4.4 – Interprétation géométrique de la méthode d’échantillonnage de Morovati et
Pourkarimi [71].

Étape 3 : Générer nd = 2 directions aléatoires, uniformément distribuées puis nor-

malisées. Supposons que le générateur fournisse d1 ≃ (0.6, 0.8)⊤ et d2 ≃ (−0.4, 0.9)⊤.

Pour chaque direction, on calcule y = x0 + dk et l’on décide si l’on prend tu ou tl .

Par exemple, pour d1,

y = x0 + d1 = (0,3)⊤ + (0.6,0.8)⊤ = (0.6,3.8)⊤.

On vérifie que y ∈ S (toutes les contraintes sont satisfaites), donc λ1 = tu = 3
2 . En

revanche, pour d2, on obtient x0 + d2 = (−0.4,3.9)⊤ < S (car x1 ≥ 0 est violée), donc

λ2 = tl = 2
3 .

Étape 4 : Pour chaque dk, déterminer une puissance q ∈ {0, . . . ,25} telle que y =

x0+λq
kd

k ∈ S , et retenir la plus grande longueur de pas réalisable λmax,k = λ
q
k (après

tests de faisabilité). Supposons que l’on obtienne λmax,1 ≃ 4.2 et λmax,2 ≃ 1.8.

Étape 5 : Calculer M = λmax,1 +λmax,2 ≃ 6, puis le pas

t =
M
N
≃ 3.

Étape 6 : Générer des points réalisables le long de chaque direction. Pour d1,

x0 + td1 ≃ (0,3)⊤ + 3(0.6,0.8)⊤ = (1.8,5.4)⊤,
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et

x0 +λmax,1d
1 ≃ (0,3)⊤ + 4.2(0.6,0.8)⊤ = (2.52,6.36)⊤,

en vérifiant à chaque fois la faisabilité. De manière analogue, on procède pour d2.

Finalement, on obtient une population de taille N = 2, par exemple p1 ≃ (1.8,5.4)⊤

et p2 ≃ (2.52,6.36)⊤.

2. Illustration de la méthode Hit-and-Run.

(1) Les normes euclidiennes des lignes de contraintes Aj (calculées par ∥Aj∥2 =√
A2
j1 +A2

j2) sont :

∥A1∥2 =
√

12 + 62 =
√

37, ∥A2∥2 =
√

12 + 22 =
√

5,

∥A3∥2 =
√

52 + 12 =
√

26, ∥A4∥2 =
√

(−3)2 + (−1)2 =
√

10,

∥A5∥2 = 1, ∥A6∥2 = 1.

Le problème du centre et du rayon de Chebyshev se reformule en le programme

linéaire : 

max
x0

1 ,x
0
2 , r

r

s.c. x0
1 + 6x0

2 +
√

37r ≤ 39,

x0
1 + 2x0

2 +
√

5r ≤ 15,

5x0
1 + x0

2 +
√

26r ≤ 30,

− 3x0
1 − x

0
2 +
√

10r ≤ −3,

− x0
1 + r ≤ 0,

− x0
2 + r ≤ 0,

r ≥ 0, x0
1,x

0
2 ∈R.

(4.44)

La résolution fournit le centre de Chebyshev x0 ≃ (2.6834, 3.2306)⊤ et le rayon

r ≃ 2.6186. Ce rayon correspond à la distance minimale de x0 aux hyperplans

des facettes actives, garantissant que la boule B(x0, r) est incluse dans S (fi-

gure (4.5)).

(2) Une direction est générée en tirant un vecteur gaussien d ∼ N (0,1) puis en

le normalisant. Supposons que l’on obtienne d = (−0.7247, 1.0936)⊤, d’où la

direction unitaire d ≃ (−0.5524, 0.8336)⊤.

(3) Les ensembles d’indices sont déterminés par le signe de Ajd :

Ω−(x0) = {j | Ajd < 0} = {3,6}, Ω+(x0) = {j | Ajd > 0} = {1,2,4,5}.
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Figure 4.5 – Interprétation géométrique de la méthode Hit-and-Run.

Les bornes du segment réalisable dans la direction d depuis x0 sont alors :

λmin = max
j∈{3,6}

bj −Ajx
0

Ajd
≃ −3.8755, λmax = min

j∈{1,2,4,5}

bj −Ajx
0

Ajd
≃ 3.8059.

Ainsi, l’intervalle faisable est approximativement [λmin,λmax] = [−3.8755, 3.8059].

Un tirage uniforme dans cet intervalle, par exemple λ = −1.2443, conduit au

nouveau point

x1 = x0 +λd ≃ (3.3708, 2.1933)⊤.

(4) Le point x1 sert ensuite de point courant pour générer x2 : on tire une nouvelle

direction unitaire, on calcule les bornes [λmin,λmax] associées, puis on échan-

tillonne λ uniformément dans cet intervalle pour poser x2 = x1 +λd. La même

procédure est répétée itérativement.

(5) Pour imposer un espacement minimal entre les points, on s’appuie sur le vo-

lume (ici l’aire) Vol(S) afin d’estimer une distance caractéristique. Dans cet

exemple (2D), l’aire peut être calculée exactement à l’aide de la shoelace for-

mula [61], en ordonnant les six sommets dans le sens trigonométrique (deux

sommets consécutifs étant adjacents), par exemple :

(0,3)→
(
0,

13
2

)
→ (3,6)→ (5,5)→ (6,0)→ (1,0)→ (0,3).
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En appliquant (4.42), on obtient :

S =
6∑

i=1

(xiyi+1 − xi+1yi)

=
(
0 · 13

2
− 0 · 3

)
+
(
0 · 6− 3 · 13

2

)
+ (3 · 5− 5 · 6) + (5 · 0− 6 · 5) + (6 · 0− 1 · 0) + (1 · 3− 0 · 0)

= −61.5.

Ainsi,

Vol(S) =
1
2
|S | = 1

2
61.5 = 30,75.

Cependant, même en dimension 2, on peut aussi estimer le volume (aire) par

une procédure Monte Carlo (Ong et al. [74]) : on détermine d’abord une boîte

englobante [LB,UB], on génère un grand nombre de points (par exemple G =

100000) dans cette boîte, puis on calcule le sous-ensemble GS des points ap-

partenant à S .

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de directions réalisables adap-

tée aux problèmes d’optimisation multi-objectifs sous contraintes linéaires. Notre pre-

mière contribution consiste à reformuler le sous-problème de recherche de direction en

introduisant un cône réduit de directions réalisables, permettant de tenir compte de l’en-

semble des contraintes du polyèdre.

Cette reformulation améliore la stabilité des directions calculées et favorise une pro-

gression plus efficace vers des points Pareto-stationnaire. Notre seconde contribution

concerne l’introduction d’une procédure d’échantillonnage de type Hit-and-Run, desti-

née à générer une population initiale mieux répartie dans l’ensemble réalisable.
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5
Étude expérimentale et comparative

Introduction

Ce chapitre présente une étude expérimentale et comparative menée sous MATLAB R2022a.

Elle vise à évaluer l’efficacité de la Méthode des Directions réalisables (MDR) proposée,

couplée à une procédure d’échantillonnage Hit-and-Run pour générer une population ini-

tiale de points réalisables dans le polyèdre. Les performances obtenues sont comparées à

celles (i) de la méthode de Morovati et Pourkarimi [71], qui s’appuie sur un sous-problème

différent pour la recherche d’une direction réalisable (SPD) ainsi que sur une autre pro-

cédure d’échantillonnage pour la génération d’une population de points réalisables dans

le polyèdre, et (ii) d’un algorithme évolutionnaire de référence reconnu pour ses perfor-

mances, NSGA-II [31].

Les objectifs de cette étude expérimentale et comparative sont fixés comme suit :

— (O1) Visualiser la qualité géométrique de la population initiale de points réalisables,

générée par Hit-and-Run, en comparaison avec la procédure de Morovati et Pourka-

rimi [71]. Cet objectif consiste à visualiser la répartition spatiale des points dans le

polyèdre de 2D et 3D au regard de trois critères : (i) la dispersion, (ii) la couverture

de l’ensemble réalisable et (iii) l’absence de regroupements locaux.

— (O2) Évaluer l’apport de la modification du sous-problème de recherche de direction
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(SPD). Comparativement à la méthode de Morovati et Pourkarimi [71], cet objectif

consiste à analyser l’effet du SPD modifié sur : (i) la capacité à résoudre l’ensemble

des problèmes testés, c’est-à-dire la faculté de l’algorithme à produire une approxi-

mation du front de Pareto exploitable, sans échec numérique ni stagnation, et (ii) la

rapidité de convergence, appréciée au moyen du nombre d’itérations nécessaires

pour déterminer un point Pareto-de descente que et du temps d’exécution CPU

correspondant.

— (O3) Évaluer la qualité des fronts de Pareto approximés à l’aide d’indicateurs de perfor-

mance. Cet objectif consiste à comparer les fronts produits par les trois méthodes

étudiées au moyen des métriques suivantes :

— Pureté : évalue la proportion de solutions non dominées du front considéré par

rapport à un front de référence global.

— Hypervolume : mesure le volume de l’espace objectif dominé, reflétant la cou-

verture globale du front.

— Spacing : calcule la régularité de l’espacement entre solutions non dominées,

indiquant l’uniformité de la distribution.

— Generalized spread : évalue la diversité et la capacité à représenter les zones

extrêmes et intermédiaires du front.

5.1 Description de la liste des problèmes testés

L’étude expérimentale et comparative a été conduite intégralement sous MATLAB R2022a.

Les trois approches évaluées — (i) la méthode proposée MDR couplée à la procédure

d’échantillonnage Hit-and-Run, (ii) la méthode de Morovati et Pourkarimi [71], et (iii)

l’algorithme évolutionnaire NSGA-II [31] — ont été implémentées dans un même envi-

ronnement logiciel et soumises à des conditions d’exécution homogènes, de manière à

assurer une comparaison rigoureuse, équitable et reproductible.

Les expériences portent sur un ensemble de 25 problèmes LC-MOO. Cet ensemble a

été constitué de manière à couvrir un spectre large de configurations rencontrées dans la

littérature :

— différentes dimensions (nombre de variables n) et tailles (nombre de contraintes

m) ;

— plusieurs cardinalités d’objectifs (nombre de fonctions p) ;

— des objectifs de nature variée (linéaires, quadratiques et non linéaires) ;

— des propriétés géométriques contrastées (problèmes convexes et non convexes).

Cette diversité vise à tester la robustesse des méthodes, leur capacité à traiter des ins-
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tances hétérogènes, ainsi que l’impact (i) de la stratégie d’échantillonnage initial et (ii) du

SPD sur la stabilité numérique et l’efficacité globale.

La liste complète des problèmes tests, implémentée en MATLAB et directement in-

tégrable dans nos scripts d’expérimentation, est mise à disposition sur GitHub dans le

fichier suivant :

https://github.com/Ramdani-sudo/MFD-for-MOOP/blob/main/test_problems.m

Table 5.1 – Résumé des problèmes tests et de leurs caractéristiques

Problèmes Référence n m p LB UB Type d’objectifs Convexité
HANNE3 [27] 2 3 2 [0,0] [10,10] Non linéaire Non convexe
CONSTR [38] 2 6 2 [0.1,0] [1,5] Non linéaire Convexe
KITA [38] 2 5 2 [0,0] – Quadratique Convexe
EX004 [38] 2 5 2 [0,0] [2,6] Non linéaire Convexe
KM [38] 2 5 2 [0,0] – Non linéaire Convexe
EXEMPLE 7.1 [4] 2 4 2 [0,−2] [1,2] Non linéaire Non convexe
EXEMPLE 7.0 [4] 2 4 2 [0,−2] [1,2] Non linéaire Non convexe
ABC-COMP [54] 2 5 2 [0,0] – Quadratique Non convexe
BEEME [54] 2 4 2 [−1,1] [2,2] Non linéaire Non convexe
COMET [36] 3 6 3 [0,−2,1] [3.5,2,1] Non linéaire Non convexe
SW1 [38] 3 6 3 [0,0,0] – Linéaire Convexe
SW2 [38] 3 6 3 [0,0,0] – Linéaire Convexe
PEKKA2 [38] 3 6 3 [0,0,0] – Linéaire Convexe
EXEMPLE 2.1 [3] 2 6 2 [0,0] – Linéaire Convexe
LISWETM [38] 7 5 2 [0,0, . . . ,0] [10,10, . . . ,10] Quadratique Convexe
NABETANI2008 [88] 2 3 2 [0,0] – Non linéaire Non convexe
KATHRIN2008 [58] 2 5 5 [0,0] – Non linéaire Convexe
WIECEK2001 [88] 2 5 2 [0,0] – Non linéaire Non convexe
YOUNESS2004 [88] 2 4 2 [0,0] – Non linéaire Non convexe
MOLPG-1 [87] 8 16 3 [0,0, . . . ,0] – Linéaire Convexe
MOLPG-2 [87] 12 28 3 [0,0, . . . ,0] – Linéaire Convexe
MOLPG-3 [87] 10 28 3 [0,0, . . . ,0] – Linéaire Convexe
MOQP-1 [64] 20 30 3 [0,0, . . . ,0] [10,10, . . . ,10] Quadratique Convexe
MOQP-2 [64] 20 30 3 [0,0, . . . ,0] [10,10, . . . ,10] Quadratique Convexe
MOQP-3 [64] 20 30 3 [0,0, . . . ,0] [10,10, . . . ,10] Quadratique Convexe

Le Tableau (5.1) synthétise les 25 problèmes tests en précisant leur structure et leurs

principales caractéristiques. La colonne « Référence » indique la source de chaque ins-

tance dans la littérature, ce qui assure la traçabilité des formulations et des paramètres.

Les colonnes n et m indiquent respectivement le nombre de variables de décision et de

contraintes : les instances les plus grandes en dimension sont MOQP-1 à MOQP-3 (jusqu’à

n = 20), et le plus grand nombre de contraintes apparaît pour la famille MOQP (m = 30).

La colonne p donne le nombre d’objectifs, le problème KATHRIN2008 se distinguant

par un cas à cinq objectifs (p = 5). Les bornes [LB,UB] définissent une boîte englobante

du polyèdre, utile notamment pour l’estimation de son volume dans la procédure Hit-

and-Run ; lorsque UB n’est pas fourni (noté “–”), il doit être déterminé numériquement.

Enfin, les colonnes « Type d’objectifs » et « Convexité » mettent en évidence la diversité

des fonctions (linéaires, quadratiques, non linéaires) et des géométries (convexes et non
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convexes), permettant une évaluation comparative sur des cas de complexité variée.

5.2 Description des codes en MATLAB

L’étude expérimentale et comparative repose sur un ensemble de scripts et de fonc-

tions MATLAB, organisés de manière modulaire. L’objectif est (i) d’exécuter, sur une

même liste de problèmes, les trois approches considérées, (ii) de collecter des sorties di-

rectement comparables (fronts de Pareto approchés, temps CPU, nombre d’itérations),

et (iii) d’évaluer la qualité des fronts obtenus au moyen des indicateurs de performance

retenus.

L’implémentation s’appuie sur le Multi-Parametric Toolbox 3 (MPT3), présenté dans la

section suivante, pour la manipulation des polyèdres (tests de faisabilité, calcul du centre

de Chebyshev, détermination d’une boîte englobante, etc.).

Le programme associé à cette étude contient cinq scripts .m, dont les principaux sont

les suivants :

— test_problems.m : bibliothèque des 25 problèmes tests présentés précédemment.

— main_function.m : script de pilotage des expériences (fonction principale). Il charge

les problèmes depuis test_problems.m, fixe les paramètres communs (taille de

population, tolérances, itérations maximales, paramètres de recherche linéaire),

puis exécute successivement les trois méthodes de résolution, à savoir :

— MDR_Ramdani_et_al.m : implémentation principale de notre méthode MDR

couplée à l’échantillonnage Hit-and-Run, et MDR_Morovati_Pourkarimi.m : im-

plémentation de la méthode de direction de Morovati et Pourkarimi, incluant

leur procédure d’échantillonnage (basée sur un point initial obtenu par un pro-

gramme linéaire et une exploration directionnelle) ainsi que leur sous-problème

de recherche de direction (SPD).

— nsgaII_linear_contraintes.m : implémentation de NSGA-II adaptée au cas

de contraintes linéaires, en s’appuyant sur un code open-source développé par

Persson [75]. Ce module gère la génération de la population, la sélection par

tournoi, le croisement, la mutation, le tri non dominé (non-dominated sorting),

ainsi qu’un mécanisme de traitement des contraintes (vérification de faisabilité

et/ou pénalisation selon la configuration).

— Comparaison_Methods.m : module d’évaluation et de comparaison des fronts. À

partir des fronts produits par les trois méthodes, il construit un front global de

référence, normalise les points en espace objectif, calcule les métriques de qualité

(pureté, hypervolume, spacing, generalized spread), puis génère des visualisations

(fronts filtrés et histogrammes comparatifs).
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Le déroulement computationnel de l’étude expérimentale et comparative est piloté

par main_function.m. Pour chaque problème test, ce script charge les fonctions objectifs,

les données de contraintes (A,b) ainsi que les bornes disponibles, puis exécute successive-

ment les trois méthodes en imposant une configuration homogène (taille de population,

tolérances et nombre maximal d’itérations, lorsque cela est compatible avec la logique

propre à chaque algorithme). Les trois fronts obtenus sont ensuite transmis à Comparai-

son_Methods.m pour le calcul des indicateurs de performance et la génération des figures

en dimension 2 et 3.

L’ensemble des scripts MATLAB, ainsi que les fonctions utilisées pour la comparaison

des méthodes, sont mis à disposition sur GitHub
1 , tracer et reproduire précisément les

expériences numériques :

https://github.com/Ramdani-sudo/MFD-for-MOOP.git

Les expériences ont été conduites avec une configuration commune visant à garantir

une comparaison équitable entre les méthodes. Les paramètres utilisés sont récapitulés

ci-dessous.

— Taille de la population initiale (points réalisables). La population initiale est fixée

à N = 200 points réalisables dans l’ensemble réalisable.

— Paramètres communs aux deux méthodes de type MDR (notre MDR et MDR-MP).

— Multiplicateurs de pas : tu = 3/2 (augmentation) et tl = 2/3 (réduction).

— Exposant de pas : q ∈ {0,1, . . . ,25}, avec bornes de pas [10−5,105].

— Nombre de directions aléatoires : nd = 150.

— Tolérance d’activation des contraintes : ϵ1 = 10−5.

— Précision de convergence : ϵ2 = 10−6.

— Paramètre d’Armijo (recherche linéaire) : σ = 0.5.

— Nombre maximal d’itérations : max_iter = 500.

— Critère d’arrêt : l’algorithme s’arrête lorsque la mesure de de descente cité de

Pareto satisfait |ϕ(xk)| ≤ ϵ2.

— Paramètre spécifique à l’échantillonnage Hit-and-Run (notre MDR). Le facteur de

réduction associé à la contrainte de séparation des points est fixé à θ = 0.75.

— Paramètres de NSGA-II.

— Nombre maximal de générations : genMax = 1000.

— Taille du tournoi : kTour = 2.

1. GitHub est une plateforme d’hébergement et de gestion de code basée sur le système de contrôle
de versions Git, fondée en 2008 par Tom Preston-Werner, Chris Wanstrath, PJ Hyett et Scott Chacon. Elle
permet de collaborer sur des projets, de suivre les modifications du code et de gérer différentes versions
de manière structurée. Aujourd’hui largement utilisée dans le développement logiciel et la recherche, la
plateforme est accessible à l’adresse suivante : https://github.com.
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— Probabilité initiale de mutation : nP = 0.2.

5.3 Intégration de la toolbox MPT3

Pour les opérations géométriques sur les polyèdres faisables, nos scripts s’appuient

sur le Multi-Parametric Toolbox 3 (MPT3), une boîte à outils open-source sous MATLAB

dédiée à l’optimisation paramétrique et à la géométrie computationnelle des ensembles

convexes. Développée notamment par Kvasnica et Jones, et documentée dans [52], MPT3

est distribuée publiquement et peut être obtenue via le site officiel : https://www.mpt3.

org/. Dans cette étude, la classe Polyhedron est mobilisée pour construire le polyèdre

S , vérifier des propriétés structurelles (non-vacuité, bornitude), calculer des objets géo-

métriques utiles (boîte englobante, centre de Chebyshev) et visualiser les ensembles en

dimension 2D/3D.

— Déclaration d’un polyèdre : Le polyèdre est défini à partir de contraintes linéaires

(inégalités et, le cas échéant, égalités) via la classe Polyhedron. Une écriture stan-

dard est : P = Polyhedron(’A’,A,’b’,b,’Ae’,Ae,’be’,be);

La structure P encapsule la description de S et fournit des méthodes pour les cal-

culs géométriques requis par l’algorithme.

— Détermination d’une boîte englobante : Les bornes LB et UB sont utiles pour

construire une boîte englobante et, plus généralement, pour des opérations d’ap-

proximation (par exemple, l’estimation de volume et certains diagnostics numé-

riques liés à l’échantillonnage). Lorsque ces bornes ne sont pas fournies par le pro-

blème, elles peuvent être obtenues à partir d’une approximation externe : bbox =

P.outerApprox();

LB = bbox.Internal.lb; UB = bbox.Internal.ub;

Si la représentation par sommets est disponible, une alternative consiste à exploi-

ter P.V : LB = min(P.V,[],1); UB = max(P.V,[],1);.

— Centre de Chebyshev et rayon inscrit : Pour initialiser certaines procédures d’échan-

tillonnage et améliorer la stabilité géométrique (point initial éloigné des facettes),

nous calculons le centre de Chebyshev et le rayon de la plus grande boule eucli-

dienne inscrite : data = P.chebyCenter();

x0 = data.x; r0 = data.r;.

— Tests de validité et requêtes d’appartenance : Plusieurs vérifications sont utili-

sées afin de sécuriser l’exécution des routines d’échantillonnage et de génération :

P.isEmptySet() pour tester la non-vacuité, P.isBounded() pour vérifier la borni-

tude, et P.contains(x) pour tester si un point x appartient à S .

— Visualisation en 2D et 3D : Pour l’analyse qualitative des populations générées et
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de la géométrie de l’ensemble faisable, la visualisation est réalisée via P.plot, qui

s’adapte automatiquement à la dimension (2D/3D). Par exemple, un rendu en fil

de fer peut être obtenu par : P.plot(’wire’,true,’linewidth’,2);.

5.4 Les métriques d’évaluation de Front Pareto

Dans ce qui suit, nous présentons les quatre métriques retenues pour évaluer la qua-

lité des fronts de Pareto générés par les trois méthodes, en termes de convergence, de

couverture, d’uniformité et de diversité. Ces métriques constituent un cadre d’évaluation

complet permettant de réaliser des comparaisons quantitatives entre les trois approches

d’optimisation appliquées à des problèmes LC-MOO. Plus précisément, la convergence

décrit la proximité du front approché par rapport à l’ensemble Pareto-optimal réel ; la

couverture quantifie l’étendue de l’espace objectif dominé par le front ; l’uniformité me-

sure la régularité de la distribution des solutions le long du front ; et la diversité reflète la

capacité du front à représenter l’ensemble des compromis, incluant les zones extrêmes et

intermédiaires.

Soient P1, P2 et P3 les fronts de Pareto produits respectivement par notre méthode

MDR, par la méthode de Morovati et Pourkarimi MDR-MP, et par NSGA-II. Dans la ma-

jorité des cas pratiques, le front de Pareto vrai n’est pas disponible, notamment en raison

du coût computationnel associé à l’identification exacte de l’ensemble optimal. Pour cette

raison, nous construisons un front de référence global

PG = P1 ∪ P2 ∪ P3,

qui regroupe l’ensemble des solutions candidates obtenues par les trois méthodes. Une

étape de filtrage est ensuite appliquée pour supprimer les points dominés, via des com-

paraisons d’ordre partiel par paires. Le front PG ainsi obtenu sert du front vrai et permet

d’effectuer des évaluations de performance relatives de manière cohérente.

Chaque front Pk = {y1, . . . , yNk
}, de taille Nk, est ensuite normalisé dans l’hypercube

unité [0,1]p, où p désigne le nombre d’objectifs. Cette normalisation est essentielle afin

de limiter les biais dus à des échelles objectives hétérogènes, et d’éviter qu’un objectif

numériquement dominant n’influence de manière disproportionnée les métriques. La

normalisation est réalisée composante par composante, en utilisant les bornes globales

observées sur PG :

y′ij =
yij −min

y∈PG
yj

max
y∈PG

yj −min
y∈PG

yj
, ∀i = 1, . . . ,Nk , j = 1, . . . ,p. (5.1)
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Ici, yij est la j-ième valeur objective du i-ième point du front Pk, tandis que les minima et

maxima sont calculés sur l’ensemble des points du front de référence global PG. Cette mise

à l’échelle min–max projette tous les objectifs sur une plage commune, ce qui favorise une

comparaison équitable entre fronts.

Les métriques de performance sont définies ci-après. Chacune est conçue pour captu-

rer un aspect particulier de la qualité d’un front de Pareto approché.

1. Pureté. La métrique de pureté, notée Purity(Pk), quantifie la convergence en mesu-

rant la proportion de points de Pk qui demeurent non dominés lorsque l’on consi-

dère le front de référence PG :

Purity(Pk) =

∣∣∣{y ∈ Pk | y est non dominé dans PG}
∣∣∣

|Pk |
. (5.2)

Cette métrique peut être interprétée comme un “taux de survie” des solutions de Pk
face à la concurrence induite par la fusion des trois fronts. Un point est dit non do-

miné si aucun autre point de PG ne le domine strictement. Une valeur proche de 1

indique que la méthode produit des solutions de haute qualité, robustes au sens où

elles restent compétitives dans le front combiné, traduisant une forte convergence

vers le front de Pareto. Comme discuté dans [6], la pureté est particulièrement

adaptée aux contextes où le front vrai n’est pas connu, car elle fournit une mesure

relative directement exploitable.

2. Hypervolume. L’hypervolume, noté HV(Pk), évalue la couverture en calculant le

volume de l’espace objectif dominé par le front Pk relativement à un point de réfé-

rence r. Le point de référence est défini, pour chaque objectif m, par

rm = max
y′∈Pk

y′m + δ,

avec δ = 0.1, de manière à garantir que r se situe au-delà du front normalisé. Pour

les problèmes bi- ou tri-objectifs (p = 2 ou 3), un calcul exact peut être effectué :

HV(Pk) =
Nk∑
i=1


p−1∏
j=1

(rj − y′ij)

(y′(i−1),p − y
′
i,p

)
, y′0,p = rp, (5.3)

en supposant que les points sont triés de manière appropriée selon le dernier ob-

jectif. En dimension supérieure (p > 3), le calcul exact devient NP-difficile ; on em-

ploie alors une approximation de type Monte Carlo [9] :

HV(Pk) ≈ dominated_count
size_samples

·
p∏

m=1

(rm − r∗m), (5.4)
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où r∗m = miny′∈Pk y
′
m, et dominated_count désigne le nombre de points tirés aléatoi-

rement (typiquement de l’ordre de 105 ou plus) dans l’hyper-rectangle [r∗, r] qui

sont dominés par au moins un point de Pk. Des valeurs plus élevées de l’hypervo-

lume traduisent une meilleure couverture, car elles indiquent une région dominée

plus large, incorporant à la fois un effet de convergence (solutions proches de l’op-

timum) et de diversité (front étendu).

3. Espacement. La métrique d’espacement, notée SP(Pk), évalue l’uniformité en quan-

tifiant la variance des distances inter-solutions sur le front normalisé :

SP(Pk) =
1

Nk − 1

Nk∑
j=1

(dj − d̄)2, (5.5)

où

dj = min
l,j
∥y′j − y

′
l∥

2 et d̄ =
1
Nk

Nk∑
j=1

dj .

Ici, dj est la distance euclidienne carrée au plus proche voisin du point y′j , tandis

que d̄ représente la moyenne de ces distances. Cette mesure basée sur la variance

pénalise les regroupements locaux et les zones de faible densité : une valeur proche

de 0 indique une distribution très régulière des solutions non dominées dans le

front de Pareto.

4. Étendue généralisée. L’étendue généralisée, notée GS(Pk), mesure la diversité et

la couverture globale en comparant la distribution de Pk aux points extrémaux du

front de référence global PG [31] :

GS(Pk) =

∑p
m=1d(vm, Pk) +

∑Nk−1
j=1 |dj − d̄|∑p

m=1d(vm, Pk) + (Nk − 1)d̄
, (5.6)

où

vm = arg min
y′∈PG

y′m et d(vm, Pk) = min
y′∈Pk
∥vm − y′∥2.

Le point vm correspond au point extrémal de PG minimisant le m-ième objectif, et

d(vm, Pk) est la distance (carrée) au point de Pk le plus proche de cet extrémum.

Les quantités dj et d̄ sont définies comme pour la métrique d’espacement, en sup-

posant ici que les points sont ordonnés de manière adéquate afin de calculer les

écarts séquentiels. Des valeurs plus faibles de GS(Pk) indiquent de meilleures per-

formances, car elles correspondent à (i) une bonne capture des extrêmes du front

et (ii) une répartition plus régulière des solutions.
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Figure 5.1 – Métriques d’évaluation des fronts de Pareto

5.5 Résultats et discussions

Dans cette section, nous analysons les performances des méthodes évaluées selon une

démarche progressive. Dans un premier temps, nous comparons notre MDR à MDR-MP

en mettant l’accent sur la qualité de la population initiale de points réalisables, en par-

ticulier la population générée par la procédure Hit-and-Run, ainsi que sur les principes

d’échantillonnage utilisés dans la MDR-MP. Dans un second temps, nous comparons les

deux méthodes de type MDR du point de vue de la convergence et de la vitesse de conver-

gence, à travers le nombre d’itérations nécessaires et le temps CPU requis. Enfin, nous

étendons l’analyse aux trois méthodes (notre MDR, MDR-MP et NSGA-II) en évaluant la

qualité des fronts de Pareto obtenus à l’aide des quatre métriques introduites précédem-

ment.

Figure 5.2 – Population de points réali-
sables générée par la procédure d’échan-
tillonnage Hit-and-Run pour le problème
test HANNE3.

Figure 5.3 – Population de points réali-
sables générée par la procédure d’échan-
tillonnage de Morovati et Pourkarimi pour
le problème test HANNE3.
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Les Figures (5.2) et (5.3) illustrent deux populations de 500 points réalisables asso-

ciées au problème test HANNE3, générées respectivement par notre procédure Hit-and-

Run et par la stratégie d’échantillonnage introduite par Morovati et Pourkarimi. Un point

essentiel réside dans le choix du point de départ : dans notre approche, le point initial x0

(marqué en rouge) est pris au centre de Chebyshev du polyèdre, c’est-à-dire au point qui

maximise la distance minimale aux facettes. Ce choix fournit un démarrage “central” au

sens géométrique, ce qui favorise une exploration plus équilibrée de l’ensemble réalisable

et conduit généralement à une distribution plus homogène des points, avec une meilleure

couverture des régions internes et une limitation des regroupements locaux.

À l’inverse, la technique de Morovati et Pourkarimi démarre typiquement à partir

d’un sommet du polyèdre, obtenu via la résolution d’un programme linéaire. Cette ini-

tialisation, proche des frontières, a pour effet d’orienter la génération vers une zone par-

ticulière de l’ensemble faisable, ce qui se traduit par une concentration plus marquée des

échantillons et par une couverture moins uniforme. Dans un contexte multi-objectif, une

telle inhomogénéité de la population initiale peut limiter l’exploration des compromis,

car certaines régions du polyèdre sont sous-échantillonnées dès le départ. Cette limita-

tion se répercute ensuite sur la qualité des solutions non dominées et tend à produire des

écarts plus importants entre points consécutifs sur le front de Pareto, ce qui est cohérent

avec les valeurs d’espacement reportées (voir la Figure (5.11a)).

Le Tableau (5.2) récapitule, pour chaque problème test, le nombre d’itérations, le

temps CPU moyen (en secondes) et la taille du front de Pareto P ∗ après suppression

des solutions dominées et redondantes. Une première lecture met en évidence un point

important : notre MDR ainsi que NSGA-II parviennent à résoudre l’ensemble des ins-

tances considérées, tandis que la MDR-MP échoue sur plusieurs problèmes, en particulier

MOLPG-1 à MOLPG-3 et MOQP-1 à MOQP-3. Ces échecs indiquent une moindre robus-

tesse de MDR-MP lorsque la dimension augmente et/ou lorsque le nombre de contraintes

devient plus élevé, ce qui peut être lié à la manière dont certaines contraintes sont traitées

(notamment lorsque des contraintes inactives sont exclues), et à l’impact de cette sélec-

tion sur la stabilité numérique de la recherche de directions réalisables.

Au-delà de la robustesse, les résultats montrent que notre MDR est globalement plus

rapide que MDR-MP en termes de vitesse de convergence, tant du point de vue du nombre

d’itérations que du temps CPU. Par exemple, pour le problème EXAMPLE 2.1, notre mé-

thode converge en moyenne en 2.96 itérations, contre 12.4550 itérations pour MDR-MP,

ce qui traduit un gain significatif en efficacité itérative. De même, en termes de coût

computationnel, la différence se reflète clairement : pour EXAMPLE 7.1, notre méthode
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Table 5.2 – Ce tableau présente le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une
solution Pareto-optimale, en indiquant les valeurs minimale, maximale et moyenne. Il
fournit également le temps CPU moyen (en secondes) pour une population initiale de
200 points réalisables, ainsi que la taille du front de Pareto |P ∗|, après suppression des
solutions dominées et redondantes. Les résultats sont reportés pour trois méthodes : notre
MDR, la MDR de MDR-MP et NSGA-II.

Itérations Temps CPU |P ∗|
Problèmes Notre MDR MDR-MP Notre MDR MDR-MP Notre MDR MDR-MP NSGA-II
HANNE3 [2,2]2 [1,2]1.9700 0.0014 0.0011 200 200 108
CONSTR [2,2]2 [2,2]1.9100 0.0014 0.0010 200 200 129
KITA [2,3]2.0905 [2,3]2.0790 0.0016 0.0015 198 200 132
EX004 [2,2]2 [2,2]2 0.0018 0.0013 200 200 170
KM [2,5]2.2850 [1,8]2.8300 0.0015 0.0016 200 200 185
EXAMPLE 7.1 [2,9]3.9740 [1,10]5.4000 0.0027 0.0049 146 121 177
EXAMPLE 7.0 [2,14]4.5968 [1,14]5.9782 0.0031 0.0055 190 181 194
ABC-COMP [2,70]6.0774 [1,143]12.9320 0.0100 0.0174 149 159 191
BEEME [2,5]2.7950 [2,29]4.6850 0.0023 0.0067 200 200 199
COMET [2,12]5.4000 [1,93]6.7600 0.0035 0.0049 200 200 194
SW1 [2,3]2.0205 [1,2]1.8100 0.0015 0.0010 200 200 156
SW2 [2,3]2.9045 [1,16]13.1950 0.0021 0.0081 200 200 198
PEKKA2 [2,3]2.1100 [2,3]2.0150 0.0015 0.0012 200 200 127
EXAMPLE 2.1 [2,4]2.9600 [1,19]12.4550 0.0021 0.0076 200 200 200
LISWETM [6,10]8.5350 – 0.0065 – 200 – 200
NABETANI2008 [2,6]2.7150 [2,14]7.5800 0.0019 0.0060 200 200 200
KATHRIN2008 [1,6]1.5600 [1,7]1.8200 0.0013 0.0018 200 200 133
WIECEK2001 [2,223]90.3641 [2,219]59.9585 0.0676 0.0570 195 190 199
YOUNESS2004 [1,2]1.8800 [1,2]1.9100 0.0012 0.0013 200 200 200
MOLPG-1 [2,3]2.7100 – 0.0029 – 199 – 179
MOLPG-2 [2,7]4.5100 – 0.0063 – 200 – 134
MOLPG-3 [2,6]4.0550 – 0.0040 – 200 – 156
MOQP-1 [5,63]10.0250 – 0.0131 – 197 – 67
MOQP-2 [7,309]9.1684 – 0.0117 – 200 – 91
MOQP-3 [5,10]7.5050 – 0.0097 – 200 – 122

nécessite en moyenne 0.0027 secondes, tandis que MDR-MP atteint 0.0049 secondes. Ce

comportement est cohérent avec l’idée que (i) la population initiale plus homogène ob-

tenue par Hit-and-Run facilite l’exploration et (ii) le sous-problème de recherche de di-

rection adopté dans notre approche renforce la qualité des directions générées, ce qui

accélère la progression vers des points Pareto-stationnaire.

En outre, notre MDR produit, pour l’ensemble des problèmes testés, des fronts P ∗

complets et exploitables. À l’opposé, la MDR-MP peut rencontrer des difficultés sur cer-

taines instances, ce qui se manifeste soit par un échec explicite (entrées “–” dans le ta-

bleau), soit par une dynamique moins stable selon les problèmes. Enfin, bien que NSGA-II

résolve tous les problèmes, on observe qu’après filtrage des solutions dominées, la taille

du front obtenu peut être plus faible que celle des deux méthodes MDR (par exemple

108 points pour HANNE3 et 133 points pour KATHRIN2008). Cette réduction suggère

que, dans notre protocole de comparaison, une proportion plus importante des solutions

générées par NSGA-II devient dominée lorsqu’elle est confrontée au front de référence

global, ce qui est cohérent avec des scores de pureté plus faibles (voir la Figure (5.10a)).
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(a) Notre MDR (b) MDR-MP (c) NSGA-II

Figure 5.4 – Ensemble des solutions efficaces en espace de décision pour le problème test
HANNE3.

(a) Notre MDR (b) MDR-MP (c) NSGA-II

Figure 5.5 – Ensemble des solutions efficaces en espace de décision pour le problème test
KATHRIN2008.
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(c) NSGA-II

Figure 5.6 – Front de Pareto du problème test HANNE3.
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(c) NSGA-II

Figure 5.7 – Front de Pareto du problème test EX004.
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Les Figures (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (5.8) et (5.9) comparent la qualité des solutions en

espace de décision et en espace des objectifs.

Pour HANNE3 (Figure (5.4)), notre MDR produit des solutions bien réparties, avec

une pureté élevée (Figure (5.10a)) et un espacement faible (Figure (5.11a)), tandis que

le front de NSGA-II est réduit à 108 points après suppression des solutions dominées

(Tableau (5.2)). La MDR-MP présente des lacunes plus marquées (espacement plus élevé,

Figure (5.11a)) en raison de l’échantillonnage initial à partir d’un sommet. Pour EX004

(Figure (5.7)), les trois méthodes produisent des fronts identiques, avec des hypervolumes

comparables (Figure (5.10b)). Pour KATHRIN2008 (Figure (5.5)), qui comporte cinq ob-

jectifs, notre MDR et NSGA-II obtiennent des distributions plus régulières, tandis que la

MDR-MP montre une couverture plus inégale (espacement plus élevé, Figure (5.11a)). Le

front de NSGA-II est réduit à 133 points, ce qui traduit une pureté plus faible.
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(c) NSGA-II

Figure 5.8 – Fronts de Pareto du problème test EXAMPLE 7.0.

Comme l’illustrent les Figures (5.8) et (5.9), notre MDR (couplée à Hit-and-Run) et

NSGA-II génèrent, pour les problèmes EXAMPLE 7.0 et PEKKA2, des ensembles de so-

lutions non dominées globalement bien répartis le long des compromis, ce qui se traduit

par de faibles valeurs de la métrique d’espacement (Figure (5.11a)). Cette régularité in-

dique que les solutions couvrent de manière plus uniforme les différentes zones du front,

ce qui facilite l’analyse des compromis et réduit la présence de “vides” entre solutions

successives.

En revanche, la méthode MDR-MP produit, sur ces mêmes problèmes, des distribu-

tions moins régulières, avec des regroupements locaux et des zones moins couvertes.

Cette structure se reflète par des valeurs d’espacement plus élevées (Figure (5.11a)), tra-

duisant une uniformité moindre. Ce comportement est cohérent avec l’effet cumulé (i)

d’une population initiale moins homogène et (ii) d’une exploration directionnelle qui

peut privilégier certaines régions du polyèdre, ce qui réduit la capacité à maintenir un

maillage régulier des solutions non dominées sur tout le front.
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(a) Notre MDR (b) MDR-MP (c) NSGA-II

Figure 5.9 – Fronts de Pareto du problème test PEKKA2.
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Figure 5.10 – Comparaison des scores de pureté et de l’hypervolume.
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(b) Scores d’étendue généralisée

Figure 5.11 – Comparaison des scores d’espacement et des scores d’étendue généralisée.

Les Figures (5.10a), (5.10b), (5.11a) et (5.11b) présentent des histogrammes comparant

les métriques de performance, et permettent une lecture synthétique des comportements

observés sur la même liste de problème LC-MOO. En premier lieu, les deux variantes de

112



Chapitre 5 Étude expérimentale et comparative

MDR (notre MDR et MDR-MP) obtiennent un score de pureté égal à 1.0 pour l’ensemble

des problèmes (Figure (5.10a)). Cela signifie que, relativement au front de référence glo-

bal PG construit à partir des trois méthodes, les solutions conservées sur les fronts MDR

sont toutes non dominées, ce qui indique que ces deux approches produisent des approxi-

mations compétitives et stables en termes de convergence.

En second lieu, notre MDR fournit de manière systématique des valeurs d’hypervo-

lume plus élevées (Figure (5.10b)), ce qui traduit une meilleure couverture de l’espace

objectif dominé. Concernant l’uniformité, notre MDR présente des valeurs d’espacement

faibles et relativement stables (Figure (5.11a)), ce qui confirme que la distribution des

solutions non dominées est régulière sur un grand nombre d’instances. À l’inverse, la

MDR-MP affiche des valeurs d’espacement plus élevées pour certains problèmes tels que

HANNE3, EXAMPLE 7.0 et NABETANI2008, ce qui correspond à des fronts présentant

des regroupements et des zones moins couvertes. De son côté, NSGA-II produit des va-

leurs d’espacement plus élevées sur plusieurs instances, notamment SW1, KATHRIN2008

et la famille MOQP-1 à MOQP-3, ce qui suggère une distribution moins régulière des so-

lutions non dominées dans ces cas, malgré sa robustesse globale en termes de faisabilité.

Enfin, pour la métrique d’étendue généralisée, NSGA-II obtient les plus faibles va-

leurs (Figure (5.11b)), ce qui indique, au sens de cette métrique, une meilleure capacité

à couvrir certains points extrêmes du front de référence. Cependant, notre MDR four-

nit des approximations globalement plus équilibrées sur l’ensemble des problèmes, en

combinant une bonne couverture (hypervolume) et une bonne uniformité (espacement),

tout en maintenant une pureté maximale. Elle surpasse également la MDR-MP, qui pré-

sente des lacunes notables sur plusieurs instances, notamment CONSTR, EXAMPLE 7.0,

KATHRIN2008 et WIECEK2001.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude expérimentale permettant d’évaluer

les performances de notre méthode MDR sur plusieurs problèmes d’optimisation multi-

objectifs sous contraintes linéaires. Les résultats obtenus montrent que l’échantillonnage

Hit-and-Run permet de générer des points initiaux mieux répartis dans l’ensemble réali-

sable, ce qui améliore l’exploration du front de Pareto. La comparaison avec la méthode

de Morovati et Pourkarimi et avec NSGA-II montre que notre approche est généralement

plus stable, plus rapide et capable de produire des fronts de bonne qualité. Les indica-

teurs utilisés, notamment la pureté, l’hypervolume, l’espacement et l’étendue générali-
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sée, confirment que notre méthode donne des solutions bien réparties et compétitives.

Ainsi, cette étude numérique met en évidence l’intérêt pratique de notre contribution et

confirme l’efficacité de la méthode proposée pour résoudre les problèmes LC-MOO de

petites et moyennes dimension.
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Cette thèse s’inscrit dans le cadre de l’optimisation multi-objectif sous contraintes li-

néaires (LC-MOO), un domaine occupant une place centrale dans de nombreuses appli-

cations telles que l’optimisation de portefeuilles en finance, l’ingénierie des systèmes, la

planification et l’allocation de ressources, la logistique ou encore la gestion de réseaux

complexes. Contrairement à l’optimisation mono-objectif, il ne s’agit pas d’identifier une

solution unique, mais de caractériser l’ensemble des solutions Pareto-optimales consti-

tuant le front de Pareto. Celui-ci met en évidence les compromis inhérents à des objectifs

souvent conflictuels et fournit un cadre structuré d’aide à la décision, permettant au dé-

cideur de sélectionner, parmi les solutions efficaces, celle qui correspond le mieux à ses

préférences et aux exigences du contexte considéré.

Bien que les méthodes de scalarisation soient largement utilisées pour approximer le

front de Pareto, leur efficacité pratique demeure fortement tributaire du choix des para-

mètres (poids, niveaux ε, points de référence). Un paramétrage inadapté peut conduire à

une exploration partielle, déséquilibrée, voire à l’omission de certaines régions du front.

Ces limites motivent le recours à des approches non paramétriques fondées sur l’exploi-

tation directe des propriétés différentielles des fonctions objectif. Dans cette perspective,

plusieurs travaux ont proposé d’étendre au cadre multi-objectifs les méthodes classiques

de directions réalisables développées en optimisation mono-objectif, en conservant leur

principe fondamental : générer itérativement des directions améliorantes tout en main-

tenant la faisabilité vis-à-vis des contraintes.

L’objectif principal de cette thèse a consisté à proposer une amélioration substantielle

d’une méthode de directions réalisables appliquée à la détermination du front de Pa-

reto des problèmes LC-MOO. Deux contributions complémentaires ont été développées.

La première concerne la reformulation du sous-problème de recherche de direction, afin

d’intégrer l’ensemble des contraintes du polyèdre — et non uniquement les contraintes

actives — au moyen d’un cône de directions réalisables réduit. Cette approche vise à stabili-
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ser le comportement de l’algorithme au voisinage des frontières, à limiter les phénomènes

d’oscillation et à produire des directions plus pertinentes du point de vue multi-objectifs,

tout en garantissant le maintien de la faisabilité. La seconde contribution porte sur l’étape

d’initialisation : une procédure d’échantillonnage de type Hit-and-Run, amorcée au centre

de Tchebychev du polyèdre, a été proposée afin de générer une population initiale mieux

répartie dans l’ensemble réalisable, favorisant ainsi une exploration plus homogène et

une approximation plus fidèle du front de Pareto.

Une validation numérique approfondie a été conduite sous Matlab, en s’appuyant sur

la boîte à outils MPT3 pour la manipulation des polyèdres et le contrôle rigoureux de

la faisabilité. La méthode développée a été comparée à deux approches de référence : la

méthode MDR de Morovati et Pourkarimi ainsi que l’algorithme évolutionnaire NSGA-II.

L’étude expérimentale a porté sur un ensemble de vingt-cinq problèmes LC-MOO, sélec-

tionnés de manière à couvrir un large éventail de configurations issues de la littérature :

différentes dimensions (nombres de variables n et de contraintes m), diverses cardinali-

tés d’objectifs (p), fonctions objectif linéaires, quadratiques et non linéaires, ainsi que des

structures géométriques convexes et non convexes. L’évaluation a reposé à la fois sur des

critères d’efficacité numérique (nombre d’itérations et temps de calcul) et sur des indica-

teurs de qualité du front obtenu (pureté, hypervolume, espacement et étendue générali-

sée). Les résultats mettent en évidence la supériorité globale de l’approche proposée, qui

fournit des fronts de meilleure qualité tout en assurant une convergence plus rapide et

plus stable. Ainsi, la version améliorée de la méthode à directions réalisables développée

dans cette thèse surpasse les deux méthodes de comparaison, tant en termes de perfor-

mance computationnelle que de précision d’approximation du front de Pareto.

Plusieurs perspectives de recherche prolongent naturellement ces travaux. Une pre-

mière orientation consiste à approfondir l’analyse théorique des deux variantes de la

méthode MDR, en étudiant de manière détaillée leurs propriétés de convergence et en

établissant explicitement leurs taux de convergence respectifs, afin de renforcer les fon-

dements analytiques de l’approche. Une seconde perspective concerne le développement

d’une procédure d’échantillonnage de type Hit-and-Run adaptée à des ensembles réali-

sables non convexes, éventuellement combinée à d’autres méthodes non paramétriques.

Une telle extension constituerait une avancée significative pour le traitement de pro-

blèmes multi-objectifs plus généraux et contribuerait à élargir le champ d’applications

pratiques de la méthode proposée.
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