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Résume

Ce mémoire vise a étudier le comportement hystérétique des matériaux
ferromagnétiques et a comprendre les mécanismes physiques sous-jacents, tels que le
déplacement et la réorientation des parois de domaines magnétiques. Il aborde les
notions fondamentales comme le moment magnétique, les champ H et B, ainsi que les
différentes classes de matériaux magnétiques. Les propriétés des boucles d'hystérésis
et les pertes associées (hystérésis et courants de Foucault) sont analysées. Trois
modeles sont comparés : le modele phénoménologique de Preisach, le modele
physique de Jiles-Atherton et le modele énergétique basé sur la minimisation de
I’énergie. L’objectif est de mieux modéliser les phénomenes magnétiques pour
optimiser les dispositifs.

Mots clés : Magnétisme, matériaux ferromagnétique, cycle d’hystérésis, model de
Preisach, model Jiles-Atherton, model énergétique, domaines magnétiques, pertes
magnétique, équations de maxwell, modélisation du comportement magnétique.
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Abstract

This thesis aims to study the hysteretic behavior of ferromagnetic materials
and understand the underlying physical mechanisms, such as domain wall movement
and reorientation. It explores key magnetic concepts including the magnetic moment,
fields H and B, and the classification of magnetic materials. The hysteresis loop
characteristics and associated losses (hysteresis and eddy current losses) are also



addressed. The work presents and compares three major models: the
phenomenological Preisach model, the physical Jiles-Atherton model, and the energy-
based model relying on energy minimization. The overall goal is to enhance magnetic
modeling for improved design and control of electromagnetic devices

Keywords: Ferromagnetic materials, hysteresis loops, Preisach model, Jiles-
Atherton, model Energy-based model, magnetic domains, magnetic losses, maxwell’s
equations, magnetic behavior modeling
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Introduction Genérale

Dans un contexte mondial caractérisé par une évolution technologique fulgurante,
les matériaux magnétiques s'imposent comme des éléments fondamentaux dans de
nombreux domaines industriels et systemes ¢électrotechniques avancés. Qu’il s’agisse
de moteurs électriques a haute performance, de transformateurs, de dispositifs de
stockage d’énergie ou de systemes de communication modernes, le comportement
magnétique de ces matériaux conditionne directement l'efficacité énergétique et la
fiabilit¢ de ces équipements. Parmi les phénoménes magnétiques les plus
déterminants, ’hystérésis magnétique occupe une place centrale, traduisant la
réponse non linéaire, dissipative et dynamique des matériaux ferromagnétiques
soumis a des champs variables dans le temps.

Cette recherche s’inscrit dans une démarche scientifique rigoureuse visant a explorer,
modéliser et simuler le comportement hystérétique de ces matériaux, en s’appuyant
sur les fondements de la physique du magnétisme, des modeles mathématiques
avancés, et des techniques de simulation numérique de haute précision. L’étude
mobilise les équations de Maxwell comme cadre théorique global décrivant les
interactions ¢électromagnétiques, tout en intégrant des modeles d’hystérésis reconnus,
notamment le modéle énergétique, reconnu pour sa capacité a représenter fidélement
les comportements non linéaires et dynamiques liés aux cycles de magnétisation.

Le contenu de cette étude s’articule autour de trois axes majeurs et complémentaires :

1. Les fondements physiques du magnétisme : ce premier axe explore 1’origine
microscopique du magnétisme, a travers I’analyse des moments magnétiques
atomiques, des interactions d’échange responsables de 1’alignement collectif
dans les matériaux ferromagnétiques, ainsi que la classification détaillée des
matériaux magnétiques (diamagnétiques, paramagnétiques, ferromagnétiques,
ferrimagnétiques). Il met également en lumiére les mécanismes d’aimantation,
les pertes énergétiques associées aux cycles d’hystérésis, et les implications
pratiques sur les performances des dispositifs.

2. La modélisation mathématique de I’hystérésis : cette partiec présente une
¢tude comparative des principaux modeles d’hystérésis tels que les modéles de
Preisach, Jiles-Atherton et surtout le modéle énergétique, qui est privilégié
dans ce travail pour sa capacit¢ a intégrer les effets de saturation, de
coercitivité et de rémanence a travers une formulation basée sur les bilans
énergétiques. Le modele énergétique offre une représentation cohérente de la
dissipation d’énergie magnétique, tout en étant compatible avec les méthodes
numériques de résolution.

3. La simulation numérique et validation expérimentale : enfin, la dernicre
partie du travail est consacrée a I’implémentation numérique du modele
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énergétique a 1’aide de la méthode des volumes finis (FVM), dans le but de
simuler la distribution spatiale des champs magnétiques au sein d’un dispositif
de mesure de type cadre d’Epstein. Les résultats obtenus sont comparés a des
données expérimentales ainsi qu’aux simulations issues du logiciel FEMM
(Finite Element Method Magnetics), dans le but de valider la robustesse du
modele proposé et son applicabilité dans des cas réels.

Ce travail ambitionne donc de construire un cadre méthodologique intégré
reliant la théorie magnétique, la modélisation mathématique et la simulation
numérique, afin d’apporter une contribution concrete a I’optimisation des matériaux
magnétiques pour les systemes ¢lectriques de nouvelle génération. Il s’inscrit
¢galement dans une dynamique plus large de transition énergétique, en proposant des
outils adaptés a la conception de dispositifs plus performants, particulierement dans
les domaines des énergies renouvelables et des réseaux électriques intelligents.
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Chapitre 01 : Physique du magnétisme
1. Physique du magnétisme

Introduction

Les matériaux magnétiques jouent un role fondamental dans la conception des
dispositifs électromagnétiques modernes, en particulier dans les applications liées au
génie électrique, a I’électrotechnique et aux systémes de conversion d’énergie. La
compréhension fine de leurs propriétés magnétiques — telles que la perméabilité,
I’aimantation, la structure en domaines ou les pertes €énergétiques — est indispensable
pour leur modé¢lisation et leur exploitation.

Ce premier chapitre introduit les notions physiques de base du magnétisme, en
présentant les grandeurs magnétiques fondamentales, la classification des matériaux
selon leur comportement magnétique, ainsi que les mécanismes d’aimantation. Il se
conclut par une présentation des principales méthodes de caractérisation des
matériaux ferromagnétiques.

1.1. Notion de magnétisme/[l]

Le magnétisme est 1'une des forces fondamentales de la nature et fait partie du domaine
plus large de 1'électromagnétisme. Ce phénomeéne est 1ié a l'interaction des charges
¢lectriques en mouvement, telles que les électrons, avec les champs magnétiques qu'elles
génerent.

Le magnétisme est responsable de nombreux phénoménes observables dans la nature et
joue un role central dans une grande variété d'applications technologiques, notamment dans
les secteurs industriels, la physique, |'électronique et les télécommunications. Il est
étroitement lié a 1'électricité, car ces deux phénomeénes font partie d'une méme théorie unifice
: le champ électromagnétique.

1.1.1. Origine du Magnétisme

Le magnétisme provient des mouvements des charges électriques. Lorsqu'un
¢lectron se déplace autour du noyau de l'atome (mouvement orbital) ou effectue une
rotation sur lui-méme (spin), il géneére un champ magnétique. Ces courants
microscopiques créent des moments magnétiques qui, lorsqu'ils sont organisés de
maniere spécifique dans un matériau, forment des champs magnétiques
macroscopiques. Par exemple, dans les matériaux ferromagnétiques comme le fer, les
spins des électrons sont généralement alignés, créant ainsi un champ magnétique
global.

Une des caractéristiques majeures du magnétisme est le moment magnétique,
une grandeur vectorielle qui décrit l'intensité du champ magnétique généré par des
particules ou des plus tard, qui a formulé les équations de Maxwell[2], régissant les
phénomenes électromagnétiques et liant le magnétisme a 1'électricité.
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Moment magnétique
orbital

Moment magnétique
de spin

Electron: e

Figure 1-1 : Moments magnétiques atomiques orbital et de spin.
1.1.1.1. Moment magnétique Orbital :

L’¢€lectron, portant une charge (e), effectue un mouvement orbital circulaire a une
fréquence de (n) rotations par seconde. Ce mouvement peut alors étre assimilé a un
courant ¢électrique (i). Ce courant, circulant dans une boucle dont la trajectoire
coincide avec ’orbite de I’électron (voir Figure 1.1), celui qui donne un « moment

magnétique orbital » noté : FO

My=mr2in (1-1)
Ou:
r : est le rayon de l'orbite.

7 : est la normale orientée a la surface de la spire.

1.1.1.2. Moment magnétique de Spin :

En plus de son mouvement autour du noyau, 1’électron tourne aussi sur lui-
méme, ce qu’on appelle le spin (voir figure 1.1). Ce mouvement génére un « moment
magnétique de spin », qui est une propriété typiquement quantique.

5> _ eh

N

(1-2)

T 2mm
Ou:
e : la charge de 1’¢lectron.
h : Constant de de Planck normalisée (6,62607015. 10734 J.s)
m : la masse de I’électron (9.1094- 10731kg).

1.1.1.3. Le moment magnétique total :

Le moment magnétique total de l'atome est la somme des moments orbitaux et
des moments de spin de ses ¢lectrons périphériques.
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—_—

M7 =M, + M, (1-3)

1.2. Grandeurs magnétiques :[3]

Dans I’étude des phénomeénes magnétiques, la théorie magnétique utilise
principalement deux grandeurs fondamentales pour caractériser le champ magnétique
: il s’agit du champ magnétique[4] noté H, et de ’induction magnétique[5] notée
B. Ces deux grandeurs permettent de décrire, chacune a leur maniére, 1’intensité et
I’effet du champ magnétique dans un milieu donné.

Lorsqu’on considere le cas du vide, la relation entre H et B devient
particulierement simple, car elle est linéaire et proportionnelle. Cette relation est
exprimée par I’équation suivante :

B=pu-H (1-4)
Ou :
o : est la perméabilité magnétique du vide, une constante physique fondamentale.

Lorsque le champ magnétique traverse un matériau, la relation entre 1’induction
magnétique B et le champ magnétique H devient plus complexe que dans le vide. En
effet, le comportement magnétique du matériau influence directement cette relation.
Dans un milieu linéaire, homogene et isotrope, on peut toujours exprimer une relation
linéaire entre B et H, mais cette fois-ci une nouvelle grandeur vectorielle, appelée
aimantation magnétique (M), est introduite pour décrire la réponse du matériau au
champ électromagnétique, donné par :

= — (1-5)
Ou:
0M : est la somme des moments magnétiques atomiques.

ov : I'élément de volume considéré.

Ainsi, I'aimantation M est introduite dans I'équation qui lie les grandeurs B et H de la
manicre suivante :

B = o (H +M) (1-6)
La perméabilité magnétique :[6]

Par définition, la perméabilité magnétique p est égale pour les matériaux
isotropes, au quotient B / H. C‘est un critére de qualité pour les substances qui
s‘aimantent facilement. La perméabilité relative ur est plus utilisée

7
— — 1 -
1. o (1-7)

Ou:

WU, : est la perméabilité du vide.
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Dans un milieu magnétique, le champ magnétique B, 1’excitation magnétique H
et I’aimantation M, sont liés par I’une des équations de Maxwell (dans le systeme des
unités internationales Eqt (6))

Dans certains matériaux, la relation entre H et M est linéaire, M = yH, ce qui permet
d’écrire en utilisant

B=po A+ H=po pH=p H

% est la susceptibilité magnétique du matériau. Le comportement de 1’aimantation
dépend alors de la nature des matériaux, par exemple les matériaux paramagnétiques
(u,- = 1), les matériaux diamagnétiques (i,- < 1). Pour les matériaux ferromagnétiques
et ferrimagnétiques, il en va tout a fait différemment. La relation entre le champ
magnétique et 1’aimantation devient non linéaire et (u,, >>> 1 pour les matériaux

ferromagnétiques).
1.3.Classification des matériaux du point de vue magnétique :

En considérant que 1'électron se comporte comme un dipdle et qu'il posséde donc
un moment magnétique intrinseéque, toutes les substances aimantées peuvent étre
considérées comme des dipoles magnétiques.

A partir de leur comportement magnétique, une classification des matériaux peut
étre réalisée en se basant sur la susceptibilité. Ils sont regroupés en trois grandes
catégories des matériaux et sont décrits en dessous.

1.3.1. Les matériaux diamagnétiques :

Les matériaux diamagnétiques n’ont pas de moment magnétique permanent,
car les ¢électrons de leurs atomes se regroupent par paires, annulant leurs moments
magnétiques.

Ces matériaux ne se magnétisent qu'en présence d'un champ magnétique
extérieur, induisant un moment magnétique oppos€¢ au champ, ce qui entraine leur
répulsion par les aimants. Leur susceptibilit¢é magnétique est négative et faible,
généralement autour de (-107°).

Des exemples incluent le bismuth, certains métaux comme 1'Or et le cuivre,
ainsi que des substances organiques comme le benzene.
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Figure 1-2 : Evolution de I’aimantation (M) en fonction du champ magnétique appliqué (H) pour un
matériau diamagnétique et évolution de la susceptibilité () en fonction de la température (T).

1.3.2. Les matériaux paramagnétiques :

Les matériaux paramagnétiques ne possédent pas d’aimantation spontance
mais, sous un champ magnétique extérieur, ils acquierent une aimantation dirigée
dans le méme sens que ce champ appliqué. Cela peut €tre expliqué par le fait qu’en
I’absence d’un champ magnétique extérieur, les moments magnétiques atomiques
d’un matériau paramagnétique sont dans un état désordonné donnant une aimantation
macroscopique nul.

Lorsqu’un champ est appliqué les moments s’alignent avec la direction de
champ appliqué. La susceptibilité magnétique, en cas de paramagnétisme, est positive,
en général.

Assez faible et dépendante de la température (y=c/T, C’est la constante de
Curie).

&
7
141
=2
T
I

=

Figure 1-3 : Evolution de 1’aimantation (M) en fonction du champ magnétique appliqué (H) pour un
matériau paramagnétique et évolution de la susceptibilité (y) en fonction de la température (T).

1.3.3. Les matériaux ferromagnétiques :

Les substances ferromagnétiques sont celles capables de développer une
aimantation significative, bien plus intense que celle des matériaux diamagnétiques ou
paramagnétiques. Parmi les principales substances ferromagnétiques, on trouve le fer,
le nickel, le cobalt, le gadolinium, ainsi que leurs alliages et certains composés.

Ces matériaux présentent une aimantation élevée, mais contrairement aux
autres substances, celle-ci n’est pas strictement proportionnelle au champ magnétique

-8-



Chapitre 01 : Physique du magnétisme

appliqué. L’aimantation augmente et atteint une limite de saturation lorsque 1'intensité
du champ H devient suffisante.

De plus, l'aimantation d'un matériau ferromagnétique ne dépend pas
uniquement du champ magnétique extérieur, mais aussi de son historique, notamment
des traitements magnétiques, thermiques et mécaniques qu’il a subis.

Nous examinerons en détail cette catégorie dans les sections suivantes. Pour
compléter la classification, il reste & mentionner deux autres types de matériaux : les
matériaux antiferromagnétiques et les ferrimagnétiques.

Les matériaux antiferromagnétiques présentent un comportement macroscopique
similaire a celui des matériaux paramagnétiques, bien qu'ils ne réagissent pas de la
méme maniére aux variations de température. Quant aux matériaux ferrimagnétiques,
leur comportement macroscopique est similaire a celui des matériaux
ferromagnétiques.

On rassemble dans le tableau (1.1) ci-dessus, les principales caractéristiques
des différents types de matériaux :

Tableau 1-1 : Caractéristiques des différents types de matériaux.

~—10"° Indépendant Cu, Ag, Au
1= C/T (Loi du
~+1073 Curie). Na, Al

= C/ (T-T¢ ) (Loi du
Curie-Weiss).

Tres grand et positif x — © Fe, Co, Ni
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Figure 1-4 : Classification magnétique des matériaux.

1.4. La Structure en domaines des matériaux ferromagnétiques :

1.4.1. Les domaines de Weiss :

En 1907, Pierre Weiss [7]introduit le concept de domaines magnétiques,
¢galement appelés « domaines de Weiss », pour expliquer ’existence d’un moment
magnétique global mesurable méme en absence de champ magnétique extérieur.
Selon cette hypothése, un matériau ferromagnétique est divisé en régions appelées
domaines, chacune étant aimantée a saturation, mais orientée différemment de ses
voisines, de fagon a annuler le champ magnétique macroscopique.

Domaines magnétigue extérieur de Weiss Champ

(a) (b)

de Bloch
Parois

Figure 1-5 : Comportement des domaines : (a) en l'absence d'un champ magnétique extérieur, (b) en
présence d'un champ magnétique extérieur

La premiere mise en évidence de ces domaines fut indirecte, notamment a travers
l'effet Barkhausen|[8] observé en 1919 [], qui révéla la discontinuité de I’aimantation
lors de l'application d’un champ externe. Ce n’est qu’en 1931 que des observations
directes ont été réalisées grace a la méthode de décoration par poudre magnétique,
développée par Bitter, suivie par les travaux de Harnos et Thiessen. Plus tard, en
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1935, Landau[9] et Lifshitz proposerent un cadre théorique rigoureux des domaines,
jetant ainsi les bases de la théorie moderne du magnétisme.

Du point de vue thermodynamique, 1’arrangement des atomes dans un matériau
obéit au principe fondamental selon lequel « tout systéme physique tend vers un état
d’énergie minimale ». Ainsi, dans un cristal ferromagnétique, la formation des
domaines est une réponse naturelle a la nécessité de minimiser les différentes énergies
intervenant dans le systéme.

Les énergies sont les suivantes :

1.4.1.1. L’énergie d’échange :[10]

L’¢énergie d’échange est une énergie d’origine microscopique qui découle de la
mise en commun partielle des trajectoires des €lectrons périphériques entre deux
atomes voisins. Elle traduit I’interaction quantique entre spins électroniques et joue un
role fondamental dans 1’apparition de 1’ordre magnétique. Sa valeur correspond a
I’énergie nécessaire pour perturber cet état coopératif. Cette énergie favorise
I’alignement parallele des moments magnétiques des atomes adjacents, contribuant
ainsi a la formation de domaines magnétiques cohérents a I’échelle microscopique.

L’expression globale de 1’énergie d’échange par unité¢ de volume est alors :

Eecn = —% X njm;m; (1-8)

Avec :

m; m; : Les moments magnetiques des atomes voisins.

n;; : Coefficient qui détermine la tendance d’orientation des moments magnétiques. Si
n;; est positif, les moments s’alignent parallelement ; s’il est négatif, ils s’alignent
antiparallélement.

1.4.1.2. L’énergie dipolaire (énergie magnétostatique) :

L’¢énergie dipolaire résulte des interactions a longue portée entre les moments
magnétiques au sein d’un matériau. Contrairement a I’énergie d’échange, qui agit
localement pour aligner les moments magnétiques des atomes voisins, 1’énergie
dipolaire cherche a réduire 1’aimantation globale du matériau en favorisant des
configurations dans lesquelles les champs produits par les moments magnétiques se
compensent partiellement.

Chaque moment magnétique agit comme une petite source de champ

magnétique (un dipole), capable d’influencer les autres moments présents dans son
voisinage ¢largi. Cette interaction se traduit par une énergie potentielle défavorable

-11-
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lorsque les moments sont fortement alignés sur de longues distances, car elle génére
un champ externe élevé.

11 s’écrit :

H, =-N-M (1-9)

Avec :

N : est le tenseur des coefficients démagnétisant sans dimensions.

1.4.1.3. L énergie d’anisotropie magnéto-cristalline :

Les moments magnétiques des matériaux interagissent avec leur environnement
atomique par le couplage spin-orbite, ce qui dépend des symétries du cristal. Certaines
directions cristallographiques sont plus favorables a l'alignement magnétique, créant des
directions de facile aimantation. L'énergie d’anisotropie magnéto-cristalline quantifie I'effort
nécessaire pour orienter 'aimantation dans une direction différente de celle privilégi¢e. Pour
des matériaux comme le fer (systéme cubique centré), 1'énergie d’anisotropie dépend de la
structure cristalline et de la distance entre atomes, rendant certaines directions plus
énergétiquement favorables pour 1'alignement des moments magnétiques.

Cette énergie prend la forme :

Emc = J[f (K1 (mim} + m2mZ + mZm2) + K, mimim2)dV (1-10)

1.4.1.4. L énergie de Zeeman :[11]

C’est I’interaction entre un moment magnétique (comme celui d’un atome ou d’un
¢lectron) et un champ magnétique externe appliqué, elle s'exprime comme :

E; = 1o M Hex (1-11)

Ou:
K, : Permeabilite du vide.
M : vecteur d’aimantation.

Heye: Champ magnétique externe.

-12 -
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1.4.1.5. L’énergie magnéto élastique :

L'énergie d'échange provient du partage d'un ou plusieurs électrons entre deux
atomes voisins, ce qui entraine I'alignement de leurs moments magnétiques
microscopiques. Dans une tdle ferromagnétique, en raison de la structure cristalline
des atomes, la distance entre chaque atome est uniforme, ce qui favorise le partage
d'électrons entre les atomes les plus proches. Seule une contrainte mécanique peut
modifier I'espace séparant deux atomes, influengant ainsi le partage des électrons.

La variation de distance entre les atomes affecte I'état énergétique et l'anisotropie.
L'énergie magnéto ¢€lastique représente 1'énergie mécanique nécessaire pour modifier
ces échanges d'¢lectrons dans le matériau.

1.4.2. Les parois de domaines :

Les régions magnétiques au sein d'un matériau sont délimitées par des
fronticres appelées parois. La zone de transition entre ces régions peut étre modélisée
par une paroi de Bloch.

Ces parois définissent une région magnétique caractérisée par un changement
d'orientation de l'aimantation. On distingue principalement deux types de parois :

» Les parois a 180° : qui séparent deux domaines de Weiss avec une
différence d'angle d'aimantation de 180°.
» Les parois a 90° : qui séparent deux domaines ou cet angle est de 90°.

Paroi a 180°

T | — Paroi a 90

Figure 1-6 : Présentation des types de parois.

Epaisseur de paroi

/—H

i

D, = D.
b (S -

Figure 1-7 : Présentation d’une paroi de Bloch a 180°.
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1.4.2.1. Caractéristiques des parois :

Si a est la distance inter atomique, et n le nombre de moments magnétiques
dans la paroi d’épaisseur 0.

» Energie de paroi :
1 2
Ween =EE.m,-2"; (1-12)
» Epaisseur de paroi :

6=n-a (1-13)

1.5. Mécanisme d’aimantation et cycle d’hystérésis :

Sous I’effet d’un champ magnétique, les domaines d’un matériau ferromagnétique
s’alignent progressivement avec le champ. A saturation, un seul domaine reste orienté
dans sa direction. La forme des courbes B(H) ou M(H) dépend de la mobilité des
parois de Bloch et des caractéristiques du champ appliqué.

1.5.1. Processus de premiére aimantation :

~

1500000 - = Click on Cor
= ! Share to creaf
T + M ;— and send PDH
s
s B +M,
<
—
'Hs 0 o
-200 -HelC

-M,
B -M,

-1500000 -

Figure 1-8 : courbe de premiére aimantation (OA) d’un matériau ferromagnétique et cycle d’hystérésis
(ABCDEFA) de ce matériau.

On considére un échantillon de matériau ferromagnétique initialement
désaimanté. Ce matériau contient des défauts au sein de son réseau cristallin, (par
exemple : des dislocations, des inclusions, joints de grains...etc.

Lors de l'aimantation de l'échantillon, trois processus différents peuvent se
succéder en fonction de la valeur de I'excitation extérieure imposée.

-14 -



Chapitre 01 : Physique du magnétisme

» Pour de faibles valeurs de l'excitation :

Les domaines dont I’aimantation est orientée dans une direction proche de
celle du champ appliqué tendent a s’étendre aux dépens des autres. Ce
phénoméne résulte du déplacement des parois de domaine, qui se poursuit
jusqu’a ce qu’elles rencontrent des défauts du matériau ou qu’elles se
déforment. Si les parois sont déja fixées sur ces défauts, le processus reste
réversible et n’entraine pas de pertes magnétiques. La portion de la courbe
représentant ce comportement est appelée zone de Rayleigh, située entre les
points O et A (segment HM' de la figure Fig.1.8).

» Pour des valeurs intermédiaires de l'excitation :

Les parois de domaine continuent de se déplacer afin d’agrandir les régions
dont I’aimantation est alignée avec le champ magnétique appliqué. Ce
processus se prolonge jusqu’a ce que le matériau soit entierement dominé par
un seul domaine, celui dont I’orientation est la plus proche de celle du champ
(portion située entre les points A' et A sur la figure Fig.L.8).
A ce stade, la disparition ou la formation de parois devient nécessaire, ce qui
implique un colt énergétique important et un caractere irréversible du
phénomene.

Lorsque les parois se libérent des obstacles internes (défauts), cela provoque
des changements soudains du flux magnétique appelés sauts de
Barkhausen. Ces variations brusques induisent des courants de Foucault
localisés, qui dissipent de 1’énergie sous forme de chaleur.

> Pour des excitations élevées :

Le mécanisme final mis en jeu est la rotation des moments magnétiques, un
phénomeéne réversible. Une fois que 1’échantillon devient mono domaine,
I’aimantation continue d’augmenter par la rotation progressive des moments
vers la direction du champ appliqué, jusqu’a atteindre 1’aimantation a
saturation, valeur maximale propre au matériau. Cette propriété dépend
notamment de la température.

A ce niveau, nous avons décrit entiérement la premiére aimantation (partie OA de la
figure Fig.1.8). Le cycle ou le diagramme ainsi obtenu est appelé cycle d'hystérésis
ou courbe d'aimantation. Ce dernier dépend de la mobilité des parois de Bloch qui
sont fonctions des énergies déja définies et du champ appliqué.

1.5.2. Le cycle d'hystérésis :[12]
1.5.2.1.Définition :

C’est la courbe de réponse des matériaux qui représente le retard de la variation de
L’aimantation magnétique par rapport au champ appliqué.

La forme du cycle d’hystérésis dépend de plusieurs facteurs : la nature du
matériau, la maniére dont ’aimantation se fait, la géométrie de 1’échantillon, mais
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aussi les conditions de fonctionnement (comme la fréquence ou le flux magnétique).
On distingue :

L’hystérésis statique : observée a trés basse fréquence (quasiment en régime
lent). Elle dépend surtout de la qualit¢ du matériau et de son historique
magnétique.

L’hystérésis dynamique : visible a haute fréquence, elle résulte de
phénomenes comme la diffusion et la vitesse de déplacement des domaines
magnétiques. Elle est responsable de pertes énergétiques supplémentaires
appelées pertes dynamiques.

1.5.2.2.Types de cycle d’hystérésis :

On distingue principalement deux types :

» Le cycle majeur correspond a une variation compléte du champ magnétique,

allant de la saturation maximale dans un sens a la saturation maximale dans le
sens opposé.
Il représente 1’ensemble des états possibles (H, M) que peut prendre le
matériau. Ce cycle montre que le comportement magnétique d’un matériau
dépend non seulement de la valeur actuelle du champ H, mais aussi de son
historique (c’est-a-dire, ce qu’il a subi avant).

Le cycle mineur, quant a lui, est obtenu lorsque le champ appliqué reste
inférieur au champ de saturation. Il peut inclure un ou plusieurs petits sauts
d’aimantation, liés :

-Soit a un repositionnement des parois magnétiques,

-Soit a leur déplacement entre des zones de piégeage.

Les cycles mineurs sont utiles pour étudier localement le comportement magnétique
d’une petite partie du matériau sans impliquer toute sa complexité.

1.6. Classification des matériaux ferromagnétiques :[10]

L’observation du cycle d’hystérésis permet de regrouper les matériaux
ferromagnétiques en deux catégories :

1.6.1. Matériaux doux :

Leurs critéres sont :

-Haute perméabilité.

- Tres grande pureté, peu de défauts, peu de tensions internes.

- Energie d’anisotropie aussi faible que possible.

Grace a leur faible champ coercitif, ces matériaux présentent de faibles pertes par
hystérésis, ce qui les rend idéaux pour les noyaux de transformateurs, les machines
¢lectriques et les tétes de lecture magnétiques. C’est le cas notamment des alliages
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fer-silicium a faible teneur en silicium, des permalloys (fer-nickel) et des certaines
ferrites.

AL

3
—
/;f

’, Patit champ coercitif

rJ’l"l .=._H

e r————
—

Figure 1-9 : Cycle d’hystérésis pour les matériaux ferromagnétiques doux.

1.6.2. Matériaux durs :

Sont caractérisés par :
- Présence d’un fort champ coercitif.
- Grande énergie d’anisotropie magnéto-cristalline.

- Forme allongée des particules magnétiques pour profiter d’une anisotropie de
forme.

Ce type de matériaux se retrouve dans les aimants permanents ainsi que dans les
supports des dispositifs d’enregistrement magnétique. Parmi ceux présentant ces
propriétés, on peut citer les alnicos, issus d’alliages ternaires a base de fer et
d’aluminium (Fe-Al), ainsi que la ferrite de baryum.

M

Champ cogreitif Grand

2 » L H

Figure 1-10 : Cycle d’hystérésis pour les matériaux ferromagnétiques durs
1.7.0rigins physiques des pertes :

Lorsqu’un systéme a base de matériaux magnétiques soumis a un champ d'excitation
variable, il est le siege d’une dissipation des pertes appelées pertes magnétiques ou
pertes fer.
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Dans la littérature, nous rencontrons les pertes magnétiques en deux types : Les
pertes par hystérésis (déplacement de parois) et les pertes par courant de Foucault.

1.7.1. Les pertes par courant de Foucault [13] :

En régime dynamique, en plus des pertes qui trouvent leurs origines dans le processus
statique et les courants induits microscopiques, il existe aussi des courants macroscopiques
qui se développent dans l'ensemble du system et directement liés a la conductivité du
matériau considéré. En régime d’induction variable, le matériau magnétique est le siege de
courants induits qui circulent autour des lignes de flux magnétique. La circulation de ces
courants qui se fait selon des sections droites dans le noyau FigureH-3) s’oppose a la
pénétration du flux et génére des pertes appelées pertes par courants de Foucault.

Noyau magnatique

Courants de Foucault

(1)

Figure 1-11 : Courants de Foucault dans un noyau magnétique.

1.7.2. Pertes par hystérésis statique et dynamique [14]

Les pertes par hystérésis, qu'elles soient statiques ou dynamiques, sont liées a la
génération de courants induits microscopiques lors des variations de I’aimantation,
causées par le mouvement des parois de Bloch. En régime statique, ces pertes
proviennent des déplacements discontinus des parois, qui sautent brusquement d’un
site d’ancrage a un autre (pertes par hystérésis statique). En régime dynamique,
lorsque la fréquence augmente, les déplacements deviennent plus continus, entrainant
des pertes supplémentaires appelées pertes par exces. Ces mouvements entrainent des
variations de flux magnétique a I’intérieur des domaines, générant ainsi des courants
induits locaux au niveau des parois.
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Courants induits microscoplques . .
B Déplacement de la parol de Bloch

Figure 1-12 : Courants induits microscopiques lors du déplacement de la paroi de Bloch.

Pour un cycle complet, le travail effectué par 1'environnement extérieur pour parcourir
un cycle au sein du matériau, vaut par unité de volume (J/m°) :

Whys = $ H.dB (1-14)

Les différentes pertes, qu’elles soient dues a 1’hystérésis ou aux courants de
Foucault, se traduisent a 1’échelle macroscopique par la surface du cycle d’hystérésis.
L’¢énergie dissipée est proportionnelle a cette surface, laquelle croit avec
I’augmentation de la fréquence.

1.8. Méthodes de caractérisation des matériaux ferromagnétiques :

Les méthodes de caractérisation des matériaux ferromagnétiques combinent des
analyses magnétiques, structurales et thermiques pour évaluer leurs propriétés
intrinséques. Voici les principales approches :

1.8.1. Mesures magnétiques :

La caractérisation des matériaux ferromagnétiques est essentielle pour
comprendre leur comportement sous excitation magnétique. Elle permet de
déterminer des grandeurs fondamentales telles que 1’induction de saturation B, la
coercivité¢ Hc, la perméabilité, I’induction rémanente B,, 1’effet de la fréquence [IBT],
ainsi que les pertes énergétiques. Ces mesures sont cruciales pour le dimensionnement
des machines électriques, transformateurs, capteurs, etc.

Le choix de la méthode dépend du type de matériau (FeSi, FeNi, rubans
amorphes...), de sa forme (tole, ruban, poudre...), et des conditions de mesure
(statique, dynamique, fréquence, température, etc.).

1.8.1.1.Techniques de mesure magnétique normalisées
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A. Cadre d’Epstein [15]

Le cadre d’Epstein est la méthode la plus répandue et normalisée (IEC 60404-2)
pour tester les toles magnétiques laminées. Il s'agit d’un circuit magnétique formé par
quatre bobines disposées en carré, contenant des bandes de matériau testées.

e Avantages :
o Circuit magnétique homogene (constitué uniquement de 1’échantillon),
o Trés bonne reproductibilité,
o Me¢éthode normalisée dans I’industrie.
e Inconvénients :
o Assemblage aux coins source d’erreurs (= 1%),
o Nécessite plusieurs bandes bien préparées,

[L.LE. Commission, "Magnetic materials-part 2 methods of measurement of the magnetic
properties of electrical steel sheet and strip by means of an Epstein farme, IEC Stand.,
p60042,1996]

<B>

k/

W L m

Figure 1-13 : Schéma du circuit magnétique [Ab].

B. Circuit torique

Le circuit torique (norme IEC 60404-4 et -6) est constitu¢ d’un anneau
magnétique enroulé d’un enroulement primaire et secondaire. Il est trés adapté aux
matériaux homogenes (FeNi, FeCo, rubans).

e Avantages :

o Uniformité du champ H,

o Aucune discontinuité géométrique,

o Convient pour mesures précises (pertes, perméabilité...).
o Inconvénients :

o Difficile a réaliser pour les matériaux rigides,

o Enroulement parfois complexe (risque de cisaillement).
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échantillon a caractériser
chemin magnétique

Figure 1-14 : circuit magnétique quelconque et circuit torique ouvert [Laure Arbenz]

C. Cadre a bande unique (SST)

Le SST (Single Sheet Tester) est une alternative au cadre Epstein, conforme a IEC
60404-3. 11 utilise une seule bande de matériau insérée entre deux culasses formant un
circuit magnétique.

e Avantages :
o Un seul échantillon suffit,
o Installation rapide,
o Adapté aux tests industriels en série.
e Inconvénients :
o Présence d'entrefer et hétérogénéité du circuit (culasses # matériau),
o Sensibilité a la géométrie et au positionnement,
o Plus difficile a étalonner avec précision.

SST /\ Tore
—> cul
e échantillon iy : s

5
QL

A

bobine primaire -/) [ B

|___bobine secondaire \
)

Figure 1-15 : Schéma de principe du SST et de la mesure sur tore [Laure Arbenz]
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Tableau 1-2 : Les méthodes de caractérisation des matériaux ferromagnétiques

IEC 60404-2, AFNOR
NF EN 60404-2
Toles empilées, 700
spires, bandes longues
280-320 mm
Bonne sauf aux coins
(zone d’assemblage)

Trés bonne si étalonné
et recuit correct

Plusieurs bandes +
recuit de détente
obligatoire
Moyenne (normée,
mais nécessite
attention)
Mesures normalisées
pour Fe-Si, industrie
Méthode de référence;
cadre normalisé;
homogénéité

Coins inhomogenes;
recuit indispensable

Boucle B(H), pertes,
Bs, He

Conclusion

IEC 60404-4 (massif),

1IEC 60404-6 (feuilleté)

Rubans, poudres, toles
enroulées en anneau

Excellente (champ
circulaire)

Treés bonne

Découpe circulaire +
enroulement précis

Elevée (enroulement
délicat)

Recherche, matériaux
avancés (FeNi, FeCo)
Uniformité
géométrique et
magnétique; idéal pour
rubans
Enroulement délicat;
difficile avec toles
épaisses
Idem + meilleure
homogénéité H

IEC 60404-3

Toéle unique de 500 mm
entre deux culasses

Moyenne (due aux
culasses en matériau
différent)
Moyenne a bonne
(sensibilité au
positionnement)
Aucun traitement
nécessaire, sauf surface
plane
Simple et rapide (test
industriel courant)

Controle qualité,
production industrielle
Nécessite un seul
échantillon; mise en
ceuvre facile

Inhomogénéité
magnétique due aux
culasses
Boucle B(H), mais
sensible aux erreurs
géométriques

Dans ce chapitre, nous avons abordé les notions fondamentales du magnétisme,

les principales catégories de matériaux magnétiques, et plus particulicrement les
matériaux ferromagnétiques largement utilisés en génie électrique. Cette étude a
permis de mettre en évidence les propriétés essentielles que doivent présenter ces
matériaux. Nous avons rappelé les concepts clés ainsi que les grandeurs physiques
associées, en décrivant le mécanisme d’aimantation propre aux matériaux
ferromagnétiques. Ces phénomenes ont été interprétés a travers la théorie de P. Weiss,
selon laquelle un matériau ferromagnétique est constitué¢ de domaines magnétiques
¢lémentaires. Cette théorie permet de comprendre le processus d’aimantation et la
dissipation d’énergie qui I’accompagne.

Le prochain chapitre, sera entiérement consacré a l'étude du phénomene de
I'hystérésis magnétique a l'aide des modeles : Preisach, Jiles-Atherton et énergétique.
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Chapitre 2 : Modélisation du comportement hystérétique des matériaux
magnétiques

2. Modécélisation du comportement
hystéréetique des matériaux
magnétiques

Introduction

L’hystérésis magnétique est un phénomene physique fondamental observé dans
les matériaux ferromagnétiques, et qui se manifeste par une dépendance du vecteur
d’induction magnétique au champ magnétique, non seulement a sa valeur instantanée,
mais aussi a son historique. Ce comportement non linéaire et a mémoire représente un
enjeu crucial dans la modélisation et la simulation des systémes ¢€lectromagnétiques,
tels que les transformateurs, les moteurs, les capteurs ou encore les dispositifs de
stockage magnétique. L’¢tude du comportement hystérétique permet non seulement
de mieux comprendre les mécanismes internes liés a la microstructure des matériaux,
mais aussi d’améliorer la conception et la commande de systémes €lectromécaniques.
Toutefois, la complexité intrinseéque du phénomene, qui implique des effets
irréversibles, des pertes énergétiques et des boucles fermées variables selon
I’excitation, rend sa modélisation difficile et sujette a plusieurs approches théoriques.

Au cours des derniéres décennies, plusieurs modeles ont été proposés pour
représenter I’hystérésis magnétique de maniere précise et adaptée a différentes
applications. Parmi ceux-ci, des mode¢les analytiques peuvent représenter le cycle
d’hystérésis. En revanche, vue la complexité du phénomene d’aimantation, plusieurs
chercheurs ont essayé¢ d'introduire divers modeles s’appuient sur des bases
mathématiques et physiques pour but d'approcher le comportement magnétique en
régimes dynamiques distinguent : le modele de Jiles-Atherton (1984) [16], qui repose
sur une base physique liée au comportement des domaines magnétiques ; le modele de
Preisach (1935), bas¢ sur une description phénoménologique en termes d’hystérons ;
et enfin, les modeles énergétiques de Hans Hauser (1994), qui s’appuient sur des
principes thermodynamiques et variationnels.

Le but de ce chapitre est de présenter les différents modeles d'hystérésis des
matériaux ferromagnétiques, en rappelant leurs avantages et leurs inconvénients.
Nous concentrerons notre étude sur un modele trés apprécié. C'est donc le modele
énergétique.

2.1. Le développement des modéles de I’hystérésis :

Les modeles décrivant I’hystérésis magnétique ont profondément évolué depuis
les travaux fondateurs de James Alfred Ewing (1855-1935) [17], qui envisageait les
dipdles magnétiques comme des moments libres de s’orienter sous 1’effet des champs
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externes et des interactions entre voisins, offrant ainsi une premiére explication
qualitative et quantitative du phénomeéne d’hystérésis.

Par la suite, la description statistique des propriétés matérielles s’est imposée,
notamment grace aux avancées de la théorie quantique de Niels Bohr[18], qui a
permis de mieux comprendre la microstructure des matériaux magnétiques et la
dynamique des spins. L’étude des domaines magnétiques a ainsi conduit a des
applications innovantes, telles que les bulles magnétiques et les films minces,
essentielles dans les technologies de I’information. La recherche moderne s’est
enrichie de modéles mathématiques et physiques sophistiqués, notamment a travers
les travaux de P. Duhem, L.O. Chua, Y. Saito et M.L. Hodgdon[19], ainsi que le
modele statistique de Preisach, qui a connu un essor grace aux contributions de
nombreux chercheurs. Les mod¢les vectoriels, comme celui de Stoner-Wohlfarth[20],
ont permis de mieux prendre en compte les propriétés directionnelles de
I’aimantation.

Aujourd’hui, la recherche sur les matériaux magnétiques s’étend a des domaines
variés, comme la biologie et les supraconducteurs, et vise a développer de nouveaux
aimants permanents et alliages a large hystérésis. Les progrés en microscopie et en
simulation numérique (méthodes des ¢éléments finis, différences finies, etc.)
permettent une modélisation précise des phénomenes non lin€aires et de 1’hystéreésis,
favorisant I’optimisation des matériaux magnétiques et leur intégration dans des
applications industrielles, notamment dans les noyaux laminés anisotropes et les
dispositifs a flux rotatif.

2.2. Présentation des modéles hystérésis :

Dans la littérature, de nombreux modeles d’hystérésis ont été développés. Au fil
du temps, ces modéeles ont fait I’objet de diverses améliorations et adaptations afin
d’en accroitre les performances. Le choix d’un modéle approprié repose
principalement sur sa précision, sa rapidité de calcul ainsi que sur la simplicité des
données expérimentales nécessaires a 1’identification de ses parameétres. Le tableau
(2.1) présente une synthése comparative des principales caractéristiques des modéles
statiques et dynamiques, ainsi que leur capacité a étre intégrés dans des codes de
calcul.

Tableau 2-1 : Bref historique sur le développement des modéles d’hystérésis.

Année Modéle
1887 Modge¢le de Rayleigh
1897 Modéle Duhem, Modéle de Frolich
1916 Modele de P.Weiss et Freudenreich
Modele d'Ising : décrit le phénomene ferromagnétique a 1'échelle
1927 ) . . , :
microscopique, il Ne prend pas en compte 1’effet de la température.
Mode¢le Preisach-Mayergoyz basé sur le changement de commutateurs
¢lémentaires.
Modele de (Stoner-Wohlfarth) utilisé dans la description des aimants
1947 . \ . S
permanents, et dans le domaine de 1'enregistrement magnétique
1970 Modele Chua et Stromsmoe

1935- 1988
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Modeéle Bouc présente une forme fonctionnelle pour donner une description
mathématique de I'hystérésis,
Modele O’kelly basé sur une fonction exponentielle
Modéle Newbury présente un modele d'hystérésis avec la forme carrée
Modeéle Seigneur représente I'hystérésis, avec ’utilisation de série de
Fourier
Modgéle Jiles et Atherton présentent un modele dérivé des propriétés
physiques, basé sur la théorie de Langevin et de Weiss.
Modéle Hodgdon, Mod¢le Green et Gross présentent un modele de
I’hystérésis avec 1'étude des harmoniques
Modeéle de Bobbio, est un modele basé sur une analogie mécanique.
Modéle énergétique de Hans Hauser basé sur la minimisation d’énergie
Modéle de Raulet-Masson basé sur I’introduction d’un coefficient
comportemental du matériau indépendant de la géométrie et de l'excitation.
Kedous-Chevalier (Modele LS, 2000)
Jiles-Szczyglowski
Modéle chimique, basé sur L'approche thermodynamique.

Parmi les nombreux modeles développés pour représenter le comportement
hystérétique des matériaux ferromagnétiques, trois approches se distinguent
particulierement par leur fréquence d’utilisation et leur pertinence dans les recherches
récentes : le modele de Preisach, le modele de Jiles-Atherton et le modéle énergétique
(notamment celui proposé par Hans Hauser[21]).

Ces modeles sont largement employés pour prédire les pertes hystérétiques
dans divers dispositifs ¢électromagnétiques tels que les transformateurs, les machines
¢lectriques et les inductances, en tenant compte du comportement non linéaire et
dissipatif des matériaux magnétiques.

Dans les paragraphes suivants, nous présenterons une étude théorique de ces
modeles dans le but de choisir celui qui sera utilisé dans notre travail de modélisation.

2.2.1. Le modeéle de Preisach :

Le modele de Preisach est aujourd’hui, le plus répandu des modeles
d'hystérésis. Elaboré dans les années 30, il est considéré aux débuts comme un modele
physique del'hystérésis. A présent, il est considéré et utilis€ comme un outil
mathématique efficace. Ce modele est proposé par le physicien allemand Frederick
Preisach [22] en 1935 pour décrire le phénomene de dissipation d'énergie par
hystérésis. Dans ce mod¢le, un systeme physique hystérétique est décrit comme un
ensemble de commutateurs magnétiques bistables dont la réponse non-linéaire
présente une forme rectangulaire, appelée aussi hystéron. On affecte a chacun d’eux
un cycle rectangulaire défini par une fonction appelée fonction ou densité de Preisach.
Ces cycles ¢lémentaires sont caractérisés par des seuils de commutation ap, et Bp qui
varient d’'un commutateur a I’autre, définissant les champs de saturation + H;.

L’approche fondamentale de ce modele consiste a représenter le matériau
magnétique comme une agrégation d’un treés grand nombre de particules élémentaires,
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appelées hystérons, qui disposent de deux états magnétiques possibles : M=+1 ou
=-1.

A chaque hystéron est associée une boucle d’hystérésis élémentaire, de forme
rectangulaire et dissymétrique par rapport a I’origine, définie par une fonction @af
=+1. Ces cycles élémentaires sont caractérisés par deux champs, a et f (avec a > B),
appelés champs de basculement ou de commutation. Ces champs déterminent les
valeurs du champ magnétique H pour lesquelles une transition irréversible s’opére,
passant de 1’état bas (M=-1) a I’état haut (M=+1), ou vice versa. La réponse globale
du matériau est obtenue en agrégeant ces hystérons, chacune pondérée par un poids
spécifique.

La modélisation selon Preisach nécessite la connaissance d’une fonction de
distribution qui capture la totalité du comportement du matériau, notamment la courbe
de premicre aimantation et le cycle majeur. Une fois cette fonction déterminée, il
devient possible de prévoir toute réponse magnétique du matériau en fonction de
I’excitation appliquée et de 1’historique magnétique qu’il a traversé.
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(a) (b)

Figure 2-1: illustration du cycle élémentaire (a) et du triangle de Preisach

Soit p (&, B), cette fonction de distribution appelée aussi densité de Preisach. Elle est
indépendante de I’état magnétique du matériau. L’aimantation M(t) résultant de
I’application du champ H a I’instant t s’écrit dans le formalisme de Preisach :

M) = [[,, ,p (@ B) pap [H(D]dadp @-1)
Ou:
-p (a, B) la densité de Preisach.

-paf [H(t)] représente I’opérateur associé a I’hystéron élémentaire, @af [H(t)]= £1.
2.2.1.1.Interprétation géométrique du modele
La densité de Priesach p(a, B) caractérise le matériau. Nous avons vu qu’elle

n’est pas définie que pour a > B. De plus, pour une certaine valeur du champHjg, le
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matériau est saturé et tous les opérateurs du modele ont la méme aimantation (+1 ou 1
suivant le signe de Hy).

Ainsi, la densité de Preisach présente les propriétés suivantes :

Elle est définie dans le domaine: S={ ¢ = B;B = —H;, a < —H,}. Le
cycle majeur étant symétrique, la densité est symétrique par rapport a la droite @ =
p. Le cycle majeur étant fermé, la densité est bornée. Le domaine S représente un
triangle dans le plan cartésien (aof) appelé plan de Preisach.

S est subdivisé en deux parties dont la forme dépend du temps :

- S+(t) contient tous les opérateurs §,gdans I’¢etat +1.
- S- (t) contient tous les opérateurs §,5z dans I’¢état -1.
La relation peut alors s’écrire :

M) =[fs., p (@.B) dadB - [[._ , p (o, B) dadB (2-2)

Il apparait clairement que 1’aimantation M(t) dépend uniquement de la répartition
du Domaine S, et plus précisément de la frontiere L(t), séparant les domaines S+(t) et
S-(t). Cette frontiere contient 1’histoire du matériau et évolue avec les variations de
champ.

2.2.1.2. Représentation équivalente :

La densité de Preisach peut étre exprimée de maniere équivalente en fonction
des variables a et B, ou bien a partir des grandeurs H. et H;. En effet, les ¢léments
constitutifs du modele sont généralement assimilés a des particules magnétiques
parfaites a mono-domaine, chacune étant caractérisée par un champ coercitif H. et
soumise a un champ d’interaction H;. Ce champ d’interaction s’oppose au champ de
dissymétrie du cycle ¢lémentaire rectangulaire propre a chaque particule. Les
grandeursH, et H;.sont définies par le systéme et illustrées dans la figure (2.2).

M,
+ B +1
a
B o
H. H
/ \ I -1
-H, H.
H;
H, -H;

Figure 2-2: Définition du cycle élémentaire et du plan de Preisach en fonction de H,. et H;

e =5 2-3)
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2.2.1.3.  Propriétés du modele :
o Symétrie :
Les cycles d'hystérésis sont symétriques, pour valider cette propriété, on choisit

p(ap)=p(-a,—p) (2-4)

o Désaimantation :
Si a I'état saturé on applique une excitation alternative dont I'amplitude décroit
Progressivement vers zéro, le modele tend vers la configuration d'un état désaimanté.

o Propriété d’effacement :
Le mode¢le scalaire de Preisach permet de calculer 1'aimantation qui est une fonction
scalaire dépendant des valeurs extrémales du champ excitateur appliqué. Les effets de
valeurs extrémales antérieures peuvent tre effacées par l'action de nouvelles valeurs
extrémales supérieures. Cette propriété est appelée propriété d'effacement de
I'histoire.

o Congruence des cycles mineurs :
Si on considere le modele par rapport a deux excitations différentes dans un premier
temps puis qui tendent a osciller entre deux méme valeurs H1 et H2, alors, les
oscillations amenent le modéle a décrire des cycles mineurs fermés et congruents. Le
cycle mineur de I'une et 1'autre des excitations se déduisent par translation.

2.2.1.4.Détermination de la fonction de distribution p (a, p) :

La modélisation compléte selon le schéma de Preisach nécessite en premier lieu la
détermination de la fonction de distribution p(a, B). Pour 1’obtenir a partir de données
expérimentales, deux approches principales peuvent étre envisagées :

- Les méthodes numériques, qui reposent soit sur [’analyse de la courbe de
premiere aimantation et de la branche descendante du cycle d’hystérésis
principal (méthode de Biorci-Pescetti), soit sur l’exploitation des courbes de
renversement du premier ordre (méthode de Mayergoyz), soit sur une
discrétisation préalable de la fonction de distribution (Méthode des cycles
centrés), ou avec la Méthode d’Everett.

- Les méthodes analytiques (Lorentz, Lorentz modifier, Gauss, Cauchy, ...) qui
approximent directement sur la fonction de distribution, et qui s appuient par
exemple sur le cycle majeur.
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2.2.1.5.Avantages :
» Le plus complet sur les plans mathématique et phénomeénologique.
» FEtudie le phénomene de saturation et la représentation des cycles d’hystérésis
mineur et majeur.
» Le plus utilisé dans la modélisation des matériaux magnétiques.

2.2.1.6.Inconvénient :
» Le probleme principal du modele de Preisach réside dans la détermination de
la fonction de distribution.

2.2.2. Le modeéle de Jiles-Atherton :

Le modele de Jiles-Atherton [16]propose une explication du phénomene
d’hystérésis dans les matériaux ferromagnétiques en se basant sur une approche
physique. Il s’appuie principalement sur des principes énergétiques liés aux
déplacements des parois de domaine a D'intérieur du matériau. Ce modele est
applicable aussi bien dans des conditions statiques que dynamiques.

2.2.2.1. Définition :

Le mode¢le de Jiles-Atherton (J-A) constitue un outil physique largement
employé¢ afin de modéliser les propriétés magnétiques des matériaux
ferromagnétiques. Il intégre le phénomeéne d’hystérésis magnétique, qui traduit la
dépendance de I’aimantation du matériau vis-a-vis de 1’évolution du champ
magnétique appliqué au cours du temps. Griace a un ensemble d’équations
mathématiques, ce modele décrit de fagon détaillée cette relation non linéaire et
permet d’anticiper le comportement magnétique dans différentes configurations. Il
représente ainsi un moyen efficace pour simuler et analyser la réponse magnétique de
divers matériaux.

2.2.2.2. L aimantation anhystérétique :
D’aprés la théorie de Langevin, on définit I’aimantation an hystérétique dans les
matériaux ferromagnétiques par la relation suivante :

Man = Mgqr <C0th (%) - (Hie)> (2'5)

Avec :
H, =H + aM (2-6)
Ou:
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Mg,; :est I’aimantation a saturation.
- a:estun parametre qui caractérise la pente de l'aimantation anhystérétique.
- H: estle champ appliqué.
H,: est le champ effectif.
a est le paramétre de couplage inter-domaines.

2.2.2.3. L’aimantation :

Pour modéliser précisément le processus d’aimantation dans les matériaux
ferromagnétiques, Jiles et Atherton ont divisé la magnétisation M en deux parties :
une composante irréversible, appelée M., et une composante réversible, nommée
My ey

M=M;., + M., (2-7)

o Composante irréversible de l'aimantation :
Tout d’abord, en considérant les parois de Bloch comme planes et rigides (voir figure
2.3), leur déplacement est soumis a un processus d’accrochage et de décrochage sur
les sites d’ancrage. La quantité d’énergie dissipée lors de ce processus est ensuite
calculée en supposant une densité uniforme de sites d’ancrage de méme type.

Sites d’ancrage

Saut dep>~

e
brusque

Bl
—

Position initiale Position finale
Figure 2-3: Saut brusque de parois sous ’action d’un champ extérieur.

L’expression de 1’énergie magnétisante est déduite de la différence entre
I’énergie correspondant au comportement anhystérétique et les pertes liées a ’ancrage
des parois. Ainsi, aprés certains développements algébriques, la susceptibilité
différentielle associée au processus irréversible d’aimantation peut étre exprimée de la
maniére suivante :

AMirr Man—Mirr

an.  Coe ) (2-8)

Ou:
k La constante est liée a la densité d'énergie moyenne d'ancrage des parois.

Le parametre § prend la valeur +1 quand ‘;—f: >0 et la valeur -1 quand 'Z—‘Z <0.

-31-



Chapitre 2 : Modélisation du comportement hystérétique des matériaux
magnétiques

o Processus d'aimantation réversible :

A présent, nous supposons que les parois peuvent se déformer au niveau des sites
d’ancrage sous I’effet du champ appliqué (figure 2.4), ce qui introduit une nouvelle
contribution au processus d’aimantation. Cette déformation des parois est ainsi liée au
caractere réversible de 1’aimantation.

Paroi incurvée
Centre de courbure

o

/’

Paroi non-incurvée

Figure 2-4: Déformation réversible d’une paroi sous champ extérieur.

Apres quelques considérations énergétiques sur la déformation d'une paroi et
pour. Les petits déplacements, Jiles et Atherton montrent que 1'aimantation réversible
est proportionnelle a la différenceM,, — My, .

Mo, = c(Mgp — M) (2-9)

Ou ¢ est un coefficient de réversibilité tel que €[0, 1].

o Aimantation totale :
L'aimantation totale est la somme des composantes réversibles et irréversibles, alors
elle est sous la forme :

M= (1—- )M + € My, (2-10)

Donc la formulation différentielle de 1’aimantation est la suivante :

aM_ aMan

— — + (1 —0) (Man—Miry) (2_11)

}ka_a(Man_Mirr)

2.2.2.4. Identification des paramétres :

Le mod¢le est entierement défini par cinq parametres, se sont :
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Tableau 2-2 : Propriétés physique des paramétres du modeéle de Jiles-Atherton

Parameétre Propriétés physique

Le facteur de réversibilité caractérisant la composante réversible de l'aimantation.

Parameétre caractérisant la variation de Man en fonction de He

Coefficient d'épinglage représentant la densité des sites d'épinglage et caractérisant
la largeur du cycle.

Le facteur de correction de Weiss représentant le couplage entre moments
magnétiques.

L'aimantation spontanée a saturation du matériau

2.2.3. Modéle énergétique :

Ce modele s’appuie sur des fondements physiques, notamment des approches
énergétiques, en intégrant le comportement statistique des domaines magnétiques. Le
terme « statistique » signifie ici que les aimantations des domaines sont réparties
selon plusieurs directions n;, influencées par des contributions anisotropes. L’idée
centrale du modele consiste a interpréter le processus d’aimantation comme un
mécanisme de pilotage des domaines magnétiques, chacun possédant un moment
magnétique propre. Le modele repose sur la minimisation de la densité d’énergie
totale — représentant 1’état d’équilibre magnétique —, laquelle est composée de
contributions réversibles et irréversibles, ainsi que des densités d’énergie associées au
champ appliqué H et au champ de démagnétisation H.

I1 est important de noter que ces différentes contributions énergétiques ne sont pas
complétement indépendantes. Par exemple, le champ appliqué induit une aimantation,
qui a son tour engendre une magnétostriction, provoquant ainsi des déformations
internes et des contraintes mécaniques.

2.2.3.2. La densité totale d'énergie
Le modele énergétique vise a déterminer 1’état magnétique d’un matériau

ferromagnétique en s’appuyant sur le principe de minimisation de la densité d’énergie totale
Wt

Wr = wy + wy (2-12)
Sachant que wy est 1’énergie fournie.
Wy = _#oﬁﬁ (2-13)
w),: La densité d’énergies magnétisantes du matériau, donnée par
Wy =Wg +w, +w; (2-14)
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2.2.3.3. Modele énergétique statique
- L’aimantation initiale (direct)

Dans le cadre d’un processus d’aimantation quasi-stationnaire, 1’état initial de
I’aimantation peut étre déterminé a partir des équations précédemment établies, en
supposant que les variations temporelles du champ sont suffisamment lentes pour
négliger les phénomenes dynamiques :

ths(B) = ths + H, + Hypr (2-15)
L’équation se compose de trois termes :

e Le premier traduit le comportement linéaire li¢ a la démagnétisation (champ
H,).

e Le deuxieme rend compte du comportement non linéaire, incluant le champ de
saturation (champ réversible?r).).

e Le troisiéme terme modélise les effets d’hystérésis, tels que la rémanence, la

e,y . . I3 . -
coercivité et les pertes statiques (champ irréversible H,,.,.).
-L’aimantation inverse :

La fonction k k permet de modéliser I’influence de 1’état magnétique global
lors des points de renversement de 1’aimantation. Elle joue le réle d’un facteur
d’inversion, traduisant la sensibilit¢ du matériau au changement de direction de
vecteur aimantation. Cette fonction dépend explicitement du déplacement des parois
de domaines magnétiques, quantifié¢ par la norme s = |m — mO0|, ou m m représente le
vecteur aimantation actuel et mO son état initial.

Le paramétre s caractérise ainsi la distance parcourue par les parois jusqu’au
seuil critique de renversement.

K =2—Kko(exp (—klo|m— my|))

Avec : K, ancienne valeur de x, mg est la premiere valeur de m du dernier champ
réversible.

2.2.3.4.Parametres du modele

Le modele énergétique repose sur deux parametres physiques fondamentaux, M
et N, . A ceux-ci s’ajoutent quatre parametres phénoménologiques g, &, h et ¢ qui
jouent le role de constantes d’ajustement, permettant d’assurer une bonne
concordance avec les résultats expérimentaux. Ces parametres sont associés a des
caractéristiques macroscopiques de I’hystérésis, telles que :

e Le champ coercitif H,.
o La susceptibilité initiale a I’état démagnétiséy;.
o La susceptibilité différentielle a la coercivité C.
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e [’aimantation rémanente M,..

» L’aimantation Mg, correspondant a un champ magnétique arbitraire Hy, sur la
branche ascendante de la boucle majeure,

o Etenfin, le champ magnétique H,., correspondant a une aimantation égale a
M,sur cette méme branche.

3.1.1. Effet des paramétres

Dans cette section, nous procédons a une étude paramétrique visant a évaluer
I’influence des différents paramétres constitutifs du modele énergétique sur la
morphologie de la boucle d’hystérésis. Cette analyse est conduite en faisant varier de
maniére indépendante chaque paramétre autour d’un jeu de valeurs de référence, dans
le but de quantifier leur impact sur des grandeurs magnétiques fondamentales telles
que la magnétisation a saturation M,, I’aimantation rémanente M,.et le champ coercitif
H.. Cette approche permet de mieux cerner la sensibilit¢ du comportement
magnétique simulé aux caractéristiques intrinseques du matériau et aux mécanismes
d’aimantation sous-jacents.

Les valeurs initiales utilisées pour la simulation sont :

N,=1,584x10"5
h=4,939
g=9,516

M =1,5x10°
k=92,129
q=12,405
C,=0,853

et Bpay=13T

Le tableau (2.3) résume la signification physique de chacun de ces parameétres ainsi
que leur effet sur la forme de la courbe d’hystérésis :

Tableau 2-3 : la signification physique des paramétres

L’augmentation de Ne emmeéne une
diminution de Ms and Mr

L’augmentation de Ms provoque une
augmentation de Mr et une diminution de He

L’augmentation de g entraine une diminution
de Ms and Mr
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L’augmentation de # emmeéne une
diminution de Ms and Mr

L’augmentation de k provoque une
diminution de 1égere pour Mr et importante
pour He

L’augmentation de ¢ induit une augmentation
de Ms and Mr

L’augmentation de Cr traduit une diminution
de légere pour Ms
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Figure 2-5 : Effets des paramétres sur le cycle d’hystérésis produit par le ME.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principaux modeles d’hystérésis utilisés
dans la communauté scientifique du magnétisme. Parmi les plus notables figurent les
modeles de Preisach, de Jiles-Atherton et de Hans Hauser, reconnus pour leur richesse
phénoménologique et leur rigueur mathématique.

En raison de leur capacité a intégrer a la fois les aspects microscopiques et
macroscopiques du phénoméne magnétique, notre choix s’est porté sur le modele

énergétique (ME) développé par le Professeur Hans Hauser. Ce modele se distingue
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par sa simplicité, reposant entiérement sur des équations transcendantales permettant
de décrire efficacement le comportement des matériaux ferromagnétiques.

Le modéle énergétique présente un fort potentiel pour diverses applications
pratiques, notamment grace a sa compatibilité avec les codes de calcul de champ, tels
que ceux utilisés en simulation par éléments finis ou volumes finis.

Le chapitre suivant sera consacré a la formulation mathématique des équations

de Maxwell, étape essentielle pour la mise en place d’un code de calcul basé sur la
méthode des volumes finis.
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Chapitre 3 : Modélisation numérique de I’électromagnétisme

3. Modélisation numerique de
I’électromagnétisme

Introduction

La conception et I’optimisation des dispositifs ¢lectromagnétiques nécessitent
une bonne connaissance des phénomenes ¢électromagnétiques. Cependant, 1’étude du
fonctionnement des systémes est traitée par la mise en ceuvre des équations aux
dérivées partielles qui gouvernent I'ensemble du phénomene électromagnétique. Ce
dernier intervenant dans 1’é¢tude d’un dispositif électromagnétique, fait appel aux
équations de Maxwell associées aux relations constitutives qui définissent les
propriétés macroscopiques locales assemblées les grandeurs électriques et
magnétiques.

Dans ce chapitre, nous allons exposer les modeles mathématiques qui
caractérisent 1'évolution spatio-temporelle des comportements du champ magnétique
et du champ électrique. Une telle modélisation mathématique avec des conditions aux
limites donne un modele complet régissant le fonctionnement du systéme, dont sa
résolution par des méthodes numériques permet de fournir des résultats approximatifs
locaux (champ magnétique et €lectrique), a partir desquelles on peut déduire des
grandeurs globales (les flux, les courants). (ANALYTIQUE)

Plusieurs méthodes numériques sont exploitées pour la discrétisation des
équations aux dérivées partielles, telles que la méthode ¢léments finis qu’est
fréquemment utilisée [23-24]. En particulier, dans ce travail, la méthode des volumes
finis est optée comme méthode de discrétisation des équations aux dérivées partielles
en deux dimensions [25].

Par la suite, nous nous proposons d’intégrer cette méthode avec un modele
d’hystérésis énergétique (détaillé précédemment), alors que les résultats de la
simulation et I’exploitation du modele seront traités dans le chapitre suivant.

3.2. Modélisation et formalisation électromagnétique

Dans ce titre, nous abordons les modeles mathématiques pour décrire
I'évolution des systémes ¢lectromagnétiques. Les équations de base pour la
modé¢lisation des phénomenes électromagnétiques sont les équations de Maxwell.
Celles-ci constituent un systeme d'équations aux dérivées partielles qui lie entre eux
les phénomeénes magnétiques et électriques, et uni e tous les principes de
I'¢lectromagnétisme. L'application de ces équations aux différentes applications et
leur résolution est l'enjeu principal de nombreux travaux de recherche.

Dans le cas de systemes simples, les équations de Maxwell peuvent étre
résolues analytiquement. C'est le cas par exemple d'étude d'un systeme
électromagnétique de géométrie simple dont I'hypothése d'un comportement
magnétique linéaire. En revanche dans le cas de systémes complexes, 1'utilisation de
méthodes numériques comme la méthode des différences finis [26], éléments finis
[27] et volume finis [28] est indispensable. Nous commencons ce titre par une
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présentation des équations de Maxwell ainsi que lois constitutives du milieu
magnétique. Les différentes formulations des équations de Maxwell seront ensuite
détaillées.

A la fin de ce titre nous détaillions la méthode numérique utilisée dans ce
travaille de these qui est la méthode des volumes finis MVF.

3.2.1. Equations de Maxwell

C’est J. C. Maxwell (1831-1879), qui apporta a 1’é¢tude de I’électromagnétisme
la Puissance d’un formalisme mathématique, précisant les notions qualitatives
introduites par Faraday. Il parvint a établir le groupe d’équation qui portent son nom,
et qui constituent. Toujours la base de nos connaissances théoriques de
I’¢électromagnétisme.

Dans ces formulation J. C. Maxwell tient a décrire des relations entre les
grandeurs ¢€lectromagnétismes dans le cas générales et ou 1’espace et le temps ont une
influence, dans un milieu physique quelconque, avec une densité de courant (J)
variable et une distribution de charge (p). Ces équations sont introduites comme
postulas fondamentaux de 1’électromagnétisme [29].

3.2.2. Loi de Faraday

La force électromotrice (e) induite dans un circuit (c) placé dans un champ
¢lectrique ( E ) est donné par I’intégrale curviligne suivant [30].

e=¢E.d (3-1)

Ou (c¢) est une boucle fermée (circuit).

D’apres la loi de faraday, la force électromotrice (e) induite dans un circuit fermé (c)
est égale a I’opposé de la dérivée, par rapport au temps du flux magnétique a travers
ce méme circuit. Mathématiquement, elle est exprimée par :

e= —aaif Ou o=f(x,y,z,t)
Avec :
® = [[.B.dS (3-2)

Ou (S) est une surface s’appuyant sur le contour (C).
I1 vient alors que :

$ E.dl=—ff 2.d5 (3-3)

ot
En appliquant le théoréme de stockes sur le terme gauche de cette égalité, on obtient :

If Got E +52).dS=0 (3-4)
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Cette relation étant vraie quel que soit la forme du circuit (c) et la surface (S)
s’appuyant sur ce circuit. La quantité a intégrer doit étre identiquement nulle ce qui
s’exprime par la relation suivante :

TotE = -2 (3-5)

3.2.3. Théoréme d’Ampeére

Le théoréme d’ampere s’énonce ainsi : la circulation du vecteur champ

magnétique (ﬁ ) sur un contour fermé orienté (C), quelconque, est li¢ au courant I, en
clacé par (C), par la relation suivante [30] :

% H. EZ = Lenclace :Z?=1 Ii (3-6)

. y . =4 .« 7 . \
Si on désigne par J le vecteur densité du courant I, dans ce cas, la loi d’ampere prend
la forme suivante :

¢ H.dl=[f,].dS (3-7)

En appliquant le théoréme de stockes sur le terme gauche de cette égalité, on obtient :
[f;rotH.dS=[[,].dS (3-8)

Ainsi, par identification, on déduit que :
RotH=] (3-9)

A cette équation , doit étre associe la loi d’Ohm généralisé

-
oD

J =Jex+oE +0 (§AB) += (3-10)
Ou:

9 : Vecteur vitesse des piéces conductrices susceptible de ce déplacer [m/s],

o : Conductivité électrique [S/m],

Jex : Densité du courant d’excitation ou de source[A/m? |

o E : Densité des courants induits par variation du champ électrique E [A/m?],
z (§/\§) : Densité des courants induits par mouvement [A/m?].

oD

P Vecteur densité de courant de déplacement [A/m?].
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3.2.4. Théoréme de Gausse

Le flux du vecteur champ électrique ( E ) sortant d’une surface fermée (S), est égale
au quotient par, €0 de la somme des charges électriques situées a 1’intérieur de cette
surface (S) [30] :

§pE.dS =2 (3-11)

Si les charges libres sont reparties uniformément selon une densité volumique (p), la
relation précédente devient :

@Sﬁ.d§=ifffvpdv (3-12)

L’application du théoreme d’Ostrogradski-Green nous permet de transformer
I’intégrale. Du membre gauche, de 1’équation précédente, de la maniere suivante :

M1, div E av =[f, & dv (3-13)

Le volume d’intégration, de méme que la surface de gausse (S) sont choisis
arbitrairement. L’identité des deux intégrales portant toutes les deux sur ce méme
volume(V) d’intégration, implique 1’identité des entités integres, d’ou :

divE = £ (3-14)

[N

Le vecteur intensité¢ de polarisation P est le moment ¢lectrique d’un petit volume.
Cette polarisation produit une densité fictive égale a div (ﬁ ). On aura donc :

div (SDE) =p +pp (3-15)
En remplagant 1’expression de pp dans 1’équation précédente on aura :
div( e, E) +div (P) =p (3-16)
Il vient alors que :
div( e, E+P) =p (3-17)

Par définition, on appelle vecteur induction électrique D, le vecteur dont I’expression
est donnée par la relation suivante [30][31] :

D =¢_ E+P (3-18)
Ainsi, ce vecteur obéit a la relation locale suivante :
divD =p (3-19)

Si le champ électrique dépendant du temps, la variation temporelle du champ
induction électrique D est donc non nulle. Il vient alors que :
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o(divD) _ ap

ot ot (3-20)

Or partant de fait que la variation temps et espace sont considérées indépendantes, on
Aura :

. oD, 0
div( 5 == (3-21)
En tenant compte de I’équation de continuité div (fc) = — % ,On aura :
div(Z + J)=0 (3-22)

-

oD > ., 7
Le vecteur ( > + J) représente la densité du courant totale J .
Jp=7 (3-23)

Tels que :

f p . représente la densité du courant de déplacement,
fC : représente la densité du courant de conduction.
Or partant du principe que la divergence du rotationnel de tout vecteur est

. . o oD | - o .
identiquement nulle, il vient alors que le vecteur ( r + J¢), défini dans une certaine

portion de I’espace comme un champ de rotationnel H [30]. Tel que:

rot H =( aa—’i +7) (3-24)
ou
rotH=] (3-25)

Cette formule montre bien que Maxwell ait di tenir compte des phénomenes dus a la

variation temporelle du vecteur champ d’induction électrique (5), par cette procédure
il 2 modifié la loi d’ampere donné par 1’équation (3.2)

3.2.5. Loide conservation du champ d’induction magnétique

D’apres I’équation (3.1), nous avons :
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o)

0

el

TotE =—

(3-26)

(o))

t

Formons la divergence de chaque, membre de cette équation, et utilisons I’identité, il
vient alors :

d(divB) _

—div( < B) =0 = X

0 (3-27)

L’intégration de cette relation conduit a divﬁzf (r). Si f(r) n’était pas identiquement
nulle, cette relation implique 1’existence de monopoles magnétiques. Or de tels
monopoles ou charges magnétiques libres n’ont jamais ét¢é mis en évidence, nous
poserons alors] :

divB =0 (3-28)

3.2.6. Lois constitutives du milieu

Au systéme d’équations de maxwell il fallait introduire des relations traduisant le
comportement physique du milieu.

3.2.7. Induction et champ électrique

Pour tout champ électrique, dans un milieu isotrope, de permittivitée, nous
avons [32] :

D =¢E (3-29)

Ou: e=¢ &

€. : Permittivité absolue du vide [F/m]
& : Permittivité relative du milieu.

Cette relation décrit la relation entre le vecteur induction électrique D et le vecteur

champ ¢électrique E . Elle est linéaire si € est constante. Dans le cas des conducteurs
non polarisé€s, nous avons :

D=¢E (3-30)

o

Avec :

1
€, m [F/l’l’l] (3-31)
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3.2.8. Induction et champ magnétiques

—

—uH (3-32)

oL

Avec :
l"l’: !"I’OILLT
Ou

u, : Perméabilité magnétique absolue du vide, po=4.7.107 [H/m],
U,-: Perméabilité relative du milieu.

Dans le cas d’un aimant permanent, nous avons :
B =uH+B,, (3-33)

-

B,..: Vecteur induction magnétique rémanente

3.3. Les conditions aux limites

Le domaine d'étude n'étant pas in ni, il faut par conséquent poser des conditions
aux Limites adéquates sur les frontiéres du domaine. Suivant le probléme considérg,
elles peuvent étre liées aux composantes tangentielles de E et H ou aux composantes

normales de D, J et B. On dé ni les conditions aux limites aux différentes frontiéres de
la fagon suivante :

B-n|rB=0 (3-34)
HAn|ra =0 (3-35)

Deux autres conditions peuvent étre déduites des équations (3-34) et (3-35) et
appliquées également sur ces deux fronticres.

EAn|rB =0 (3-36)

J -n|rH =0 (3-37)

3.4. Formulation des modéles électromagnétiques
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Les équations de Maxwell avec les lois constitutives décrivent globalement tous
les phénomeénes ¢lectromagnétiques. Suivant les dispositifs étudiés, certains
phénoménes deviennent insignifiants, les équations se découplent alors en donnant
naissance a des modeles plus simples. On peut trouver plusieurs formulations
exprimant ces modéles mathématiques de 1’électromagnétisme : les formulations en
champs (E, H, D et B) et les formulations en potentiels (A, T, V et ¢). Les
formulations en champs présentent un majeur inconvénient, c’est la discontinuité de
I'inconnue aux interfaces de deux milieux différents, et elles nécessitent 1’utilisation
des méthodes numériques spéciale. Alors que les formulations en potentiels,
lI'inconnue est continue entre deux milieux différents et les méthodes numériques de
base sont utilisées. Parmi les mode¢les nés, on peut distinguer

3.4.1. Le modéle électrostatique

L. . . y TR ]
En régime stationnaire, 1’opérateur dérivé soit nul Pl 0, et toutes les

grandeurs ¢électriques et magnétiques (E, H, g...) sont constantes. Dans ce mode¢le la
répartition des charges électriques ne dépend pas du temps (régime stationnaire : cas
de courant continue). A cet effet, le champ magnétique crée ne varie pas dans le

0B” .
— =0[38]:

temps

Les équations de ce modele se simplifient comme suit :

—_— =

RotE =0 (3-38)
divD =p (3-39)
D=¢E (3-40)

La relation (3.38) dérive un potentiel scalaire électrique V, tel que :

E= gradV =-VV (3-41)

Ce modele se ramene alors a 1’équation dit de Poisson :

Vv+p/e, =0 (3-42)
A partir de I’équation (3.40) on remarque qu’un seul inconnu scalaire, ce qui
implique une unicité de solution, cependant le probléme a étudier est en fonction de

(V), donc une seule valeur de chaque point. Si p=0 (exemple dans le vide) on a AV =
0 c’est I’équation de Laplace.
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3.4.2. Le modéle électrocinétique

Ce type de modele est utilisé lors de la répartition de courant électrique dans
des conducteurs hétérogénes (connexion, jeu de barre...) soumis a des tensions

.

= (0 reste

continues. Ce modele peut s’écrire en deux formulations, avec le terme

nul. La formulation en potentiel scalaire électrique est régie par les équations
suivantes :

RotE=0 (3-43)
divj=0 (3-44)
J=cE (3-45)

Ou o est la conductivité de conducteur [S/m].
RotE=0 < E=-gradV

div/ =0 = odiv(E)= -o(gradV) (3-46)

La résolution de ce genre d’équation est bien maitrisée ; cela est di
particuliérement a la simplicit¢ de la détermination des conditions aux limites. La
formulation en potentiel vecteur électrique est donnée par les équations suivantes :

div/=0 = J=70t T (3-47)
rotj=crotE=0 (3-48)
= 70i(rotT)=0 (3-49)

3.4.3. Le modéle magnétostatique

3.4.3.1. Le modele magnétostatique scalaire (Approche Coulombienne)

Dans ce modele, on admet que les courants sont négligeables dans la piece a étudier,

et que le champ magnétique ne dépend pas du temps %8 _ 0. La formulation en

at
potentiel scalaire magnétique est gouvernée par les équations suivantes :

RotH=0 car les courants sont nuls (3-50)
DivB=0 conservation du champ (3-51)
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C’est le cas des dispositifs pour lesquels les champs sont créés par des
forces magnétomotrices extérieures et indépendantes du dispositif étudi¢, ou bien par
I’effet d’aimants permanents. Dans ce cas, le champ dérive d’un potentiel magnétique
scalaire @:

H=-grad® (3-52)

Les équations (3.50) et (3.51) sont regroupées pour former 1’équation globale suivant :

div(ugrad @) =— divB (3-53)

Ce modele pose peu des problémes, néanmoins, il est particuliecrement adapté aux
cas tridimensionnels.

3.4.3.2. Le modéle magnétostatique vectoriel (Approche Ampérienne)

Il est un peu similaire le modele précédent, sauf qu’on suppose que, la création

champ magnétique par des sources indépendantes du temps (des courants
dB

ph vaut nul, et

les champs électrique E~ et magnétique B~ sont découplés. Dans le cas stationnaire
non linéaire, les équations gouvernantes de ce modele sont :

stationnaires imposés Js ou a des aimants permanents). Donc le terme

RotH :f Conservation du champ
o divB=0
B= u, (ﬁ+§r) loi de comportement non linéaire

A partir de ces équations avec I’application de la jauge de Coulomb div A =0, on
peut déduire 1’équation magnétostatique non linéaire.

B —

m(ul rotd)=J, +rot B, (3-54)

3.4.4. Le modéle magnétodynamique

.

ai /n’est plus nul. C-a-d.

I’évolution du champ magnétique et de la f.e.m ne sont pas stationnaires. Toutefois,
les phénomenes magnétiques et ¢lectriques ne sont plus découplés, due a la présence
des courants induits (courants de Foucault). Typiquement, un probléme
magnétodynamique est composé des parties suivantes : des inducteurs dans lesquelles
circulent des courants variables, matériaux magnétiques saturables ou non-saturables,
des matériaux conducteurs ou peuvent circuler des courants induits, et une boite d'air
englobant [33].

Au contraire du modele précédent le terme
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( Air (0=0,, W) Matériau conducteur \

(0, IJ-:)

Inducteur
(9 Ho) Matériau magnétique
(0=0, )

e | L/

Figure 3-1: Schématisation d’un probléme magnétodynamique.

Pour résoudre un tel probléme magnétodynamique, deux formulations en
potentiel peuvent étre introduites, la formulation en T—¢ dite formulation Magnétique
et la formulation électriques en A-V.

3.4.4.1. Formulation magnétodynamique T- ¢

Les équations liées a cette formulation sont les suivantes :

H=H,,,+H, (3-55)
Hina=T-grad ¢ (3-56)

En régime harmonique, 1’équation a résoudre est :

Rot(=rotTyHpe(T-grad $)=0 (3-57)

3.4.4.2. Formulation magnétodynamique A-V

Cette formulation est assez générale, elle présente plusieurs avantages du fait qu’on

introduit le potentiel vecteur magnétique A . Cependant le systeme d’équations s’écrit
en fonction d’un seul inconnu dont il a une seule composante. A partir de I’équation

de conservation du flux, on peut définir une fonction vectorielle A par :

divB=0 = B=rotA (3-58)
rotE=-70t 2= = Tol(E +2)=0  (3-59)
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0A”
ot

Ceci implique que (E + —) est un champ conservatif, il dérive donc un potentiel

scalaire ¢lectrique V :

a;tr) =-gradV = E=-( i—f+gradV) (3-60)

(E +
L’expression de E~ dépend a la fois de V™ et de A”. A partir de les équations (3.58)

et (3.60) nous aurons :

0A
ot

oV AV A A o( ZE4VV)= J+VAM  (3-61)

oA
at
VAM, on aura donc I’équation magnétodynamique non linéaire en fonction du
potentiel vecteur magnétique :

On peut considérer que le terme o( —+VV) est intégré directement dans le terme

voV AV A A)=Js+VAM (3-62)

3.5. Outils numériques

La résolution des équations aux dérivées partielles (EDP) se fait soit par des
méthodes analytiques dans les cas simples, soit par des méthodes numériques telles
que la méthode des différences finis (MDF), la méthode des éléments finis (MEF), la
méthode des volumes finis (MVF)...etc. Ces méthodes ont été améliorées par
I'avénement de l'informatique moderne. L'utilisation des méthodes numériques de
discrétisation consiste a ramener la résolution des EDP a la résolution d'un systeme
d'équations algébriques dans le domaine d'é¢tude compte tenu des conditions aux
limites.

La solution obtenue permet de connaitre I'inconnu dans chaque volume fini, Ainsi
la distribution des grandeurs physiques dans le domaine d'étude.

Pour notre travail nous avons utilis¢ la MVF pour deux raisons ; la premiére est
qu'elle est facile a concevoir contrairement a la MEF et la deuxieme est qu'elle peut
étre appliquer a des géométries complexes contrairement a la MDF. [21]

Cette partie sera consacrée a la présentation de la méthode des volumes finis dans
les cordonnées cartésienne axisymétrique.

3.5.1. Méthode des Différences Finies (M.D.F) [12]

Cette méthode est basée sur le théoreme de Taylor, elle consiste a transformer
I’opérateur différentiel en un opérateur aux différences. La figure (3.2) représente un
exemple de maillage pour le cas unidimensionnel.
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Figure 3-2 : Exemple de maillage pour le cas unidimensionnel

Le développement en série de Taylor au voisinage du nceud n°2 donnes :

Ar= A - AX( 202 (AXP [ (B2 1o o +E (Axp[ LY, (3-63)
As= Ao+ AX () + (AKX [EDL + oot EX 01 (A [£2]: (3-64)

En se limitant au troisieme terme, on déduit de ces équations :

dA,  Az;—A, d*A _ A1m24,+4s
(dx)_ 2ax © [olx2 I=( ( AX)? )

Pour obtenir 1’équation aux différences finis on substitue les dérivées dans
I’équation différentielle. La MDF est trés simple mais elle est applicable seulement
aux domaines a géométrie simple, aussi elle ne peut pas étre précise puisqu’elle prend
le développement en série de Taylor de I’inconnue jusqu’au troisieme terme
seulement.

3.5.2. Méthode des Eléments Finis (M.E.F) [34]

La MEF est mieux adaptée aux problémes complexes et aux matériaux non
linéaires. Elle consiste a exprimer une formulation intégrale basée sur I’une des deux,
soit la méthode variationnelle qui consiste a minimiser une fonctionnelle qui
représente généralement, 1’énergie du systeme étudié, soit la méthode des résidus
pondérés ou méthode projective qui consiste a minimiser le résidu induit par
I’approximation de la fonction inconnue. La méthode des éléments finis consiste a
subdiviser le domaine d’étude en domaines élémentaires appelés éléments finis,
comme le montre la figure (3.3) et a exprimer 1’inconnue sur chaque élément par les
fonctions d’interpolation simples en fonction des valeurs de 1’inconnue en chacun des
sommets de cet ¢lément
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Figure 3-3 : Un domaine d’étude discrétisé en Elément finis

3.5.3. La Méthode Des Volumes Finis

La MVF est une méthode de discrétisation. Elle est utilisée, en particulier en
Meécanique des fluides, ou elle est apparue il y a une vingtaine d’années. Depuis la
méthode de volume finis a connu un essor considérable non seulement pour la
modélisation en mécanique des fluides, mais aussi pour la modélisation d’autres
branches de I’ingénierie scientifique : le thermique, 1’électromagnétisme etc.
L’analyse mathématique de la méthode du volume finis a permis de développer
récemment les principes fondamentaux qui font une méthode de discrétisation
performante. L’idée de base de la formulation des volumes finis est facile a
comprendre et Permet de donne D’interprétation physique des phénomenes. Le
domaine de calcule est subdivisé en un nombre d’élément finis (figure 3.4). Chaque
¢lément contient quatre nceuds pour le cas bidimensionnel axisymétrique. Un volume
fini Entoure chaque nceud. L’équation différentielle est projetée sur une fonction de
projection bien déterminée et ensuite est intégrée dans chacun des volumes
¢lémentaires. Pour calculer I'intégrale dans ce volume ¢lémentaire, la fonction
inconnue est représentée a 1’aide d’une Fonction d’approximation (linéaire
parabolique puissance exponentielle... etc.) entre deux nceuds consécutifs. Ensuite, la
forme intégrale est discrétisée dans le domaine d’étude. L’équation discrétisée de
cette fagon exprime le principe de conservation pour I’inconnu dans 1’élément de
volume et la solution obtenue est constituée uniquement par les valeurs nodales. Pour
éclaircir tous ce qui est, on va donner un exemple illustratif [35][36][37]

Différence fune Nosud

DL
-« Q

Elément Fim |

= Volume Fim

Figure 3-4 : maillage du domaine d’étude

-53-



Chapitre 3 : Modélisation numérique de I’électromagnétisme

3.5.3.1. Discrétisation MV'F avec un maillage rectangulaire

Ci-dessous, nous donnons I’exemple d’un maillage comprenant des volumes de
contrdle rectangulaire irrégulier qu’on peut adopter pour la discrétisation de
I’équation.

o Moad Yalume
+~T" [Flement fini - "
A e o 1
| | ] H ! | st Elémems
M Zm H. ' / Faui
""\--.___ . ul F . Ik
. I} ¥ - 7 1
(&% T S T Yol
T 1 T Fni
.
5

Figure 3-5: maillage d’un domaine avec une description d’un volume fini.

La valeur de 4 est nulle aux frontieres, et a chaque point P placé au centre de chaque
volume. (e) et (0) sont deux points sur I’axe horizontal x appelés « Est » et « Ouest ».
et deux autres points voisins sur 1’axe vertical y qui sont sud (s) nord (n), Ax et Ay
sont les pas de maillage (figure 3.5). L’intégration de I’équation (3.65) sur le volume
de controle autour du centre P donne :

S [M0s + (22 -2 )axdydz (365
On développe 1’équation (3.66), commengant par le premier terme du membre a

gauche :

ft+At

I, = N f”“d xdydt= —| AyAt‘((Ae A”) (A” AW)) AyAt (3-66)

Le développement du second terme du membre a gauche est donné par :

I, =

N "“d dydt——| AyAt= ((“‘" A”) (A” AS))A At (3-67)

Le premier terme du membre a droite de I’équation (3.66) devient :

I3 = ft+At f f W, Jmax cos(mt) dxdydt——| AyAt=
_ Ho]max:in(wt) AYAt (3—68)
Le second terme a droite de 1’équation devient sous la forme suivante :

t+At f fn (6My aMx

L=, J; ") dxdydt=
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—H, (Me — My,)AyAt-(M,, — Ms)AxAt)  (3-69)

L’équation globale est alors donnée par :

Ae—Ap

([t -

An— Ap Ap—As,

-5 ) AxAt =

[F24] ) Ayt [

—i, DAY + [(M, — M) AyAt-(M,, — M) AxA)) — (3-70)
3.5.3.2.Détermination de |’aimantation

Pour déterminer ’aimantation aux nceuds principaux, on suppose que la variation de
I’aimantation entre deux nceuds proches est linéaire, M= aX + b, dans ce cas
I’aimantation au Neeud (E) est donnée par M = a X + b et au nceud (W) devient

My, =aX, +b (3-71)
(M, = My)= (My ~ My) = (3-72)
Donc I’équation (3.70) devient :
Ae—A Ap—A An—A Ap—A
() = C5)) AyA(F0) = (Fo7) ) Axa

Xn—Xs

= (1, IR AXAY + 1, (M — M) 3 AyAL— (My — Mg) ™
(3-73)

S AXAD)

Finalement 1’équation algébrique obtenue est la suivante :

— Apt Kg AptKy AwtKy AytKs As= K sin(ot) +H[(Mg — My)-(My — Ms)]

Avec :

Kp=(Kg+Ky+Ky +Ks) , Kg Ay KN szi_i , Ks :i—; )
K) = HoJmaxAXAY ., Ku (N.8) = uij—ﬁ Ax.,

Ku (EM) = p, 252

Si la discrétisation du domaine comporte n nceuds ; alors, il est évidemment qu’un
systeme de n équations avec n inconnues doit étre construit

3.5.4. Validation De La Méthode Des Volumes Finis

Une comparaison a été faite entre le résultat obtenu analytiquement et celle
obtenue par la MVF montre la précision de cette méthode. La figure (3.6) montre la
concordance du résultat obtenu analytiquement avec celle de la méthode des volumes
finis.
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0.8

T : T :
—— Par la méthode analytique
-3¢~ La MVF

0.7

potentiel vecteur magntique A (T.m)

ren(m)

Figure 3-6: comparaison entre la méthode analytique et la méthode numérique

3.6. Méthodes analytiques (SEMI ANALYTIQUE)

La méthode analytique est un processus qui consiste a décomposer un tout en ses
parties pour en comprendre les éléments et les relations. Elle est souvent utilisée pour
révéler des vérités cachées a partir de principes déja établis. Dans le domaine du
magnétisme, cette méthode peut €tre utilisée pour analyser les propriétés magnétiques
d'un matériau en examinant ses composants au niveau microscopique. Cela inclut
I'étude des atomes, des molécules et des interactions entre eux. Bien que la méthode
analytique soit précieuse pour comprendre les principes fondamentaux, elle peut étre
limitée par la complexité des systémes et la difficulté¢ d'obtenir des données précises a
partir d'échantillons trés petits. Les hypothéses les plus significatives dans la
technique des sous-domaines (c’est-a-dire basée sur la résolution formelle des
équations de Maxwell appliquées dans un sous-domaine) sont définies comme suit :
les parties en fer (c’est-a-dire les téles de Fer et les bobines) sont considérées comme
ayant une perméabilité infinie, c’est-a-dire que p_fer — +oo, ce qui permet de négliger
’effet de saturation.

Dans cette partie, les auteurs de référence [] présentent une nouvelle
contribution scientifique visant a améliorer cette méthode en deux dimensions (2D) et
en coordonnées cartésiennes, en mettant 1’accent sur la prise en compte du fer. La
connexion entre les sous-domaines est réalisée dans les deux directions (c’est-a-dire
selon les bords x et y).

Par exemple, I’amélioration a ¢été effectuée en résolvant les équations
magnétodynamiques de Maxwell pour des bobines a noyau d’air ou de fer alimentées
en courant continu. Pour évaluer I’efficacit¢ de la technique proposée, les
distributions de densité de flux magnétique ont été comparées a celles obtenues par
I’analyse par éléments finis (AEF) en 2D. Les résultats semi-analytiques sont en assez
bon accord avec ceux obtenus par AEF 2D, tant en amplitude qu’en forme d’onde.
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3.6.1. Méthodologie appliquée :

Les étapes pour appliquer cette méthode est :

- Résolution des équations de Maxwell magnétodynamique 2D en coordonnées
cartésiennes (X, y).

- Connexion des sous-domaines réalisée dans les deux directions (bords x et y).

- Perméabilité magnétique du fer considérée comme constante, correspondant a la
zone linéaire de la courbe d’aimantation initiale.

3.6.1.1.Une technique de sous-domaine 2D pour le champ magnétique
» Description du probléme et des hypothéses

Cuivre [Ng, 1, S¢ su =pyl etair [u =p, ]

Y12

Fer[“ferzuo*pr]

/

¥10 —‘//
Y10

v

Y1

Hl X1 X3 X4 X5 X6 X7 XB ¥o XI10 Xl11 12
Figure 3-7 : Cadre d’Epstein

La distribution du champ magnétique 2D dans une bobine a noyau d'air ou de fer a été
¢tudiée en coordonnées cartésiennes (X, y) en résolvant les équations
magnétostatiques de Maxwell a 1'aide d'une technique de sous-domaines. Dans cette
analyse, la solution du champ magnétique repose sur les hypotheses simplificatrices
suivantes :

- Les effets d'extrémité sont négligés (c'est-a-dire que les variables magnétiques
sont indépendantes de 1'axe z).

- Les conductivités électriques des matériaux sont supposées nulles (les courants
de Foucault induits dans le cuivre/fer sont négligés).

- Les matériaux magnétiques sont considérés comme isotropes (la perméabilité
peut étre considérée comme identique dans les deux directions).

- L'effet de la saturation globale est pris en compte avec une perméabilité
magnétique constante correspondant a la zone linéaire de la courbe B(H)
(courbe d'aimantation initiale).
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3.6.1.2. Discrétisation du probléme en sous-domaines

Comme le montre la Figure (3.7), le domaine du probléme est divisé en 33 sous
domaines avec p = Cst :

Région 1 {x € [x1,x2] Ny € [(y1, y12)]} avec ul = uv;
Région 2 {x €[x2,xI2] Ny € [(v1, y2)]} avec u2 = uv;
Région 3 {x €[x2,xI2] Ny €[(v1], y12)]} avec u3 = uv;
Région 4 {x €[x11,x12] Ny € [y2, yl1]} avec u4 = uv.
Région 5 {x €[x2,x3] Ny € [y2, y6]} avec u5 = uv
Région 6 {x € [x2,x3] Ny € [y7, y11]} avec u6 = uv
Région 7 {x € [x3,x6] Ny € [y2, y3]} avec u7= uv
Région 8 {x € [x3,x6] Ny € [y10, y11]} avec u8 = uv
Région 9 {x €[x7,x10] Ny € [y2, y3]} avec u9 = uv
Région 10 {x € [x7,x10] Ny € [y10, y11]} avec ul0 = uv
Région 11 {x € [x10,x11] Ny € [y2, y6]} avec ull = uv
Région 12 {x € [x10,x11] Ny € [y7, y11]} avec ul2 = uv
Région 13 {x € [x3,x4] Ny €[y 3, y10]} avec ul3 = ufer
Région 14 {x € [x4, x10] Ny € [y 3, y4]} avec ul4 = ufer
Régionl5 {x € [x4, x10] Ny €[y 9, y10]} avec ul5 = ufer
Région 16 {x € [x4,x9] Ny €[y 3, y10]} avec ul6 = ufer
Région 17 {x € [x2, x3] Ay € [y6, y7]} avec ul7 = uc
Région 18 {x € [x4, x5] Ny € [y6, y7]} avec ul8= uc
Région 19 {x € [x6,x7] Ny € [y2, y3]} avec u19 = uc
Région 20 {x € [x6, x7] Ny € [y4, y5]} avec u20 = uc
Région 21 {x € [x6, x7] Ay € [y8, y9]} avec u21=uc
Région 22 {x € [x6,x7] Ny € [y9, y11]} avec u22 = uc
Région 23 {x € [x8, x9] Ny € [y6, y7]} avec u23 = uc
Région 24 {x € [x10,x11] Ay € [y6, y7]} avec u24 = uc

3.6.1.3. Equations aux dérivées partielles gouvernantes en coordonnées cartésiennes
_0%4,  9%A My oM

L ZLIES) ot (ES=-[pztiy(52- 5] ), la
distribution du potentiel vecteur magnethue 2D en coordonnées carteswnnes (x,y)est
régie par :

L'équation de Laplace dans les régions j (avec j = {1, ..., 16}) :

Conformément a (AA,=

04y 0y (3-74)

AA, = o oy
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Condition de Dirichlet

5 M) H3 X4 X5 HS N7 KB O XI0 K11 XI12

Figure 3-8 : Sous-domaines de cadre Epstein

Et1'équation de Poisson dans les régions k avec k = {17, ..... 24}, c'est-a-dire
0%A,),  9%4, .
AA == 508 ==~k o (3-75)

Ou j,, représente la densit¢ de courant (due aux courants d’alimentation) qui est
définie par :

M (3-76)

Jzk=Cx 5

Dans laquelle S, est la surface du conducteur, et Cyest le coefficient pour la direction
du courant dans le conducteur (par exemple, avec C;,=1 pour le conducteur aller et
C17=—1 pour le conducteur retour). Selon la méthode de séparation des variables, il
est intéressant de noter que A,* peut étre décomposé en deux potentiels selon les deux
directions (voir Annexe A), c’est-a-dire A,, * pour les arétes en x ((3.77) et (3.78))
et A,y- pour les arétes en y (3.79). La périodicite de A .- et A,y- est respectivement

définie par B-h et A-n, ou h- et n- représentent les ordres des harmoniques spatiaux.

A, =Ay + A+ Agp (3-77)

4% = |(CE+DE.y). (BZ+FE.%) + 55y [CE-ch( Ba.y) +
Df.sh(By.y)].[E7 .cos(By.x) + Fjf.sin(Bh. x)] Il (11.43)

A) = |(Cg+Dg.y).(Eg+F0y.x) + 20.[C) cos(.y) +
Df.sin(Ay)1.[E}) .ch(Ay. x) + Fi¥. Ch(Ap. x)] F (3-78)

3.6.1.4.Conditions aux limites
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Rappel sur les conditions aux limites a ’interface de deux surfaces :

En électromagnétisme, comme le montre la Figure (3.8), le champ magnétique H
satisfait la condition de continuité d’ Ampere.

n X(ﬁ”a _ﬁHb )=R)

Ou 7 est le vecteur unitaire normal a la frontiere entre deux surfaces, H) la

composante tangentielle de Hd’un coté de Dinterface, et K la densité surfacique de
courant a I’interface.

A cette méme surface, la condition de continuité du flux magnétique s’applique
¢galement.

Ax(Ba—Bip)=0o0u A,—A4,=0

Ou B, représente la composante normale de B d’un coté de interface. La condition
de Dirichlet sur une surface est définie par :

4,=0 Ou A,=0

Current density K

Surface o

Figure 3-9 : Conditions aux limites a I’interface de deux surfaces

3.6.1.5. Résolution d’un systéme linéaire

Les constantes d’intégration peuvent étre déterminées en résolvant le systéme
d’équations linéaires suivant, qui peut s’écrire sous forme matricielle comme [39] :

(€] =[BC] —1 - [ES]
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A. Solution générale en coordonnées cartésiennes

—

. ) e . oD
Equations aux Dérivées Partielles Gouvernantes (EDP). En supposant que le terme 5

est négligeable, les équations de Maxwell magnétostatiques sont représentées par
I'équation de Maxwell-Ampere :

rot (H) =] (avec] = 0 pour le fonctionnement a vide) (3-79)

Et Maxwell-Thomson

div(ﬁ) = 0 ( Conservation du flux magnétique) (3-80)
B =70t () avec div(4) = 0 (Jauge de Coulomb) (3-81)

Ou /T, B, Fetfreprésentent respectivement :

- Le potentiel vecteur magnétique,

- L'induction magnétique (ou densité de flux magnétique),

- Le champ magnétique,

- et le vecteur densité de courant (dii aux courants d'alimentation).

Les champs vectoriels B etH sont couplés par 1'équation des propriétés magnétiques
du matériau.

B=u(H+M) (3-82)

Ou M est le vecteur aimantation (avec M =0 pour le vide/fer ou M #0 pour les
aimants selon la direction d'aimantation [40]), et u représentent respectivement la
perméabilité matériau magnétique. En utilisant les équations (3.77), (3.78), (3.79) et
(3.80), les équations aux dérivées partielles (EDP) générales de la magnétostatique
sont définies par [41] :

X, —v-AA=T +Xp (3-83)
X_)A = grad (v)A 7ot A) (3-84)

)TB) = ./ grad(v)AM +v.rot (M) ] (3-85)

Ou v = I/u représente la reluctivité magnétique absolue du matériau magnétique. En
négligeant les effets de bord (c'est-a-dire en considérant que le systéme est infiniment
long, ce qui implique que A = {0 ; 0 ; Az} : les variables magnétiques sont
indépendantes de z), 1'équation (3.83), (3.84) et (3.85) peut étre exprimée en
coordonnées cartésiennes (X, y) avec

p = Cste par :

_0%4,

AA— 8%4,

X (3-86)
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My OMy

ES=-{1uJz 1y 525

)] (3-87)

B. Solution générale

Il est intéressant de noter que A, est régie par :
e L'équation de Poisson en présence d'une ou plusieurs sources
électromagnétiques (c'est-a-dire ES # 0) ;
o L'équation de Laplace en l'absence de sources électromagnétiques (c'est-a-
dire ES = 0).

Selon la méthode de séparation des variables, la solution générale 2D
magnétodynamique de A, en coordonnées cartésiennes (X, y) peut s'écrire :

Az = Azx + Azy + AZP

4% = [(C3+Dg. ). (B§+F3.x) + 25a[CR-ch( B y) +
Df.sh(Bp.y)].[E} .cos(By.x) + Fif.sin(Bh. x)] T

A = |(Cg+D3’.y). (EJ+F;.x) + T, [C7 . cos(Ap.y) +
Di’.sin(?\h.y)].[Eg.ch(Ah.x) + th. ch(A. x)] T

Ou:

A,p est la solution particuliére de Az correspondant au terme source ES dans (3.86) et
(3.87)

(C5 - Fff et Cg - th ) sont les constantes d'intégration
By et Ay, représentent les périodes spatiales de A% et A respectivement
h et n désignent les ordres des harmoniques spatiaux

Conformément a l'équation (3.76), les composantes du champ magnétique B ={ B,;
B,;0} s'obtiennent a partir de A, par

_ 04, _ 04,
o O BTG
D’ou
B, = By + B + 22 (3-88)
Bx = |Dy. (B5+F3. %) + 35 B [Csh(Biy) +
4. Ch(Br.y)].[Ef.cos(Bp-x) + Fi.sin(Bh. x)] ‘ (3-89)
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B) = |Dg. (Ep+Fy.%) + Y1 A [—C) sin(Ay. y) +

Df}.cos(Ay. ¥)1.[E}.ch(Ay. x) + F}. ch(A4. x)] (3-90)
Et:
04
B, = Bj+ B) — 22 (3-91)

By = —|Fg. (Co+Dg.y) + Xp=1Bn-[Ch-ch(Bp-y) +
h-Sh(Br.y)).[—E}.sin(By.x) + Fj.cos(Bp.x)] | (3-92)

B) = —|Fy. (Co+Dy.y) + Xit1 Ap[Ch. cos(Ap. y) +
Df.sin(A,. ¥)].[E}.sh(dp. X) + Ff. ch(A,. x)] (3-93)

Conclusion

Ce chapitre a ¢été consacré a la modélisation des phénomenes
¢lectromagnétiques régissent les matériaux magnétiques, qui s’appuie sur les
équations de Maxwell. Dans ce contexte, nous avons donné un rappel sur les notions
relatives a 1’¢lectromagnétisme. Cependant, différentes formulations mathématiques
sous forme des EDP s'écrivent en utilisant le concept de potentiel sont présentées pour
la modélisation ¢€lectromagnétique. Dans notre cas, nous nous sommes intéressés de
facon particuliere au modele magnétodynamique non linéaire. Afin de résoudre ces
équations, un passage du domaine continu au domaine discret se fait par l'application
des diverses méthodes numériques de discrétisation. Dans notre cas, on est
principalement intéress¢ a la méthode des volumes finis (MVF) pour la
transformation en un systtme des ¢équations EDPa un systtme d’équations
algébriques, lequel sera résolu par les méthodes itératives. Le chapitre suivant, sera
dédié a représentation des résultats de simulation obtenus partir d’un code numérique
développé et implémenté sous I’environnement MATLAB, auquel est associé
un maillage localement raffiné ; régulier et irrégulier.

On choisir la méthode volumétrique plutot que la méthode analytique par ce
que la méthode des volumes finis est une approche numérique qui consiste a
discrétiser le domaine d’étude en petits volumes dans lesquels les propriétés
magnétiques sont supposées constantes et plus facile et pas compliqué par rapport a
analytique. On résout ensuite les équations de Maxwell de mani¢re numérique sur
I’ensemble du domaine.
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4. Application et validation

Introduction

La modélisation des phénomenes magnétiques constitue un enjeu majeur dans
I’optimisation des systemes électromagnétiques, notamment dans le cadre de I’étude
des machines ¢lectrique (dynamique, statique). Ce chapitre s’attache a présenter une
méthodologie rigoureuse pour la modélisation et la validation d’un code de calcul par
la méthode des volumes finis (MVF), couplée a un modele énergétique.

L’approche ¢étudiée sera premic¢rement validée par la méthode des ¢léments finis,
implémentée via la plateforme de PDETOOL cet outil donne une résolution précise
des équations magnétostatiques linéaire et analyse fine des distributions de champ
magnétique.

Les résultats obtenus de la résolution de 1’équation magnétostatique non linéaire
seront représenté en deux cas, cas de comportement linéaire, ainsi que le cas de

comportement non linéaire.

4.1.0rganigramme de traitement du probléme
L’organigramme ci dessous décrit 1’architecture du code de calcul dédi¢ a la
résolution de systémes non linéaires. Le programme est modulé en différentes unités

fonctionnelles, chacune assurant un réle précis dans le processus de calcul.
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Introduction des données

4

Processus de calcul

4

Visualisation et exploitation
des résultats

Organigramme 4-1: Organigramme du code de calcul.

Introduction des données

Dans ce module, on définit :

4.1.2.

La géométrie du dispositif (dimensions géométrique).
Le maillage est I’élément essentiel pour la discrétisation spatiale du probleme.

Les propriétés physiques locales (perméabilité, densit¢ de courant,
fréquence...).

Les frontieres du domaine simulé, incluant les conditions aux limites qui
simulent 1'infini physique.

Processus de calcul

Le modéle algébrique de 1’équation obtenu dans le chapitre précédent, peut

s’€crire sous une forme matricielle (format compact) est donné par [A][x] =[B].

Par identification on aura : [K][A] = [F].

[K] : matrice de rigidité (matrice inclut les coefficients géométriques).

[A] : vecteur potentielle magnétique (inconnu).

[F] : vecteur source (inclut la densité de courant, et I’aimantation).

En calculant les coordonnées des nceuds ainsi que les coefficients des matrices du

systeme [K], a partir du maillage en volume finis et les propriétés en chaque noeud.
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La méthode itérative de Gauss-Seidel a été utilisée pour résoudre le systeme

matriciel [A] = [F][K], implémenté sous MATLAB, afin d’obtenir le vecteur potentiel
magnétique A. Les composantes du champ d’induction magnétique B sont ensuite
calculées a partir de la condition V-B=0, puis introduites dans le modele énergétique

pour évaluer 1’aimantation M et le champ magnétique H . L’ensemble du processus

est réitéré sur deux périodes temporelles.

4.1.3. Visualisation des résultats

A cette étape, les grandeurs magnétiques (champ magnétique, densité de flux
magnétique) du phénomene, ainsi que les cycles d’hystérésis au niveau de chaque
nceud dans les zones ferromagnétiques, sont visualisés. L’organigramme suivant
décrit les principales étapes de la méthode, allant du calcul des grandeurs physiques a
la résolution de I’équation électromagnétique. Les résultats finaux incluent les

distributions du champ magnétique H, du vecteur potentiel magnétique A et de

I’induction magnétique B.
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Déclaration des données

v

Affectation des propriétés physiques (perméabilité magnétique du vide py,
fréquence f, densité du courant Js,...)

Maillage

v

Dimensions géométriques

Affectation

v

Attribution du Js et u, dans chaque domaine (air, fer, cuivre)

Initialisation des

grandeurs magnétiques

'

Calcul des coefficients
géométriques K

grandeurs magnétiques

M=0 ,B=0,F=0 , H=0

Inclut les conditions aux limites.

A 4

Initialisation de Temps

#Ilt=At+t

Calcul Source F

v

Calcul de A

'

Calcul de B

A4

Intégration du modéle
énergétique

Calcul de M Résultats

\ 4

Organigramme 4-2 : Algorithme de résolution par FVM & ME.

4.2. Présentation du Probléme

La figure 4.1 représente la géométrie de notre dispositif, caractérisé par des

dimensions de 28 cm en longueur horizontale et 28cm en hauteur verticale. En

premier lieu, il est alimenté par une densité de courant J = 10°A/m?> puis J =
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3.10°A/m? avec une fréquence de 50 Hz. Les conducteurs formant I’inducteur ont un
diamétre de D=0,4cm, et ’entrefer est de E=0,003cm. Le matériau utilisé du circuit
magnétique est caractérisé par un cycle d’hystérésis qui sera modélisé par le modele

énergétique, dont les parametres sont présentés dans le tableau 4.1.

0.35

Figure 4-1 : Géométrie de dispositif étudié.

Tableau 4-1 : Tableau des paramétres du modéle.

1.27-10°

4.93

9.51

92.12

12.40

0.83

Compte tenu des limitations en ressources informatiques, tant au niveau de la
mémoire que du temps de calcul, ’analyse a été restreinte a un quart de la géométrie
du dispositif, illustrée dans la figure 4.1. La figure 4.2 présente ce quart choisi pour

I’étude.

Pour garantir la précision requise, le domaine de simulation est limité a 0,25m dans

les directions Ox et Oy, correspondant aux axes de symétrie du dispositif. Sur 1’axe

Oy, une condition aux limites de type Dirichlet avec potentiel vecteur nul (A) = 0) est
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imposée, tandis que I’axe Ox est soumis a une condition de Neumann exprimant

I’annulation de la dérivée de A par rapport a la normale du potentiel vecteur ( Z—i = 0).

Aussi pour assurer une bonne étude et de précision de résultats, on discrétise le
domaine d’étude en 10000pts, plus le nombre de point est grand (raffinage) plus les

résultats soient précis. La figure 3.3 représente le maillage de domaine d’étude.

0.25

02|

0.15 |

0.1F

0.05 |

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figure 4-2 : Représentation de 4 de géométrie étudiée.

0.25 m ﬂ %

Figure 4-3: Illustration du maillage sur tous les domaines.

4.3. Résultats de simulation
4.3.1. Comportement linéaire

Dans cette section, premicrement on représente la distribution du potentiel vecteur
magnétique et la répartition de la densité de flux magnétique obtenus par PDETOOL

dans le dispositif complet (figure 4.4.a & figure 4.4.b), puis nous comparons les
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résultats de la distribution du potentiel vecteur magnétique et la répartition de la
densité de flux magnétique évalués par la méthode des volumes finis (figure 4.5.a) a
ceux issus de la méthode des éléments finis (figure 4.5.b). Cette comparaison est
effectuée dans le cas d'une perméabilité relative constante pu=1500 et une densité de

courant J=1.10°4/m?>

Contour: u Vector field: -grad(u)
T T T T

03[ A
. ———————————————

0z

01

1 L L 1 L L 1 2.5

0.3

Champ magnétique B

0.2

0.15 -

0.1

023 -

0.05 -

0.22
0.22 0.23

(b)
Figure 4-4 : (a) Distribution de potentiel vecteur magnétique dans le dispositif complet par
PDETOOL. (b) Répartition de 1’induction magnétique B dans le dispositif complet par PDETOOL.
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025 Distribution de VPM A (T.m) Distribution 3D de VPM A (T.m)

C))

Contour: u
T

(b)
Figure 4-5 : (a). Distribution de A obtenue par FVM. (b). Distribution de A obtenue par PDETOOL.

Interprétation

Les résultats obtenus montrent que les lignes de champ du vecteur potentiel

magnétique (/T) obtenus par FVM et PDETOOL sont identiques avec une amplitude
max de ’ordre A=0.2 T.m, ce qui prouve de I’efficacité de la méthode des volumes
finis pour ce type de probléme. En outre, dans la figure 4.6.a ’induction magnétique
générée par PDETOOL présente une forme similaire a celle obtenue par FVM (figure

4.6.a), ce qui confirme la pertinence et la fiabilité¢ de la méthode employée.
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Champ magnétique B
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Champ magnétique B
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Figure 4-6: a. Répartition de B obtenu par PDETOOL. b. Répartition de B obtenu par FVM.

4.3.2. Comportement non linéaire

Dans cette partie, en premier lieu on représente les résultats obtenus par 1’approche
de I’intégration de FVM avec EM, cette approche permet de visualiser la distribution
du potentiel vecteur magnétique et la répartition de la densité de flux magnétique a
chaque instant dans le cas de perméabilité variable et (figure 4.7.a & figure 4.7.b); la

simulation a été effectuée avec J=1.10°A/m?et J=3.10°4/m>
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Distribution de A dans les premiers instant x Distribution de A a I'instant 5ms
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Figure 4-7: (a) : Distribution de A dans les premiers instants. (b) : Distribution de A dans Dinstant
Sms. (¢) : Distribution de A dans instant 15ms.

La figure (4.7.a2) montre la distribution de vecteur potentiel magnétique (AT) obtenus
par FVM avec une amplitude max de I’ordre A=4,5.10°T.m, cette amplitude traduit
une perméabilité encore faible, ce qui indique que le matériau n’est pas encore saturg,
en raison de la non-orientation compléte des moments magnétiques, tandis que la
figure (4.7.b), illustre une concentration de A dans la zone ferromagnétique avec une
amplitude max de ’ordre A=16.10"T.m, cette intensification du champ entraine une
¢lévation de la perméabilité du matériau, favorisant ainsi la concentration du flux
magnétique dans cette région, et cela revient a la saturation du matériau en raison de
I’orientation complete des moments magnétiques ; alors que la figure (4.7.c) clarifie la
concentration de 4 en sens inverse par rapport a la figure (4.7.b), et cela, di a

I’inversion de I’excitation de courant électrique (alternance négative).
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La figure 4.8.b représente I’évaluation de A dans des axes choisis, on remarque la

distribution de 4 dans les fronticres de dispositif suivant I’axe de ‘x’ prend une valeur

max, puis se diminue a chaque fois on rapproche aux limites de domaine.
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Figure 4-8: (a) Axe de visualisons de A (b) Evolution de A dans les axes ‘x’ et ‘y’
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Figure 4-9 : (a) : Distribution de A dans Pinstant 5ms. (b) : Distribution de A dans Dinstant 15ms.
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Figure 4-10 : Evolution de B dans les axes ‘x” et y’
Les figures 4.9.a et 4.9.b illustrent la distribution spatiale de I’induction
magnétique B obtenue a I’aide de la méthode des volumes finis (FVM) a deux

instants différents. Il est clairement observable que B adopte des directions opposées

entre ces deux instants, ce qui s’explique par I’inversion du courant d’excitation lors
de l’alternance négative. Il en résulte que les lignes d’induction B sont tangentes aux
lignes de niveau du vecteur potentiel magnétique A.

La figure 4.10 illustre I’évaluation de B sclon des axes choisis. On observe que la

I’induction magnétique B le long de I’axe ‘x’ atteint une valeur maximale, puis

décroit progressivement a mesure que 1’on s’approche des frontiéres du domaine.
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4.4. Cycle d’hystérésis

Le code de calcul a permis de tracer les cycles d’hystérésis en chaque point du
dispositif. A titre d’exemple, la figure 4.10 présente une sélection de points
représentatifs situés a I’intérieur de la piece ferromagnétique et Les cycles
d’hystérésis associés a ces points sont illustrés. Le cycle global de dispositif est celui
calculé dans la longueur moyenne des culasses.

Les points sélectionnées Cycles d'hystérésis dans difféents points

0.25 1 :
= = Cycles d'hyst au P1
0.8 == Cycles d'hyst au P2 7 4
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02} B 06 +  Cycles d'hyst au P4 PR L 4
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£ 04t 1
S
0.15 S 02f 4
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+ i) 2 ot 4
1S
0.1f 5 02 i
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Figure 4-11. Les endroits choisis au milieu matériel et les cycles d’hyéstérisis associés.
La figure 4.11 montre que les cycles d’hystérésis aux points P1, P3, P4 et P5 sont
plus larges que ceux observés aux points P2. Cela indique que les pertes par hystérésis
sont plus importantes aux points P1, P3, P4 et P5, comparativement aux autres zones

analysées.

Par ailleurs, il est également possible de représenter les formes d’onde de
I’induction magnétique et du champ magnétique pour ces mémes points. Les figures

(4.12) illustrent respectivement les évolutions temporelles de ces grandeurs.
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La densité de flux dans difféents points
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Figure 4-12 : Induction magnétique et champ magnétique dans les endroits choisis.
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Figure 4-13 : Cycles d’hyéstérisis avec une densité J=1.10°4/m? et J=3.10°A/m>
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Champ magnétique global H(A/m)
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Figure 4-14 : Champ magnétique avec une densité J=1.10°4/m? et J=3.10°A/m>.
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Figure 4-15 : Induction magnétique avec une densité J=1.10°4/m? et J=3.10°A/m">.

Le code de calcul développé a permis de visualiser les cycles d’hystérésis global en
chaque point du dispositif. On remarque Lorsque I’excitation est faible amplitude
J=1.10°4/m? I’induction B attient une valeur max B=0.8T et H=70A/m, ce qui traduit
une aimantation partielle du matériau et des pertes hystérétiques relativement faibles,
et cela explique que ’aimantation est irréversible faible. En revanche, pour une
excitation plus élevée, J=3.10°4/m?, 1’induction B attient une valeur max B=1.36T et
H=700A/m,, traduisant une saturation progressive du matériau ainsi qu’une
augmentation significative des pertes par hystérésis. Les figures suivantes
représentent la perméabilité absolue dans les deux cas J=1.10°A/m? et J=3.10°A/m">.

On remarque en régime non linéaire dans le cas J=1.10°4/m? la perméabilité est
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faible, di a I’excitation faible, en fort J, nous remarquons une saturation progressive,

domaine d’aimantation irréversible et u diminue fortement.

«10*  Perméabilité absolue a 50Hz et Js=1e6 A/m* <104 permeabilite avec 50Hz
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Figure 4-16 : Perméabilité absolue avec une densité J=1.10°4/m? et J=3.10°A/m>.
Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons validé notre code de calcul basé sur le couplage

entre le modele énergétique et la méthode des volumes finis. Dans un premier temps,

nous avons supposé que la perméabilité du dispositif était constante (comportement

linéaire), ce qui ne refléte pas fidélement le comportement réel du matériau, mais

permet d’obtenir une premiére approximation des grandeurs recherchées. Afin

d’améliorer la précision des résultats, nous avons intégré le modele énergétique dans

le code de volumes finis. Cette intégration a permis d’obtenir des résultats plus

représentatifs du comportement réel du dispositif. Les résultats obtenus démontrent

I’efficacité de ce modéle et montrent que notre code est apte a modéliser d’autres

dispositifs électromagnétiques de manicre fiable.
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Conclusion Geénéral

Conclusion Generale

Au terme de cette étude, il apparait clairement que 1’intégration rigoureuse de
I’analyse théorique, fondée sur les équations de Maxwell, et de la modélisation
numérique avancée a permis de développer une compréhension fine et exhaustive du
comportement des matériaux ferromagnétiques soumis a des champs magnétiques
variables. Le phénomeéne d’hystérésis, qui refléte la mémoire magnétique, la non-
linéarité et la dissipation d’énergie dans ces matériaux, a été modé¢lisé avec une
grande précision grace a une approche énergétique innovante.

Parmi les résultats les plus significatifs de ce travail, on peut citer :

e La performance du modele énergétique : Ce modele s’est distingué par sa
capacité a reproduire fidelement les cycles d’hystérésis complexes, en tenant
compte des effets de saturation, de coercitivité, de rémanence et de pertes
internes. Il offre une représentation cohérente et robuste du comportement
magnétique, tout en s’adaptant facilement a des implémentations numériques.

o La fiabilité de la simulation numérique : L’utilisation de la méthode des
volumes finis (MVF) a permis de simuler efficacement la distribution du
champ magnétique H et du potentiel vecteur A, avec une excellente
concordance avec les résultats obtenus via la méthode des ¢éléments finis
(FEM). Cette approche a également mis en évidence les zones critiques,
comme les points P5 et P6, caractérisées par des pertes magnétiques ¢élevées,
ce qui représente un apport décisif pour I’optimisation géométrique des
noyaux magnétiques.

o Les perspectives applicatives : Le mod¢ele développé peut étre utilisé pour
guider la conception de dispositifs ¢électromagnétiques tels que les
transformateurs, les machines électriques ou les inductances, en identifiant les
régions a forte densité de pertes afin de réduire les effets dissipatifs et
améliorer la performance énergétique globale des systémes.

Cependant, certaines limitations persistent, notamment la complexité liée au calcul du
champ d’aimantation M dans les milieux hétérogenes et la lourdeur computationnelle
des simulations tridimensionnelles a haute résolution. Ces défis ouvrent la voie a
plusieurs perspectives prometteuses :

e L’intégration d’algorithmes d’intelligence artificielle, notamment
d’apprentissage automatique, pour accélérer ’identification des parameétres
internes du modele.

e L’extension de cette méthodologie aux matériaux nanostructurés, qui
présentent des propriétés magnétiques émergentes et inédites, potentiellement
exploitables dans les dispositifs de nouvelle génération.

En définitive, cette thése constitue une contribution notable a [’ingénierie
électromagnétique moderne, en illustrant comment les outils théoriques et numériques
peuvent étre harmonieusement articulés pour répondre & des enjeux industriels
concrets. Elle confirme également le role stratégique de la simulation scientifique
dans I’optimisation des matériaux magnétiques, dans un contexte d’innovation
technologique et de transition énergétique.
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