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Notation

>

CE(Q) , 0 < K < oo l'espace vectoriel des fonctions dont les dérivées partielles d’ordre

inférieur ou égal a K existent et sont continues dans € .

>

>

I'addition deux ensembles A+ B = {x +y/z € Aety € B} .
< .,.> désigne le produit scalaire usuel sur L%(12).

D(A) est un domaine de définition de 'opérateur A .

XX produit cartésienne .

Re le partie réel de nombre complexe .

K(E, F) 'ensemble des applications linéaires compactes .

T adjoint T'.

N(T) Le noyau de l'opérateur T .

R(X) L’image de l'opérateur T .



Introduction

Nous allons étudier dans ce mémoire les polyndémes orthogonaux parmi
les plus célébrés Dans ce chapitre, nous donnons briévement un rappel sur
la définition des équations intégral. Puis, nous introduirons a la classification
de ces équations, qui a pour objectif de familiariser le lecteur avec le concept
d’équation intégrale. Ensuite, nous parlons de l'origine des équation intégral
et la relation entre ces dernieres et les équation intégral . La derniere partie
est consacrée a la question d’existence et d’unicité, nous présentons certaines
théoremes du point axe et ces applications.

Dans la premier partie nous présenterons les notions de base de l’analyse

fonctionnelle et quelque polynémes orthogonaux parmi les plus importants (
Chebyshev , Legendre ... )

Dans la deuxieme partie nous étudierons les équations intégrales et leurs types
et donnerons les démonstrations d’existence et I'unicité pour les solutions des
équations intégrales

Dans troisieme partie nous présenterons quelques méthodes numériques de
résolution d’équations intégrales.



Chapitre 1

Espace de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont la version de dimension infinie des espaces eu-
clidiens ou hermitiens, dont ils gardent beaucoup de propriétés. En fait, ils
trouvent leur origine dans la théorie des développement de fonctions arbitraires
en séries de fonctions orthogonales, celles-ci apparaissant le plus souvent comme
fonctions propres de certains opérateurs différentiels linéaires (séries de Fourier,
fonctions sphériques, polyndmes orthogonaux). Ils fournissent le cadre mathé-
matique dans lequel se développe la mécanique quantique et jouent un role
important dans beaucoup de branches des mathématiques, spécialement en
Analyse linéaire. [7]

1.1 Propriétés élémentaires et Exemples

Définition 1.1.1. soit E un espace vectoriel sur C ne forme sesquilinéaire sur
E est toute application B de ExE dans k vérifiant ,quels que soient o, B dans
k et x,y,z dans E :

ea) B(ax + By, z) = aB(x,z) + BB(y, 2).

ob) B(z,ay + pz) = aB(x,y) + BB(z, 2) .
on dit que B est hermitienne st elle vérifie de plus

oc) B(z,y) = B(x,y), Vx,yeE.

Notons que dans le cas ou le corps des scalaires est k = R, une forme sesquili-
néaire est simplement une forme bilinéaire, et une forme hermitienne est une
forme bilinéaire symétrique.

La forme quadratique associée a B est définie par : Q(z) = B(z,x) On
notera que si B est hermitienne alors Q) est réelle, c’est-a-dire que Q(x) est un
réel pour tout x dans E. On dit que la forme hermitienne B est positive si la
forme quadratique Q est positive : Q(x) > 0 pour tout x dans E.

Théoreme 1.1.1. (Identité de polarisation) Toute forme bilinéaire symétrique

7



1.1. PROPRIETES ELEMENTAIRES ET EXEMPLES Chapitre 1

B vérifie :
AB(z,y) = B(r +y,x+vy) — Bz —y,z —y),

Toute forme sesquilinéaire B (hermitienne ou non ) vérifie :
4B(r,y) = B(z+y, v+y)— Bz —y,z—y)+iB(z+iy, z+iy) —iB(zr —iy, v —1iy),

Ces identités, dont la preuve est immédiate, montrent que, dans tous les cas, la
forme quadratique () associée a B caractérise entierement celleci.

Théoreme 1.1.2. Soit B une forme hermitienne sur E. Si B est positive alors
elle vérifie les propriétés fondamentales suivantes :

(i) L’inégalité de Cauchy-Schwarz :

| B(z,y) |< Bz, )2 B(y, y)*,

L’égalité n’a lieu que si x et y sont proportionnels.

(7i) L’inégalité de Minkowski :
Blz +y.a +y)* < Bla,2): + Bly.y)*,
Démonstration 1. Le point-clef est bien sir la positivité de la forme hermi-
tienne. Etant donné deux éléments x et y on considere la fonction ¢ définie
surk ¢(z) = B(z + ay,x + ay) C’est une fonction a valeurs positives et par
développement elle sécrit :

do(x) =| a |* B(y,y) + aB(z,y) + aB(y,z) + B(z, x),

da(x) =] a | B(y,y) + 2R(e) B(y, ) + B(z, x),

la valeur minimale par rapport o en ce qui concerne le don direct l'inégalité de

Cauchy-Schwars

st ¢(y) = 0 l'inégalité précédente ne peut avoir lieu pour tout réel o que

siB(x,y) = 0 et l'inégalité de Cauchy-Schwars est dans ce cas une égalité.
sinon P est une polynome du second degré qui reste positif en tout t réel, il

en résulte que son discriminant d savoir | B(z,y) |*> —¢(y)d(x) est négatif ce

qui traduit précisément l’inégalité de Cauchy-Schwarz. De celle ci on déduit :

B(z,y) + By, x) = 2RB(,y) < 2B(x,2)*B(y.y)*,
et en ajoutant B(x,x) + B(y,y) aux deux membres ,on trouve :

I

[N

B(x +y,z +y) < [B(x,2)? + B(y,y)




1.1. PROPRIETES ELEMENTAIRES ET EXEMPLES Chapitre 1

En prenant la racine carrée des deux membres ,on obtient L’inégalité de Min-
kowski.

L’inégalité de Minkowski montre que l'application x — Q(x) est une seminorme,
et est une norme si et seulement si la forme () est non dégénérée c’est-a-dire
vérifie : Q(x) = 0 si et seulement si x =0 . On dit dans ce cas que c’est une
norme induite par la forme hermitienne B.

Définition 1.1.2. Un produit scalaire sur E est une forme hermitienne positive
et non dégénérée.

Définition 1.1.3. Un espace préhilbertien réel (ou complexe) est un espace
vectoriel E sur k sur lequel est défini un produit scalaire B et muni de la norme
induite par B.
On écrit (z,y) au lieu de B(z,y) et on pose ||| = Q(x)2 Avec ces notations,
les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski s’écrivent : pour x et y dans
E

[z, ) < llzllllyll et le+yll <zl + [yl

Exemple 1. Les espaces R" et C" sont des espaces préhilbertiens pour le produit
scalaire dit usuel :

(x,y) = > x;y; dansle cas réel
=1
Zn

(x,y) = >_xy; dansle cas complexe
i=1

soit £2(N) I’ensemble des suites x = (x,,) avec n dans N et z,, dans k telles
que :
o0
3 |z < oo,
i=1
Soient x = (x,) et y = (y,) deux éléments de I'ensemble ¢*(N) .
L’inégalité 2 | x;y; |<| @ |? + | yi |2, montre que la série Y x;7; est absolument
convergente et on en déduit que :

2 lety = 2 (| @ [+ [y | +2R (i)

<23 (i P+ 1w ).

7

1L[~]8

Ces inégalités montrent que z + y est dans £2(N) . celuici est donc un espace
vectoriel. On pose pour x et y dans ¢*(N) :

o0
< T,y >= ) Tl
i=1




1.1. PROPRIETES ELEMENTAIRES ET EXEMPLES Chapitre 1

On vérifie que cela définit bien un produit scalaire sur £(N) et les inégalités de
Cauchy-Schwarz et de Minkowski s’écrivent :

© © 00 o\ 1 00 o 1
| 2 @il <[ 2wy |< (o | )20 [wi )2,
1=1 =1 1=1 1=1

00 1 o0 1 o0 1
(_Zl |2 +yi )2 < (Zl |2 [*)2 + (Zl i )z,

Soit E un espace vectoriel sur k et <, > un produit scalaire sur E . I’application
r — /< x,x > est une norme et 'application qui au couple (x,y) associe
d(z,y) =|| x — y || est une distance sur F .

Définition 1.1.4. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur k qui
est complet pour la distance définie par d(z,y) = ||z — y||.

Un espace de Hilbert est donc encore un espace de Banach dont la norme
provient d’un produit scalaire. Une telle norme est parfois appelée norme de la
convergence en moyenne quadratique.

Exemple 2. L’espace (*(N) muni du produit scalaire usuel est un espace de
Hilbert.

Démonstration 2. On a vu d 'exemple 1 que (*(N) muni du produit scalaire
est un espace préhilbertien, il reste & montrer que (*(N) est complet pour la
distance associée au produit scalaire usuel. Soit donc (zP) une suite de Cauchy

dans (*(N) avec :
x? = (af, 2h, ...)

Par définition X2, | 22 — x4 | tend vers zéro lorsque p et q tendent vers l'infini
donc a fortiori pour tout n fixé, la suite numérique (x£) p € N | est une suite
de Cauchy notons x, sa limite et x = (x,) la suite ainsi définie. Soit € > 0 il
existe un entier r tel que pour p =1 et ¢ < r on ait :

.- 2
p q
Z | Ly — Ty ’ <€
n=1
Pour tout entier m on aura a fortior:

2 | —an <e
n<m

comme il s’agit ici d’une somme finie on peut faire tendre q vers l'infini et on
obtient 1'inégalité Y pem | 22 — 24 |*< € . Cela étant pour tout entier m on en
déduit que :

o0
Y |2 - [<e
n=
Ln

Il en résulte que la suite x = ( appartient a *(N) et que lorsque p tend vers

1
)
Uinfini , P tend vers x dans (*(N)

10



1.2. PROJECTION ORTHOGONALE Chapitre 1

L’espace (*(N) joue un réle fondamental dans I’Analyse Hilbertienne c’est lui
qu’on a longtemps appelé “ ['espace de Hilbert .

Exemple 3. Soit C[—1,1] l’espace vectoriel des fonctions continues sur [—1,1]
a valeurs complexes. L’application qui a une fonction f dans C[—1,1] associe :

| f [loc= sup [f],
lz|<1
est une norme, dite norme de la convergence uniforme, et l’espace C[—1,1]
muni de cette norme est complet.
Considérons maintenant la forme hermitienne qui, a deux fonctions f et g
continues sur [—1, 1] associe :

< f,g>= /_llf(t)g(t) dt.

C’est un produit scalaire sur C[—1,1] et l'application

Pl f =L 1t

est une norme sur C[—1,1] , dite norme de la convergence en moyenne quadra-
tique, l'espace de Hilbert L*((—1,1),] . ||) est complet .

Corollaire 1. (Sous-spaces de Hilbert).

Si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien E, on peut évidemment
le munir d’un produit scalaire , restriction de celui de E' et F' devient préhilbertien
st de plus E est un espace de Hilbert et F' est fermé dans E . F' est complet,

c’est donc un espace de Hilbert . on dit alors que F' est un sous-espace de Hilbert
de E.

1]

1.2 Projection Orthogonale

Soit E' un espace métrique x € E et F' une partie non vide deF.

e Existe-t-il un point a € F,d(z,a) < d(x,y),? autrement dit tel que :
d(z,a) = inli; d(z,y) ou encore d(x,F)=d(z,a),
=

e Si un tel point existe, est-il unique ?
Un tel point, quand il existe, est appelé une projection de x sur F.
Si I' n’est pas fermé , on peut citer des exemples triviaux ou la réponse a
la premieére question est déja négative (prendre par exemple £ = R | F' =
[0,1] et © = 2). Aussi supposerons-nous dans la suite que F est une partie
fermée non vide. En général un point n’a pas forcément de projection sur un

11



1.2. PROJECTION ORTHOGONALE Chapitre 1

sous-ensemble fermé | ou peut en avoir plusieurs (prendre F' un cercle et x son
centre). Cependant ce probleme a une solution satisfaisante lorsque F' est un
sous-espace fermé d’un espace de Hilbert E Cela s’accomplit grace a la notion
d’orthogonalité que nous introduisons maintenant

Définition 1.2.1. Deux éléments x et y d’un espace de Hilbert E sont dits
orthogonauzx si (x,y) =0 on écrit alors x L y . On dit que deux parties F' et G
de E sont orthogonales si tout élément de F' est orthogonal a tout élément de G
on écrit alorsF 1. G. L’orthogonal d’une partie F' de E, noté F*- est I’ensemble
des éléments de E orthogonaux a F'.

Proposition 1. soit E un espace de Hilbert .

1) L’orthogonal d’un sousensemble F de E est un sousespace fermé de E et
on a : .
FNF+={0}, F-=(F) et F C(F")",
2) si deux sous-ensemble F' et G de E vérifient F C G , alors leurs orthogo-
nauz vérifient G+ C F*

Démonstration 3. La propriété (1) est triviale. Par ailleurs il est clair que F*+
est un sous-espace vectoriel de E, car si x ety sont dans F* alors la linéarité
montre que, pour tout z dans F'

(x+y,2) = {(x,2) + {y,2) =0,

Montrons que F* est fermé ¢
soit (X,,) une suite de Cauchy d’éléments de F* et soit x sa limite . Pour tout
y dans F on a :

({2, 9)| = [{z = 20, 9)| < [l —znllllyll,

Le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro quand n tend vers
Uinfini et donc (x,y) = 0 . Ceci étant pour tout y € F, on en déduit que x
appartient a F* et donc F*+ est un fermé. D’autre part, puisque F C F on a
Vinclusion T~ C F*. Soit alors x un élément de F* et y un élément de F*,
il existe une suite (y,) d’éléments de F telle que lim, ||y —yn|| =0 . on a
alors :

[z, y) = [{z,y — y)| < llzllly = wall,
Le membre de droite tend vers zéro quand n tend vers l’infini et il en résulte
que (x,y) = 0 Aiansi F* est inclus dans (F)*
Théoréme 1.2.1. (pythagore ) si x1,xa, ..., T, sont des éléments de E , deuzx a

deux orthogonaux alors :

(w1 + 22 + oo+ @)1 = llal® + w2l + -+ [l

12



1.2. PROJECTION ORTHOGONALE Chapitre 1

Proposition 2. Si F' et G sont deuz sous-espaces fermés d’un espace de Hilbert
E et s’ils sont orthogonaux F' 1. G, alors [’ensemble F'+ G des éléments de la
forme x +y avec x € F et y € G est un sous-espace fermé de F

Théoreme 1.2.2. Dans un espace de Hilbert E la norme vérifie les deux pro-
priétés équivalentes suivantes , valables pour tout x a et b dans E :
1) L’identité de la médiane :
lz = all + |z = b = 2lja — 1/2(a + b)|]*[lx + 1/2]|a — b]1%,
2) L’identité du paralélogramme :
lz = all® + [l — al* = 2 [ l2||* + [lal?]

Théoréme 1.2.3. (projection sur une partie convexe compléte).

Soient & un espace préhilbertien et F' une partie non vide de E convexe et
complete et pour tout élément x de E il existe un unique élément a de F' tel que
|x — al| = d(z; F). De plus a est caractérisé par la propriété suivante :

Re({(x —a,b—a)) <0, pourtoutb e F,

Théoréme 1.2.4. (projection sur un sous-espace de Hilbert). Soient E un
espace de Hilbert F' un sous-espace de Hilbert et x un élément de E 1l existe un
unique élément a, € F' tel que :

lz = a.|| = d(z; F)

De plus , a, est ['unique élément de F' tel que x — a, soit orthogonal a F' , il
est noté Pr(x) est appelé la projection orthogonale de x sur F.

Remarque 1. La réciproque de ce théoreme, a savoir que si dans un espace
hilbertien E, un ensemble F' est tel que pour tout x € E il existe un unique
a € F qui est le plus proche de x, alors F' est convexe et fermé, a été avancée
depuis longtemps , mais elle n’a été ni prouvée ni réfutée

Corollaire 2. Hilbert de I Alors les sous-espaces F' et F sont supplémentaires
dans E c’est-a-dire que : E = F @ F+.

Corollaire 3. L’application Pr est un opérateur linéaire de E dans F qui
vérifie, pour tout x et tout y dans E ||Prz| < || X||, (Prz,y) = (z, Ppy) et

Remarque 2. On doit noter que méme si F' est un sous-espace vectoriel fermé
dans un espace préhilbertien, son orthogonal ne lui est pas nécessairement

13



1.2. PROJECTION ORTHOGONALE Chapitre 1

supplémentaire comme le montre ['exemple suivant , Soit ['espace vectoriel
C[0, 1] muni du produit scalaire :

(f.9) = [ F(Og(Dt

Soit F' le sous-espace vectoriel des fonctions nulles sur |0, %] , alors son orthogo-

nal F1 est le sous-espace vectoriel des fonctions nulles sur [%, 1] . La fonction
constante 1 ne peut étre somme d’une fonction nulle sur |0, %] et d’une fonction
nulle sur [%, 1] car elle s’annulerait au point % C’est que hypothese “ F' fermé
n’est pas la bonne hypothése quand l'espace E n'est pas complet (ce qui est le cas
de l’espace C[0, 1] muni de la norme induite par le produit scalaire ci-dessus).
La bonne hypothese est que F' soit complet comme c’est précisé dans le théoreme

résidante

Corollaire 4. Soit E un espace de Hilbert et soit F' un sous-espace vectoriel
(non nécessairement fermé). F est dense dans E si et seulement si F+ = {0}.

Théoreme 1.2.5. Soient vy, vy, ..., v des éléments deux a deux orthogonauz
et de norme 1, dans un espace de Hilbert E, soit F' le sous-espace vectoriel
engendré par (v;) et soit x un élément de E. Alors quels que soient les scalaires
AL, A9, .y A ONL @

2 = S5 (z, v)v;]| < [lw — S Ayl

L’égalité a lieu si et seulement si \j = (x,v;) pour 1 < j <k . La projection
orthogonale de x sur le sous-espace F' est :

Pra = X5 (w,v))v),
La distance v de x au sous-espace F' est donnée par :
v = o — Pra|? = 2] = S5, vl

Ainsi on a trouvé un algorithme constructif permettant de trouver la projection
orthogonale d’un élément x de E sur un sous-espace de dimension finie.

Remarque 3. L’espace polynomial est dense dans [’espace des fonctions conti-
nues

Nous introduisons dans les prochaines sections deux familles importantes
de polynémes orthogonaux. Les polynémes de Lengendre, de Tchebysheve et
de Hirmite dont nous donnerons cidessous une forme génératrice forment une
famille des polyndémes orthogonaux, ils ont un certain nombre de proprietés
interessantes que l'on retrouvera dans des ouvrages spécialisés [2]

14



1.3. POLYNOMES DE TCHEBYSHEV Chapitre 1

1.3 Polynémes de Tchebyshev

L’application # — cos 6 est une bijection continue de (0,7) sur (—1,1) et
donc a chaque fonction F' continue sur (0, 7) on associe de fagon univoque la
fonction f continue sur (—1,1) par la relation :

F(0) = f(x) avec x = cosb,

De plus :
dx

m 2 19 _ (1 2
fy |F@) o= [ 170)F 7=
On en déduit que 'application qui & une fonction F' de C(0, ) fait correspondre
la fonction f de C'(—1,1) se prolonge en une bijection isométrique de I'espace
de Hilbert L*((0, ), df) sur l'espace de Hilbert L*((—1,1), w(z)dz) des (classes
de) fonctions de carré sommables sur (—1, 1) pour la mesure de densité

w(zr) = \/1177, par rapport a la mesure de Lebesgue c’est-a-dire vérifiant :

2 1 2 dx
17 1= [ 1 @) P =g < oo
Le produit scalaire associé sera noté <, >, :
_ 1 fl@)g(z) )
<lg>= /_1 ﬁdx f,g€ L*((—1,1), w(z)dx),

On est en situation d’appliquer les résultats du paragraphe 1. La famille
{1,z,...2", ...} est totale dans l'espace L*((—1,1),w(x)dz) et le procédé d’or-
thogonalisation de Gram-Schmidt permet d’en fabriquer une base hilbertienne.
Cependant, 'isomorphisme mis en évidence plus haut permet de retrouver rapi-
dement cette base hilbertienne, en effet les fonctions définies par ¢, (6) = cosnf
orment une base orthogonale de L*((0, ), df) et on a

_ (5)0mn st n,m#0
| 6a(0) 6 (0)d6 = ,

7000 sinon

I1 en résulte que les fonctions T, (z) = cos(n arccos x) forment une base ortho-
gonale de L?((—1,1), w(x)dz)
<T,, T, >,= ;T(Snm stm,m # 0

<T0,T0 > 7T(500 n >0

On sait que cosnf s’exprime par un polyndéme en cosnf en résulte que T,,(x)
est en fait un polynome de degré n en x, appelé polynéme de Chebyshev On a

15



par exemple :

Ty(z) =1, Ti(z) =z Th(x)=cos(20)=2z*—1
T3(x) = cos(30) = 42° — 3v  Ty(z) = 82* — 8x* + 1, etc..

La figure (FIG1) représente les graphes des polynémes 7T, pour 0 < n < 5.
Le développement d’une fonction f de L*((—1,1), w(x)dz) suivant cette base

4

0.5 1

2 .5 0, 1

-1

FIG (1)

s’écrit : . 5 o
*<f7TO >wTO+*Z <f7Tn >an
m T p=1

oll la série converge vers f dans L*((—1,1), w(z)dx)

Théoreme 1.3.1. La suite des polynomes de de Chebyshev T, est une base
orthogonale de lespace L*((—1,1),w(z)dx) et pour tout f dans cet espace, on a

n—maoo

. 1 2.0
lim Hf_;<f;T0>wTO+;Z<f;Tk>wTk szo
k=1

et
1 2 X
H f thuzi ‘< f7T0 >|2 +7Z ’< f:Tn >‘27
7 T n=1

On peut en déduire la propriété de minimisation suivante. [1]

1.3.1 Proriétés des Polynémes de Chebyshev

1) Parité. Pour tout n € N on a :
T.(1)=1et T,(—x) = (—1)"T,(x) .
2) Relation de récurrence. De l'identité trigonométrique

cos(n + 1)8 + cos(n — 1)8 = 2 cosf cosnb .



1.3. POLYNOMES DE TCHEBYSHEV Chapitre 1

on déduit que les polyndémes de Chebyshev vérifient la relation de récur-
rence suivante :

Toi1(x) +T-1(x) = 22T, (z)
Cette relation montre que le coefficient de ™ dans I'expression de T),(x) est

271 Elle permet aussi de calculer T), par récurrence a partir de Ty(x) = 1
et Ti(z) ==z

Fonction génératrice. On cherche une fonction de deux variables (z, z)
telle que :
oo
G(x,z) = > T,(x)z"
n=0

En posant x = cosé , on a

12 . :
G(z,z) = 52(6"”9 +e ™ M ] 2 ]< 1
0
1l—xzz
G _
(z.2) 1 —2zz + 22

Equation différentielle. Pour tout n € N le polynéme de Chebyshev T,
vérifie ’équation différentielle du second ordre suivante

(1 —a2)T, — 2T, +nT, =0

n

/!

Pour le voir, il suffit de poser x = cos 8 et d’utiliser le fait que la fonction
cosinus vérifie cos’ (nf) + n®cosnf = 0

Racines et extremums de 7T}, Les racines de 7T,, se calculent facilement. En
effet, puisque cosnz =0 si z = (2K — 1)7/(2n) ,
2K — 1
x), = cos( ), avec 1 < K < n

sont les n racines de T;,. Elles sont toutes réelles, simples, distinctes et
appartiennent a l'intervalle [—1,1] . D’autre part, la relation

/

T (z)= sin(n arccos x)

n
V11— 2?2
montre que T (z) = 0siz =z, = cos(Kn/n) on 1 < K <n—1.0nen
déduit rapidement que T, atteint ses extremums sur U'intervalle [—1,1] ,
aux points x,k et qu’en ces points
To(x,) = coskm = (1), 1 <k <n
de plus
Th(xy) = To(1) = et To(xg) = Tn(—1) = (=1)"

On peut remarquer que les racines de 7T}, sont symétriques par rapport a
0 et que pour n grand, elles sont plus denses aux extrémités qu’au centre

de l'intervalle [—1,1] . Ces racines sont souvent utilisées comme points
d’interpolation pour des fonctions continues sur [—1, 1].

17



1.4. POLYNOMES DE LEGENDRE Chapitre 1

6) Propriété de minimisation. Les polynomes de Chebyshev jouent un rdle
important en théorie de 'approximation. Cela tient a ce que, comme 1’a
montré Chebyshev, ce sont la les polyndémes s’écartant le moins de zéro
sur le segment [—1, 1]. Autrement dit, si 'on désigne par P, I’ensemble
des polynémes de degrén unitaires (c’est-a-dire dont le terme de plus haut
degré est z") on a :

1 1
Vq € Py, sup | q(z) [= sup . — | Th(z) [=

2| <1 lz|<1 2 2n—1

3]

1.4 Polynomes de Legendre

prenons [ = (—1,1) et W =1 .la famile 2"; 0 < n est totale dans l’espace de
Hilbert L?(I;dx) et le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt donne

Py(x) =

Pi(z) = x, car (1,z) =0,

Py(r) = 2% — é car(1,z%) = % 1L = 2 et (z,2%) =0,
Py(x) = a® — 2, car(z,z®) = 2, et ||z|]* = 3.

La figure (FIG2) représente les graphes des polynémes P, pour 0 < n < 3.

AN Y

FIG (2)

La formule suivante, dite formule de Rodrigues, donne I’expression de P, Pour
tout entier n > 0.
Pour tout entier n, pn est un polyndéme unitaire de degré n et on a

n! d" 5 "
pa() = W((ﬂf —1)").

2

et on a pour tout n > 0on a || P, ||*= CREE
n

18



1.5. POLYNOMES DE LAGUERRE Chapitre 1

1.4.1 Proriétés des polynomes de Legendre

1) Pour tout entier naturel n et pour tout x, on a
P,(—x) = (—=1)"P,(z), en particulier P,(—1)= (—1)".
2) Relation de récurrence.
n—+1 () + n
on + 17 o

pn—l(x) - iCpn(SE)

3) Fonction génératrice

1

=3 oo ()" |t < 1, |z] < 1.
g = S [t < L el <

4) Equation différentielle. Pour tout entier naturel n, on a

(1 = a®)p, () — 22p, (x) +n(n + 1)pu(z) = 0.

5) Propriété de minimisation. Les polynomes de Legendre sont caractérisés
par la propriété de minimum suivante : Parmi tous les polynémes unitaires
de degré n,p, est 'unique qui réalise le minimum de la distance quadratique
a 0, c’est-a-dire que pour tout polynome unitaire ¢ de degré n :

[ pa@)P de < [ la@)? da,

et ’égalité a lieu si et seulement si ¢ = p,.

1.5 Polynémes de Laguerre

Considérons 1’espace L2((0,00), e *dz) des (classes de) fonctions de carré
sommable pour la mesure de densité W (x) = e* par rapport a la mesure
de Lebesgue sur lintervalle (0,+o00). Le produit scalaire et la norme sur
L?((0,00), e %dx) sont donnés par :

(f.9) = [ fl@)gla)e " dx,
1

£l = ([ 1f@)Pe dz)2,

L’espace de Hilbert L2((0,00), e~ dx) est séparable, puisque la famille 1, z, ..., 2", ...y
est totale. Le procédé orthogonalisation de Gram-Schmidt appliqué a cette fa-
mille fournit une base orthogonale formée de polynémes L,,, avec deg L, = n.
Les calculs dans ce cas sont particulierement simples et utilisent 1'égalité suivante

o0 n —X
/ " e =nl.
0
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1.6. POLYNOMES D’HERMITE Chapitre 1

Ainsi on trouve par exemple que :
Lo(z) =1, Liz)=2—1,
Lo(z) =22 —4x+2,  Ls(zx) =2°— 92> + 18z — 6,
Ly(z) = 2* — 162% + 7222 — 962 + 24,
Ce qui est convenu d’appeler polynomes de Laguerre sont obtenus a partir des
L, par la relation n :
(=1)"
n)

Ln() = ( ) Ln(2),

Les polyndémes de Laguerre forment donc une base orthogonale de I’espace
L?((0,00), e *dz). On peut les exprimer & I'aide de la formule de Rodrigues
suivante , pour tout entier n on a :

T e’ d" n_—x
L,(z) = n!dx"(x e ).

1.6 Polynémes d’Hermite

2
Prenons [ = R, W(x) = e 2 et soit L*(R,w(z)dr) lespace des (classes
de) fonctions de carré sommables pour la mesure de densité par rapport a la

mesure de Lebesgue. Le produit scalaire et la norme seront notés respectivement
<,> et |||| Pour f et g dans L?(R,w(x)dx) :

< fg>= = [T f@ige e,

La densité a été choisie de facon que :

/_ N w(z) de =1.
La famille {z";n € N} est totale dans l'espace L*(R,w(x)dx)
et le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt fournit une base orthogonale
formée de polyndmes unitaires, appelés polynémes d’Hermite, que nous noterons
dans la suite par (H,,)

Théoreme 1.6.1. Les polynomes d’Hermite sont donnés par la formule de
Rodrigues

1.7 Interpolation

Définition 1.7.1. Soit M, un sous espace de Cla,b] de dimention fini et
{1, 9, x3...,} 1 points de [a,b] telle que la suele fonction f € M, vérifant :

Vv, € {1,2, ...}, flz;) =0

soit la fonction nul On dit que notre ensemble est unisolvant.
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1.7. INTERPOLATION Chapitre 1

Théoréme 1.7.1. Etant donné M, et les points (x;)1<i<n présentés au dessus,
st on donne une fonction g € C([a,b]) , il existe une fonction unique f € M,
qut interpole g aux x; i,e

Vie {1,2,...,n} flx;) = g(xi)

Remarque 4. L’opérateur d’interpolation P, : Cla,b] — M, qui @ une fonc-
tion g € C([a, b)) associé f € M, est un opérateur de projection continu. En
notons TS f le polynéme de degré n + 1 qui interpole f aux noeuds et en
supposant que les dérivées f*) d’ordre k = 0,1... de la fonction f sont dans
L? avec s > 1, on peut montrer que l'erreur d’interpolation est majorée par :

GL
N f=TILfI<SCn || fs || pour s>1

Exemple 4. soit la fonction f(x) = cos(x) est interpoler par polyndmes de
Chebyshev de dégrée 10 représenté les résultat dans le tableau suivante avec la

figure :

xi | yi1 exacte | yiappro erreur
-1 | cos(1) 0.54 |5.2410710
-0.6 | cos(3/5) 0.825 4.810710
-0.2 | cos(1/5) 0.98 [2.3310°1
0.2 | cos(1/5) 0.98 [2.3310°1
0.6 | cos(3/5) 0.825 | 4.81071°
1 cos(1) 0.54 |5.241071°

0.2

FIG 3
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Chapitre 2

Equation intégral

2.1 Opérateurs intégraux

Dans le domaine du physique il y a plusieurs problemes traduites sur une
équation intégrale, cette équation pousse les mathématiciens a étudé les épora-
teurs integraux qui sont les meilleurs exemples d’un opérateur compact.

Pour résoudre ces équations :
Soit G un ensemble compact de R" et soit K une fonction continue de GG dans

C' Alors 'opérateur linéaire A défini de G(G) dans C(C') par :

Ap(e) = [ K(x.p)e(y) dy, =€ G

Est appelé opérateur intégral a noyou K
Cet opérateur est borné de norme || A || donnée par :

| All=max [ | K(z,y) |-

2.2 Applications linéaires compactes

Définition 2.2.1. Soient E et F' deux espaces de Banach , une application
linéaire continue T € L(E, F) est dite compacte si l'image T'(Bg) par 'appli-
cation T de la boule unitie fermée Bg de l'espace E est relativement compacte
(en norme) dans F. On note K(E,F) l'ensemble des applications linéaires
compactes de E dans F. On pose K(E) = K(E, E).

La proposition suivante donne des propriétés fondamentales de stabilité des
opérateurs compacts.

Proposition 3. Soient E et F' deux espaces de Banach , 'ensemble K(E, F)
est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F'). Soient E,| F et G des espaces de

Banach , S € L(E,F) et T € L(F,G) , si S ouT est compacte alors T est
compacte. En particulier K(F) est un idéal bilatére de L(E).
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2.2. APPLICATIONS LINEAIRES COMPACTES Chapitre 2

Remarque 5. ] est clair que tout opérateur T" de rang fini est compact . en
effet ’ensemble T(Bg) est alors un ensemble borné d’un espace vectoriel de di-
mension finie. D’aprés le résultat précédent, toute limite T en norme d’opérateur
d’une suite (T),), d’opérateurs de rang fini est compacte. C’est une méthode
assez efficace pour vérifier que certains opérateurs sont compacts.

Proposition 4. Soient E et F' deux espaces de Banach et T € L(E, F') . notons
Bg la boule unité fermée de E. Supposons T compact , alors pour toute suite
(n)n de points de E convergeant faiblement vers 0 la suite (T'(x,)), converge
en norme vers (.

Théoreme 2.2.1. Soit E un espace de Banach. Pour T € L(H), les assertions
sutvantes sont équivalentes

a) T € K(F)
b) T" € K(E).

Théoréme 2.2.2. Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) . notons By la
boule unité fermée de H. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) Vopérateur T est adhérent (en norme dé opérateur) a l’espace des applica-
tions linéaires continues de rang fini .
2) Vopérateur T est compact de H dans H.
3) Uensemble T By est compact (en norme) dans H.
4) pour toute suite (x,) de points de H convergeant faiblement vers 0, la
suite (T'(xy,))n converge en norme vers 0 .
5) pour tout systéme orthonormal (e,),>0 dans H on a

i (|7 (en) | = 0.

[4]

2.2.1 Equations & opérateurs compacts

Soit A un opérateur compact d’un espace normé X danx lui méme alors
lopérateur T'= I — A défini I’équation de second espéece par :

p—Ap=1f pofe X
Ou f est est une fonction donnée et ¢ la fonction inconnue

Théoreme 2.2.3. Le noyau de lopérateur T défini par :
N(T)={p e X,T(p) = ¢ — Ap =0}

est un sous espace fermé et dimension finie.
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2.2. APPLICATIONS LINEAIRES COMPACTES Chapitre 2

preuve 1. En effet le noyau N(T) d’un opérateur linéare est sous espace
vectoriel de plus, soit v, € N(T) une suite convergente vers . alors de la
continuté de ['opérateur T on obtient

T, =0= Tp =0

d’ot le noyau N(T) est fermé. d’autre part, toute fonction p € N(T) satisfait
I’équation Ap = ¢ d’ou la restriction de l'opérateur A a l’ensemble N(T)
coincide avec l'indentité, A étant compact de X dans X il est de méme de N(T)
dans N(T') et par conséquent N(T) est de dimension finie car l'identité ne peut
étre compact que dans un espace de dimension finie.

Théoréme 2.2.4. La suite d’ensemble des noyau N(T), N(T?),...,N(T"), ...
est une suite croissante stationnaire, autre ment dit elle ne contient qu’un
nombre fini d’ensemble distincts c’est-a-dire il existe un entier p € N telle que :

{0} € N(T) C N(T*) C ... C N(T?) = N(T*™) = ... (2.1)

le nombre p est appelé le nombre de riesz de l'opérateur A pour l’ensemble des
noyaux N(T™)

preuve 2. L’ inclusion des ensembles est évidente car on a :
WENT")=>T"o=0=TT")=T""p=0=pc NT")

. d’ou Uinclilusion N(T™) C N(T™1).......

Supposons qu’il n’existe pas un entier p tel que la suite N(T™) soit stationnaire
c’est-a-dire N(T™) # N(T™). pour tout entier n,m € N avec n > m En
particulier N(T" 1) C N(T") il existe alors un élément p, € N(T") , avec
lnll =1 tel que :

lon = @l >1—¢ (2:2)

pour tout p,—1 € N(T" ') et e € [0,1]
En général pour tout suite p, € N(T"), on a la relation suivante :

A0, — Aol = llon — Ton — om + Tom|| > 1 —¢,¥n >m

car les éléments de la suite (@, — Tom + Tpn) appartiennent au sous espace
N(T"Y) En effet par composistion par T" !

Tn_l(spm - TSOm + T@n) = Tn_lSpm - TnSOm + TnSOn =0
et cela due a la relation :

om € N(T™) C N(T" Y € N(T"), etp, € N(T")
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2.2. APPLICATIONS LINEAIRES COMPACTES Chapitre 2

la suite @, étant bornée, en vertu de la compacité de l'opérateur A, on peut
extraire de la suite Ap, qu’est une sous suite convergente. Contradiction avec
(2.2). Il est a remarque qu’on a montré que N(T" 1) = N(T™) , il reste a
démontrer que : N(T™) = N(T"). En effet on prend :

o€ N(T") = T =T"(Ty) =0,douTe € N(T") = N(T" )
cela signifie que :
Tee N(T" Y =T (Tp)=T"¢ =0= p c N(T")

donc N(T™1) C N(T™)

L’inclusion inverse est toujours vraie d’aprés (2.1) d’ou 'existence d’un entier
p € N tel que :

N(TP) = N(TP™Y) = N(T?*?)... ou lentier p € N est donné par :

p=mink € N telqueN(T") = N(T*)
Théoreme 2.2.5. L’image de l'opérateur T défini par :
R(X) ={V =Ty telleque p € X'}
est un sous espace fermé.

preuve 3. Il est aisé de voir que l'image de 'opérateur linéaire T' est un sous
espace. Soit f un élément de la fermeteure de T(X) alors il existe une suite f,
de l’ensemble T'(X) telle que converge vers f

En d’autres termes il existe une suite p, de X telle que :

TSOn = fn;

avec la relation : lim,, o T, = lim,, ., f, = f Aussi pour chaque p, on peut
choisir une fonction meilleur approximation X, de l'espace R(T) telle que :
[0 = Xull = intaenn) 0w — X|| o suite &, définie par 3, = @, — X, pour
n € N :est une suite bornée. En effet supposons que p, est non bornée alors il
existe une suite Q) telle que ||G,|| > k pour tout k € N :Définissons la suite
bornée n donnée par :

\Ifk: an(k) , ke N

et de la norme égal a lunité |Vl = 1 : L'opérateur A étant compact il existe
alors une sous suite \Ifk(j) sott convergente
AV — W € X, lorsque j — oo de plus on a :

[T = == =
1ne k

> 0 lorsque k — o0
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La convergence de la suite T'p, implique celle T'p, qui donne en particulier
la convergence et de la sous suite T'oupy Dot la tandance de la suite Ty
[’élément nul.
Autrement dit pour tout sous suite Wy;) on a la convergence des suites AWy
vers l’élément

TV — 0lorsque j — oo

ce qui tmplique d’aprés Uexprission T =1 — A la convergence de la sous suite
Yy

Uiy = (T () + AVyy) — U, lorsque j — o0
due a la continuité de ['opérateur T' et a [’équation précédente on a :
nli_r>noo T‘Ifk(]) =TV =0
Aussi de la relation : (X + ||Pn || — ¥) € N(T'),Vk € N on trouve :

@nk Spnk _Xnk
Hwk—\mw:H*(—w = || e )
1
- = ngnk _Xnk: _\PH@nk HH
| @ng || E) T 08 ®)
I @nge "5 *) *)
= inf HSOn—XH
[ @nry | weN (D)
1
= ||son—x =1

cela oppose le fait que Wiy — \If € X lorsque k — o0

donc la suite @, est bornée et puisque A est compact on peut trouver une sous
suite Oy telle que : Ay ) converge lorsque j — 0.

Du fait que T@py — f larsque k — oo et de la relation

@n( k) — T@n Agpn
on obtient la convergence suivante : @pg) — ¢ € X, lorsquek — oo
La continuité de l'opérateur T' nous donne : T@,) — Tp € X,
lorsque k — oo d’ou f =Ty € T(X) 1l en résulte :
T(X)=T(X)

Théoréme 2.2.6. La suite d’ensemble des images R(T), R(T?),...R(T")... est
une suite décroissante et ne contient qu’un nombre fini d’ensembles distinsts.
Autrement dit il existe un entier ¢ € N tel que :

XD R(T) D R(T* > ... D> R(TY) = R(T*™) =
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le nombre q est appelé le nombre de Reisz de 'opérateur compact A pour [’en-
semble des images R(T™), est donné par :

¢ =mink € N, telqueR(T*) = R(T**)

Lemma 2.2.1. Le nombre de Reisz p pour l’ensemble des noyaux N(TP) et le
nombre de Reisz q pour 'ensemble des images R(TY) sont égauzx, autrement dit :

Théoréme 2.2.7. Les sous espaces N(T") et R(T") sont supplémentaires,
autrement dit que : X = N(T")@® R(T") ou r est le nombre de Riesz.

preuve 4. Pour tout élément W € X on a :
VeX=>TVeRT)=..=R(T"
d’ou l’existence d’une fonction oy telle que :
T = T = T"(U = T'1) = 0 = 95 = [ — Ty
d’ou il vient :
U=+ T"¢p1, /2 € N(T") et T"¢p1 € R(T").

et pour tout élément W € N(T")NR(T"), on a ¥ € N(T") et ¥ € R(T")
l’existence d’une fonction ¢ telle que :

U=Tp=TV=T"p=0doncypc NT")=..=N(T")
d’ot il vient W =T"p =0

Lemme 1. 1) L'opérateur T = I — A est injectif si seulment si, T" est
injectif pour tout r € N
2) L'opérateur T'= 1 — A est surjectif si seulment si, r € N est surjectif
pour tout r € N

Théoreme 2.2.8. Soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui
méme alors L’opérateur T'= 1 — A est injectif si et seulment si, il est surjectif,
et de plus Uopérateur nverse T-' = (I — A)~!

défini de X dans X est borné.

preuve 5. Supposons que l'opérateur T injectif alors l'opérateur T" est aussi
injectif pour tout entier r =p =gq

{0} = N(T) = N(T*) = .N(T") = ..
et avec la relation suivante X = N(T")@® R(T") linjectivité de l’opérateur T

nous assure celle de l'opérateur T" d’aprés le lemme précedent, d’ou la surjectivité
de Uopérateur T qui nous assure celle de T
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Théoréme 2.2.9. Soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui
meéme alors, pour que [’équation non homogéne :

Ty =p—Ap=f, (2.3)

pour que [’équation non homogéne : © € X pour tout f € X, il faut et suffit
que [’équation homogéne
To=p—Ap=0 (2.4)
admette la solution trivaile p =0

preuve 6. En effet, supposons que ['équation (2.3) admette une solution pour
tout f € X |, cela veut dire que [l'opérateur T est surjectif et le nomber de
Riesz r est nul. D’ou Uinjectivité de lopérateur T, autrement dit l’équation (2.4)
ademette la solution trivaile p = 0. Réciproquement, supposons que l’équation
(2.4) ademette uniquement la solution trivaile ¢ = 0,cela veut dir que 'opérateur
T est injectif et le nomber de Riesz r est nul. D’ou I’surjectivité de l'opérateur
T et par conséquent la bijectivité de cet opérateur. Autrement dit ’existence et
Uunicité de la solution de l'equation (2.3).

2.3 La compacité des opérateurs intégraux

Désignons B la boule unité de C|a, b], de monter que notre opérateur A est
compact on s’inspire du théoreme d’Arzela-Ascoli, il suffit d’établer que :
1) H = A(B) est équicontinu.
2) pour tout x € [a, b], 'ensemble H = p(z)/¢ € H est relativement compact.
On remarque en premier que K est uniformément continue sur [a, b][a, b] :
Pour tout de B et tout ¢ de B et tout z,x dela,b], ,on écrit :

!

[Ap(z) = Ap(z)| = I/ab[K(fc,y) — K(z,y)le(y) dy|
[ 1K (,y) = K )W) dy
< [y - K@ v)l dy

La continuité uniforme de la noyau K sur [a, b][a, b] permet d’associe a
tout réel € > 0 et autre réel a > 0 sorte que :

IA

€
b—a

‘QT—ZU/‘ S o = ‘K(l’,y) _K(x/vy)‘ S
Danc :

Ve >0,3a > 0,3z, €[a,b] : |Jz—2 | < a= |Ap(zx)—Ap(x)| < e,Vo € B

ce qui signifie que H est équicontinu.
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Passons a la seconde condition
Pour que 'ensemble :{H = g(z) = Ap(z), ¢ € B} soit relativement com-
pact. Il suffit qu’il soit borné calculons a cet effet :

9()] = [ Ao(@)| = | [ K(z.v)ely) dyl < [/ sup K (v, y)|dy < (b—a)M
z,y€G
Ou : M = sup |K(z,y)]
z,y€G

Il apparait ainsi que H, est borné, ce qui achéve la démonstration.

2.4 Classification des equations integrales

2.4.1 equations integrales lineaires

Définition 2.4.1. (equations integrales lineaires) On appelle équation intégrale
de Fredholm une équation, d une inconnue p(x) de la forme

h(a)ple) = f(a) + A [ K(x,t)p(t) di

ot f(x), K(x,t) sont des fonctions connues et X est un paramétere non nul, réel
ou complexe. La fonction h(x) détermine le type de I'équation intégrale.
i) St h(x) =0 on a écrit :

+A/ ) dt =0
et s’appelle équation intégrale de Fredholm de premiere espece.

it) Si h(x) = u = constante # 0 on a écrit :

uep(x) +A/ ) dt

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce.
i1i) ST h(x) # 0, est appelée équation intégrale de Fredholm de troisieme
espece.

Remarque 6. 1) si f(x) =0 est une homogéne.
2) si f(x) # 0 est une non homogéne.

Définition 2.4.2. On appelle équation intégrale linéaire de Volterra une équa-
tion de la forme :

hx)p(x) = fla) + A [* K (e, t)e(t) di

i) On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espece, si h(x) =0,
on a écrit;

)+ A [ K (2, t)p(t) dt =0
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it) On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espeéce, si h(x) = u =
constante # 0 on a écrit :

up () +)\/ dt

i) Si h(x) # 0, est appelée équation intégrale de Volterra de troisiéme espéce.
Remarque 7.
1) si f(x) =0 est une homogéne.
2) si f(x) # 0 est une non homogéne.

Remarque 8. L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l’équa-
tion intégrale de Fredholm , il suffit de prendre le noyau K vérifie la condition
K(z,t) =0, pourx <t :

Définition 2.4.3. (Equation intégrale de Wiener-Hoph)
On appelle équatz'on intégmle de Wiener-Hoph une équation de la forme :

+A/ (z — t)p(t) dt = f(x)

Définition 2.4.4. (Equatzon intégrale de Renwal)
L’équations z'ntégmles de la forme :

+A/ (z — t)p(t) dt = f(x)
sont appelées équatzon mtegmle de Renwal.

Définition 2.4.5. (Equation intégrale d’Abel)
On appelle équation intégrale linéaire d’Abel une équation de la forme

[P b=

a (x—1t)®

1 est une constante, 0 < a < 1.

2.4.2 Equation intégrales non lineaires

Définition 2.4.6. (Equation intégrale de Fredholm,)
L’équation intégrale non linéaire de Fredholm de premiere espéce prendre la
forme :

et second espece :

ou u = constante # 0
et troisieme espece de la forme :

h(a)elw) = @)+ A [ K, tolt) d
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Définition 2.4.7. (Equation intégrale de Volterra)
L’équation intégrale non linéaire de Volterra de premiere espéce prendre la
forme :

)+ A / (x,t,@(t) dt

et second espece :

up(x) )+ A / (x,t, o(t
et troisieme espece de la forme :
h(z)p(x) )+ A / (x,t,o(t) dt.
Remarque 9. 1) si f(x) =0, donc l’équation est dite homogéne.

2) si f(x) # 0, donc l’équation est dite non homogéne.

Définition 2.4.8. (Equation intégrale de Hammerstein)
On appelle équation intégrale de Hammerstein une équation de la forme :

)\/ (x,t,0(t) dt = f(z)

Définition 2.4.9. (Equatzon intégrale d’Abel) On appelle équation integrale
d’Abel une équation de la forme :

p(w) = [ (z=1)"g(p(®)dt
ot 0 < a < let g : [0,00] telque : g(0) =0 et g(x) > 0.

Définition 2.4.10. (Equation intégrale de Lalesco)
On appelle équation intégrale de Lalesco une équation de la forme :

(@) = f@) + [ [Ka(w, )p(t) + Kz, )2 (1) + .. Ku(w, )" ()]t

Définition 2.4.11. (Equation intégrale de Bratu) L’équation intégrale non
linéaire de Bratu prendre la forme :

= A / (z,t)efV (2.5)
b est un nombre positif donné et G(x,t) désigne la fonction de Green

(b—z)(t—a) t<x

b—a )

G(x,t) =

Proposition 5. Le solution de (2.5) comme solution I’équation dtQ £+ e =0
p(a) =p(b) =0

Théoréme 2.4.1. (Théoréme de Bratu) Pour chaque valeur de \ comprise
entre 0 et \y = (LSZ# I’équation (2.5) a deux solutions réelles et distinctes.
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2.5 Existance ’unicité

2.5.1 Contraction de 'opérateur
Soit 'opérateur intégral 7" donne par :
T, =p—Ap

I’existence et 1'unicité de la solution peut étre donnée par la série de Neumann,
pour vu que l'opérateur A soit une contraction (||A|l < 1)

Théoreme 2.5.1. Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace Banach X
dans lui méme, avec (||A|| < 1) et I est un l'opérateur identique dans X. alors
(I — A) admette un opérateur inverse borné, donné par la série de Neumann :

(T—A)" =3 At
k=0

de plus : |
I =A<
1—|A]
De la relation (||A|| < 1) on a la convergence absolue :
n 1
[—-A <Y A = ——
I =711 < 32 144 = =

Dans l'espace de Banach L(X; X), par conséquent la série de Neumann converge
en norm et défenit un opérateur linéaire borné S :

S=3 A"
k=0
Avec ||S] < m de plus S est linverse de (I — A). En effet utilisant les

notations (Ayg = I, A, = AAk_1) on peut voir que :

S(I— A Tim [ AN(I— A) = lim (I — A™) = I,

=0 n—-ao0
aussi : (L —A)S = lim (I — A)[i A4,
k=0
= lim (I - A" =1.

n—-aoo

puisque || AT < || Al — 0 lorsque n — oo.

2.5.2 Alternative de Fredholm

Définition 2.5.1. Soit Deux espaces normés X etY, munis d’une forme bili-
néaire non dégénérée (.,.) : XY — C sont appelés systéme dual, et est noté
par (X,Y) :
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Théoréme 2.5.2. Soit G C R Alors (C(G); C(G)) muni de la forme bilinéaire :

(0, 0) = | o(2)¥(x) do ¢,V € C(G).

est un systeme dual.

Définition 2.5.2. Soient (X1, X2) et (Y1, Ys) deux systémes duauz, Alors deux
opérateurs

(Ap, W) = (¢, BY)
A: Xy — Xy, B: Y] — Y, sont dit adjoint si pour tout p € X1,V € Yy

Théoreme 2.5.3. Soient (X1, X5) et (Y1,Ys2) deux systémes duaux. Si un
opérateur A : X1 — Xo admet un adjoint B : Y1 — Ys,alors B est unique, de
plus A et B sont linéaires.

Théoréme 2.5.4. Soit k un noyau continu ou faiblement continu. Alors, les
opérateurs intégraux suivants :

(Ap)(x) = [ K(z,y)¢(y) dy, = €C

B(0)(z) = [ K(y,2)¥(y) dy, = €G.
sont adjoints dans le systéme dual (C(G),C(G))

Théoréme 2.5.5. (Alternative de Fredholm) Soient A: X — X, B:y — Y
deuz opérateurs compacts adjoints dans un systéeme dual (X,Y) Alors, ou bien
I — A et I — B sont bijectives ou bien ont des noyaux non triviaur de dimension

finie
dimN(I —A) =dimN(I - B) e N

et leurs images sont données par :
(I —-A)x)=fex:(f,¥)=0,¥ € NI — B).

et :
U—=A)y)=gcy:(9,0) =0,0€ NI - A).

Corollaire 5. Soit G C R™ et soit k un noyau continu ou faiblement singulier.
Alors, ou bien les équations intégrales homogénes

plz) — /G K(z,y)py)dy y=0,z€G

et

U(z) - /G K(y,z)¥y)dy y=0,z€C
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n’ont que les solutions triviales p =0 et W = 0 et dans ce cas les equations in
homogenes

o) = [ K (@, y)ey)dy = f(z), z€G
et

U(w) - [ K(y,2)U(y)dy = g(x), z€G.

admettent une solution unique ¢ € C(G) et ¥ € C(G) respectivement pour
chaque m € N de solutions linéairement indépendantes et dans ce cas les
équations intégrales inhomogenes correspondantes sont résolubles si et seulement
S

| F@)p(z) dz = [ g(x)¥(x) dz =0
pour toute solution W de [’équation homogéne adjointe et toute solution ¢ de
[’équation homogéne respectivement.
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Chapitre 3

Etude numérique d’équation intégral

Les méthodes spectrale consistent une classe de la discrétisation spatiale des

équations différentielles, intégrales et intégro-différentielles. Elles cherchent des
solutions en termes d’une série des fonctions connues et réguliéres. A partir de
ses fonctions on peut distinguer deux types de méthodes, a savoir Galerkin,et
Collocation Une premiére des applications des méthodes spectrale aux EDPs
est celle de Silberman pour la modélisation de la metéorologie par I'approche
de Galerkin. Cependant, cette méthode n’est pas devenue pratique pour la
résolution des problémes non linéaires. Aprés, Orszag et Eliasen, Ma-chenhauer
et Rasmussen ont développé des méthodes de transformations pour évaluer la
somme de convolution (termes non linéaires).
Dans ce chapitre, on présente les méthodes spectrale (Galerkin et Collocation)
pour la résolution numérique des équations intégrales Nous exposons a la fois
la formulation intrinseque de ces méthodes et leur application pratique a 'aide
des exemples pour des domaines bornés. Le but de derniere partie est de
décrire des méthodes efficaces pour la résolution numérique ces équations. En
premier lieu, on présente la méthode de collocation par les polyndémes pour les
équations intégrales linéaires Fredholm . On présente en second lieu, la méthode
de collocation par les polynomes de Chebyshev pour les équations intégrales
de Fredholm du deuxieme espéce. En dernier lieu, on présente la méthode de
collocation par les polynomes de Legendre pour les mémes équations.

3.1 Principe des méthodes spectrale
On considére 1’équation intégrale de la forme :

u(x) = (Au)(x) + g(z), =€ Q. (3.1)

ou (Au)(x) = /Q K(z,t)u(t)dt et 2 est un fermé borné et X un espace complet

tel que : X = L?(Q) (ou bien X = C(2)) Les méthodes spectrale permettent
de traiter la dépendance spatiale, en décomposant les éléments de X sur une
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base des fonctions {¢;};>1 et on cherche :
N
un(x) =) cjpi(r) Vo € Q,
j=1

élément de 'espace By engendré par les N premiéres de base de telle sorte que
cette fonction approche la solution exact du ’eqoution.
On défni le résidu associé a 'approximation uy par :

Ry () = un(z) — (Auy) = g(2).

donc :
N

Ry(z) = 3 eidei(@) — [ K(x,t)p; dt} — g(x),

J=1
ce résidu serait nul si uy était la solution exact. On cherche donc @ le rendre

petit. Pour cela on impose que Ry soit nul en projection sur un sous-espace de
X de dimension N.

3.2 Convergence spectrale

Théoréme 3.2.1. Pour tout u € L2 (I)
Nh_r)noo |w — Pyu|| 2 = 0.

Quand I est borné, la preuve est directe Lorsque I n’est pas borné, la preuve est
plus délicate pour plus de détails.  [2]

On considére le cas de I = [—1,1] avec la fonction de poids w(zx) = 1 les
polynémes de Legendre P,(x). La projection orthogonale pour tout u(x) € L2 (1)

est

N 1
PNU(QZ) = Z ﬂkPk(a;), Up = T <U, P >%w .
=0 1Pl 72

Théoréme 3.2.2. Pour tout u(z) € L2[—1,1], p > 0, il existe une constante
C indépendante de N telle que :

| u— Pyullpz 1 g< CN7P [ |21 -

3.3 Méthodes de spectrale

L’objectif de cette section est de présenter des méthodes numériques basées sur
une approximation spectrale pour les équations intégrales. ces méthode cherchent
des solutions en termes d’une série des fonctions de la base polynomiale.
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3.3.1 Méthode de Galerkin

On applique la méthode de Galerkin lorsque a conditions le noyau d’intégrale
est régulaire Soient X = L?(Q) muni d’un produit scalaire (.,.) sur X
Dans cette méthode les {¢1, 2, ..., on } forment une base de X,,. En cherchant
uy dans X, engendré par les {¢1, @9, ..., on } , on est str de trouver une solution
vérifiant 1’équation Soit Py la projection orthogonale de X sur X,,. La méthode
de Galerkin consiste a résoudre le probléme approché suivant :

uy € X,
telleque PyRy = 0
avec Ry = uy — Auy —g.

[5]

3.3.2 Meéthode de collocation

Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a la résolu-
tion approchée de 1’équation opérateur

p—Ap=f (3.2)

consiste a chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension
finie, en exigeant que ’équation (3.2) soit vérifiée seulement sur un nombre
fini de points appelés points de collocation. En pratique, nous choisissons une
suite de sous espaces X, C X,n > 1 de dimension finie,généralement des sous

espaces de C'(G) ou de L*(G) soit {¥y, ¥y, ...¥,,} une base de X,,. On cherche
une fonction ¢, € X,, de la forme :

on(z) = Zlcj‘lfj(x), X €@q.
]:

Pour déterminer les coefficients (c;), on substituant, cette fonction dans 1'équa-
tion (3.2) et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ou le résidu :

ra(@) = pule) = [ K(z,0)eu(t) di — f(2)
- écj{xpj(x) — [ K (@, 0)0,() dt — f(x), X € G},

soit nul sur un systeme de noeuds 1, xs, ..., ,, € G (i.e. aux poits de collocation).
Ce qui conduit systématiquement & la résolution du systeme linéaire

> W) = [ K (o W) dic, = f(a). i =T

de la forme Ac = f. Evidemment, ce systéme admet une solution unique si le
det(A) est non nul, ce qui dépend d’ailleurs du choix des points de collocation.
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Exemple 5. On consédaire l’equation suivante :

o(r) = —€e" + /_11 e"o(x) dx.

admette une solution exacte p(x) = e* .
Les résultat donnée sur le tableau quand utilise un Polynomes de dégrée 10 :

Xt yi exacte | yi appro erreur
-1 0.36788 | 0.36789 | 6.7208¢°
075 | 0.47237 | 0.47237 | 2.3642e7 7
0.5 | 0.60653 | 0.60653 | 1.5892¢°
-0.25 0.7788 0.7788 | 2.0542¢°
0 1 1 3.8412¢~ 12
0.25 1.284 1.284 2.1861e~°
0.5 1.6487 1.6487 | 1.7999¢°

0.75 2.117 2.117 2.85¢~"
1 2.7163 2.7183 | 8.6253¢7°

solution par_poly chebyshev

solution exate
< solution appro

fix)=exp(x)
T

L L L L
-08 06 -04 -0

FIG (4)

L L
0.6 0.8 1
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Exemple 6. On consédaire l’equation suivante :

1

o(r) = 2° — 4o + T +/11(CII —t)p(x) dx

1

admette une solution exacte p(z) = 23 —2x + 1 .
Les résultat donnée sur le tableau quand utilise un Polynomes de dégrée 10 :

Tl Yyl exacte YL appro erreur
-1 2 2.0 2.2041e
-075 2.0781 2.0781 0
-0.5 1.875 1.875 0
-0.25 1 1.4844 1..4844 3.6734e~ %
0 1 1.0 3.6734e~ %
0.25 0.5156 0.5156 1.8367¢ 4
0.5 0.125 0.125 5.5101e~%
0.7 | -0.0781 -0.0781 3.6734e~%
1 0.00 | -1.102 ¢ | 1.102¢™%

solution par poly de Legendre

fix)=x-2%+1

£ 1 1 1
=] 08 06 04

02

02 0.4

(=11

FIG (5)

0.6 0.8 1

39



Conclusion

Nous avons procédé a I’étude numérique d’une équation intégral en la compa-
rant & des polynomes (Chebyshev et Legendre ...) et en utilisant I’aide logiciel
(MATLAB).

Nous avons ainsi pu montrer que le choix des polyndémes n’est pas lié ala nature

de la solution mais a la forme de I’équation
Il est possible d’élargir ce travail a d’autres équations différentielles et les

équations integro-différntielle.
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Abstract

This thesis is part of the mathematical field of the numerical study of
equations integrals. These equations are very interesting, because there is a
very close link between the latter and functional analysis and operator theory.
Els come from several fields of scientific research and mathematical modeling
very varied scientific phenomena such as : the dynamics, the physics of solids,
plasma physics, economics, etc. EIDs are difficult to solve analytically, so it is
necessary to obtain a approximate solution. The essential objective of this work
is to build methods numerical erases for the approximate resolution of these
equations, such as : the method of collocation, the Galerkin method. We applied
the collocation method by the Chebyshev or Legendre polynomials on the linear
Els Fredholm second species which is based on the projection methods

Key Words : Integral equations, Spectral methods, operator theory, Ortho-
gonal polynomials

Résumé

Cette mémoire s’inscrit dans le domaine mathématique de I’étude numérique
des équations intégrales. Ces équations sont treés intéressantes, car il y a un
lien trés étroit entre ces dernieres et ’analyse fonctionnelle et la théorie des
opérateurs. Les Els sont issues a partir de plusieurs domaines de la recherche
scientifique et de la modélisation mathématique des phénomenes scientifiques
tres varies tels que : la dynamique, la physique des solides, la physique des
plasmas, I’économie, etc. Les EIDs sont difficiles a résoudre analytiquement,
il est donc nécessaire d’obtenir une solution approchée. L’objectif essentiel de
ce travail est de construire des méthodes numériques effaces pour la résolution
approchée de ces équations, telles que : la méthode de collocation, la méthode de
Galerkin. On a appliqué la méthode de collocation par les polynémes Chebyshev
ou Legendre sur les Els linéaires Fredholm deuxiéme espéce qui est basée sur
les méthodes de projection

Mots Clés : Equations intégrale, Méthodes spectrale,théorie des opéra-
teur,Polynomes orthogonaux.
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