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Notations

L : Algèbre de Lie
[,] : Crochet de Lie
A : Algèbre Associative
µ : Associateur de la multiplication
P : Algèbre de P oisson
sl(n) : L′ensemble des matrices de trace zèro
gl(n) : L′ensemble des endomorphismes
Der : L′ensemble des drivation
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INTRODUCTION

Algèbre a d’abord été une branche des mathématiques qui concernait les règles d’opérations

sur les nombres et la résolution d’équations pour devenir en suite une théorie d’opérations ti-

rant des propriétés sur les êtres mathématiques en général. L’algèbre est basée sur des struc-

tures algébriques, comme la topologie. Plusieurs types d’algèbres existent et ont été étudés de

manière approfondie, notamment les algèbres de Lie, les algèbres associatives, les algèbres de

Poisson....

La théorie des groupes et algèbres de Lie commence à la fin du 19 ème siècle [10] avec

les travaux du mathématicien norvégien Sophus Lie (1842-1899). Il a participé à la création

de la théorie des symétries continue, qu’il a appliquées à la gé ométrie et aux équations

différentielles. On lui doit la cré ation de la notion d’algèbre de Lie, ainsi que des groupes

de Lie .Une algèbre associative est un espace vectoriel dans lequel est aussi dé finie une mul-

tiplication des vecteurs, qui possè de les propriété s de distributivité et d’associativité [1]. Un

espace vectoriel P est appelé une algèbre de Poisson si en plus de l’addition, il possè de deux

K-bilinéaires opérations qui sont liées par dérivation. Premièrement, en ce qui concerne la mul-

tiplication, P est une algèbre associative commutative, on désigne la multiplication par µ(a, b) (ou

a · b ou ab), où a, b ∈ P [11].

Deuxièmement, P est une algèbre de Lie. Les algèbres de Poisson sont la clé pour retrouver la

mécanique hamiltonienne et sont également centrales dans l’étude des groupes quantiques.l’étude

des groupes quantiques. Les algèbres de Poisson apparaissent naturellement dans différents do-

maines de l’algèbre, de la topologie et de la physique mathématique et ont re çu une importance

considérable au fil des ans. L’algèbre de Poisson est généralement définie comme une algèbre

commutative avec une crochet de Lie, et ces opérations sont né cessaires pour satisfaire la règle

de Leibniz. L’objectif de ce mé moire est de classifier les algèbres de poisson dans le cas com-

mutative et non commutative en dimension 2. Nous décrivons aussi les structures de Poisson en
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termes d’une seul application bilinéaire. On s’intéresse aussi aux classifications en dimensions

deux.

Le mémoire comporte troix chapitres. Dans le premier chapitre, on rappelle les bases de la

théorie des espaces vectoriels ainsi que les applications linéaires ullistrés par quelques exemples.

Le deuxième chapitre contient les notions sur les algébres de Lie et les algèbres associatives né

cessaires pour l’étude des algèbres de poisson, nous décrivons les algèbres de Poisson en utilisant

une seule opération bilinéaire via le principe de polarisation-dé polarisation, Nous montrons que,

les algèbres de Poisson admissibles, et seulement ces algèbres, donnent lieu à des algèbres de

Poisson via la polarisation. Dans le dernier chapitre, nous donnons la classification des algèbres

de Poisson en dimensions deux.
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Chapitre 1
Les espaces vectoriels

1.1 Dé�nition d’un espace vectoriel

On considère un ensemble E muni d’un loi de composition interne (+).

(x,y) ∈ E×E→ x+ y ∈ E,

et muni d’un loi de composition externe (sur le corps K ).

(α,x) ∈K×E→ α · x ∈ E.

Dé�nition 1.1.1. [5] On dit que E est un espace vectoriel surK si :

1. (E,+) est un groupe commutatif.

2. La loi externe (·) possède les propriétés suivantes :

(a) ∀α ∈K ∀(x,y) ∈ E2 α · (x+ y) = α · x+α · y,

(b) ∀(α,β) ∈K2 ∀x ∈ E (α+
K
β) · x = α · x+ β · x,

(c) ∀x ∈ E 1
K
· x = x.

les éléments de E sont appelés vecteurs et les élément de K sont appelés scalaires.
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CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS 7

C’est au mathématique et logicien italien Giuseppe Peano que nous devons la première dé�ni-
tion axiomatique d’un espace vectoriel sur le corps R.

Remarque 1.1.1. [5]

1. A�n de faciliter la distinction entre les scalaires et les vecteurs, nous avons convenu de noter en
gras les vecteur par exemple, les élément x,y,z,a,b, c désignent des vecteurs et α,β,γ,a,b,c des
scalaires.

2. On noteO
E
le vecteur nul. C’est un vecteur de E, C’est-à-direO

E
∈ E .Il ne faut pas le confondre

avec le zéro du corpsK.

3. On véri�e que tout C-espace vectoriel est aussi un R-espace vectoriel. De même, tout R-espace
est aussi un Q-espace vectoriel.

1.2 Principaux exemples d’espaces vectoriels

L’ensemble produit

[5] Considérons les espaces E1, ...,En sur le même corps commutatif K. Pour i ∈ {1, ...,n}, on note
+Ei et ·Ei les deux lois relatives à l’espace Ei . On peut alors enrichir l’ensemble produit E1 × ...×En
dé�ni par :

E1 × ...×En
déf
= {(x1, ...,xn)|x1 ∈ E1, ...,xn ∈ En}

d’une structure de K-espace vectoriel. Il su�t de munir E1 × ...×En des deux lois + et · dé�nies
pour tout (x1, ...,xn) et pour tout (y1, ..., yn) appartenant à E1 × ...×En et pour tout α appartenant à
K par :

(x1, ...,xn) + (y1, ..., yn)
déf
=

(
x1+E1y1, ...,xn+Enyn

)
(loi interne)

α · (x1, ...,xn)
déf
=

(
α·E1x1, ...,α·Enxn

)
(loi externe)

LeK -espace vectoriel ainsi dé�ni est alors quali�e d’espace produit desK-espace vectorielE1, ...,En.
En notant l’élément neutre de Ei pour l’addition +Ei pour i ∈ (1, ...,n), l’élément 0E1×...×En
de E1 × ...×En dé�ni par :

0E1×...×En
déf
=

(
0E1 , ...,0En

)
est l’élément neutre de E1 × ...×En pour l’addition + .

L’ensemble K[X] des polynômes surK

L’ensemble K [X] des polynômes à coe�cients dans K est un espace vectoriel sur K. La loi de
composition interne sur K [X] est l’addition de polynômes et la loi de composition externe est la
multiplication d’un polynôme par un élément de K. Les vecteurs de K [X] sont les polynômes et les
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CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS 8

scalaires sont les élément de K. Le vecteur nul est le polynôme

0
K[X]

déf
= (0

K
,0

K
, ...,0

K
....) ∈K [X]

cas particule :

L’ensemble K des n-uplets

[5] Soit n un entier non nul. On munit l’ensemble K
n dé�ni par :

K
n déf
= {(x1, ...,xn) | x1 ∈K, ...,xn ∈K}.

des deux lois + et · dé�nies pour tout (x1, ...,xn) et pour tout (y1, ..., yn) appartenant à K
n et

pour tout a ∈K par :

(x1, ...,xn) + (y1, ..., yn)
déf
= (x1+K

y1, ...,xn+K
yn) (loi interne),

α · (x1, ...,xn)
déf
= (α·

K
x1, ...,αn·Kxn) (loi externe).

muni de ces deux lois, l’ensemble produit Kn possède une structure de K−espace vectoriel. Il est
quali�é d’espace produit un vecteur de K

n est un n-uplet et on le note x = (x1, ...,xn). L’élément
neutre pour l’addition est le vecteur 0

K
n = (0

K
, ...,0

K
) ∈Kn que l’on note plus simplement

0 = (0, ...,0). Le corps K est lui-même un espace vectoriel sur K. La loi interne est l’addition dé�-
nie sur K et la loi externe est la multiplication dé�nie sur K. On ne peut pas, dans ce cas faire la
distinction entre les vecteurs (de l’espaceK) et les scalaires (du corps K).

L’ensemble des applications de I versK

[5] Soit I un ensemble non vide. Considérons l’ensemble des application de I vers K, que l’on
note A (I ,K), muni des deux loi (+) et (·) .

1. La première loi (+) est une loi de composition interne. À partir des applications f : I →K et
g : I →K, on dé�nit une nouvelle application f + g : I →K de la manière suivante :

x ∈ I (f + g)(x)
déf
= f (x)+

K
g(x).

2. La deuxième loi (·) est une loi de la composition externe sur K. À partir d’une application
f : I → K et d’un scalaire α ∈ K, on dé�nit la nouvelle application αf : I → K comme
suite :

x ∈ I (α · f )(x)
déf
= α×

K
f (x).

l’ensemble A (I ,K)muni de ces deux lois est un espace vectoriel surK (s’en convaincre. Les vecteurs
de A (I ,K) sont ici les applications de I vers K et les scalaires sont les éléments du corps K. Il ne
faut pas confondre une application f : I → K (c’est un vecteur de A (I ,K) ) avec sa valeur f (x)
en un élément x de I , qui est un scalaire. Le vecteur nul est l’application qui a tout x ∈ I associe
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CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS 9

0
K

. On l’appelle l’application nulle. Plus généralement, considérons un K-espace vectoriel E muni
des lois +E (loi interne) et ·E (loi externe). L’ensemble A (I ,K) des applications de I vers E muni de
deux opérations + et · dé�nies par tous f ,g ∈ A (I ,K) et pour tout α ∈K par :

∀x ∈ I
(
(f + g) (x)

déf
= f (x)+

E
g (x) et (α · f )

déf
= α·

E
f (x)

)
.

possède une structure d’espace vectoriel sur K. Le vecteur nul est l’application x ∈ I → 0
E
∈ E.

1.3 Propriétés élémentaires

Proposition 1.3.1. [5] Soit E un K-espace vectoriel on a :

— ∀α ∈K α · 0
E
= 0

E
,

— ∀x ∈ E 0
K
· x = 0

E
,

— ∀α ∈K ∀x ∈ E (−α) · x = −(α · x) = α · (−x),
— α ∈K ∀x ∈ E (α · x = 0

E
⇐⇒ (α = 0

K
ou = x = 0

E
)).

1.4 Dé�nition d’un Sous-espaces vectoriels

Dé�nition 1.4.1. [13] Soit V un espace vectoriel sur K, on dit qu’un ensemble E est un sous-espace
vectoriel de V si les quatres conditions suivantes sont satisfaites :

1. E ⊂ V .

2. E non vide.

3. E est stable pour l’addition vectorielle dans V , c’est-à-dire que :

∀(u,v) ∈ E2 u + v ∈ E.

4. E est stable pour la multiplication scalaire dans V , c’est-à-dire que :

∀(λ,u) ∈K×E λu ∈ E.

Il est important de remarquer qu’un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel V est lui-
même un K-espace vectoriel, pour les opération interne et externe sur V .
Le théorème qui suit donne une caractérisation des sous-espace vectoriels, de façon peu plus conden-
sée.

Théorème 1.4.1. [13] Soit V un espace vectoriels surK. Pour un sous-espace vectoriel de V , il faut et
il sui�ait que les trois conditions suivantes soient satisfaites :

— E ⊂ V ;

— 0
V
∈ E ;

— ∀(λ,µ) ∈K2, ∀(u,v) ∈ E2, λu +µv ∈ E.

9



CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS 10

Exemples et contre-exemple de sous-espaces vectoriels.

Exemple 1.4.1.

— F = {(x+ y) ∈R2 | x+ y = 0} est un sous-espace vectoriel de R2.(voir �gure 1)

"Figure 1"

1. (0,0) ∈ F,

2. (a) Si u = (x1, y1) et v = (x2 + y2) appartiennent à F.

(b) Alors x1 + y1 = 0 et x2 + y2 = 0,

(c) Donc (x1 + x2) + (y1 + y2) = 0,

(d) et ainsi u + v = (x1 + x2, y1 + y2) appartient à F,

3. (a) Si u = (x+ y) ∈ F et λ ∈R.

(b) Alors x+ y = 0 donc λx+λy = 0,

(c) d’ou λu ∈ F,

— Les seul sous-espaces vectoriel de R2 sont 0, R2 et les droit qui passent par l’origine.

— pour tout entier naturel n, à l’ensembleKn[t] des fonctions polynomiales de degré n , à coe�cients
dansK, est un sous-espace vectoriel de l’espace vectorielK[t].

Contre-exemples

Exemple 1.4.2.

1. F1 = {(x,y) ∈R2 | x+y = 2} n’est pas un s.e.v de R2. En e�et le vecteur nul (0,0) n’appartient
pas à F1. (voir �gure 2).

2. F2 = {(x,y) ∈ R2 | x = 0 ou y = 0} n’est pas un s.e.v de R2. En e�et u = (1,0),v = (0,1) ∈ F2,
mais u + v = (1,1) < F2 (voir �gure 3)

3. F3 = {(x,y) ∈R2 | x ≥ 0 et y ≥ 0} n’est pas un s.e.v de R2. (voir �gure 4).
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CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS 11

"Figure 2" "Figure 3" "Figure 4"

1.4.1 Intersection d’une famille de sous-espaces vectoriels

On appelle famille de sous-ensemble de E toute application

i ∈ I → Fi ∈ P(E).

Elle se note (Fi)i∈I .

Proposition 1.4.1. [4] Soient E un K espace vectoriel et (Fi)i∈I une famille (�nie ou in�nie) de sous-
espaces vectoriels de E. l’ensemble ∩i∈IFi est un sous-espaces vectoriel de E.

1.5 Indépendance linéaire

1.5.1 Famille liée et famille libre

Commençons par donner la dé�nition d’une famille liée et celle d’une famille libre dans le cas
ou la famille est �nie.

Dé�nition 1.5.1. [4] Soit f = (υi)16i6p une famille �nie de vecteurs d’un K-espace vectoriel E.

— La famille f est dite liée. si l’on peut trouver des scalaires α1,α2, ...,αp appartenant à K, dont
un au moins est non nul tels que :

α1υ1 +α2υ2 + ...+αpυp = 0E

On dit également les vecteurs υ1,υ2, ...,υp sont linéairement dépendants .

— Si la famille n’est pas liée, on dit qu’elle est libre (ou que les vecteurs sont linéairement indépen-
dants).

En d’autres termes, on dit qu’une famille �nie f = (υi)16i6p est libre si la seule possibilité pour
que la combinaison linéaire α1υ1 + ...+αpυp soit nulle, est que les coe�cients α1, ...,αp soient tous
nuls. En pratique,pour montrer que La famille f = (υi)16i6p est libre, on montre que la relation
(appelée relation de liaison)

α1υ1 +α2υ2 + ...+αpυp = 0E ,

entraine que
α1 = α2 = ... = αp = 0

K
.

11
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1.6 Espace vectoriel de dimension �nie

1.6.1 Familles génératrices et base

Dé�nition 1.6.1. Soit E un K-espace vectoriel et (u1, ...,up) une famille de vecteurs de E La famille
(u1, ...,up) est une famille génératrice de E si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs
u1, ...,up , c’est-à-dire si pour tout vecteur u ∈ E , il existe (λ1, ...,λp) ∈KP tel que :

u = λ1u1 + ...+λpup.

Dé�nition 1.6.2. On appelle base de E toute famille libre et génératrice de E.

Remarque 1.6.1. [4]

— Si B = (xi)i∈I est une base de E, alors tout x ∈ E s’écrit de façon unique comme combinaison
linéaire .

x =
∑
i∈I
αixi

Les scalaires (αi)i∈I s’appellent les coordonnées de x dans la base B.

— Si (ei)i∈I est une base de E et (fi)i∈I est une famille de F, alors il existe un unique u ∈ L(E,F) tel
que u(ei) = fi pour tout i ∈ I . De plus,

— u est injective si et seulement si (fi)i∈I est une famille libre de F ;

— u est surjective si et seulement si (fi)i∈I est une famille génératrice de F ;

— u est bijective si et seulement si (fi)i∈I est une base de F.

1.6.2 Dé�nition d’un espace vectoriel de dimension �nie

Dé�nition 1.6.3. On dit qu’un espace vectoriel E est de dimension �nie s’il existe une famille gé-
nératrice �ne de vecteurs de E. Dans le cas contraire, on dit que l’espace est de dimension in�nie.

Proposition 1.6.1. [5] Un K-espace vectoriel de dimension �nie possède au moins une base �nie et
toutes les bases d’un même espace de dimension �nie ont même cardinal.

1.6.3 Rang d’une famille �nie de vecteurs

Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension du plus petit sous-espace vectoriel contenant
tous ces vecteurs.

Soient E Un K-espace vectoriel et v1, ...,vp une famille �nie de vecteurs de E. Le sous-espace
vectoriel Vect (v1, ...,vp) engendré par v1, ...,vp étant de dimension �nie, on peut donc donner la
dé�nition suivante :

Dé�nition 1.6.4. Soit E un K-espace vectoriel et soit v1, ...,vp une famille �nie de vecteurs de E. Le
rang de la famille v1, ...,vp est la dimension du sous-espace vectoriel Vect (v1, ...,vp) engendré par les

12
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vecteurs v1, ...,vp.
Autrement dit :

rg(v1, ...,vp) = dim vect (v1, ...,vp)

1.7 Les applications linéaires

Dé�nition 1.7.1. [5] Soient E,F deux K-espace vectoriels. On appelle application de E vers F tout
application f : E −→ F véri�ant :

— ∀x,x′ ∈ E f (x+E x′) = f (x) +F f (x′),

— ∀x ∈ E ∀α ∈K f (α ·E x) = α ·F f (x).
Une application linéaire est encore appelée morphisme d’espaces vectoriels. On note L

K
(E,F) l’en-

semble des application linéaire de E dans F. On appelle forme linéaire une application linéaire d’un
K-espace E dansK .

1.7.1 Morphismes

Dé�nition 1.7.2. Soient E, F deuxK-espace vectoriel

? Soit f une application linéaire de E dans F . Si f est bijective alors on dit que f est un isomor-
phisme d’espace vectoriel et que E et F sont isomorphes par f .

? On appelle endomorphisme de E une application linéaire de l’espace E dans lui-même. On note
L
K
(E) l’ensemble des endomorphismes de E.

? En particulier .Si un endomorphisme f est bijective alors on dit que f est un automorphisme de
V l’espace E. On note gl

K
(E) l’ensemble des automorphismes de E.

Exemple 1.7.1. L’application ψ qui a un couple (x,y) de R2 scalaire x + iy de C est un morphisme
du R-espace C puisque d’une part, pour tout (x,y) ∈R2 et pour (x

′
, y
′
) ∈R2.

ψ((x,y) +
R
2 (x

′
, y
′
)) = ψ((x+ x

′
, y + y

′
))

= (x+ x
′
) + i(y + y

′
) = x+ iy + x

′
+ iy

′

= ψ((x,y)) +
C
ψ((x

′
, y
′
))

et d’autre part , pour tout (x,y) ∈R2 et pour tout α ∈R.

ψ(α ·
R
2 (x,y)) = ψ((αx,αy))

= αx+ i(αy) = (α(x+ iy)
= α ×

C
ψ((x,y))

remarquons que l’application ψ : R2 −→ C est injective. En e�et, de ψ((x,y)) = ψ((x
′
, y
′
), c’est-à-dire

de x+ iy = x
′
+ iy

′
. il vient immédiatement x = x

′
et y = y

′
c’est-à-dire

(x,y) = (x
′
, y
′
)

13
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L’application ψ :R2 −→ C est aussi surjective puisque à tout z ∈C on peut associer le couple
(Re(z), Im(z)) ∈R2 tel que :

ψ((Re(z), Im(z))) = Re(z) + i × Im(z) = z.

L’application ψ :R2 −→ C est donc bijective. C’est un isomorphisme de R2 dans C. Les deux R-espace
vectoriels R2 et C sont isomorphes.

1.8 Image et noyau

1.8.1 Image d’une application linéaire

Soit f une application de E dans F et A une sous-ensemble de E. On rappelle que l’image par f
de A, que l’on note f (A) est le sous-ensemble de F dé�ni par :

f (A) = {f (x) | x ∈ A}.

Si l’ensemble A ne possède aucune structure algébrique particulière et si f est une application quel-
conque alors, a priori, l’ensemble f (A) ne possède lui non plus aucune structure algébrique remar-
quable. En revanche, la situation est di�érente si A possède une structure de sous-espace vectoriel
et si f est une application linéaire. On a le résultat suivant :

Proposition 1.8.1. Soient E et F deux K-espace vectoriel. Si A est un sous-espace vectoriel de E et si
f est une application linéaire de E dans F alors f (A) est un sous-espace vectoriel de F.

Corollaire 1.8.1. Soient E et F deuxK-espace vectoriel. Si f est une application linéaire de E dans F
alors Imf est un sous-espace vectoriel de F.

1.8.2 Noyau d’une application linéaire

Dé�nition à présent le noyau d’une application linéaire

Dé�nition 1.8.1. Soient E et F deuxK-espace vectoriel et f est une application linéaire de E dans F.
L’ensemble des vecteurs de E qui ont pour image 0F par f est appelé noyau de f et se note Kerf .
En d’autres termes :

Kerf = {x ∈ E | f (x) = 0F}.

La propriété de linéarité de l’application f nous assure que l’ensemble Kerf n’est jamais vide.
En e�et ,

0E ∈ Kerf .

De la linéarité de f , on déduit également la propriété suivant.

Proposition 1.8.2. Soient E et F deux K-espace vectoriel. Si f est une application linéaire de E dans
F alors Kerf est un sous-espace vectoriel de E.

14
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Exemple 1.8.1. Soit f :R2 −→R
3 l’application linéaire dé�nie par f (x,y) = (x+ y,x − y,x+ y).

• Commençons par déterminer le noyau de f .
(x,y) ∈ Kerf si et seulement si f (x,y) = (0,0,0)

x+ y = 0

x − y = 0

x+ y = 0

⇔

x+ y = 0

2x = 0

On déduit que Ker(f ) = (0,0), et en particulier que f est injective.
On déterminons maintenant l’image de f .
Un vecteur (u,v,w) est dans l’image de f si et seulement si :

∃ (x,y) ∈ R2, (u,v,w) = f (x,y)

⇔∃ (x,y) ∈ R2,


u = x+ y

v = x − y
w = x+ y

⇔∃ (x,y) ∈ R2,


u = x+ y

u + v = 2x

w − v = 0

⇔∃ (x,y) ∈ R2,


u − v
2

= y

u + v
2

= x

w −u = 0

On déduit que Im(f ) = (u,v,w) ∈R3;u −w = 0.
En particulier, (1,1,0) n’est pas dans Im(f ) .

1.8.3 Théorème du rang

Le théorème suivant est fondamental en algèbre linéaire. Nous l’utiliserons à de multiples re-
prises.

Théorème 1.8.1. Soient E unK-espace vectoriel de dimension �nie et F unK-espace vectoriel non
nécessairement de dimension �nie. Pour tout application linéaire f de E dans F, on a :

dim
K
(E) = dim

K
(Imgf ) + dim

K
(Kerf )

Remarque 1.8.1.
dim

K
(Imgf ) = rg(f )

15



Chapitre 2
Algèbres de Poisson

2.1 Algèbres

Dé�nition 2.1.1. SoitK un corps commutatif. On appelleK-algèbre toutK-espace vectoriel Amuni
d’une loi de composition interne (x,y) 7−→ xy appeléemultiplication telle que l’application
A×A 7−→ A , (x,y) 7−→ xy , soit K-bilinéaire.
On dit que :

1 L’algèbre est associative si la multiplication est associative.

2 L’algèbre est commutative si la multiplication est commutative

3 L’algèbre est unitaire si la multiplication possède un élément unité.

Toute algèbre associative unitaire est un anneau

Exemple 2.1.1. [6] K est uneK-algèbre.

Exemple 2.1.2. [6] Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Alors l’espace L (E) des applications
K-linéaires de E dans lui–même muni de la composition des applications est uneK-algèbre unitaire.

Exemple 2.1.3. [6] SoitE un espace vectoriel sur un corpsK . Alors l’espaceL (E) des applicationsK-
linéaires deE dans lui-même muni du produit appelé crochet [f ,g] = f ◦g−g ◦f est uneK-algèbre.
Cette algèbre n’est ni associative, ni commutative, ni unitaire si dim

K
E � 2 .

Dé�nition 2.1.2. [6] Soit A et B deuxK-algèbres associatives unitaires. On appelle

(a) homomorphisme de A dans B toute application K-linéaire f : A −→ B qui soit aussi un
homomorphisme d’anneaux.

(b) isomorphisme de A dans B toute bijection f : A −→ B telle que f soit un homomorphisme
d’algèbres ; dans ce cas f −1 est aussi un homomorphisme d’algèbres

Dé�nition 2.1.3. [6] Soit A une K-algèbre associative unitaire. On appelle sous-algèbre de A tout
sous-espace vectoriel B de A qui soit en même temps un sous-anneau de A.

16
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Proposition 2.1.1. Si A est uneK-algèbre unitaire non nulle, l’application ϕ : K −→ A ,
λ 7−→ λ · 1A est un monomorphisme de K-algèbres. On peut donc dans ce cas identi�er K à une
sous-algèbre de A ; moyennant cette identi�cation, la loi externeK×A −→ A est la restriction àK×A
de la multiplication de A , c-à-d :

λ · x = (λ · 1A) x.

Preuve En e�et on a
ϕ (λ+µ) = (λ+µ) · 1A = λ · 1A +µ · 1A = ϕ(λ) +ϕ(µ) par dé�nition d’un espace vectoriel.
ϕ(λµ) = (λµ) · 1A = (λµ) · (1A1A) = (λ · 1A)(µ · 1A) = ϕ(λ)ϕ(µ) par bilinéarité de la multiplication.
ϕ(1k) = 1k · 1A = 1A par dé�nition d’un espace vectoriel.
Prouvons maintenant que ϕ est injectif. Supposons que ϕ(λ) = 0 ; alors λ · 1A = 0 ; si λ , 0, on a
λ− 1 · (λ · 1A) = 0 d’où 1A = 0 et par suite A = 0 contrairement à l’hypothèse ; donc λ = 0 .
En�n par bilinéarité on a λ · x = λ · (1Ax) = (λ · 1A)x.

2.2 Dé�nitions de Base et Propriétés

2.2.1 Algèbres de Lie

Dé�nition 2.2.1. [10] Une algèbre de Lie (réelle ou complexe) est un espace vectoriel L a valeurs dans
k =R ou C muni d’une opération [ , ] : L×L→L qui jouit des propriétés suivantes :

1 Bilinéarité pour tout a,b ∈ K ∀x,y,z ∈ L :

(a) Bilinéarité à gauche

[ax+ by,z] = a [x,z] + b [y,z] ,

(b) Bilinéarité à droite

[x,az+ by] = a [x,z] + b [x,y] ,

2 Antisymétrique pour tout x,y ∈ L :

[x,y] = − [y,x] ,

3 Pour tout x,y,z ∈ L :

[x, [y,z]] + [y, [z,x]] + [z, [x,y]] = 0.

Le produit [x,y] est appelé le crochet ou le commutateur de x et y. L’identité (3) est appelé l’identité de
Jacobi.

�x,y,z [[x,y] , z] = 0.

Exemple 2.2.1. [10] Tout espace vectoriel E peut être muni d’une structure d’algèbre de lie en posant :

∀x,y ∈ E, [x,y] = 0.

Une telle algèbre de Lie, où le crochet de Lie est identiquement nul, est appelée abélienne.
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Proposition 2.2.1. Le crochet [x,y] est une fonction bilinéaire alternée de x,y. On a donc :

1. La propriété [x,y] = − [y,x] est équivalent à [x,x] = 0,

2. De sorte que l’identité de Jacobi peut s’écrire :[x, [y,z]] = [[x,y] , z] + [y, [x,z]] .

Démonstration 2.2.1.

1.

— La première implication on pose : y = x.

— La deuxième En e�et ;pour tout x,y ∈ L, on a :

[x+ y,x+ y] = 0,

par la bilinéarité :
[x,x] + [x,y] + [y,x] + [y,y] = 0,

on sait que [x,x] = 0 et [y,y] = 0.
Donc :

[x,y] + [y,x] = 0

d’où
[x,y] = −[y,x].

2.
[x, [y,z]] + [y, [z,x]] + [z, [x,y]] = 0

⇔ [x, [y,z]] = −[y, [z,x]]− [z, [x,y]]
⇔ [x, [y,z]] = [[x,y], z] + [y, [x,z]].

2.2.2 Sous algèbres de Lie ,idéaux

Dé�nition 2.2.2. [10] Une K-sous algèbre de Lie h de L est un K-sous espace vectoriel de L stable
pour le crochet [ , ] telle que :

[h,h] ⊂ h, où encore ∀x,y ∈ h, [x,y] ∈ h.

Exemple 2.2.2. [1] Soit sl(n) le sous-espace de gl(n) constitué de matrices dont la trace est nulle.
Puisque T r(AB) = T r(BA), l’ensemble sl(n) est fermé sous [x,y] = xy−yx, et est donc une algèbre de
Lie.

Dé�nition 2.2.3. [10] Un idéal de algèbre de Lie L est un K-sous espace I de L tel que :

[I,L] ⊆ I (c’est-à-dire) ∀x ∈ I,y ∈ L, [x,y] ∈ I.

Exemple 2.2.3. L’algèbre de Lie des matrice de trace nulle sl (n,C) est un idéal de l’algèbre des matrices
M(n,C) , puisque

[M(n,C) , M(n,C)] = sl(n,C).

18
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2.2.3 Morphisme d’algèbres de Lie

[10] Un morphisme d’algèbres de Lie (entre deux algèbres de Lie ) L1 et L2 est une application
linéaire ϕ qui conserve le crochet de Lie , ϕ : L1→L2 telle que :

ϕ([a,b]1) = [ϕ(a),ϕ(b)]2, ∀a,b ∈ L

1 Un isomorphisme (d’algèbres de Lie ) est un morphisme bijectif , son inverse étant alors un
morphisme bijectif . Deux algèbres de Lie sont dite isomorphes s’il existe un isomorphisme de
l’une sur l’autre .

2 Un automorphisme (d’algèbres de Lie ) est isomorphisme d’une algèbre de Lie dans elle-
même.
On note Aut(L) le groupe des automorphismes d’une algèbre de Lie L.

2.2.4 Dérivation d’algèbres de Lie

Dé�nition 2.2.4. [10] Soit L une algèbre de Lie , une dérivation de L est une application linéaire D :
L −→L véri�ant la propriété suivante :

D([x,y]) = [D(x), y] + [x,D(y)] pour tout x,y ∈ L,

où même
D (xy) = D (x)y + xD (y) pour tout x,y ∈ L.

Notation
L’espace des dérivations de L sur K noté par Der

K
(L).

Remarque 2.2.1. [10] On véri�e sans peine que l’ensemble Der
K
(L) des dérivation d’une algèbre de

Lie L est lui-même.

Proposition 2.2.2.

• La dérivation des somme égal a somme des dérivation

D(x+ y,z) =D(x,y) +D(y,z),

• La dérivation de αxy est égal a α dérivation xy

D(αxy) = αD(xy).
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Démonstration 2.2.2.

1. Par la dé�nition de la dérivation d’une algèbre de Lie ,on a :

D(x+ y,z) = (x+ y)D(z) +D(x+ y)z
= xD(z) + yD(z) +D(x)z+D(y)
= xD(z) +D(x)z+ yD(z) +D(y)
= D(x,y) +D(y,z).

2. Pour obtenir le deuxième égalité D(αxy) = αD(xy) , on a :

D(αxy) = αxD(y) +D(αx)y
= αxD(y) +αD(x)y
= α(xD(y) +D(x)y)
= αD(xy).

2.3 Algèbres de Lie nilpotentes et résolubles

On suppose désormais que toutes les algèbres de Lie sont de dimension �nie.
Soit L une algèbre de Lie. Si H et K sont deux sous-espaces de L, on note [H,K] le sous-espace
de L engendré par les vecteurs [x,y], où x ∈ h et x ∈ h. Ainsi par exemple, l’algèbre de Lie L est
abélienne si et seulement si [H,K] = 0.

2.3.1 Algèbres de Lie nilpotentes

Dé�nition 2.3.1. Soit L une algèbre de Lie surK. On pose pour tout entier j ≥ 0,Lj+1 = [L,Lj] avec
L0 = L. La suite décroissante d’idéaux L0 ⊇ L1, ...,⊇ Lj ⊇, ... est appelée la suite centrale déscendante
de L.

Dé�nition 2.3.2. Une algèbre de Lie L surK est nilpotente si la suite centrale descendante s’annule à
partir d’un certain rang, i,e s’il existe un entier k ≥ 1 tel que Lk = 0. Si Lk−1 , {0} etLk = {0}, on dit
que L est nilpotente de rang k

Exemple 2.3.1. Tout algèbre de Lie abélienne est nilpotente.

Corollaire 2.3.1. Soit L une algèbre de Lie nilpotent sur . Il existe une chaîne d’idéaux de L : L0 =
{0} ⊂ L1 ⊂ ... ⊂ Lr = L tels que dim(Lj = j et [L,Lj] ⊂ Lj−1 pour tout j Autrement dit, il existe une
base de L dans laquelle tout endomorphisme ρ(X),X ∈ L est une matrice triangulaire supérieure dont
tous les éléments diagonaux sont nuls.

Remarque 2.3.1. Évidemment si T est un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel V , Alors il
existe une base B de V dans laquelle T prend la forme d’une matrice triangulaire supérieure dont les
termes diagonaux sont nuls.
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2.3.2 Algèbre de lie rèsolubles

Dé�nition 2.3.3. Soit L une Algèbre de Lie sur K . On pose pour tout . La suite décroissante d’idéaux
est appelée la suite dérivée de K. On pose pour tout j ≥ 0, L(j+1) = [L(j),L(j)] avec L(0) = L. La suite
décroissante d’idéaux L(0) ⊇ L(1)... ⊇ L(j) ⊇ ... est appelée la suite dérivée de L

Dé�nition 2.3.4. Une Algèbre de Lie surK est résoluble si la suite des commutateurs s’annule à partir
d’un certain rang, i,e s’il existe un entier k , 1 tel que Lk = {0}.

Exemple 2.3.2.

— Toute Algèbre de Lie nilpotente est résoluble, puisque Lj ⊆ Lj pour tout j
— L’algèbre de Lie réelle des matrices triangulaires supérieures ( ou inférieurs ) est résoluble ( et

nilpotente si tous les termes diagonaux sont nuls).

Proposition 2.3.1. Soit L une Algèbre de Lie surK

1. Si L est résoluble alors L = [L,L].
2. Si L est résoluble alors L contient un idéal de codimension 1.

3. Si L est résoluble, tout sous-algèbre de L est résoluble. En particulier un idéal dans une algèbre
de résoluble est résoluble.

4. La somme de tout les idéaux résoluble L est l’unique idéal résoluble de L contenant tout les
résoluble de L.

2.3.3 Algèbre Associatives

Dé�nition 2.3.5. Soient A un espace vectoriel sur un corpsK et une application bilinéaire :

µ : A×A→ A.

le couple (A,µ) est appelé algèbre associative si la propriété suivante est véri�ée :

pour tous x,y,z ∈ (A) , µ (x,µ (y,z)) = µ (µ (x,y) , z) (associativité ) .

Remarque 2.3.2.

Si : µ(x,y) = µ(y,x) on dit que l’algèbre associativité est est commutative.

Exemple 2.3.3. L’espace des endomorphismes d’un espace vectoriel V muni de la loi ◦, (End (V ) ,◦)
est une algèbre associative.

Exemple 2.3.4. Pour Q un élément de l’espace des matrices carrées d’ordre n,M (n,K) on dé�nit sur
ce dernier l’application bilinéaire ×Q tel que :

×Q :M (n,K) × M (n,K)→ M (n,K)

pour tous A,B ∈M (n,K) , A×QB = AQB
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alors on aM(n,K) une algèbre associative.

Exemple 2.3.5. L’espace des fonctions de classes C∞ sur R muni de la loi classique produit ” · ”,
(C∞ (R) , ·), est une algèbre associative.

2.3.4 Sous algèbres Associatives, idéaux

Dé�nition 2.3.6. Un sous espace vectoriel h d’une algèbre associative (A,µ)est dit sous algèbre asso-
ciative de A si :

pour tous x, y ∈ h,µ (x,y) ∈ h

qui équivalent à :

µ (h,h) ⊂ h

Dé�nition 2.3.7. Un sous espace vectoriel I d’une algèbre associative A est dit idéal de A si :

pour tout x ∈ I et pour tout y ∈ V , µ (x,y) ∈ h

qui est équivalent à :

µ (I,A) ⊂ I

2.3.5 Morphismes d’algèbres associatives

Dé�nition 2.3.8. Un morphisme d’algèbres associatives est une application linéaire,

ϕ :A1→A2

où A1 et A2 sont deux algèbres associatives munis respectivement du produit µ1 et µ2, tel que :

pour tous x, y ∈ V ,ϕ (µ1 (x,y)) = µ2 (ϕ (x) ,ϕ (y)) .

Remarque 2.3.3. Soient A1 et A2 deux algèbres associatives sur un corps K , et soit

ϕ :A1→A2

un morphisme d’algèbres associatives.

1. Le noyau d’unmorphisme d’algèbres associatives,Ker (ϕ) = {x ∈ A/ϕ (x) = 0}, est un idéal
de A1 .

2. L’image d’un morphisme d’algèbres associatives, Im (ϕ) = {ϕ (x) ,x ∈ A} , est une sous al-
gèbre de A2.

Remarque 2.3.4. De toute algèbre associative A on peut construire une algèbre de Lie sur le même
espace vectoriel en dé�nissant

[x,y] = µ(x,y)−µ (y,x) .

.
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2.3.6 Dérivation d’algèbre associatives

Dé�nition 2.3.9. Une dérivation d’une algèbre associative (A,µ) sur un corps K est une application
linéaire de A dans A

D :A −→A,

tel que :
Pour tout x,y ∈ A,

D(µ(x,y)) = µ(Dx,y) +µ(x,Dy).

L’ensemble des dérivation de A est noté Der
K
A.

Exemple 2.3.6. Soit (A,µ) une algèbre associative triviale, tout morphisme de A dans lui même (en-
domorphisme de A )est une dérivation de A. Ainsi, Der

K
A = End(A).

2.4 Algèbres associatives nilpotentes

Dé�nition 2.4.1. [2] Une algèbre associative A est nilpotente si la chaîne des idéaux A ⊃ A2 ⊃
A3........ est �nie, si As , {0}, et As+1 = {0} alors s est le nilindice de A.

2.4.1 Algèbre de Poisson

Dé�nition 2.4.2. [11] Une algèbre de Poisson P est une algèbre associative commutative avec équipée
d’un crochet de Lie [ , ] qui satisfait à la règle de Leibniz :

[µ (x,y) , z] = µ (x, [y,z]) +µ (y, [x,z]) x,y,z ∈ P ,

Pour tout x,y,z dans L. Cette condition signi�e que, par rapport à chacune des deux variables, le
crochet de Poisson se comporte comme une dérivation par rapport à la multiplication. Nous désignons
une algèbre de Poisson par (P , [, ] ,µ).

Remarque 2.4.1. Si l’algèbre associativité est commutative alors l’algèbre de poisson est dit commu-
tative.

2.4.2 Morphisme d’algèbres de Poisson

Dé�nition 2.4.3. soit (P1, [, ]1,µ1), (P2, [, ]2,µ2) deux algèbre de Poisson, une application
ϕ : P1→P2 est un morphisme d’algèbre de Poisson si et seulement si :

∀x,y ∈ P1 :

1) ϕ
(
[x,y]1

)
= [ϕ (x) ,ϕ (y)]2,

2) ϕ (µ1(x,y)) = µ2 (ϕ (x) ,ϕ (y)) .
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Remarque 2.4.2.

1. Si la algèbre de Lie L est nilpotent alors la algèbre de poisson associe est nilpotent.

2.4.3 Polarisation desK-algèbres

Dé�nition 2.4.4. La technique de polarisation, introduite dans [15] , consiste à représenter une K-
algèbre à une opération donnée K-algèbre (A,∗) , sans symétrie particulière, comme une algèbre à deux
opérations, l’une commutative et l’autre anticommutative. Explicitement, dans ce qui suit, nous décom-
poserons la K-algèbre (A,∗), en utilisant :

1 µ (x,y) = x ∗ y + y ∗ x sa partie symétrique.

2 [x,y] = x ∗ y − y ∗ x sa partie antisymétrique.

Pour x,y ∈ A : Le triplet (A,µ, [, ]) sera appelé la polarisation de (A,∗) : La technique de polarisation
de [15] relie les algèbres faiblement associatives aux algèbres de Poisson non associatives.

Dé�nition 2.4.5. [7] Soit (x,y)→ x ·y une application bilinéaire surK-espace vectoriel P . L’associa-
teur A de · est la carte trilinéaire sur P donnée par :

A(x,y,z) = (x · y) · z − x · (y · z) .

Dans tout le mémoire, nous ne supposons pas que les algèbres sont associatives. Une telle algèbre est
appelée une algèbre non-associative (alors une algèbre non-associative peut être associative).

Proposition 2.4.1. [7] Soit (P , ·) uneK-algèbre. Dé�nissons les opérations [, ] et µ à valeur P sur P ×P
par

[x,y] =
1
2
(x · y − y · x) . (2.1)

µ (x,y) =
1
2
(x · y + y · x) . (2.2)

Alors (P , [, ] ,µ) est une algèbre de Poisson si et seulement si l’opération x · y satisfait à l’identité :

3As(x,y,z) = (x · y) · z+ (y · z) · x − (y · x) · z − (z · x) · y. (2.3)
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Démonstration 2.4.1. voir [8]

Dé�nition 2.4.6. [7] Nous appelons uneK-algèbre non-associative (P , ·) dont l’associateur satisfait à
l’équation (2.3) une algèbre de Poisson admissible.

Remarque 2.4.3. [7] Soit (P , ·) et (P ,?) des algèbres de Poisson admissibles dé�nissant lamême algèbre
de Poisson (P , [, ] ,µ). Alors x · y − y · x = x ? y − y ? x = 2[x,y] ,

x · y + y · x = x ? y + y ? x = 2µ (x,y) .

et x · y = x ? y car la caractéristique de K n’est pas 2.

Proposition 2.4.2. Chaque algèbre de Poisson (P , [, ] ,µ) est associée à précisément une algèbre de Pois-
son admissible (P , ·). C’est-à-dire les algèbres de Poisson admissibles et les algèbres de Poisson ordinaires
sont homomorphes.

Démonstration 2.4.2. D’après la proposition 2.2.1 et la remarque précédente, nous avons une corres-
pondance entre les algèbres de Poisson et les algèbres de Poisson admissibles.Il s’agit d’une correspon-
dance individuelle parce que si (P , [, ] ,µ) et (P , [, ]1,µ) donner la même algèbre de Poisson admissible
alors x · y − y · x = 2[x,y] = 2[x,y]1 ,

x · y + y · x = 2µ (x,y) = 2µ(x,y)1

Étant donné une algèbre de Poisson (P , [, ] ,µ), nous dirons que (P , ·) où

x · y = [x,y] +µ (x,y) .

Notation :
Nous appellerons le produit x·y le produit Poisson admissible ou le produit Poisson (ce qui est justi�é
par la Proposition (2.4.2) et nous désignerons (lorsqu’aucune confusion n’est possible) le produit
Poisson par XY au lieu de x · y .

Proposition 2.4.3. Une algèbre de Poisson admissible (P , ·) est �exible, c’est-à-dire que l’associateur
satisfait à

A(x,y,x) = 0.

pour tout x,y ∈ P .
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Chapitre 3
Classi�cation des Algèbre non commutatives
de Poisson en dimension 2

3.1 Variétés algébriques des algèbres

Soit A un K-espace vectoriel de dimension n et {e1, ..., en} une base de A. Une structure d’algèbre
sur A avec un produit µ est déterminer par les constantes de structure Ckij ,

où µ
(
ei , ej

)
=

n∑
k=0

Ckijek .

3.1.1 Variétés algébriques des algèbres de Lie

Si on veut que cette structure algébrique soit une structure d’algèbres de Lie , alors l’ensemble
des constantes de structure (Ckij) doit véri�er les conditions suivantes,

1. antisymétrique

[
ei , ej

]
= −

[
ej , ei

]
⇒

[
ei , ej

]
+
[
ej , ei

]
= 0 (3.1)

avec 

[
ei , ej

]
=

n∑
s=1

Csijes

[
ej , ei

]
=

n∑
s=1

Csjies

Alors l’équation (2.1) peut s’écrire comme :

n∑
s=1

Csijes +
n∑
s=1

Csjies = 0
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Comme {e1, ..., en} est une base alors les coe�cients de
n∑
s=1

(
Csij +C

s
ji

)
es = 0 sont nuls.

C-à-d :

Csij +C
s
ji = 0

2. Identité de Jacobi [
ei ,

[
ej , ek

]]
︸      ︷︷      ︸

I1

+
[
ej , [ek , ei]

]
︸      ︷︷      ︸

I2

+
[
ek ,

[
ei , ej

]]
︸      ︷︷      ︸

I3

= 0 (3.2)

I1 =

ei , n∑
l=1

Cljkel

 =
n∑
l=1

Cljk [ei , el]

=
n∑
l=1

Cljk

n∑
s=1

Csiles

=
n∑
l=1

n∑
s=1

CljkC
s
iles

I2 =

ej , n∑
l=1

Clkiel

 =
n∑
l=1

Clki
[
ej , el

]
=

n∑
l=1

Clki

n∑
s=1

Csjles

=
n∑
l=1

n∑
s=1

ClkiC
s
jles

I3 =

ek , n∑
l=1

l
ijel

 =
n∑
l=1

Clij [ek , el]

=
n∑
l=1

Clij

n∑
s=1

Cskles

=
n∑
l=1

n∑
s=1

ClijC
s
kles

Alors l’équation (2.2) peut s’écrire comme :

n∑
l=1

n∑
s=1

CljkC
s
iles +

n∑
s=1

n∑
l=1

ClkiC
s
jles +

n∑
s=1

n∑
l=1

ClijC
s
kles = 0

27



CHAPITRE 3. CLASSIFICATION DES ALGÈBRE NON COMMUTATIVES DE POISSON EN
DIMENSION 2 28

n∑
s=1

n∑
l=1

(
CljkC

s
il +C

l
kiC

s
jl +C

l
ijC

s
kl

)
es = 0

n∑
s=1

 n∑
l=1

(
CljkC

s
il +C

l
kiC

s
jl +C

l
ijC

s
kl

)es = 0

Comme {e1, ..., en} est une base alors :

n∑
l=1

(
CljkC

s
il +C

l
kiC

s
jl +C

l
ijC

s
kl

)
= 0

Exemple 3.1.1. [1] Soit L une algèbre de Lie et {x1,x2, ...,xn} est une base �xée de L. La classi�cation
des algèbres de Lie de dim n ≤ 4 est donnée par :

1. Dimension "2" :
L12 : [x1,x2] = x2

2. Dimension "3" :

L13 : [x1,x2] = x3
L23 : [x1,x2] = x2, [x1,x3] = αx3, α , 0
L33 : [x1,x2] = x2 + x3, [x1,x3] = x3

3. Dimension "4" :
L14 : x2, [x1,x3] = αx3, [x1,x4] = (1 +α)x4, [x2,x3] = x4
L84 : [x1,x2] = x3, [x1,x3] = x4
L94 : [x1,x2] = 2x2, [x1,x3] = −2x3

3.1.2 Variétés algébriques des algèbres Associatives

Si on veut que cette structure algébrique soit une structure d’algèbres associative , alors l’en-
semble des constantes de structure (D.kij) doit véri�er les conditions suivantes,

µ
(
ei ,µ

(
ej , ek

))
= µ

((
ei , ej

)
, ek

)
⇒ µ

(
ei ,µ

(
ej , ek

))
︸           ︷︷           ︸

A1

−µ
((
ei , ej

)
, ek

)
︸         ︷︷         ︸

A2

= 0 (3.3)

A1 = µ

ei , n∑
l=1

D ljkel

 = n∑
l=1

D ljkµ (ei , el)

=
n∑
l=1

D ljk

n∑
s=1

Dsiles

=
n∑
l=1

n∑
s=1

D ljkD
s
iles
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A2 = µ

 n∑
l=1

D lijel , ek

 = µ
 n∑
l=1

D lijel , ek


=

n∑
l=1

D lijµ (el , ek)

=
n∑
l=1

D lij

n∑
s=1

Dslkes

=
n∑
l=1

n∑
s=1

D lijD
s
lkes

Alors l’équation (3.3) peut s’écrire comme :

n∑
l=1

n∑
s=1

D ljkD
s
iles −

n∑
l=1

n∑
s=1

D lijD
s
lkes = 0

n∑
s=1

n∑
l=1

(
D ljkD

s
il −D

l
ijD

s
lk

)
es = 0

n∑
s=1

 n∑
l=1

(
D ljkD

s
il −D

l
ijD

s
lk

)es = 0

Comme {e1, ..., en} est une base alors :

n∑
l=1

(
D ljkD

s
il −D

l
ijD

s
lk

)
= 0

Exemple 3.1.2. [14] Tout algèbre associative de dimension 2 est isomorphe à l’une des algèbres sui-
vantes :

(I)


µ1 {e1, e1} = e1
µ1 {e1, e2} = e2
µ1 {e2, e1} = e2
µ1 {e2, e1} = 0

(II)


µ2 {e1, e1} = e1
µ2 {e1, e2} = e2
µ2 {e2, e1} = e2
µ2 {e2, e1} = e2
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Exemple 3.1.3. [14] Toute algèbre associative de dimension 3 est isomorphe à l’une des algèbres sui-
vantes :

(I1)



µ1 (e1, e1) = e1
µ1 (e1, e2) = e2
µ1 (e2, e1) = e2
µ1 (e2, e2) = e2
µ1 (e1, e3) = e3
µ1 (e3, e1) = e3
µ1 (e2, e3) = e3
µ1 (e3, e2) = e3
µ1 (e3, e3) = e3

(I2)



µ2 (e1, e1) = e1
µ2 (e1, e2) = e2
µ2 (e2, e1) = e2
µ2 (e2, e2) = e2
µ2 (e1, e3) = e3
µ2 (e3, e1) = e3
µ2 (e2, e3) = e3
µ2 (e3, e2) = e3
µ2 (e3, e3) = 0

(I3)



µ3 (e1, e1) = e1
µ3 (e1, e2) = e2
µ3 (e2, e1) = e2
µ3 (e2, e2) = e2
µ3 (e1, e3) = e3
µ3 (e3, e1) = e3
µ3 (e2, e3) = 0
µ3 (e3, e2) = 0
µ3 (e3, e3) = 0

(I4)



µ4 (e1, e1) = e1
µ4 (e1, e2) = e2
µ4 (e2, e1) = e2
µ4 (e2, e2) = 0
µ4 (e1, e3) = e3
µ4 (e3, e1) = e3
µ4 (e2, e3) = 0
µ4 (e3, e2) = 0
µ4 (e3, e3) = 0

(I5)



µ5 (e1, e1) = e1
µ5 (e1, e2) = e2
µ5 (e2, e1) = e2
µ5 (e2, e2) = e2
µ5 (e1, e3) = e3
µ5 (e3, e1) = e3
µ5 (e2, e3) = e3
µ5 (e3, e2) = 0
µ5 (e3, e3) = 0

3.1.3 Variétés algébriques des algèbres de Poisson

Pour le crochet de Lie et l’associativité les equations sont données .
La règle de Leibniz :

[
µ
(
ei , ej

)
, ek

]
= µ

(
ei ,

[
ej , ek

])
+µ

(
ej , [ei , ek]

)
⇒

[
µ
(
ei , ej

)
, ek

]
︸         ︷︷         ︸

L1

−µ
(
ei ,

[
ej , ek

])
︸         ︷︷         ︸

L2

−µ
(
ej , [ei , ek]

)
︸        ︷︷        ︸

L3

= 0 (3.4)

L1 =

 n∑
l=1

D lijel , ek

 = n∑
l=1

D lij [el , ek]

=
n∑
l=1

D lij

n∑
s=1

Cslkes

=
n∑
l=1

n∑
s=1

D lijC
s
lkes
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L2 = µ

ei , n∑
l=1

Cljkel

 = n∑
l=1

Cljkµ (ei , el)

=
n∑
l=1

Cljk

n∑
s=1

Dsiles

=
n∑
l=1

n∑
s=1

CljkD
s
iles

L3 = µ

ej , n∑
l=1

Clikel

 = n∑
l=1

Clikµ
(
ej , el

)
=

n∑
l=1

Clik

n∑
s=1

Dsjles

=
n∑
l=1

n∑
s=1

ClikD
s
jles

Alors l’équation (2.4) peut s’écrire comme :

n∑
l=1

n∑
s=1

D lijC
s
lkes −

n∑
l=1

n∑
s=1

CljkD
s
iles −

n∑
l=1

n∑
s=1

ClikD
s
jles = 0

n∑
l=1

n∑
s=1

(
D lijC

s
lk −C

l
jkD

s
il −C

l
ikD

s
jl

)
es = 0

n∑
s=1

 n∑
l=1

(
D lijC

s
lk −C

l
jkD

s
il −C

l
ikD

s
jl

)es = 0

Comme {e1, ..., en} une base alors :

n∑
l=1

(
D lijC

s
lk −C

l
jkD

s
il −C

l
ikD

s
jl

)
= 0

3.1.4 Classi�cation des Algèbres de Poisson non commutatives en dimen-
sion 2

Soit {e1, e2} une base de l’espace vectoriel sous-jasent.

3.2 Déroulement du programme

Rentrer la dimension et déclarer les constantes de structure du crochet de Lie et de la multipli-
cation.
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3.2.1 Cas non Commutativité

n = 2

CC = Flatten[Table[c[i, j,k], [i,1,n], [j,1,n], [k,1,n]]];

DD = Flatten[Table[d[i, j,k], [i,1,n], [j,1,n], [k,1,n]]];

• Antisymétrie

AntiC[i_, j_,k_] := (c[i, j,k] + c[j, i,k]);

AntiCSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[AntiC[i, j,k]], {i,n}, {j,n}, {k,n}]]];
Length[AntiCSyst]

• Identité de Jacobi

Jac[i_, j_,k_, t_] :=
n∑
s=1

(c[j,k, s]c[i, s, t] + c[k, i, s]c[j, s, t] + c[i, j, s]c[k,s, t]);

JacSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Jac[i, j,k, t]], {i,n}, {j,n}, {k,n}, {t,n}]]];

• Associativité

Ass[i_, j_,k_, t_] :=
n∑
s=1

(d[i,k, s]d[i, s, t]− d[i, j, s]d[s,k, t]);

AssSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Ass[i, j,k, t]], {i,n}, {j,n}, {k,n}, {t,n}]]];

• Compatibilité

Comp[i_, j_,k_, t_] :=
n∑
q=1

(d[i, j,q]c[q,k, t]− c[i,k,q]d[q, j, t]− c[j,k,q]d[i,q, t]);

CompSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Comp[i, j,k, t]], {i,n}, {j,n}, {k,n}, {t,n}]]];

Résolution

ZeroCD=Flatten[Table[0,i,1,n,j,1,n,k,1,n]] ;
(* fonction pour choisir les solutions acceptables *)
SolAcp[sol_] :=Module[q,st=}},
Forq=1,q ≤ Length[sol],q+ ++,
If [((CC//.ToRules[sol[[q]]]) ===ZeroCD|(DD//.ToRules[sol[[q]]]) ===ZeroCD),st=Union[st,q}] ;] ;
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;st=Table[st[[i]],i,Length[st]] ; st=Delete[sol,st]
;

Sol=Union[Sol] ;
Length[Sol] ;

Filtration

TousRuls=Reduce[Sol==0,Variables[Sol]]//LogicalExpand ;
TousRuls=(SolAcp[TousRuls])//ToRules} ;(*zidt pour �ltrer les solutions zeros*)
Print[Style[“Le nombre total de solutions du système global apré �ltration est : ”,15,Red,Bold,Background
→ Green],Length[TousRuls]] ;
Le nombre total de solutions du système global apré �ltration est : 2)

For[q=1,q≤ Length[TousRuls],q++,Print[“*************** Algèbre (”,q,“) ************** ”] ;
For [i = 1, i ≤ n, i++,
For [j = 1, j ≤ n,j ++,Print[e,i,“*”,e,j,“ =′′ , Sum[(c[i, j,k] //.TousRuls[[q]] e[k], k,1,n],“/”,‘{”,e,i,“,”,e,
j,“}”,“ =′′,Sum[(d[i, j,k]//.T ousRuls[[q]])e[k], k,1,n]]]]]

*********************************** Algèbre (1) ***********************************
e1 ∗ e1 = e[1]c[1,1,1]/{e1,e1} = 0
e1 ∗ e2 = e[2]c[1,1,1]/{e1,e2} = e[1]d[1,2,1]− e[2]d[1,2,1]
e2 ∗ e1 = e[1]c[1,1,1]/{e2,e1} = −e[1]d[1,2,1] + e[2]d[1,2,1]
e2 ∗ e2 = e[2]c[1,1,1]/{e2,e2} = 0
*********************************** Algèbre (2) ***********************************
e1 ∗ e1 = e[1]c[1,1,1]/{e1,e1} = 0
e1 ∗ e2 = e[1]c[1,1,1]/{e1,e2} = e[1]d[1,2,1]− e[2]d[1,2,1]
e2 ∗ e1 = e[2]c[1,1,1]/{e2,e1} = −e[1]d[1,2,1] + e[2]d[1,2,1]
e2 ∗ e2 = e[2]c[1,1,1]/{e2,e2} = 0

Donc les algèbres de Poisson non commutative en dimension 2 sont :

• Algèbre 1

µ1(e1, e1) = µ1(e2, e1) = αe1

µ1(e1, e2) = µ1(e2, e2) = αe2

[e1, e1] = [e2, e2] = 0

[e1, e2] = −[e2, e1]
= −β(e1 − e2)
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avec
α = C1

11 β =D1
12

• Algèbre 2

µ2(e1, e1) = µ2(e1, e2) = αe1

µ2(e2, e1) = µ2(e2, e2) = αe2

[e1, e1] = (e2, e2) = 0

[e1, e2] = −[e2, e1]
= −β(e1 − e2)

avec
α =D1

11 β = C1
12

3.2.2 Cas Commutativité

Classi�cation des algèbres de Poisson on dim 2 commutative
n = 2 ;

CC = Flatten[Table[c[i, j,k], [i,1,n], [j,1,n], [k,1,n]]];

DD = Flatten[Table[d[i, j,k], [i,1,n], [j,1,n], [k,1,n]]];

• Antisymétrie

AntiC[i_, j_,k_] : = (d[i, j,k] + d[j, i,k]);

AntiCSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[AntiC[i, j,k]], {i,n}, {j,n}, {k,n}]]]

• Identité de Jacobi

Jac[i_, j_,k_, t_] : =
n∑
s=1

(d[j,k, s]d[i, s, t] + d[k, i, s]d[j, s, t] + d[i, j, s]d[k,s, t]);

JacSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Jac[i, j,k, t]], {i,n}, {j,n}, {k,n}, {t,n}]]]

• Comutativité ass

34



CHAPITRE 3. CLASSIFICATION DES ALGÈBRE NON COMMUTATIVES DE POISSON EN
DIMENSION 2 35

Comas[i_, j_,k_] : = (c[i, j,k]− c[j, i,k]);
CommasSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Comas[i, j,k]], {i,n}, {j,n}, {k,n}]]]

• Associativité

Ass[i_, j_,k_, t_] : =
n∑
s=1

(c[i,k, s]c[i, s, t]− c[i, j, s]c[s,k, t]);

AssSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Ass[i, j,k, t]], {i,n}, {j,n}}, {k,n}, {t,n}]]]

• Compatibilité

Com[i_, j_,k_, t_] : =
n∑
q=1

(c[i, j,q]d[q,k, t]− d[i,k,q]c[q, j, t]− d[j,k,q]c[i,q, t]);

ComSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Com[i, j,k, t]], {i,n}, {j,n}, {k,n}, {t,n}]]]

Résolution

ZeroCD=Flatten[Table[0,i,1,n,j,1,n,k,1,n]] ;

SolAcp[sol_] :=Module[q,st=}},
For[q=1,q ≤ Length[sol],q++,
If [((AA//.ToRules[sol[[q]]])===ZeroAB |(BB//.ToRules[sol[[q]]])===ZeroAB |(CC//.ToRules[sol[[q]]])
===ZeroCD |
(DD//.ToRules[sol[[q]]]) ===ZeroCD),st=Union[st,q] ;] ;
] ;st=Table[st[[i]]},i,Length[st]] ;st=Delete[sol,st]
] ;

Sol=Union[Sol] ;

Filtration

TousRuls = Reduce[Sol== 0,Variables [Sol]] // LogicalExpand ;

Print [Style[“Le nombre total de solutions du système global apré �ltration est : ”,15,Red,Bold,Background
→ Green],Length[TousRuls]] ;
Le nombre total de solutions du système global apré �ltration est : 0

Remarque 3.2.1. on a pas des algèbres de poisson commutative en dimension 2.
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Conclusion
Ce mémoire, conçu en vue de l ′obtention du dipl ôme de Master en Mathématique

présente quelque propriétés des algèbres de poisson

Nous avons donner dans ce travail la classification des algèbres de poisson

et on va trouver deux algèbre dans le cas non commutative et zero algèbre dans le cas commutative.
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résumé
Le but de notre mémoire est de classifier les algèbre de poisson dans le cas
commutative et non commutative ,pour définir une algèbre de Poisson on a
besoin de définir l’algèbre de lie et l’algèbre associative . On donne aussi les

variété algébrique pour chaque algèbre. Nous classifions les algèbres de
Poisson en dimension deux dans le cas commutative et non commutative.

abstract
The aim of our paper is to classify the Poisson algebra in the commutative
and non commutative case, to define a Poisson algebra we need to define
the Lie algebra and the associative algebra. We also give the algebraic

variety for each algebra.
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