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Résumé

Dans ce mémoire on va étudier la composition dans l’espace de Besov critique (s = n/p)
dans le sens suivant : Si g une fonction de la variable réelle qui opère, par composition à gauche,
sur l’espace de Besov Bs

p,q(Rn) où 0 < s < 1, s = n/p, 1 ≤ p, q ≤ ∞, alors g est globalement
lipschitzienne.
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Notations

• N = {0, 1, 2, . . .} et N∗ = N− {0}.

• Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, · · · }.

• R l’ensemble des nombres réels et C l’ensemble des nombres complexes.

• C(Rn) désigne l’espaces des fonctions continues de Rn dans R.

• suppf = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}.

• supp (fg) ⊂ suppf ∩ suppg.

• C∞(Rn) = {f ∈ C(Rn) : Dαf ∈ C(Rn), α ∈ Nn}.

• D(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) : suppf est compact}.

• on rappelle que si α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn est un multi-indice, on note

∂αΦ = ∂|α|Φ
∂α1
x1 · · · ∂αnxn

= ∂α1+···+αnΦ
∂α1
x1 · · · ∂αnxn

pour x ∈ Rn, xα = xα1 · · ·xα2
• On définit le produit de convolution de fonctions par

f ∗ g(x) =
∫
Rn
f(x− y)g(y)dy

• Pour f ∈ S ′(Rn), on définit la transformé de Fourier de f par

F(f)(ξ) = f̂(ξ) =
∫
Rn
e−ixξf(x)dx

et la transformé de Fourier inverse de f par

F−1(f)(x) =
( 1

2π

)n ∫
Rn
eixξf(ξ)dξ

.
• La transformée d’une distribution T (notée F(T )),
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TABLE DES MATIÈRES Chapitre 0

en posant < F(T ), f >=< T,F(f) > ou

F(f)(ξ) = f̂(ξ) =
∫
Rn
e−ixεf(x)dx

• le nombre de combinaisons de m objet pris parmi l et sans remise est :

C l
m = m!

l!(m− l)!

• pour 1 ≤ p ≤ ∞, on note p′ le nombre réel tel que 1
p

+ 1
p′

= 1. (p′ est l’exposant conjugué
de p).
• soient 0 < p ≤ ∞ et 0 < q ≤ ∞ si fk(x) est une suite de fonctions à valeurs complexes

dans Rn, alors

‖fk‖Lp(`q) =‖ ‖fk‖`q ‖Lp=
(∫

Rn
(
∞∑
0
|fk(x)|q)

p
q dx

)
.

• inégalité de Maximum
Si f est une fonction localement Lebesgue-intégrable et à valeurs complexe sur Rn, alors

(Mf)(x) = sup
1
|B|

∫
B
|f(y)| dy

est la fonction maximale de Hardy-Littlewood, où le sup est pris sur toutes les boules
centrées en x.
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Introduction

Au cours des dernière décennies, la théorie des espaces fonctionnels a connue un développement
considérable et a été largement appliquée dans de nombreuses branches différentes de l’analyse
moderne telles que l’analyse harmonique, les équations aux dérivées partielles, la théorie de
l’approximation, etc. L’espace de Besov est généralement considéré comme une échelle très
générale d’espaces de fonctions. Il couvre différents types d’espaces fonctionnels classiques comme
cas particuliers, dont les espaces Lebesgue, espaces de Sobolev, espaces de Hardy,. . .(Voir par
exemple [9]).

L’étude de la caractérisation des fonctions qui opèrent sur un espace fonctionnel E est
appelée calcul fonctionnel dans E. De nombreux mathématiciens ont étudié le problème de la
composition dans les différents espaces fonctionnels. Pour les espaces Bs

2,2(R) avec 0 < s < 1/2,
cette étude a été commencée en 1965 par Igari [15], ce résultat est étendu aux espaces de Besov
Bs
p,q(Rn) par G.Bourdaud [4], [5], [6] et W. Sickel [16] et D.Kateb [2] aussi par Moussai et ses

collègues [11]. L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier l’opérateur de composition défini
par Tg := g ◦ f, telle que g : R −→ R avec g(0) = 0 et f ∈ Bs

p,q(Rn).

Ce mémoire est organisé en trois chapitres.
Le premier chapitre contient des notions de bases, quelques propriétés des espaces Lp de Lebesgue,
Schwartz S et des distributions tempérées.
Dans le deuxième chapitre, on donne la décomposition de Littlewood-Paley puis on définit
l’espace Besov avec quelques propriétés telles que : les inclusions, relations avec d’autres espaces
et des normes équivalentes.
Dans le dernier chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’opérateur de composition à gauche sur
l’espace de Besov critique, c’est à dire lorsque s = n/p, dans le sens :

Tg := g ◦ f, telle que g : R −→ R avec g(0) = 0 et f ∈ Bs
p,q(Rn)

avec 0 < s < 1 et p, q ∈ [1,∞[.
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Chapitre 1
Généralités

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles dans un cadre général les
espaces de Lebesgue, quelques inégalités classiques dans ces espaces et les propriétés et les outils
que nous allons utiliser.
Nous introduisons aussi l’espace de Schwartz S(Rn) et l’espace des distributions tempérées
S ′(Rn) et quelques propriétés essentielles. Nous donnerons ensuite la transformée de Fourier et
la formule d’inversion de Fourier, et leur propriétés dans S et S ′.

1.1 Espaces de Lebesgue
Définition 1.1 (Espace Lp(Ω)).
Soit Ω un ouvert de Rn. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞. On note L1 l’espaces des fonctions
intégrables sur Ω à valeurs dans Rn.

L1(Ω) =
{
f : Ω −→ R : f est mesurable et

∫
Ω
|f(x)| dx <∞

}
.

Muni de la norme :
‖f‖L1(Ω) =

∫
Ω
|f(x)| dx,

pour p 6=∞, on pose :

Lp(Ω) =
{
f : Ω −→ R : f est mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)

}
.

Muni de la norme :
‖f‖Lp =

[∫
|f(x)|p dx

] 1
p

,

et pour p =∞, on a :

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R : f est mesurable : ∃ C > 0 telle que |f | ≤ C p.p surΩ},

on définit :
‖f‖∞ = inf{C : |f(x)| ≤ C p.p.sur Ω}.

Remararque 1.1. Si f ∈ L∞ alors |f(x)| ≤ ‖f‖∞ p.p. sur Ω.
La remarque ci-dessus implique que ‖·‖∞ est une norme.
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1.1. ESPACES DE LEBESGUE Chapitre 1

Exemple 1.1.
- Si f est la fonction définie sur ]0,+∞[ par : f(x) = 1

x
. On a f /∈ L1(]0, 1[).

- Soit la fonction f définie sur ]0,+∞[ par

f(x) = 1
x(1− |ln x|) .

On a f ∈ L1(]0, 1[) mais f /∈ Lp(]0, 1[) pour 1 < p < +∞.
- Toute fonction f , continue et bornée sur Rn est de L∞.
- Toute fonction f , continue sur compacts est de L∞.

On va donner maintenant quelques inégalités classiques dans les espaces Lp, et qui seront
utiles pour la suite.

Soit p ∈]1,+∞[, il existe un unique q ∈]1,+∞[ tel que 1
p

+ 1
q

= 1. En effet, il suffit de prendre
q = p

p−1 . Notons que l’on a (p− 1)q = p et (q − 1)(p− 1) = 1. Notons aussi que si p = 2, alors
on a q = 2.

Lemme 1.
Soient p, q ∈]1,+∞[ tels que 1

p
+ 1

q
= 1. pour tout s ≥ 0 et t ≥ 0 on a :

st ≤ 1
p
sp + 1

q
tq,

st = 1
p
sp + 1

q
tq ⇐⇒ sp = tq.

Proposition 1.1. (Inégalité de Hölder)
Soient f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn) avec 1 ≤ p, q ≤ +∞. Alors f.g ∈ L1(Rn) pour 1 = 1

p
+ 1

q
et

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Démonstration. Si ‖f‖p = 0 ou ‖g‖q = 0, l’inégalité est triviale, donc on suppose ‖f‖p 6= 0 et
‖g‖p 6= 0. D’après le lemme 1, on a :

|f |
‖f‖p

|g|
‖g‖q

≤ 1
p

|f |p

‖f‖pp
+ 1
q

|g|q

‖g‖qq
,

donc on a : ∫
Rn

(
|f(x)g(x)|
‖f‖p ‖g‖q

)
dx ≤ 1

p ‖f‖pp

∫
Rn
|f(x)|p dx+ 1

q ‖g‖qq

∫
Rn
|g(x)|q dx

= 1
p ‖f‖pp

‖f‖pp + 1
q ‖g‖qq

‖g‖qq

= 1
p

+ 1
q

= 1.

Par conséquent, on a ∫
Rn
|f(x)g(x)| dx ≤ ‖f‖p ‖g‖q .
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1.1. ESPACES DE LEBESGUE Chapitre 1

Remararque 1.2. Le cas particulier où p = q = 2 dans l’inégalité de Hölder, donne l’inégalité de
Cauchy- Schwarz.

Théorème 1.2. (Inégalité d’interpolation)
Soit Ω un ouvert de Rn. Si f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ r ≤ q ≤ ∞, alors f ∈ Lr(Ω) pour
tout 1

r
= α

p
+ 1−α

q
et 0 ≤ α ≤ 1 :

‖f‖r ≤ ‖f‖
α
p ‖f‖

1−α
q .

Démonstration. On a 1
r

= α
p

+ 1−α
q

donc 1 = rα
p

+ r(1−α)
q

, on pose k = p
rα

et t = q
r(1−α) et |g| = |f |

r

donc
∫

Ω |g(x)| dx =
∫

Ω |g(x))|α |g(x)|1−α dx et 1 = 1
t

+ 1
k
.

Appliquons l’inégalité de Hölder 1.1
∫

Ω
|g(x)|α |g(x)|1−α dx ≤

(∫
Ω
|g(x)|kα dx

) 1
k
(∫

Ω
|g(x)|t(1−α) dx

) 1
t

,

donc
∫

Ω
|f(x)|r dx ≤

(∫
Ω
|f(x)|

p
rα
rα dx

) rα
p
(∫

Ω
|f(x)|

q
r(1−α) r(1−α) dx

) r(1−α)
q

= ‖f‖rαp ‖f‖
r(1−α)
q .

Alors
‖f‖r ≤ ‖f‖

α ‖f‖1−α .

Proposition 1.3. (Inégalité de Minkowski)
Soient f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lp(Rn) avec 1 ≤ p ≤ +∞ alors f + g ∈ Lp(Rn) et

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

Démonstration. On a :∫
Rn
|f(x) + g(x)|p dx =

∫
Rn
|f(x) + g(x)|p−1 |f(x) + g(x)| dx

≤
∫
Rn

(|f(x)|+ |g(x)|) |f(x) + g(x)|p−1 dx

≤
∫
Rn
|f(x)| |f + g|p−1 dx+

∫
Rn
|g(x)| |f + g|p−1 dx.

D’autre part, d’après l’inégalité de Hölder 1.1, on a :
∫
Rn
|f(x)| |f(x)d+ g(x)|p−1 dx ≤

(∫
Rn
|f(x)|p dx

) 1
p
(∫

Rn
|f(x) + g(x)|(p−1)q dx

) 1
q

,

et ∫
Rn
|g(x)| |f(x) + g(x)|p−1 dx ≤

(∫
Rn
|g(x)|p dx

) 1
p
(∫

Rn
|f(x) + g(x)|(p−1)q dx

) 1
q

,

par conséquent, on a :
‖f + g‖pp ≤ (‖f‖p + ‖g‖p)(‖f + g‖

p
q
p ).
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1.1. ESPACES DE LEBESGUE Chapitre 1

D’où on a
‖f + g‖

p− p
q

p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

Et puisque 1
p

+ 1
q

= 1 on a p = q(p− 1) et q = p
p−1 , donc

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

Remararque 1.3. (Inégalité de Young)
Soient p, q, r ∈ [1,∞] tels que 1

p
+ 1

q
= 1

r
+ 1, avec r ≥ p et r ≥ q alors pour tout f ∈ Lp(Rn) et

g ∈ Lq(Rn), on a
f ∗ g ∈ Lr(Rn) et ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Démonstration. Voir [8]

Proposition 1.4. (Inégalité de Bernstein)
Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞ et α ∈ Nn, il existe une constante C(α, p, q, n) ≥ 0 telle que pour
f ∈ Lp(Rn) avec suppF(f) ⊂ {x ∈ R, |x| ≤M}, on a∥∥∥f (α)

∥∥∥
q
≤ CM |α|+n( 1

p
− 1
q

) ‖f‖p .

Démonstration. Soit ϕ ∈ S(Rn) telle que ϕ(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1 on pose : ϕM (ξ) = ϕ( ξ
M

), telle que
ϕM(ξ) = 1 si |ξ| ≤M , on a :

ϕM(ξ)f̂ (α) = f̂ (α),

on pose : ϕM(ξ) = ĝ(ξ) on a :

F(g)F(f (α)) = F(f (α)), (1.1)

en appliquant l’inverse de Fourier, on obtient

F−1(F(g)F(f (α))) = F−1(F(f (α)))
g ∗ f (α) = f (α),

et on a g = F−1(ϕM), donc
F−1(ϕM) ∗ f (α) = f (α)

F−1(ϕM)(α) ∗ f = f (α).

D’après l’inégalité de Young 1.3, on obtient
∥∥∥f (α)

∥∥∥
q
≤
∥∥∥Fϕ(α)

M

∥∥∥
r

∥∥∥f (α)
∥∥∥
p

; avec 1
q

+ 1 = 1
p

+ 1
r
.

Comme pour tout x ∈ Rn, on a

(F−1ϕM)(α)(x) = Mn(F−1ϕ)(α)(xM),

12



1.1. ESPACES DE LEBESGUE Chapitre 1

il vient :
∥∥∥(F−1ϕM)(α)

∥∥∥
r

= Mn
(∫

Rn

(
F−1(ϕ)(Mx)

)(α)r
dx
) 1
r

= Mn

∫
Rn

(
1

(2π)n
∫
Rn
ϕ(y)eiy.Mxdy

)(α)r

dx

 1
r

= Mn

(∫
Rn

(
1

(2π)n
∫
Rn

(iy)|α|M |α|ϕ(y)eiy.Mxdy

)r
dx

) 1
r

= Mn+|α|
(∫

Rn

(
1

(2π)n
∫
Rn

(iy)|α|ϕ(y)eiy.Mxdy

)r
dx

) 1
r

.

On pose Mx = z, on a

∥∥∥(F−1ϕM)(α)
∥∥∥
r

= Mn+|α|−n
r

(∫
Rn

(
1

(2π)n
∫
Rn

(iy)|α|ϕ(y)eiy.zdy
)r
dz

) 1
r

= Mn+|α|−n
r

(∫
Rn

(
F−1(ϕ)(z)

)(α)r
dz
) 1
r

,

donc ∥∥∥(F−1ϕM)(α)
∥∥∥
r

= Mn+|α|−n
r

∥∥∥(F−1ϕ)(α)
∥∥∥
r
, telle que

∥∥∥(F−1ϕ(α)
∥∥∥
r

= C.

Alors ∥∥∥f (α)
∥∥∥
q
≤ CM |α|+n( 1

p
− 1
q

) ‖f‖p .

Théorème 1.5. Lp(Ω) est un espace vectoriel et ‖·‖p est une norme pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.

Démonstration. On applique la remarque 1.1 dans le cas p = ∞ et la proposition 1.3 dans le
cas 1 ≤ p <∞.

Théorème 1.6 (Riesz-Fischer).
Soit Ω un ouvert de Rn et 1 ≤ p ≤ ∞. Lp est un espace de Banach.

Démonstration. Voir [8].

Théorème 1.7. Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Si Ω est de mesure finie i.e |Ω| ≤ ∞, alors on a

Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω).

Démonstration. Voir [8].

Remararque 1.4. Si la mesure de Ω n’est pas finie alors

Lq(Ω) * Lp(Ω).

Exemple 1.2. Si f est une fonction définie sur ]1,+∞[ par : f(x) = 1
xα
. On va montrer que

f ∈ Lq(Ω), on a ∫ ∞
1
|f(x)|q dx =

∫ ∞
1

1
xαq

dx <∞,

13



1.2. L’ESPACE S(RN) DE SCHWARTZ Chapitre 1

d’après Intégrales de Riemann, on a qα > 1 donc α > 1
q
.

Si 1
p
> α > 1

q
alors

f ∈ Lq et f /∈ Lp.

Définition 1.2. Espace `p(N)
Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞
Si p 6=∞, on pose :

`p(N) =
{

(xi) ∈ C : ‖x‖p =
( ∞∑
i=0
|xi|p

) 1
p <∞

}
.

Si p =∞, on pose :

`∞(N) =
{

(xi) ∈ C : ‖x‖∞ = sup
i∈N
|xi| <∞

}
.

Proposition 1.8. (Inégalité de Hölder)
Pour 1 ≤ p, q ≤ ∞ tels que 1

p
+ 1

q
= 1, soit (un) ∈ `p et (vn) ∈ `q, alors∑
n≥0
|unvn| ≤ ‖un‖p ‖vn‖q .

Proposition 1.9. (Inégalité de Minkowski)
Pour 1 ≤ p, q ≤ ∞ tels que 1

p
+ 1

q
= 1, soit (un) ∈ `p et (vn) ∈ `p, alors

‖un + vn‖p ≤ ‖un‖p + ‖vn‖p .

Proposition 1.10.
1. Pour tout p ∈ [1,∞], ` est un K-espace vectoriel et l’application x −→ ‖x‖p est une

norme sur `p.
2. L’espace (`p, ‖‖p) est de Banach.
3. Pour tous p, q ∈ [1,∞], on a `p ⊂ `q si et seulement si p ≤ q.
4. Si 1 ≤ p ≤ q <∞, alors pour tout x ∈ `p, on a ‖x‖∞ ≤ ‖x‖q ≤ ‖x‖p ≤ n

1
p ‖x‖∞.

5. On a
lim
p−→∞ ‖x‖p = ‖x‖∞ .

Démonstration. Voir [3].

1.2 L’espace S(Rn) de Schwartz

1.2.1 Définition et propriétés
Définition 1.3. On dit qu’une fonction Φ de Rn dans C de classe C∞ est à décroissance rapide
si, pour tout p ≥ 0 on a

Np(Φ) = sup
0≤|α|≤p

sup
0≤|β|≤p

∥∥∥∥∥xα∂βΦ
∂xβ

(x)
∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

< +∞.
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On note S(Rn) l’ensemble des fonctions C∞ à décroissance rapide. Avec

S(Rn) = {Φ ∈ C∞ : ∀α, β ∈ N, lim
|x|−→∞

∣∣∣xαΦ(β)(x)
∣∣∣ = 0}.

Remararque 1.5. Il existe des constantes C1, C2 > 0 telle que pour |α| = p

C1(1 + |x|)p ≤ |xα| ≤ C2(1 + |x|)p.

On aurait donc pu, au lieu de la famille Np, choisir les semi-normes

N̂p = max
|β|≤p

∥∥∥(1 + |x|)pΦ(β)(x)
∥∥∥
L∞

.

Remararque 1.6. En dimension 1, si β = 0, alors

sup
0≤|α|≤p

‖xαΦ(x)‖L∞(Rn) < +∞,

donc Φ va vers 0 plus rapidement que 1/ |x|α. Si de plus α = 0, alors on voit que Φ ∈ L∞(R).
Exemple 1.3. Dimension 1, Φ(x) = e−x

2 , on va montrer par récurrence

dβΦ
dxβ

(x) = Pβ(x)e−x2
,

où Pβ est un polynôme. Donc

xα
dβΦ
dxβ

(x) = xαPβ(x)e−x2
,

par passage à la limite

lim
x−→∞

xα
dβΦ
dxβ

(x) = 0,

et la fonction xαd
βΦ
dxβ

(x) est bornée sur R pour tout α et β. Par conséquence, Φ ∈ S(R).

Exemple 1.4. La fonction e−|x| est à décroissance rapide mais n’est pas de classe C∞, donc
e−|x| /∈ S.
Exemple 1.5. Soit la fonction f définie par ∀x ∈ R, f(x) = e−x

2 cos(e2x2). On a

lim
|x|−→∞

|xαf(x)| = lim
|x|−→∞

∣∣∣xαe−x2 cos(e2x2)
∣∣∣ ,

donc f est une fonction à décroissance rapide, mais elle n’appartient pas à S(R) puisque :
sa première dérivée n’est pas à décroissance rapide,

f ′(x) = −2x(e−x2 cos(e2x2) + 2ex2 sin(e2x2)).

Car : lim
|x|−→∞

|f ′(x)| 6= 0.
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Définition 1.4. On dit qu’une suite Φn de fonctions de S(Rn) converge dans S(Rn) vers
Φ ∈ S(Rn) si :

∀p ≥ 0, Np(Φn − Φ) −→ 0 quand n −→∞.

Remararque 1.7. (D(Rn) est dense dans S(Rn))
Pour tout Φ ∈ S(Rn), il existe une Φn ∈ D(Rn) tel que φn converge dans S(Rn) vers φ
i.e.

Np(Φn − Φ) −→
n→∞

0, pour tout p.

Proposition 1.11. L’espace S(Rn) est stable par dérivation et par multiplication par des
polynômes : si φ ∈ S(Rn), alors toutes les dérivées de φ sont dans S(Rn), ainsi que les produits
de φ par des polynômes.
De plus, il existe une constante C telle que, pour tout p ∈ N,

∀Φ ∈ S(Rn), sup
0≤|α|≤p

sup
0≤|β|≤p

∥∥∥∥∥xα∂βΦ
∂xβ

(x)
∥∥∥∥∥
L1(Rn)

≤ CNp+n+1(φ).

Démonstration. Il suffit de remarquer que :

Np(∂λΦ) = sup
0≤|α|≤p

sup
0≤|β|≤p

∥∥∥xα∂β(∂λΦ(x))
∥∥∥
L∞(Rn)

≤ Np+q(Φ),

dés que |λ| ≤ q. Aussi pour

Np(xλΦ) = sup
0≤|α|≤p

sup
0≤|β|≤p

∥∥∥xλxα∂λΦ(x)
∥∥∥
L∞(Rn)

≤ Np+q(Φ).

Puisque Np(Φ) ≤ Np+n+1(Φ), on a bien sur,∥∥∥xα∂βΦ
∥∥∥
Lq
≤ CNp+n+1(Φ). (1.2)

On notera que dans le cas q = 1, l’équation 2.1 donnent la même majoration∥∥∥xα∂βΦ
∥∥∥
L1
≤ CNp+n+1(Φ). (1.3)

Proposition 1.12. [14] ∀1 ≤ p ≤ ∞, l′espace S(Rn) ⊂ Lp(Rn).

Proposition 1.13. [14] L’espace S(Rn) ⊂ H1(Rn).

1.2.2 Transformée de Fourier dans S(Rn)
La transformée de Fourier d’une fonction f ∈ S(Rn) est bien définie Comme on a S(Rn) ⊂

L1(Rn), On a le théorème suivant :
Théorème 1.14. L’espace S est stable par transformé de Fourier. Autrement dit, Si Φ ∈ S,
alors FΦ ∈ S et pour tout p ∈ N, il existe une constante Cp telle que :

∀Φ ∈ S(Rn), Np(FΦ) ≤ CpNp+n+1(Φ).
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Démonstration.
En effet, d’après la proposition précédente, FΦ ∈ C∞ et pour tout α ∈ Nn

(FΦ)(α)(ξ) = (−i)|α|F (xαΦ) (ξ).

On a pour tout β ∈ Nn

(iξ)|β|(FΦ)(α)(ξ) = (iξ)|β|(−i)|α|F(xαΦ)(ξ) = (−i)|α|F((xαΦ)(β))(ξ),

comme on a FΦ(ξ) tend vers 0 et ‖Ff‖∞ ≤ ‖f‖1

sup
ξ∈Rn

∣∣∣ξβ(FΦ)(α)(ξ)
∣∣∣ = sup

ξ∈Rn

∣∣∣F((xαΦ)(β))(ξ)
∣∣∣ ≤ ∥∥∥(xαΦ)β

∥∥∥
1
.

D’après 1.3 on a

sup
ξ∈Rn

∣∣∣F((xαΦ)(β))(ξ)
∣∣∣ ≤ CNp+n+1((xαΦ)(β)) <∞.

Lemme 2. Soit j ∈ N∗, i le nombre imaginaire et α, β ∈ Nn On a :
(a)

F(xjΦ)(ξ) = i

(
∂F
∂ξj

)
(ξ). (1.4)

(b)
F( ∂Φ

∂xj
)(ξ) = iξj(F(Φ))(ξ). (1.5)

(c)
F(xβΦ)(ξ) = i|β|∂βF(ξ).

(d)
F(∂αΦ)(ξ) = (iξ)αF(Φ)(ξ).

Démonstration.
1. Il suffit d’appliquer le théorème de dérivation à l’intégrale

∫
Rn Φ(x)e−ixξdx. La dérivée

par rapport à ξj donne :
∂F
∂ξj

= −i
∫
Rn
xjΦ(x)e−ixξdx.

puis

F(xjΦ)(ξ) = i

(
∂F
∂ξj

)
(ξ).

2. On a :
F( ∂Φ

∂xj
)(ξ) =

∫
Rn

∂Φ
∂xj

(x)e−ixξdx,
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par intégration par parties

F( ∂Φ
∂xj

)(ξ) = iξj

∫
Rn

Φ(x)e−ixξdx,

la fonction Φ tend vers 0 pour xj −→ ±∞.
3. Par récurrence. Supposons qu’elle est vraie au rang β et montrons qu’elle est vraie au

rang β + 1.
On a donc

F(xβ+1Φ)(ξ) = F(xxβΦ)(ξ),

d’après la première relation 1.4, on obtient

F(xβ+1Φ)(ξ) = i∂F(xβΦ)(ξ)

= i∂
(
i|β|∂βF(ξ)

)
= i|β+1|∂β+1F(ξ).

4. Il est clair qu’elle est vraie pour α = 1. Par récurrence, supposons qu’elle vraie au rang α
et montrons qu’elle est vraie au rang α + 1.

F(∂α+1Φ)(ξ) = F(∂(∂αΦ))(ξ),

d’après la deuxième relation 1.5, on obtient

= iξF(∂αΦ)(ξ)

= iξ(iξ)αF(Φ)(ξ)

= (iξ)α+1F(Φ)(ξ).

Proposition 1.15. Si une suite (Φk) converge dans S vers une fonction Φ alors F(Φk) converge
dans S vers F(Φ).

Démonstration. Voir [1]

1.3 L’espace S ′(Rn) des distributions tempérées
Définition 1.5. On appelle distribution tempérée (ou parfois distribution à croissance lente),
toute fonctionnelle linéaire continue définie sur S et à valeurs dans C. Autrement dit, s’il existe
p ∈ N et c ≥ 0 tels que :

∀φ ∈ S(Rn), |〈T, φ〉S′,S | ≤ CNp(φ).

Remararque 1.8. Les distributions tempérées forment un espace vectoriel que l’on note S ′(Rn).
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Exemple 1.6.
1) Toute distribution à support borné est tempérée.
2) δ et vp 1

x
sont des distributions tempérées.

Définition 1.6. Soit (Tj) une suite de distributions tempérées. On dit que (Tj) tend vers T
dans S ′(Rn), si pour toute fonction Φ ∈ S(Rn) :

< Tj,Φ >−→< T,Φ > .

Proposition 1.16. [1] Si pour toute fonction Φ ∈ S(Rn), la suite (< Tj,Φ >) converge, alors il
existe une distribution T ∈ S(Rn) telle que Tj −→ T dans S ′(Rn).

1.3.1 Transformée de Fourier dans S ′(Rn)
Définition 1.7. La transformée de Fourier d’une distribution tempérée T est la distribution
FT (que l’on note aussi T̂ ) définie par :

〈FT, ϕ〉 = 〈T,Fϕ〉, ϕ ∈ S(Rn).

Proposition 1.17. L’espace S ′ est stable par transformé de Fourier. Si T ∈ S ′, alors FT ∈ S ′.

Démonstration. Voir [1]

Remararque 1.9. De même on définit la transformée de Fourier (conjugué) F de F en posant

〈FT, ϕ〉 = 〈T,Fϕ〉.

Proposition 1.18.
1. FT ′(ξ) = iξFT (ξ), c’est-à-dire, T̂ ′(ξ) = iξT̂ (ξ).

2. FT (n)(ξ) = (iξ)(n)FT (ξ), c’est-à-dire, T̂ (n)(ξ) = (iξ)nT̂ (ξ).

3. F(T (x− c)) = exp−iξc T̂ (ξ), c ∈ R.

4. F(T (cx)) = 1
|c| T̂ ( ξ

c
), c ∈ R.

Démonstration. Voir [1] et [14]

Proposition 1.19. Formule d’inversion de Fourier
si ϕ ∈ S, alors

ϕ(x) =
∫ ∞
−∞

ϕ̂(w) exp2πiwx dw.

Proposition 1.20. Pour tout ϕ ∈ S, on a

F(F̄ϕ) = ϕ.

F̄(F(ϕ)) = ϕ.

Autrement dit, dans l’espace S les transformées F et F̄ sont inverses l’une de l’autre.
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Proposition 1.21. Pour tout T ∈ S ′, on a

F(F̄(T )) = T,

F̄(F(T )) = T.

Autrement dit, dans l’espace S les transformées F et F̄ sont inverses l’une de l’autre.

Remararque 1.10. Ici aussi, on peut remplacer dans les formules de réciprocité de Fourier ci-dessus,
F̄ par la notation F−1.
Exemple 1.7. La transformée de Fourier de la distribution tempérée associée à la fonction
constante 1 est égale à la distribution δ de Dirac. On a :

〈F1, ϕ〉 = 〈1,Fϕ〉

=
∫ ∞
−∞

(Fϕ)(x)dx,

=
∫ ∞
−∞

(Fϕ)(x)e2πiw0dx

= F−1F(ϕ)(0)
= ϕ(0)
= 〈δ, ϕ〉,

d’où F1 = δ.

Proposition 1.22. Soient S et T deux distributions à supports bornés. Alors, le support du
produit de convolution S ∗ T est borné et on a :

F(S ∗ T ) = F(S)F(T ).

Démonstration. Voir [10]
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Chapitre 2
Les espaces Besov Bsp,q(Rn)

Les séries de Littlewood-Paley jouent un rôle important dans la définition des espaces de
Besov. Dans ce chapitre on donnera la décomposition de Littlewood-Paley. Donc, pour une
fonction f ∈ S ′(Rn), on associé une décomposition sous la forme f = ∑

k≥0Qkf . A partir de
cette dernière on définit les espaces de Besov Bs

p,q(Rn), puis on donne leurs propriétés (cas
particuliers, normes équivalentes, . . . etc), et on aborde quelques inclusions entre ces espaces,
enfin nous enrichirons ce chapitre en donnant des exemples sur des fonctions de Bs

p,q(Rn).

2.1 La décomposition de Littlewood-Paley
L’idée de base de la décomposition de Littlewood-Paley est d’écrire une fonction donnée f

comme somme de fonctions élémentaires fj telles que chaque fj soit localisée en fréquence sur
un anneau dyadique de taille 2j.
Soit γ une fonction paire de classe C∞(R) définie par :

γ(x) = 1 si |x| ≤ 1
0 < γ(x) < 1 si 1 < |x| < 3

2
γ(x) = 0 si |x| ≥ 3

2

Soit Φ la fonction définie par Φ(x) = γ(x)− γ(2x).
Pour tout k ∈ Z on pose Φk(x) = Φ(2kx) = γ(2kx)− γ(2k+1x).
Les fonctions Φk ont les propriétés suivantes :
Proposition 2.1. Pour tout k ∈ Z, on a

1. suppΦk ⊂
{
x : 2−(k+1) < |x| < 3× 2−(k+1)

}
2.
{

Φk(x) = 1 si 2−k < |x| ≤ 3× 2−(k+2)

0 < Φk(x) < 1 si 2−(k+1) ≤ |x| < 2−(k+2) ou 2−k < |x| < 3× 2−(k+1)

3. Φk(0) = 0
La suite (Φk)k∈Z forme une décomposition de l’unité, autrement dit :

Proposition 2.2. Pour tout x ∈ Rn \ {0} on a∑
k∈Z

Φ(2kx) = 1. (2.1)
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Démonstration.
M∑
k=N

Φ(2kx) = γ(2Nx)− γ(2N+1x)

+ γ(2N+1x)− γ(2N+2x)
...
+ γ(2Mx)− γ(2M+1x)
= γ(2Nx)− γ(2M+1x)
= 1 quand N −→ +∞ et M −→ −∞,

car limN−→−∞ γ(2Nx) = γ(0) = 1 et limM−→+∞ γ(2M+1x) = 0.

La formule 2.1 est appelée partition homogène de l’unité.
Remararque 2.1. Pour tout x ∈ R \ {0}, on a :∑

k∈Z
Φ(2kx) = 1,

on pose x = 2−jξ avec j ∈ Z, alors on obtient∑
j∈Z

Φ(2−jx) = 1.

En multipliant par f̂ : ∑
j∈Z

f̂ Φ(2−jx) = f̂ .

Prenons la transformée de Fourier inverse des deux membres∑
j∈Z

2−jnF−1Φ(2jx) ∗ f = f. (2.2)

La formule 2.2 est appelée la décomposition homogène de Littlewood-Paley correspondante à la
fonction f .

On regroupe les termes d’indices k ≤ 0 dans 2.1 pour trouver la proposition suivante :

Proposition 2.3. Pour tout x ∈ R, on a

Ψ(x) +
∑
k≥1

Φ(2kx) = 1 (2.3)

avec Ψ(x) = ∑
k≥0 Φ(2kx) = 1−∑k≥1 Φ(2kx) est une fonction de classe C∞(R) à support dans

l’ensemble {x ∈ R, |x| ≤ 3
2}.

La formule 2.3 est appelée partition non homogène de l’unité.

Remararque 2.2. Les formules 2.1 et 2.3 restent valables quand on remplace R par Rn, n ∈ N.
Pour x ∈ Rn, on pose x = 2−jξ avec j ∈ Z, alors, 2.3 devient

Ψ(2−jξ) +
∞∑

k=j+1
Φ(2−kξ) = 1. (2.4)
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En multipliant par f̂ :

f̂(ξ) = f̂(ξ)Ψ(2jξ) +
∞∑

k=j+1
f̂(ξ)Φ(2kξ), ξ ∈ Rn.

Prenons la transformé de Fourier inverse des deux membres en tenant compte de l’égalité

F−1(Ψ(2jξ)f̂(ξ))(x) = (2−jnF−1(Ψ(2jξ))) ∗ f(x),

on trouve
f = 2−jnF−1(Ψ(2j·)) ∗ f +

∞∑
k=j+1

2−knF−1(Φ(2k·)) ∗ f.

On définit les opérateurs de convolution Sj et Qj par :

Sjf : S ′(Rn) −→ C∞(Rn)

Qjf : S ′(Rn) −→ C∞(Rn)

telles que
Sjf = 2−jnF−1(Ψ(2j.)) ∗ f j = 0, 1, · · ·

Qkf = 2−knF−1(Φ(2k.)) ∗ f k = 1, 2, · · ·

c’est-à-dire
F(Sjf) = Ψ(2jξ)f j = 0, 1, · · ·

F(Qkf) = Φ(2kξ)f k = 1, 2, · · ·

Théorème 2.4. Pour toute fonction f ∈ S ′(Rn), on a :

f = Sjf +
∞∑

k=j+1
Qkf. (2.5)

La formule 2.5 est appelée la série de Littlewood-Paley correspondante à la fonction f .
Pour j = 0, on a

f = S0f +
∞∑
k=1

Qkf.

Posons Q0 = S0 pour obtenir

f =
∞∑
k=0

Qkf.

Remararque 2.3. Pour tout k ∈ N∗ et j ∈ N on a

supp Q̂kf ⊂ suppΦ(2kξ) et suppŜjf ⊂ suppΨ(2jξ).

2.2 Définitions et propriétés
Définition 2.1. Soient s ∈ R, p, q ∈ [1,∞], l’espace de Besov est l’ensemble des f ∈ S ′(Rn) et
f = ∑

j∈ZQjf telles que
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‖f‖Bsp,q(Rn) =


(∑∞

j=0 2sjq ‖Qjf‖qp
)1/q

<∞, pour 1 ≤ q <∞
supj≥0

(
2sj ‖Qjf‖p

)
<∞, pour q =∞

Remararque 2.4. Les espaces Bs
p,q(Rn) sont des quasi-Banach pour 0 < p, q < 1, et des Banach

pour p, q ∈ [1,+∞].

Définition 2.2. Soient s ∈ R, p, q ∈ [1,∞], l’espace de l’espace de Lizorkin-Triebel F s
p,q est

l’ensemble des fonctions f ∈ S ′(Rn) telle que

‖f‖F sp,q(Rn) =


∥∥∥∥(∑∞j=0 2sjq |Qjf |q

)1/q
∥∥∥∥
p
<∞, pour q 6=∞∥∥∥ supj≥0 (2sj |Qjf |)

∥∥∥
p
<∞, pour q =∞

2.3 Cas particuliers
1. Bs

p,2(Rn) = Hs
p(Rn) (espace de Bessel). Soient s ∈ R et p ∈]1,∞[. L’espace Hs

p est l’en-
semble de toutes les fonctions f ∈ S ′(Rn) telles que F−1[(1 + |ξ|2) s2Ff(ξ)(·)] soit une
distribution régulière et

‖f‖Hs
p(Rn) =

∥∥∥F−1[(1 + |ξ|2) s2Ff(ξ)(·)]
∥∥∥ .

2. Bs
∞,∞(Rn) = Cs(Rn), s > 0 et s /∈ N. Cs(Rn) désigne l’espace de Hölder.

Soient m ∈ N et s ∈]m,m + 1[. L’espace Cs(Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions
f ∈ Cm(Rn) telles que

‖f‖Cs(Rn) = ‖f‖Cm(Rn) +
∑
|α|=m

sup
x 6=y

|∂αf(x)− ∂αf(y)|
|x− y|s−m

.

3. Bs
p,p(Rn) = F s

p,p(Rn)(L’espace de Lizorkin-Triebel).
Soit s ∈ R, 0 < p < ∞ et 0 < q ≤ ∞ . L’espaces F s

p,q(Rn) est l’ensemble de toutes les
fonctions f ∈ S ′(Rn) telles que

‖f‖F sp,q(Rn) =
∥∥∥∥∥∥∥{2jsQjf}j

∥∥∥
`q

∥∥∥∥
p
<∞.

4. B0
p,p(Rn) = W 0

p (Rn) = F 0
p,p(Rn) = Lp(Rn).

2.4 Normes équivalentes
Définition 2.3. Soient x, h ∈ Rn, m ∈ N et f une fonction quelconque, introduisons l’opérateur
des différences finies ∆h telle que

∆hf = τ−hf − f , ou τhf(x) = f(x− h),

et on pose
∆1
hf(x) = ∆hf(x) = f(x+ h)− f(x).
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Les opérateurs ∆m
h f sont définis par la relation de récurrence

∆m
h f(x) = ∆h(∆m−1

h f(x)), m ≥ 2. (2.6)

On déduit donc que

∆2
hf(x) = ∆h(∆1

hf(x)) = f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x).

Remararque 2.5. Soient x, h ∈ Rn, m ∈ N et f une fonction quelconque définie dans une partie
de Rn, alors le terme général de ∆m

h f(x) peut s’écrire sous la forme

∆m
h f(x) =

m∑
l=0

C l
m(−1)l+mτ−lhf(x) =

m∑
l=0

C l
m(−1)lτ(l−m)hf(x)

Démonstration. Puisqu’on a
C l
m−1 + C l

m = C l+1
m

et

(−1)m+l = (−1)m−l = −(−1)m+l−1 = −(−1)m+l+1

on déduit donc par récurrence que si ∆m
h f(x) = ∑m

l=0 C
l
m(−1)m+lτ−lhf(x), alors selon 2.6

∆m+1
h f(x) = ∆h(∆m

h f(x)) = ∆m
h f(x+ h)−∆m

h f(x)

=
m∑
k=0

Ck
m(−1)m+kf(x+ (k + 1)h)−

m∑
k=0

Ck
m(−1)m+kf(x+ kh)

=
m+1∑
l=1

C l
m−1(−1)m+l−1f(x+ lh)−

m∑
k=0

Ck
m(−1)m+kf(x+ kh)

= f(x+ (m+ 1)h)− (−1)mf(x) +
m∑
l=1

(C l
m−1(−1)m+l−1 − C l

m(−1)m+l)f(x+ lh)

= f(x+ (m+ 1)h)− (−1)mf(x) +
m∑
l=1

(C l+1
m (−1)m+l+1)f(x+ lh)

=
m+1∑
l=0

(C l+1
m (−1)m+1+l)f(x+ lh)

=
m+1∑
l=0

C l+1
m (−1)(m+1)+lτ−lhf(x)

donc
∆m
h f(x) =

m∑
k=0

Ck
m(−1)kf(x+ (m− k)h) =

m∑
l=0

Ck
m(−1)m+lτ−lhf(x).

Théorème 2.5. Soient m ∈ N, 0 < s < 1 et p, q ∈ [1,∞]. Alors

Bs
p,q(Rn) =

f ∈ S ′(Rn) : ‖f‖p +
(∫

Rn
|h|−sq

∥∥∥∆M
h f

∥∥∥q
p

dh

|h|n
) 1
q

<∞

 pour q <∞,
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et
Bs
p,∞(Rn) =

{
f ∈ S ′(Rn) :

(
‖f‖p + sup

h∈Rn
|h|−s

∥∥∥∆M
h f

∥∥∥
p

)
<∞

}
.

Dans le sens des quasi-normes équivalentes dans l’espace Bs
p,q.

Démonstration. Voir la preuve dans le livre de Triebel [9].

Définition 2.4. Pour 0 < s < 1, 1 ≤ p, q ≤ ∞, on définit l’espace de Besov Bs
p,q(Rn) comme

l’ensemble des distributions tempérées f qui vérifient :

‖f‖Bsp,q(Rn) = ‖f‖p +
[∫

Rn
|h|−sq

(∫
Rn
|f(x+ h)− f(x)|p dx

)q/p dh

|h|n
]1/q

<∞. (2.7)

2.5 Inclusions
Cette section est basée sur les références [9], [2] et [14].
Définition 2.5. Soit (X, ‖.‖X), (Y, ‖.‖Y ) deux espaces de Banach. On dit que X s’injecte dans
Y et on écrit X ↪→ Y si X ⊆ Y et si l’application identité définie de X dans Y est continue,
c’est-à-dire, s’il existe une constante C telle que pour toute fonction f ∈ X
on a

‖f‖Y ≤ C ‖f‖X .

Exemple 2.1. L’espace `p(Rn) s’injecte dans `q(Rn) pour p ≤ q ≤ ∞.

`p(Rn) ↪→ `q(Rn), 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. (2.8)

Proposition 2.6. Soient s ∈ R et 1 ≤ p, q ≤ ∞. Alors
(i) Bs

p,q(Rn) ↪→ Bs
p,r(Rn), p ≤ r ≤ ∞.

(ii) Bs+ε
p,q (Rn) ↪→ Bs

p,r(Rn), 1 ≤ r ≤ ∞ et ε > 0.

(iii) Bs
p,min {p,q}(Rn) ↪→ F s

p,q(Rn) ↪→ Bs
p,max {p,q}(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞.

Démonstration. (i) Puisqu’on a p ≤ r ≤ ∞ alors d’après 2.8 on a `q(Rn) ↪→ `r(Rn)
(‖f‖`r ≤ C ‖f‖`q) d’où

‖f‖Bsp,r =
∥∥∥2sj ‖Qjf‖p

∥∥∥
`r
≤ C

∥∥∥2sj ‖Qjf‖p
∥∥∥
`q

= C ‖f‖Bsp,q .

(ii) Pour 1 ≤ r ≤ ∞ arbitraire et ε > 0 on peut affirmer :

‖f‖Bsp,r = (
∞∑
j=0

2sjr ‖Qjf‖rp)
1/r

=
 ∞∑
j=0

2sjr
(∫

Rn
(Qjf(x))pdx

)r/p1/r
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=
 ∞∑
j=0

2sjr+jrε−jrε
(∫

Rn
(Qjf(x))pdx

)r/p1/r

≤

 ∞∑
j=0

(
2jε sup

(
2j(s+ε)

(∫
Rn

(Qjf)p
) 1
p

))r 1
r

≤
(

sup 2j(s+ε)
∫
Rn

(Qjf(x))pdx)1/p
)

(
∞∑
j=0

2−jεr) 1
r

≤ C
(

sup 2j(s+ε)
∫
Rn

(Qjf(x))pdx)1/p
)

≤ C ‖f‖Bs+ε
p,∞
≤ C ‖f‖Bs+ε

p,q
.

Concernant (iii), nous allons étudier deux cas :
1)Si 1 < q ≤ p ≤ ∞

‖fk‖Lp(Rn,`q) =
∥∥∥∥∥(
∞∑
k=0
|fk|q)1/q

∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥∥∥∥
∞∑
k=0
|fk|q

∥∥∥∥∥
1/q

Lp/q(Rn)

≤
( ∞∑
k=0
‖fk‖qLp/q(Rn)

)1/q

= ‖fk‖`q(Lp(Rn)) .

Soit f ∈ Bs
p,q. Posons u = p

q
(donc u > 1), alors

‖f‖Fp,q =

∫
Rn

 ∞∑
j=0

2sjq |Qjf |q


p
q

dx


1
p

=
∫

Rn

 ∞∑
j=0

2sjq |Qjf |q
u dx


1
uq

≤

 ∞∑
j=0

(∫
Rn

2sjqu |Qjf |qu
) 1
u

dx

 1
uq

=
 ∞∑
j=0

2sjp ‖Qjf‖qLp

 1
p

= ‖f‖Bsp,q .

2) Puis, si 1 < p ≤ q ≤ ∞, on a

‖fk‖`p(Lq(Rn)) =
∥∥∥∥∥
(∫

Rn
|fk|p

) 1
p

∥∥∥∥∥
`q

=
 ∞∑
j=0

(∫
Rn
|fk|p

) q
p

 1
q
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=
∥∥∥∥∫

Rn
|fk|p

∥∥∥∥ 1
p

` q
p

≤
(∫

Rn
‖fk‖p` q

p

)p
= ‖fk‖Lp(Rn,`q) ,

comme p ≤ q, posons v = p
q
, alors

‖f‖Bsp,q =
 ∞∑
j=0

2jps
(∫

Rn
|Qjf |p dx

) p
q

 1
q

=
 ∞∑
j=0

(∫
Rn

2jps |Qjf |p dx
)v 1

vp

≤

∫
Rn

 ∞∑
j=0

2jspv |Qjf |pv dx

 1
v


1
p

=

∫
Rn

 ∞∑
j=0

2jsq |Qjf |q dx


p
q


1
p

= ‖fk‖F sp,q .

Proposition 2.7. Soient m ∈ N et 1 ≤ p <∞. Alors

Bs
p,1(Rn) ↪→ Wm

p (Rn) ↪→ Bm
p,∞(Rn)

Bs
∞,1(Rn) ↪→ Cm(Rn) ↪→ Bm

∞,∞(Rn)

Démonstration. Voir [9]

Proposition 2.8. Soient 0 < p, q ≤ ∞ et s ∈ R. Alors

B
n
p
p,q(Rn) ↪→ L∞ si et seulement si 0 < p ≤ ∞ et 0 < q ≤ 1

Bs
p,q(Rn) ↪→ L∞ s > n

p
0 < p, q ≤ ∞

Démonstration. voir [9]

Proposition 2.9. Soient s ∈ R et p, q ≥ 1. Si f ∈ Bs
p,q alors ∂αf ∈ Bs−|α|

p,q .

Démonstration. On a ‖Qj(∂αf)‖p = ‖∂α(Qjf)‖p , et d’après l’inégalité de Bernstein (p = q), on
aussi

‖∂α(Qjf)‖p ≤ C2j|α| ‖Qjf‖p ,

donc

‖Qj(∂αf)‖p ≤ C2j|α| ‖Qjf‖p ,∥∥∥2j(s−|α|) ‖Qj(∂αf)‖p
∥∥∥
`q
≤ C

∥∥∥∥∥∥∥2jsQjf
∥∥∥
p

∥∥∥∥
`q

,
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d’où

‖∂αf‖
B
s−|α|
p,q
≤ C ‖f‖Bsp,q .

2.6 Exemples de fonctions dans Bs
p,q(Rn)

Exemple 2.2. Soit p ≥ 1, on a δ ∈ B
−n
q

p,∞(Rn).
En effet, soit f = δ, donc Qkf = 2knΦ(2kε), d’où

‖Qkf‖p = 2kn(
∫
Rn

∣∣∣F−1(Φ(2kξ))
∣∣∣p dξ) 1

p .

En effectuant le changement de variable x = 2kξ, on trouve

‖Qkf‖p = 2kn−
kn
p

∥∥∥F−1(Φ(x))
∥∥∥
p
,

donc
2−kn/q ‖Qkf‖p =

∥∥∥F−1(Φ(x))
∥∥∥
p
.

Passant à la borne supérieure des deux côtés par rapport à k, on trouve

sup
k≥0

2−kn/q ‖Qkf‖p = sup
k≥0

∥∥∥F−1(Φ(x))
∥∥∥
p
,

‖δ‖
B
−n/q
p,∞

=
∥∥∥F−1(Φ(x))

∥∥∥
p
<∞,

d’où
δ ∈ B

−n
q

p,∞(Rn)

Dans les exemples suivants, nous allons utiliser la fonction ρ ∈ C∞

ρ(x) =
{

1 si x ≤ e−3

0 si x > e−2

Exemple 2.3. Soit (α, λ) ∈ R2 et f la fonction définie par :

f(x) = |log |x||α (log |log |x||)−λρ(|x|).

On définit Uq l’ensemble des couples (α, λ) ∈ R2 tels que :
• α = 1− 1

q
et λ > 1

q
ou α < 1− 1

q
, si 1 < q <∞.

• α = 0 et λ > 0 ou α < 0, si q = 1.

• α = 1 et λ ≥ 0 ou α < 1, si q =∞.

Si p, q ∈ [1,∞], on a f ∈ Bn/p
p,q (Rn) si est seulement si (α, λ) ∈ Uq.
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Exemple 2.4. Soient β > 0 et 0 < α + n/p < 2(β + 1). On définit le nombre s par

s = 1
β + 1(α + n

p
).

Si g ∈ Bγ
∞,∞(R) pour certain γ > s, alors on a

f(x) = |x|α g(|x|β)ρ(|x|) ∈ Bs
∞,∞(Rn).

Pour g(x) = sin2( t2) on a f /∈ Bs
∞,∞(Rn) pour q <∞.

30



Chapitre 3
Composition dans les espaces de Besov critiques

3.1 Introduction
Ce chapitre contient le principal de notre mémoire qui est la composition dans les espaces

de Besov Bs
p,q(Rn). En se basant sur l’article [7], on va étudier l’opérateur de composition défini par

Tg(f) := g ◦ f, tel que g : R 7−→ R avec g(0) = 0 et f ∈ Bs
p,q(Rn).

Définition 3.1. À toute fonction g : R 7−→ R on associe l’opérateur de composition Tg(f) := g◦f .
Soit E un espace de fonctions à valeurs dans R. On dit que g opère sur E si l’on a Tg(E) ⊂ E.

3.2 Lemmes
Lemme 3.
Soit g : R 7−→ R une fonction telle que g(0) = 0, pour tout f ∈ Bs

p,q, on ait g ◦ f ∈ Bs
p,∞. Alors

il existe des nombres M > 0 et δ > 0 tels que l’implication,

‖f‖Bsp,q ≤ δ ⇒ ‖g ◦ f‖Bsp,∞ ≤M,

soit vérifiée par tout fonction portée par le cube unité Q = [−1
2 ,

1
2 ]n.

Démonstration. Nous allons montrer l’existence d’un cube R et de nombres δ et M tels que,
pour toute fonction portée par R, on a :

‖f‖Bsp,q ≤ δ ⇒ ‖g ◦ f‖Bsp,∞ ≤M.

Supposons, au contraire, que pour tout cube R et tous nombres M et δ on a :

‖f‖Bsp,q ≤ δ et ‖g ◦ f‖Bsp,∞ > M.

On considéré la suite Rj des cubes disjoints et des fonction ϕj ∈ C∞c (Rn) telles que : ϕj(x) = 1
sur 1

2Rj et ϕj(x) = 0 en dehors de Rj.
Mj est la norme des opérateurs T : f 7−→ fϕj sur Bs

p,∞.
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En choisissant des fonction fj telles que :

suppfj ⊂
1
2Rj , ‖fj‖Bsp,q < 2−j , ‖g ◦ f‖Bsp,∞ ≥ jMj

on a
fj = fϕj

Alors ∑
j≥0

fj =
∑
j≥0

fϕj

= f
∑
j≥0

ϕj

= f

et (g ◦ f)ϕj = g ◦ fj. Puisque (g ◦ f)ϕj = g ◦ f sur 1
2Rj et (g ◦ f)ϕj = 0 en dehors de Rj

(g ◦ f)ϕj = g ◦ (fϕj) = g ◦ fj.

La fonction f = ∑
j≥0 fj appartient à Bs

p,q et (g ◦ f)ϕ(j) = g ◦ fj ; il vient alors

jMj < ‖(g ◦ f)ϕj‖Bsp,∞ = ‖T (g ◦ f)‖Bsp,∞
≤ Mj ‖g ◦ f‖Bsp,∞

j ≤ ‖g ◦ f‖Bsp,∞ (3.1)

On pose
‖g ◦ f‖Bsp,∞ = k (3.2)

Si j > k, 3.1 et 3.2 conduisent à une contradiction.

Lemme 4. Pour tout entier N ≥ 1, la function f(x) = ∑
|kj |≤N ϕ(x− k) appartient à Bs

p,q(Rn)
et on a ‖f‖Bsp,q(Rn) ≤ CN

n
p (la somme étant étendue à l’ensemble des K de Zn tels que |Kj| ≤ N

pour tout j = 1, · · · , n).

Démonstration. Nous utiliserons l’équivalence de la norme Besov de N1 avec :

N1 = ‖f‖p +
[∫

V
|h|−sq

(∫
Rn
|f(x+ h)− f(x)|p dx

)q/p
dh/hn

]1/q

.

En prenant V = (h ∈ R; |hj| ≤ 1/6; j = 1, · · · , n). Les fonction ϕ(· − k) ayant des supports
disjoints, on a :

‖f‖pp =
∑
|kj |≤N

∫
Rn
|ϕ(x− k)|p dx = (2N + 1)n ‖ϕ‖pp .

Pour h dans V , la fonction ϕ(·+h−k)−ϕ(·−k) est portée par Q+k ; de sorte que les différentes
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fonction ϕ(·+ h− k)− ϕ(· − k) ont leurs supports disjoints ; cela nous donne∫
Rn
|f(x+ h)− f(x)|p dx =

∑
|kj |≤N

∫
Rn
|ϕ(x+ h− k)− ϕ(x− k)|p dx

= (2N + 1)n
∫
Rn
|ϕ(x+ h)− ϕ(x)|p dx.

Donc
‖f‖Bsp,q(Rn) ≤ CNn/p.

Lemme 5. Dans le cas sous-critique et critique, il existe une suite (θv)v≥1 de function C∞ sur
Rn, portées par Q, telles que θv(x) = 1 sur le cube 2−vQ et limv 7−→∞ ‖θv‖Bsp,q = 0.

Démonstration. Donnons-nous une fonction ϕ ∈ D telle que ϕ(x) =
{

1 sur (1/2)Rj.
0 hors Rj.

Dans le cas s < n/p est très simple : On pose θv(x) = ϕ(2vx) ;

‖θv‖Bsp,q =
 ∞∑
j=0

2jsq ‖Qjθv‖qp

1/q

=
 ∞∑
j=0

2jsq(
∫
Rn
|Qjϕ(2νt)|p dt)q/p

1/q

=
 ∞∑
j=0

2jsq2−nνq/p(
∫
Rn
|Qjϕ(y)|p dy)q/p

1/q

= 2−nν/p+sν−sν
 ∞∑
j=0

2jsq(
∫
Rn
|Qjϕ(y)|p dy)q/p

1/q

, avec ρ = n/p− s

≤ 2−νρ ‖ϕ‖
Bsp,q

.

L’estimation ‖θν‖Bsp,q ≤ 2−νρ ‖ϕ‖Bsp,q permet de conclure.
Dans le cas s = n/p :
On a Rj ∩Rk = ∅ si j 6= k et Rj ⊂ Q, ce qui nous donne Q = ∪Rj. Posons maintenant

θν(x) = ν−1
ν∑
j=1

ϕ(2jx);

On a aussitôt θν(x) =
{

1 sur (1/2)Q.
0 hors Q.

pour estimer les normes des θν . On applique alors le théorème 3.1 de [12] et le théorème 5.3 de
[13] qui s’écrivent alors

‖θv‖Bsp,q ≤ C v
1
q
−1.

lim
v 7−→0

‖θv‖Bsp,q ≤ lim
v 7−→0

C v
1
q
−1 = 0.
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3.3 La composition dans Bn/p
p,q

Théorème 3.1.

Soient 1 < p <∞ et 1 < q ≤ ∞. Pour une fonction g de R dans R, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) g opère, par composition à gauche, sur B
n
p
p,q(Rn);

(ii) il existe un r ∈ ]1, q[ tel que, pour tout f ∈ B
n
p
p,r(Rn), on ait g ◦ f ∈ B

n
p
p,∞(Rn) ;

(iii) g est globalement lipschitzienne et g(0) = 0.

Démonstration. D’après le lemme 3, (i) =⇒ (ii).
Montrons que (ii) implique (iii). Si g vérifie (ii), il existe un δ > 0 et un M > 0 tels que, pour
tout fonction f porté par Q, vérifiant ‖f‖

B
n/p
p,q (Rn) ≤ δ, on ait ‖g ◦ f‖

B
n/p
p,∞(Rn) ≤M .

Soient a et b deux nombre complexes et ϕ est la fonction plateau on pose

f(x) = (b− a)
∑
|kj |≤N

ϕ(x
λ
− k) + aθv(x);

La somme ∑|kj≤N | · · · est étendue aux k ∈ Zn tels que |kj| ≤ N , pour tout j ∈ 1, · · · , n, le
nombre λ ∈]0, 1[ et les entiers positifs N et v seront fixes dans un instant.
Le lemme nous autorise à choisir v tel que

|a| ‖θv‖Bn/pp,q
≤ δ

2 .

D’après le lemme 4, on a ∑
|kj |≤N

ϕ(x
λ
− k) ≤ CN

n
p .

Choisissons l’entier N ≥ 1 tels que

CN
n
p |b− a| = δ

2 .

Désignons par Q+ le cube [0, 1/2] et posons h = (1/3, 0 · · · , 0). Alors, pour x ∈ 1
3Q

+, on a
x+ h ∈ Q et x+ h /∈ 2

3Q.
Autrement dit, pour tout x dans λ(1

3Q+ k), on a f(x+ λh) = a et f(x) = b

g(f(x+ λh))− g(f(x)) = g(a)− g(b)

Cela donne ∫
Rn
|g(f(x+ λh))− g(f(x))|p dx ≥

∑
|kj |≤N

∫
λ( 1

3Q
++k)
|g(a)− g(b)|p dx
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avec λ(1
3Q

+ + kj) ∩ λ(1
3Q

+ + ki) = ∅, i 6= j

∑
|kj |≤N

∫
λ( 1

3Q
++k)
|g(a)− g(b)|p dx = (2N + 1)n |g(a)− g(b)|p vol[λ(1

3Q
+ + k]

= (2N + 1)n |g(a)− g(b)|p 6−nλn

≥ CNn (|g(a)− g(b)|)p .

D’après 2.7, on a

M ≥ ‖g ◦ f‖Bsp,∞ ≥ |λh|−s/n
(∫

Rn
|g(f(x+ λh))− g(f(x))|p dx

) 1
p

= CNn/p |g(a)− g(b)|

= Cδ

|a− b|
|g(a)− g(b)| .

Finalement
|g(a)− g(b)| ≤ C |b− a| .

On veut montrer que g(0)=0. On a Tf (g) = g ◦ f

‖Tf (g)‖Bsp,∞ ≤ C ‖f‖Bsp,∞ .

Si f = 0
‖g(0)‖Bsp,∞ ≤ 0

cela implique que ‖g(0)‖Bsp,∞ = 0. Alors g(0) = 0.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a vu les conditions pour lesquelles l’opérateur de composition à gauche
Tg opère sur les espaces de Besov Bn/p

p,q (Rn). Ces conditions sont énoncé dans le Théorème 3.1.
Ce résultat peut être étendu à d’autres cas, par exemple les cas où s 6= n/p ou s > 1. Il peut

être aussi étudié sur d’autres espaces fonctionnels tels que : Hölder, Lizorkin-Triebel, ...
La composition dans les espaces de Besov, particulièrement dans les cas critiques, est utilisée

dans de nombreux domaines des mathématiques, les équations de Navier-Stokes par exemple.
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