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Résumé

Dans ce mémoire on va étudier la composition dans I'espace de Besov critique (s = n/p)
dans le sens suivant : Si g une fonction de la variable réelle qui opére, par composition a gauche,
sur 'espace de Besov B;’q(]R”) oun 0<s<1, s=n/p, 1 <p,q<o0,alors g est globalement
lipschitzienne.
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Notations

N=1{0,1,2,...} et N* =N — {0}.
Z=A4...,-2,-1,0,1,2,---}.
R I’ensemble des nombres réels et C ’ensemble des nombres complexes.

C(R™) désigne I'espaces des fonctions continues de R"™ dans R.

suppf = {z € R" : f(z) # 0}.

supp (fg) C suppf N suppg.

C*R") ={f e CR") : D*f € C(R"),a € N"}.
D(R") = {f € C=(R") : suppf est compact}.

on rappelle que si & = (g, g, . .., ;) € N™ est un multi-indice, on note

a\alq) Harttan
9or--- Qg g1+

On définit le produit de convolution de fonctions par

(e}

0P = pour x € R" 2% = o - - - x5

frgl)= [ F—y)gly)dy
Pour f € §'(R,,), on définit la transformé de Fourier de f par

FN© =) = [ e fla)da

et la transformé de Fourier inverse de f par

1

Fr = () [ e

La transformée d'une distribution 7" (notée F(1')),
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en posant < F(T), f >=<T,F(f) > ou

FUNEQ =F©) = [ e (w)da
e le nombre de combinaisons de m objet pris parmi [ et sans remise est :

. m!
Cn = I'(m —1)!

1 1
e pour 1 < p < oo, on note p' le nombre réel tel que — + — = 1. (p’ est I'exposant conjugué
p D

de p).
e soient 0 < p<ooet<qg<oosifr(r)est une suite de fonctions a valeurs complexes
dans R", alors

sy =1 1l I, ( [, 1),

e inégalité de Maximum
Si f est une fonction localement Lebesgue-intégrable et a valeurs complexe sur R”, alors

1
(MF)(w) = sup g [ 17 dy

est la fonction maximale de Hardy-Littlewood, ou le sup est pris sur toutes les boules
centrées en x.




Introduction

Au cours des derniére décennies, la théorie des espaces fonctionnels a connue un développement
considérable et a été largement appliquée dans de nombreuses branches différentes de ’analyse
moderne telles que I'analyse harmonique, les équations aux dérivées partielles, la théorie de
I’approximation, etc. L’espace de Besov est généralement considéré comme une échelle tres
générale d’espaces de fonctions. Il couvre différents types d’espaces fonctionnels classiques comme
cas particuliers, dont les espaces Lebesgue, espaces de Sobolev, espaces de Hardy,...(Voir par
exemple [9]).

L’étude de la caractérisation des fonctions qui operent sur un espace fonctionnel E est
appelée calcul fonctionnel dans E. De nombreux mathématiciens ont étudié le probleme de la
composition dans les différents espaces fonctionnels. Pour les espaces Bj ,(R) avec 0 < s < 1/2,
cette étude a été commencée en 1965 par Igari [15], ce résultat est étendu aux espaces de Besov
Bs (R") par G.Bourdaud [4], [5], [6] et W. Sickel [16] et D.Kateb [2] aussi par Moussai et ses
collegues [11]. L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier 'opérateur de composition défini
par T, ;== go f, telle que g : R — R avec g(0) =0 et f € B, (R").

Ce mémoire est organisé en trois chapitres.

Le premier chapitre contient des notions de bases, quelques propriétés des espaces LP de Lebesgue,
Schwartz S et des distributions tempérées.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne la décomposition de Littlewood-Paley puis on définit
I’espace Besov avec quelques propriétés telles que : les inclusions, relations avec d’autres espaces
et des normes équivalentes.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a 1’étude de 1'opérateur de composition a gauche sur
I'espace de Besov critique, c’est a dire lorsque s = n/p, dans le sens :

T,:=gof, telleque g : R — R avec g(0) =0 et f € B;,q(Rn)

avec 0 < s < 1let p,q€[l, o0



Chapitre 1

(zénéralités

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles dans un cadre général les
espaces de Lebesgue, quelques inégalités classiques dans ces espaces et les propriétés et les outils
que nous allons utiliser.

Nous introduisons aussi ’espace de Schwartz S(R™) et l'espace des distributions tempérées
S'(R™) et quelques propriétés essentielles. Nous donnerons ensuite la transformée de Fourier et
la formule d’inversion de Fourier, et leur propriétés dans S et S'.

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1 (Espace L,(12)).
Soit 2 un ouvert de R™. Soit p € R avec 1 < p < oo. On note L; 'espaces des fonctions
intégrables sur {2 a valeurs dans R".

Li(Q) = {f :Q — R : f est mesurable et/g|f(m)\da: < oo}.

Muni de la norme :

1Al = [ 1£@)lda,

pour p # 0o, on pose :
L,(Q) = {f : Q —> R : f est mesurable et |f|’ € LI(Q)}.

Muni de la norme :

Y

191, = [[ 1P as]”

et pour p =00, on a :
Loo(Q)={f:Q — R: f est mesurable : 3 C > 0 telle que |f| < C p.p surQl},

on définit :

| fll = nf{C : |f(z)] < C p.p.sur Q}.

Remararque 1.1. Si f € Lo, alors |f(x)| < || f||, p-p. sur €.
La remarque ci-dessus implique que |[|-||  est une norme.



1.1. ESPACES DE LEBESGUE Chapitre 1

Exemple 1.1.
- Si f est la fonction définie sur ]0, 400 par : f(z) = 1. Ona f ¢ L(]0, 1]).
- Soit la fonction f définie sur |0, 400 par

1
1@ = S T
Ona f € Ly(]0,1]) mais f ¢ L,(]0,1]) pour 1 < p < +o0.
- Toute fonction f, continue et bornée sur R” est de L.
- Toute fonction f, continue sur compacts est de L.

On va donner maintenant quelques inégalités classiques dans les espaces L,, et qui seront
utiles pour la suite.

Soit p €]1, +o0], il existe un unique g €]1, +00| tel que %%—% = 1. En effet, il suffit de prendre
q= ﬁ. Notons que 'on a (p —1)g =pet (¢—1)(p — 1) = 1. Notons aussi que si p = 2, alors
onagq=2.

Lemme 1.

Soient p,q €]1,400| tels que % + % = 1. pour tout s >0ett >0 ona :

1 1
st < —sP 4 —t9,
p q

1 1
st = —sP + 9 <= P = {4
p q

Proposition 1.1. (Inégalité de Hélder)
Soient f € LP(R"), g € LY(R™) avec 1 < p, q < +o00. Alors f.g € L*(R™) pour 1 = ]l? + % et

1fglly < A1, llall, -

Démonstration. Si Hpr =0 ou Hqu = 0, inégalité est triviale, donc on suppose Hpr + 0 et
lgll,, # 0. D’aprés le lemme 1, on a :

AN SV N O ]
£, Mall, = 2 IFIE  allally’

donc on a :

MM) dx L x)|P dx N N de
J. <||f||p||g||q < I [ r@)de+ ZTgT? flot@)
1

= 117+ lgll?
pIfIL " allglly
11

- T4 =1
P oq

Par conséquent, on a

/Rn |f(x)g(x)| dz < || f]l, lg]l, -

10
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Remararque 1.2. Le cas particulier ou p = ¢ = 2 dans 'inégalité de Holder, donne 'inégalité de
Cauchy- Schwarz.

Théoréme 1.2. (Inégalité d’interpolation)
Soit Q un ouwvert de R™. Si f € L,(2) N Ly(2) avec 1 <p <r <q < oo, alors f € L,(Q2) pour
tout%z%#—l_To‘ et0<a<l:

AL < 0 D

Démonstration. On a % = %+1_T°‘ donc 1 = %%—L;a), onpose k= L et t = T(lq—a) et |g| = |f|"

done o lg(x)| dx = Jolg(2))|* lg(2)]" " dz et 1= § + .
Appliquons l'inégalité de Holder 1.1

[ o~ (o)} ([ o)}

donc

r(l—a)

[erae < ([ir@fEe=a)” ([ @)

o ra r(l—a)
=LA Al

Alors
a 11—«
AL < AN ILAIE

Proposition 1.3. (Inégalité de Minkowski)
Soient f € LP(R™), g € LP(R") avec 1 < p < 400 alors f + g € LP(R™) et

£ +gll, < 111, + ligl, -
Démonstration. On a :
L@+ g@Pde = [ 1f@) +g@)P ™ |f@) + g(o)| do
L@+ 1g@)) | @)+ g(@) " do
< [ @I+ de s [ lo@1f + ol dr

IN

D’autre part, d’apres I'inégalité de Holder 1.1, on a :
1 1
L@@+ g@)P o < ([ 1@ da)” ([ 1)+ gl dr)"

et
[ 1g@)1f @) + 9@l do < ([ lg@Pdr)” ([ 176+ o) dr)"

par conséquent, on a :

1F+ gl < (IF1L + gl )L F + glid).

11



1.1. ESPACES DE LEBESGUE Chapitre 1

D’ou on a ,
Py
1f+glle < IfN, +lgll, -

i 1,1 __ — _ - _P_
Et puisque 4+, =1 on ap=q(p—1) et ¢ = -5, donc

1F+gll, < 1A, + gl
O

Remararque 1.3. (Inégalité de Young)
Soient p, ¢, € [1, 00| tels que % + % = % + 1, avec r > p et r > ¢ alors pour tout f € L,(R") et
g € L,(R"™), on a

fxgeL(R") et [[f=gll, < |fIl,llgll,-

Démonstration. Voir [§] O

Proposition 1.4. (Inégalité de Bernstein)
Soient 1 < p < ¢ < 40 et a € N, il eziste une constante C(a,p,q,n) > 0 telle que pour
f e LP(R") avec suppF(f) C{xz € R,|z| < M}, on a

£, < oG g,

Démonstration. Soit ¢ € S(R") telle que (&) =1 si |£] < 1 on pose : o (§) = (p(%L telle que
em(§) =1si ] < M,ona:

on pose : (&) = G(§) on a :
Flg)F(f@) = F(f), (1.1)

en appliquant I'inverse de Fourier, on obtient

FHUF@)F( ) = FHF(FY))
gaf@ = f©,
et ona g=F '(pu), donc
F 7 o)+ £ = £
F oun) @ x f = £
D’apres 'inégalité de Young 1.3, on obtient
1

f(o‘)Hp; avecl%—l = 7+1.

7], < |7 1Tty

T
Comme pour tout x € R", on a

(F o)W (z) = M"(F o) D (2 M),

12



1.1. ESPACES DE LEBESGUE Chapitre 1

il vient :

[ e, = 2 ([ (F)010) a0

On pose Mx = z, on a

[Foa) @] = aril-2 </:L((Qiyz/&n@y)“wﬂy)a@ﬂdy>rdz>r
= e ([ (7))

donc

=C.

r

|(F )@, = pnlel=2

(F )@

o telle que H(]:*lgo(a)

Alors L
Hf(a)Hq < oMleHFnG= 1711 -

[
Théoréme 1.5. L,(€2) est un espace vectoriel et [|-[|, est une norme pour tout 1 < p < +ooc.

Démonstration. On applique la remarque 1.1 dans le cas p = oo et la proposition 1.3 dans le
cas 1 < p < o0. O

Théoréme 1.6 (Riesz-Fischer).
Soit 2 un ouvert de R" et 1 < p < oo. L, est un espace de Banach.

Démonstration. Voir [8]. O

Théoréme 1.7. Soit 1 < p < q < oo. SiQ est de mesure finie i.e || < 0o, alors on a
Ly(€2) C Ly(Q2).
Démonstration. Voir [8]. O

Remararque 1.4. Si la mesure de € n’est pas finie alors

Ly(2) € Ly(2).

Ezemple 1.2. Si f est une fonction définie sur ]1,+o00[ par : f(z) = -%. On va montrer que
f€L,Q),ona

o] oo 1
/LWWMZ/;@m<w
1 1

13



1.2. L’ESPACE S(RY) DE SCHWARTZ Chapitre

d’apres Intégrales de Riemann, on a ga > 1 donc o > %.
Sit>a>1alors
p q

feLyet f¢L,

Définition 1.2. Espace ¢,(N)
Soit pe Ravec 1 <p < oo
Si p # oo, on pose :

6,(N) = {(@:) € C: Jall, :(2 2 )# < oo}

Si p = 00, on pose :

l(N) = {(xl) eC: x| =suplz;| < oo} .
ieN

Proposition 1.8. (Inégalité de Holder)
Pour 1 <p,q < oo tels que % + é =1, soit (u,) € ¢, et (v,) € £, alors

Z | vn| < Huan HUan'
n>0

Proposition 1.9. (Inégalité de Minkowski)
Pour 1 < p,q < oo tels que ]% + % =1, soit (u,) € ¢, et (v,) € L, alors

[n +vall, < llunll, + [loall,,

Proposition 1.10.
1. Pour tout p € [1,00], £ est un K-espace vectoriel et application x — ||z||, est une

norme sur £,

L’espace (£, ||||,,) est de Banach.

Pour tous p,q € [1,00], on a £, C {, si et seulement sip < q.

Si1<p <q<oo, alors pour tout x € Ly, on a [lz| < |z|, <|zf, < nv |z -

On a

L [l = el

Démonstration. Voir [3].

1.2 L’espace S(R") de Schwartz

1.2.1 Définition et propriétés

Définition 1.3. On dit qu'une fonction ® de R™ dans C de classe C* est a décroissance rapide
si, pour tout p > 0 on a

L, 0P
N,(®)= sup sup |z W(x)

0<|a|<p 0<|BI<p

< +00.
Loo(R7)

14



1.2. L’ESPACE S(RY) DE SCHWARTZ Chapitre 1

On note S(R™) I’ensemble des fonctions C'* a décroissance rapide. Avec

S(R") ={® € C™:Va,B € N, lim ]xacp@(x)‘ — 0}

| —s00

Remararque 1.5. 11 existe des constantes C, Cy > 0 telle que pour |a| =p
Cr(1 4 [z])?P < [ < Co(1 + )",

On aurait donc pu, au lieu de la famille NV, choisir les semi-normes

N, = max (1 + |zl @D ) | _ .

Remararque 1.6. En dimension 1, si 8 = 0, alors

sup |2 ®(2)]| o (gny < +00,
0<|al<p

donc @ va vers 0 plus rapidement que 1/|z|%. Si de plus a = 0, alors on voit que ® € L>(R).

xT

. . — 2 ,
Ezemple 1.3. Dimension 1, ®(z) = e, on va montrer par récurrence

d°®
@) = Pa(w)e ™,
ou Pj3 est un polynéme. Donc
dP®
oS ) = 2 Py(w)e ™,
par passage a la limite
_ LdP®
A 25 (@) =0,
. d°® . .
et la fonction xad—ﬁ(:c) est bornée sur R pour tout « et 8. Par conséquence, ¢ € S(R).
x

Exemple 1.4. La fonction e™1® est & décroissance rapide mais n’est pas de classe C*°, donc

el ¢ S,
Ezemple 1.5. Soit la fonction f définie par Vz € R, f(x) = e * cos(e*”). On a

lim |z%f(z)] = lim ’:po‘e_mQCos(e :
|z|—ro0 |z| —o0

2m2)

donc f est une fonction a décroissance rapide, mais elle n’appartient pas & S(R) puisque :
sa premiere dérivée n’est pas a décroissance rapide,

Fi(z) = —22(e™ cos(e®”) + 2¢* sin(e**)).

Car: lim |f'(z)| #0.

|z|—ro0

15



1.2. L’ESPACE S(RY) DE SCHWARTZ Chapitre 1

Définition 1.4. On dit qu’une suite ®,, de fonctions de S(R™) converge dans S(R™) vers
O e S(R™) si:
Vp >0, N,(®,—P)— 0 quand n — .

Remararque 1.7. (D(R™) est dense dans S(R"))
Pour tout ® € S(R™), il existe une ®,, € D(R™) tel que ¢,, converge dans S(R™) vers ¢
le.

Ny(®,, — D) —= 0, pour tout p.

Proposition 1.11. L’espace S(R") est stable par dérivation et par multiplication par des
polynomes : si ¢ € S(R™), alors toutes les dérivées de ¢ sont dans S(R™), ainsi que les produits
de ¢ par des polynomes.

De plus, il existe une constante C' telle que, pour tout p € N,

LOPD

Vo € S(R"), sup sup W(m)

0<|a|<p 0<|B|<p

T

S CNP+n+1 (gb) .
LY(R™)

Démonstration. 11 suffit de remarquer que :

Np(a/\q)> = Ssup Sup Hxaaﬁ(a/\@@))HLm(Rn) < Npg(D),

0<|a|<p 0<|BI<p
dés que |A| < ¢. Aussi pour

N,(z*®) = sup sup H:L"\xaﬁki)(x)HLw(Rn) < Npio ().
0<|a|<p 0<|B|<p

O
Puisque N,(®) < Npip11(P), on a bien sur,
|07 < CNpynia(®). (1.2)
On notera que dans le cas ¢ = 1, I’équation 2.1 donnent la méme majoration
|02 | < ONpnia (®). (1.3)

Proposition 1.12. [14] V1 < p < oo, l'espace S(R™) C LP(R™).

Proposition 1.13. [1/] L’espace S(R™) C H'(R™).

1.2.2 Transformée de Fourier dans S(R")

La transformée de Fourier d’une fonction f € S(R™) est bien définie Comme on a S(R") C
L*(R™), On a le théoréme suivant :
Théoréme 1.14. L’espace S est stable par transformé de Fourier. Autrement dit, Si ® € S,
alors F® € S et pour tout p € N, il existe une constante C, telle que :

VD € S(RY), Ny(F®) < CpNypi (9.

16



1.2. L’ESPACE S(RY) DE SCHWARTZ

Chapitre 1

Démonstration.
En effet, d’apres la proposition précédente, F® € C'™ et pour tout o € N”

(F®) (&) = (=) F (a°®) (€).
On a pour tout g € N
(i) PU(F @)@ (€) = (&) "|(—i) " F(2°®) (€) = (=)l F((x®)?)(¢),
comme on a F®(€) tend vers 0 et | Ffl.. < £l

H(F®) D ()] = sup

€ERn

sup
£eRn

F((z2@) D) ()| < ||@®)?, .
D’apres 1.3 on a

sup
¢eRn

F((2°®)@)()| < Ny ((2°9)P) < 00,

Lemme 2. Soit j € N*, i le nombre imaginaire et o, 5 € N* On a :

(a)

Fla,®)(6) =i (gj) ©.

(b)

f(gj;)(é) — it (F(9))(©).

(c)
Fa'®)(€) = 70" F(€).

(d)
F(97®@)(&) = (i) F(®)(E).

Démonstration.

1. 11 suffit d’appliquer le théoréme de dérivation a l'intégrale [g. ®(x)e *¢dz. La dérivée

par rapport a §; donne :

or = —i/ z;0(x)e " dx.

0&; "
puis
Fegmie =i (57 ) ©
2. On a: 9% 9%
]:(0733-)(@ = Jon T%(x)@_mgd%




1.3. L’ESPACE S'(RY) DES DISTRIBUTIONS TEMPEREES Chapitre 1

par intégration par parties
F()©) =it [ @(x)eda,

la fonction ® tend vers 0 pour x; — +o0.
3. Par récurrence. Supposons qu’elle est vraie au rang [ et montrons qu’elle est vraie au

rang [ + 1.
On a donc

F(a"T10)(€) = F(z2"®)(©),

d’apres la premiere relation 1.4, on obtient

F@1e)(€) = i0F(z"®)(€)
= i (I10° F(¢))

= IBHUGTLE(€).

4. 11 est clair qu’elle est vraie pour @ = 1. Par récurrence, supposons qu’elle vraie au rang o
et montrons qu’elle est vraie au rang o + 1.

F(0°T10)(§) = F(9(0"))(),
dapres la deuxiéme relation 1.5, on obtient
= i£F(0°P)(¢)
= (i) F(P)(€)
= (1) T F(®)(&).
0

Proposition 1.15. Si une suite (®y) converge dans S vers une fonction ® alors F(®y) converge
dans S vers F(®P).

Démonstration. Voir [1] O

1.3 L’espace S'(R") des distributions tempérées

Définition 1.5. On appelle distribution tempérée (ou parfois distribution & croissance lente),
toute fonctionnelle linéaire continue définie sur S et a valeurs dans C. Autrement dit, s’il existe
p € Netc>0 tels que :

Vo € S(R"), (T, ¢)s',s| < CNy(9).

Remararque 1.8. Les distributions tempérées forment un espace vectoriel que ’on note S'(R").
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1.3. L’ESPACE S'(RY) DES DISTRIBUTIONS TEMPEREES Chapitre 1

Exemple 1.6.
1) Toute distribution & support borné est tempérée.
2) Jet vpi sont des distributions tempérées.

Définition 1.6. Soit (7)) une suite de distributions tempérées. On dit que (7}) tend vers T
dans S'(R™), si pour toute fonction & € S(R") :

<T;,®>—=<T,®>.

Proposition 1.16. [1] Si pour toute fonction ® € S(R™), la suite (< Tj, ® >) converge, alors il
eziste une distribution T € S(R") telle que T; — T dans S'(R™).

1.3.1 Transformée de Fourier dans S'(R")

Définition 1.7. La transformée de Fourier d’une distribution tempérée T est la distribution
FT (que 'on note aussi 1) définie par :

(FT, ) = (T, Fp), ¢ € SR").
Proposition 1.17. L’espace S’ est stable par transformé de Fourier. Si T € S', alors FT € S'.

Démonstration. Voir [1] O

Remararque 1.9. De méme on définit la transformée de Fourier (conjugué) F de F en posant
(FT, ) = (T, Fyp).

Proposition 1.18. .
1. FT'(&) = it FT(€), c’est-d-dire, T'(€) = i€ T(£).

—

2. FT™M (&) = (i)™ FT(€), ¢est-d-dire, T () = (i&)"T(€).
3. F(T(x —c¢)) = exp T (€), c € R.
4. F(T(cx)) = 5T (), c€R.
Démonstration. Voir [1] et [14] O

Proposition 1.19. Formule d’inversion de Fourier
si o €8, alors

o(a) = [ plw) exp™ du.

—0o0

Proposition 1.20. Pour tout p € S, on a
F(Fp) = ¢.

F(Fp)) = ¢.

Autrement dit, dans Uespace S les transformées F et F sont inverses l'une de Uautre.
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1.3. L’ESPACE S'(RY) DES DISTRIBUTIONS TEMPEREES Chapitre 1

Proposition 1.21. Pour tout T € §’, on a
F(F(T)) =T,
F(F(T))=T.
Autrement dit, dans Uespace S les transformées F et F sont inverses l'une de lautre.

Remararque 1.10. Ici aussi, on peut remplacer dans les formules de réciprocité de Fourier ci-dessus,
F par la notation F1L.

Ezxemple 1.7. La transformée de Fourier de la distribution tempérée associée a la fonction
constante 1 est égale a la distribution ¢ de Dirac. On a :

(Flip) = (1,Fp)

= [ Fe)a)dr,
— [ Fo@entis

= F ' F(p)(0)
= ¢(0)
= (4, ),

d’'ou F1 = 6.

Proposition 1.22. Soient S et T deux distributions a supports bornés. Alors, le support du
produit de convolution S x T est borné et on a :

F(S«T)=F(S)F(T).

Démonstration. Voir [10] O
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Chapitre

Les espaces Besov By (R")

Les séries de Littlewood-Paley jouent un role important dans la définition des espaces de
Besov. Dans ce chapitre on donnera la décomposition de Littlewood-Paley. Donc, pour une
fonction f € S’(R™), on associé une décomposition sous la forme f = 37,50 Qrf. A partir de
cette derniere on définit les espaces de Besov B; (R™), puis on donne leurs propriétés (cas
particuliers, normes équivalentes, ... etc), et on aborde quelques inclusions entre ces espaces,
enfin nous enrichirons ce chapitre en donnant des exemples sur des fonctions de B, (R").

2.1 La décomposition de Littlewood-Paley

L’idée de base de la décomposition de Littlewood-Paley est d’écrire une fonction donnée f
comme somme de fonctions élémentaires f; telles que chaque f; soit localisée en fréquence sur
un anneau dyadique de taille 27.

Soit v une fonction paire de classe C*>°(R) définie par :

y(z) =1 si |zl <1
0<v(@) <1l si 1<|z|<3
@) =0 il > 8

Soit @ la fonction définie par ®(z) = v(x) — v(2z).
Pour tout k € Z on pose ®y(z) = ®(2Fx) = v(2Fz) — (28 x).
Les fonctions ®; ont les propriétés suivantes :
Proposition 2.1. Pour tout k € Z, on a
1. supp®;, C {x 27D <z < 3 x 2_(’““)}

9 Op(z) =1 si 278 < x| <3 x 272
| 0<Pp(x) <1 si 270D <o < 27D oy 278 <z < 3 x 27D
3. ®r(0) =0

La suite (Py)rez forme une décomposition de l'unité, autrement dit :

Proposition 2.2. Pour tout x € R™\ {0} on a

> o(2Fx) = 1. (2.1)

kEZ
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2.1. LA DECOMPOSITION DE LITTLEWOOD-PALEY Chapitre 2

Démonstration.
M
S e2%) = A2V) — 42V )
k=N
+ (2% ) — (27 )
+ y(2Mz) =y (2" )
v2Nz) — 4 (2M )
= 1 quand N — +o0 et M — —o0,
car limy_, o 7(2Vz) = v(0) = 1 et limp; 4 oo 7(2M T 12) = 0. O

La formule 2.1 est appelée partition homogene de 1'unité.
Remararque 2.1. Pour tout x € R\ {0}, on a :

> @((2%x) =1,

kEZ

on pose x = 277€ avec j € Z, alors on obtient

Y @27z) =1

JEL

En multipliant par f : R . N
Zf o(277x) = f.

jez
Prenons la transformée de Fourier inverse des deux membres
SN2 FO(22) « f = f. (2.2)
jez

La formule 2.2 est appelée la décomposition homogene de Littlewood-Paley correspondante a la
fonction f.

On regroupe les termes d’indices k < 0 dans 2.1 pour trouver la proposition suivante :

Proposition 2.3. Pour tout x € R, on a

U(z)+ > 0(2Fz) = (2.3)

avec V() = Y40 P(2%2) = 1 — Y4y ©(2%2) est une fonction de classe C*(R) d support dans
Uensemble {x € R, |z| < 3}.
La formule 2.3 est appelée partition non homogéne de l'unité.

Remararque 2.2. Les formules 2.1 et 2.3 restent valables quand on remplace R par R”, n € N.
Pour z € R", on pose x = 277¢ avec j € Z, alors, 2.3 devient

U(277¢) + i d(27F¢) = 1. (2.4)

k=j+1
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2.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES Chapitre 2

En multipliant par f :
J(&) = f() +Zf o(2"¢),£ e R™.
k=j+1

Prenons la transformé de Fourier inverse des deux membres en tenant compte de 1’égalité

~

FHU2E)F(E)(x) = 7" FH(P(2€))) * f(x),
on trouve

f=27"F N W(2) « f + i 27 FH@(25)) * f.

k=j+1

On définit les opérateurs de convolution S; et (), par :
S;f:S'(R") — C®(R")
Q;f : S'(R") — C(R")

telles que ' '
Sif=27""F N W)« f j=0,1,--

Quf =27 F Y ®2F )« f k=12,
c’est-a-dire |
F(S;f) =W(2e)f j=0,1,---
FQrf) =2 f k=1,2,--
Théoréme 2.4. Pour toute fonction f € S'(R"™), on a :
f=Sif+ Y Qf (2.5)
k=j+1

La formule 2.5 est appelée la série de Littlewood-Paley correspondante a la fonction f.
Pour 7 =0, on a

F=Sf + 3 Quf.
k=1

Posons Qg = Sy pour obtenir

f=> Qf
k=0
Remararque 2.3. Pour tout k € N* et j € Non a

supp Q/k\f C supp@(Qkﬁ) et suppS/’J? C supp\II(ng).

2.2 Définitions et propriétés

Définition 2.1. Soient s € R, p,q € [1, 00|, I'espace de Besov est 'ensemble des f € S’'(R") et
J=2e2Q;f telles que
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2.3. CAS PARTICULIERS Chapitre 2

. 1
7] _ { (230290 ||ij||q) " < 0o, pour 1< q< o
Bj ,(R") =
= sppon (29 1Q,F1L) < o, pour g = oc

Remararque 2.4. Les espaces B;q(R”) sont des quasi-Banach pour 0 < p,q < 1, et des Banach
pour p,q € [1,400].

Définition 2.2. Soient s € R,p,q € [1,00], I'espace de l'espace de Lizorkin-Triebel F;  est
I'ensemble des fonctions f € S'(R™) telle que

(o2 i)™
H sup;so (27 |Q; f1) Hp <00, pour q =00

< 00, pour q # oo

If1

Fj,(R") =

2.3 Cas particuliers

1. By ,(R") = Hy(R") (espace de Bessel). Soient s € R et p €]1,00|. L'espace H; est I'en-
semble de toutes les fonctions f € S'(R") telles que F~1[(1 + |€]*)2F f(€)(-)] soit une
distribution réguliere et

| lliggemy = [F A+ EPEF RO

2. B, (R")=C*(R"), s >0ets¢N. C(R") désigne I'espace de Holder.
Soient m € N et s €)m,m + 1[. L’espace C*(R"™) est I'ensemble de toutes les fonctions
f € C™(R"™) telles que

0°f (x) — 0°f(y)|
s@) = I llem@ny + D sup o
et = Wlowy+ 3 p P
3. B,y (R") = F; (R")(L’espace de Lizorkin-Triebel).
Soit s e R, 0 <p<ooet<qg< oo. L'espaces Fl‘f’q(R”) est I’ensemble de toutes les
fonctions f € S'(R™) telles que

1/

£ gy = | [2°@i 1 | <.
allp
4. B) (R") = W)(R") = F) (R") = LP(R").

2.4 Normes équivalentes

Définition 2.3. Soient z,h € R", m € N et f une fonction quelconque, introduisons 'opérateur
des différences finies A, telle que

Ahf:T—hf_fa ou Thf(x):f(x_h)v

et on pose

Apf(z) = Anf(z) = f(z +h) - f(@).
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2.4. NORMES EQUIVALENTES Chapitre 2

Les opérateurs A}"f sont définis par la relation de récurrence
AP F(x) = A(AP f(2)), m > 2. (2.6)
On déduit donc que
Ajf(x) = Ap(Af (@) = fz +2h) = 2f(z + h) + f(z).

Remararque 2.5. Soient x,h € R™, m € N et f une fonction quelconque définie dans une partie
de R™, alors le terme général de A} f(x) peut s’écrire sous la forme

AP F(2) = 3 CL (-1 ™ f(2) = 30 O (1) f (@)
=0 =0

Démonstration. Puisqu’on a

cl o +C=Ck
et
(1) = (1)l = —(=1)™HL = (1)
on déduit donc par récurrence que si AP f(x) = 7, CL (=1)™*r_y, f(x), alors selon 2.6
Aptif(a) = An(ARf(2) = A f(z+h) - Amf( )
= f:C,’;(— D™ f(x+ (k+ 1)k ZC’“ D)™ f (x4 kh)
k=0
mi1

= Z 1) (g 4 1h) — Zc,’; 1) £z + kh)

= flx+(m+1)h) —

Ms

" O (1)) (a4 1h)

~

1

NE

= S+ (m+Dh) - (=1)"f(z) +

N (O 1y £ (o 4 n)
=0
m+1

_ Z Cﬁ1<—1)(m+l)+l7',lhf($)

(Co (=)™ ) f( + 1h)

~

1

donc

AT f(x ZC’“ flx+ (m—k)h Z ~Dmutnf ().

Théoréme 2.5. Soient m € N, 0 < s <1 etp,q € [1,00]. Alors

dh
AMqu g > <oo}p0ur q < 00,

B3, (R") = {f e S®"): |11, + ( L 1n
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2.5. INCLUSIONS Chapitre 2

v1l,) < oo}

Démonstration. Voir la preuve dans le livre de Triebel [9]. O

B = {r e S®): (17, + sup 11~

Dans le sens des quasi-normes équivalentes dans l'espace B, .

Définition 2.4. Pour 0 < s <1, 1 < p,q < 0o, on définit I'espace de Besov B; (R") comme
I’ensemble des distributions tempérées f qui vérifient :

a/p dh

1
gy ooy = I, + [/ e (o0 = fappde)” 5

< 0. (2.7)

2.5 Inclusions

Cette section est basée sur les références [9], [2] et [14].

Définition 2.5. Soit (X, ||.||x), (Y ||.]ly) deux espaces de Banach. On dit que X s’injecte dans
Y et on écrit X — Y si X C Y et si 'application identité définie de X dans Y est continue,
c’est-a-dire, s’il existe une constante C' telle que pour toute fonction f € X

on a

Iflly < ClIflx -
Ezemple 2.1. L’espace £,(R"™) s’injecte dans £,(R™) pour p < g < oo.

,(R™) = £,(R"), 1 <p<q<oo. (2.8)

Proposition 2.6. Soient s € R et 1 < p,q < oo. Alors
(i) B, (R") = B, (R"), p<r < oo

(i) Bytf(R") — By (R"), 1<r<oo et €>0.

(111) By in (p.gy(R") = Fp(R") — B

pmaX{pq}(Rn>’ l<p=oo

Démonstration. (i) Puisqu’on a p < 7 < 0o alors d’apres 2.8 on a £, (R") < £,.(R")
(171, < Clfl,,) doi

115y, =

il < clerlie,,
= O/l

(ii) Pour 1 < r < oo arbitraire et € > 0 on peut affirmer :

= 27 QiflI)Y

]00 r/p Hr
_ (ZQSW f(x))pdx> )
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IN

:
£

IN

IN

IA

Clfl

(sup 9i(s+e) /Rn(ij(l»))pdl.)l/p) (

Jj=
C (supQJ 5+5)/ (Q; f(x))Pdx) 1/p)
s <CIf

S ([ Qo)) ”p) :

i QJssup 2J (se) (/Rn(ij)py))T)

T

— 2—]57”)
=0

1
T

s+e .
Bqu

Concernant (ii7), nous allons étudier deux cas :

)Sil<g<p<oo

1751l 2 e )

Soit f € B

171,

2) Puis, sil<p<g<oo,ona

1
P
kaHzp(Lq(Rn)) - H(/Rn|fk|p)

<

IN

Q)l/q

Lp(R")
1/q

Lp/q@n)

00 1/q

¢- Posons u = £ (donc u > 1), alors

=

Jj=0

L (i 2 |ij|‘1) dx]

/. (f: i |ij|Q) dx]

Jj=0

i} (/R osiqu ‘ijlqu)i d:z:] u

3=

> 2 ||ij||%p]
=0

£

- (B (L))
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Ly

/Rn | fl?

p
< (L0, ) = Wil
Rn P
p

comme p < ¢, posons v = 7 alors

Q=

I.f]

o - [E (Liara)]
=0

1

vp

- i ([ om0 ar)

IA

/ Z 2jspv |ij|PU dl‘
R™ =0

S|
B =
3=

- /(ZTSQIijPda:) = 1A
R \ 720

Qs

s .
FPaq

O
Proposition 2.7. Soient m e N et 1 < p < oo. Alors
By(RY) o Wr(RY) < By (RY)
B (R") = C™(R") = B (R")
Démonstration. Voir [9]
O
Proposition 2.8. Soient 0 < p,q < oo et s € R. Alors
Big(R") < L™  sietseulement si0 <p<ooet0<q<1
By (R?) — L[> s> % 0<pg<oo
Démonstration. voir [9] O

Proposition 2.9. Soient s € R et p,q > 1. Si f € B, alors 9°f € B;;'a‘.
Démonstration. On a [|Q;(0°f)|, = |0*(Q; [)

aussi

Hp , et d’apres I'inégalité de Bernstein (p = ¢), on

10%(Q; DI, < C2MQ; I,

donc
Q@ N, < c2*MQ; 11,

2 e, < € HH?SQJHP

Y
Eq
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Chapitre 2

d’ou

10° £

s—|a <
st < C ]

s .
quq

2.6 Exemples de fonctions dans B, (R")

Ezemple 2.2. Soit p > 1, on a § € By &(R™).
En effet, soit f = 4, donc Q. f = 2" ®(2%¢), d'ou

1Qkfl, = 2"“”(/Rn \f‘l(cb(z’fg))(”dg)%.

En effectuant le changement de variable z = 2¥¢, on trouve

n kn
1Qkfl, =2

)
p

FH(@())|

donc

27 Qufl, = | F (@) -

Passant a la borne supérieure des deux cotés par rapport a k, on trouve

)
p

sup 25/ (| Qi £, = sup | F ' (®(x))|
k>0 k>0

161 5-se = [ F (@) < oo,

p
d’ou 73
§ € Bpoo(R™)
Dans les exemples suivants, nous allons utiliser la fonction p € C'*

1 si z<e3
p(ﬂf)z{ Z

0 si z>e?
Exemple 2.3. Soit (a, \) € R? et f la fonction définie par :

f(a) = [log|2]|" (log [log [|[) ™ p(|]).

On définit U, I'ensemble des couples (o, \) € R? tels que :
. azl—%et)\>%oua<1—%,sil<q<oo.

e a=0et A>00ua<0,siqg=1.
ea=1letA>0o0ua<l,siq=o0.

Sip,qg€l[l,oo],ona fe Bgy{f(R”) si est seulement si (o, A) € U,.
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Chapitre 2

Ezemple 2.4. Soient > 0et 0 < a+n/p < 2(f+1). On définit le nombre s par

n

Si g € BY, ,.(R) pour certain v > s, alors on a
f(@) = |z g(|z[")p(|z]) € BL, o (R").

Pour g(z) = sin®(5) on a f ¢ B5, (R") pour ¢ < oo.
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Chapitre

Composition dans les espaces de Besov critiques

3.1 Introduction

Ce chapitre contient le principal de notre mémoire qui est la composition dans les espaces
de Besov By (R™). En se basant sur I'article [7], on va étudier 'opérateur de composition défini par

Ty(f)=gof, telque g: R—=TR avec g(0) =0 et fe€ B, (R").

Définition 3.1. A toute fonction g : R — R on associe Popérateur de composition T,(f) -

=gof.
Soit £ un espace de fonctions a valeurs dans R. On dit que g opere sur £ si 'on a T,(E) C E.

3.2 Lemmes
Lemme 3.

Soit g : R — R une fonction telle que g(0) = 0, pour tout f € B,
il existe des nombres M > 0 et 6 > 0 tels que l"implication,

on ait go f € B, . Alors

7q’

£y, <8 = llgo flln, . <M,

soit vérifiée par tout fonction portée par le cube unité Q@ = [—=, 2|

Démonstration. Nous allons montrer I'existence d’un cube R et de nombres 0 et M tels que,
pour toute fonction portée par R, on a :

/]

B;;’QS(S :HgoﬂBgm < M.

Supposons, au contraire, que pour tout cube R et tous nombres M et ¢ on a :

/]

B, §5€t||gof|B;,oo > M.

On considéré la suite R; des cubes disjoints et des fonction ¢; € C°(R™) telles que : ¢;(z) =1

sur 3 R; et p;(z) =0 en dehors de R;.
Mj est la norme des opérateurs T': f —— fp; sur B, .

31



3.2. LEMMES Chapitre 3

En choisissant des fonction f; telles que :

1 . .
Suppfj C §R] a||f]| B, <27 ’||gof|B;w Z]M]

on a
Ii=fe;
Alors

ij = Zf%’

j=0 j=0

= [ ¢
Jj=0
= f
et (go f)p; =go f;. Puisque (go f)p; =go f sur 1R; et (go f)p; =0 en dehors de R;
(go fei=go(fes)=gof;

La fonction f = 3,5, f; appartient & By et (go f)p(j) = go f;; il vient alors

iM; < |(go Neillps . = IT(go Nlis,
< Myllgo flla_
5 < 9o fla_ (3.1
On pose
lgoflls =k (3.2
Sij >k, 3.1 et 3.2 conduisent a une contradiction. O]

Lemme 4. Pour tout entier N > 1, la function f(x) = X, <y p(x — k) appartient a B, (R")

Bs (Rn) < CN7v (la somme étant étendue a Uensemble des K de 7™ tels que |K;| <N
p,q

pour tout j =1,--- ,n).

et on a || f]

Démonstration. Nous utiliserons I’équivalence de la norme Besov de N; avec :

W= 18l [ (e sopa) ]

En prenant V = (h € R; |h;| <1/6; j =1,---,n). Les fonction ¢(- — k) ayant des supports
disjoints, on a :

1= 3 [ lele— k)P dz = 2N +1)" ol

|kj| <N

Pour h dans V| la fonction (- +h—k) — (- — k) est portée par @+ k ; de sorte que les différentes

32



3.2. LEMMES Chapitre 3

fonction ¢(- + h — k) — (- — k) ont leurs supports disjoints ; cela nous donne

[ fa+m —f@Pd = ¥ [ le@+h—k) - — k) do
|kj| <N
— (2N+1)”/Rn (@ + ) — ()] da.

Donc

I.f]

n/
Bj ,(R") < CN™P,
O

Lemme 5. Dans le cas sous-critique et critique, il existe une suite (6,),>1 de function C* sur

R™, portées par Q, telles que 0,(x) =1 sur le cube 27°Q et limy o [|00]l g = 0.
p,q
Démonstration. Donnons-nous une fonction ¢ € D telle que ¢(x) = L sur (1/2)F;.
0 hors R;.

Dans le cas s < n/p est tres simple : On pose 0,(x) = ¢(2x) ;

16|

. 1/q
b, = (Y2 IIQﬂvlli)
7=0

. 1/q
_ Jjsq ) v\ |P q/p
= (X7 eeor )

o0

1/q
= | X 2jsq2_””q/p(/w Qe y)I” dy)q/”)

J=0

o 1/q
= g (zzm( /. |@jso<y>\1’dy>q/p) Javee p=n/p—s

5=0
< 277 |lgl

s .
prq

L’estimation [|0, || 5. <277 ¢|
p,q
Dans le cas s =n/p :

OnaRiNR,=0si j#k et R; CQ, cequinous donne ) = URj. Posons maintenant

p: permet de conclure.
pP,q

0,(c) = v Z o(22);

On a aussitot 0, (z) = { (1) 21;::5 (162/2)@

pour estimer les normes des 6,. On applique alors le théoreme 3.1 de [12] et le théoreme 5.3 de
[13] qui s’écrivent alors

16,

1
14
< (C v .
sta,q -

. . i1
i, 161l < Jg, C ot = =0.
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3.3 La composition dans Bg/qp

Théoréeme 3.1.

Soient 1 <p < oo et 1 < q<oo. Pour une fonction g de R dans R, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) g opére, par composition & gauche, sur Bjq(R™);

(i) il existe un r € 1, q| tel que, pour tout f € Bgr(R"™), on ait go f € Bioo(R");

(iii) g est globalement lipschitzienne et g(0) = 0.

Démonstration. D’apres le lemme 3, (1) = (7).

Montrons que (i) implique (éi7). Si g vérifie (i7), il existe un § > 0 et un M > 0 tels que, pour
tout fonction f porté par @, vérifiant || f] BIP (@n) < §, on ait [|go f“B;,/Oz(R") < M.

Soient a et b deux nombre complexes et ¢ est la fonction plateau on pose

T
F@)=0-a) ¥ o(% k) + af (o)
lkj|<N
La somme 37, <y -+ est étendue aux k € Z" tels que |k;| < N, pour tout j € 1,--- ,n, le

nombre A €]0, 1] et les entiers positifs N et v seront fixes dans un instant.
Le lemme nous autorise a choisir v tel que

)
al 18l < 5
D’apres le lemme 4, on a
> (5 — k) <ONF.
ey

Choisissons 'entier N > 1 tels que
n )
CN?»|b—al=-.
p—al =2

Désignons par Q1 le cube [0,1/2] et posons h = (1/3,0---,0). Alors, pour z € %QJ“, on a
t+heQetz+hd¢iQ.
Autrement dit, pour tout = dans A\(3Q + k), on a f(z + Ah) =aet f(z) =b

g(f(z + Ah)) —g(f(x)) = g(a) — g(b)
Cela donne

Lt xm) =g @)Pde = 5[ gta) = g do

g | <N
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avec AGQT + k) NAGQT + k) =0, i #j

S v 9@ 9@ o = (2N +1)"g(a) ~ g vol(AGQ" + 1

k<N 7 A
= (2N +1)"[g(a) —g(b)[P 67" A"
> ON"(|g(a) —g(b)])".

D’apres 2.7, on a

S =

M > |go

> ([ g AR)) = gl () da )

= CN""|g(a) ~
Co i) -

= ya—by| g(a

9

Finalement

lg(a) —g(b)] < C'|b—a.
On veut montrer que g(0)=0. On a T¢(g) = go f

T (9)ls_ < C 1l
Si f =
l9O)ll5; <0
cela implique que [|g(0)||zs = 0. Alors g(0) = 0. O
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a vu les conditions pour lesquelles 'opérateur de composition a gauche
T, opere sur les espaces de Besov Bgvflp (R™). Ces conditions sont énoncé dans le Théoréme 3.1.

Ce résultat peut étre étendu a d’autres cas, par exemple les cas ou s # n/p ou s > 1. Il peut
étre aussi étudié sur d’autres espaces fonctionnels tels que : Holder, Lizorkin-Triebel, ...

La composition dans les espaces de Besov, particulierement dans les cas critiques, est utilisée
dans de nombreux domaines des mathématiques, les équations de Navier-Stokes par exemple.
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