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Introduction

La méthode de Newton est une méthode numérique couramment utilisée pour approcher les
solutions d’une équation ou d’un systéme d’équations. Le but a été de formaliser le théoréme
de Kantorovitch qui montre la convergence de la méthode Newton vers une solution, I'unicité

de la solution dans un voisinage et la vitesse de la convergence de la méthode.

La premiére partie de ce mémoire est consacrée aux différentiabilité et points fixes dans
I’espace de Banach. La différentiabilité concerne différence notion de dérivé dans 'espace de
Banach, il y a essentiellement la dérivabilité au sens de Gateaux et la dérivabilité au sens
de Fréchet. On introduit leurs définitions, quelque Théoréme et les opérations sur les deux

notions de dérivés. On traitera la relation entre la différentielles de Fréchet et de Gateaux.

Dans la section du points fixes on présente un théoréme d’existence pour une application

contractante puis quelque théoréme des point fixe sur des espaces de Banach.

Le seconde chapitre est consacrée a la méthode de Newton-Kantorovich pour la résolution
des équations non linéaire. On présente le théoréme de Newton-Kantorovich dans les espaces
de Banach, qui assure l'existence, et I'unicité locale d’une solution et la convergence des

approximations successives sous certaines conditions.

Le dernier chapitre est concerne a la résolution d’un system d’équations intégrales non
linéaires par la méthode de Newton-Kantorovich. On montre I'existence et I'unicité de la
solution et on étudie 'estimation de ’approximation. On preuve la validité de la méthode par

des exemples numérique.



Chapitre 1

Dérivation des opérateurs non linéaires

1.1 Opérateurs sur les espaces vectoriels

Cette partie contient quelques opérations mathématiques ont certaines propriétés en commun. Ces

propriétés sont donnés dans les définitions suivante.

Définition 1.1. Soient X,Y deux espaces vectoriels, et T un opérateur de X dans Y, et S un ensemble

des scalaires, ['opérateur T est additive si
Tx+y) =T(x)+T(y), pour tout x,y € X,
l'opérateur T est homogéne si
T(sx) = sT(x), pour tout x € X,s € S.

Un opérateur est additive et homogéne donc est un opérateur linéaire.

Quelque exemples des opérateurs linéaires.

— L’opérateur T de l'espace vectoriel X définie par T'(z) = sx, s € S est linéaire.

d
— L’opérateur D = r X =Y tel que X = C'0,1] et Y = C[0,1] donné par

_d:c

yt), 0<t<1,

est linéaire.
Si X et Y deux espaces vectoriels sur la méme champ scalaire S, alors I'ensemble L(X,Y") contenant tous

les opérateurs linéaires de X dans Y est un espace vectoriel sur S si 'addition est défini par
(Ty + Ty)(x) = Ti(z) + To(z), pour tout x € X,
et multiplication par un scalaire
(sT)(z) = s(T(z)), pourtoutz € X, s € S.
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On peut aussi considérer des opérateurs linéaires B de X dans L(X,Y). Pourunz € X ona B(z) =T,

un opérateur linéaire de X dans Y. Par conséquent, on a
B(l’l,l‘g) = (B(l'l))(l’g) =y E Y.

L’opérateur B est appelé un opérateur bilinéaire de X dans Y. L’opérateur linéaire B de X dans L(X,Y’)
forment un espace vectoriel L(X , L(X, Y)) On peut généralise ce processus pour les opérateurs j-linéaires
(JeN,j>1).

1.1.1 Opérateurs Linéaires Continus

Un opérateur f d’un espace de Banach X dans I’espace de Banach Y est continue en x = z* si
lim ||z, —2" [[x=0 = lim || f(z,) — f(z¥) ||ly=0.
n—oo n—0o0
Définition 1.2. Si l'opérateur f : X — Y est continu, alors

Vee X, Ve>0, F0>0/VyeX, |z—vylx<o = | flz)—fly)|v<e.

L’opérateur f : X — Y est uniformément continu si et seulement si
Ve>0, 30>0, Yz,y) €X’ [la-ylx<d = | fl@)-f)lv<e

Remarque 1.1. Tout opérateur uniformément continu est continu, main l'inverse généralement n’est

pas vrais.

Théoréme 1.1. Si l'opérateur linéaire T' d’un espace de Banach X dans un espace de Banach Y est

continue en x* = 0, alors il est continue en tout point x de l’espace X.

Démonstration. On a 'opérateur T est linéaire donc

et pour lim || z, [|= 0 on obtient
n—oo .
lim || T(z,) ||=0.

n—oo

Si la suite (x,,),>0 converge vers z* dans X, on suppose vy, = x, — x* donc on obtient
>0 )

lim ||y, ||=0.
n—oo
Alors
T || T(gn) || = lim || Tz, — )|
= lim || T(z,) —T(z") | car T est linéaire
n—oo
=0.



Définition 1.3. L’opérateur f d’un espace de Banach X dans un espace de Banach'Y est Lipschitzien

sur X s’il existe une constante A < oo tel que
| f(@)=f) [ Alfz—yll, pourtoutz,yeX.

Notation. On notera £(X,Y’) 'ensemble de toutes les applications linéaires continues de 1’espace de
Banach X dans l'espace de Banach Y. Sur £(X,Y’), on pose

1T = sup || T(z) || -

=<1
On a
N T@)ISIT|-||=], pourtoutze X. (1.1.1)
De plus, soit M > 0 tel que
| T(x) |[< M| x|, pourtoutze X, (1.1.2)
alors, pour || z [[< 1, ceci donne
I1T(x) [|< M,
d’ou
sup || T'(z) |< M,
llzl<1
c’est-a-dire

T ||< M.

Ainsi || T || est le plus petit des nombres M > 0 tels que la relation (1.1.2) est vérifie.
| 7" || est une norme sur l'espace L£(X,Y) tel que X et Y des espace de Banach.

Théoréme 1.2. [10].

L’ensemble L(X,Y), tel que X et Y sons deux espaces de Banach, est un espace de Banach.

Théoréme 1.3. Un opérateur linéaire et continue T' d’un espace de Banach X dans ’espace de Banach

Y est borné sur X.

Démonstration. D’aprés la continuité de T il existe € > 0 tel que || T'(2) ||[< 1,81 || z [|< e.
Pour 0 # 2z € X

1
T < Z 1= 1, (1.1.3)
. €
si|e| < = donc || ¢z [|< ¢, et
z
1 T(cz) l|= lel- | T(2) [|< 1.
1
Pour z = x — y et ¢ = — dans ’équation (1.1.3), on déduire que 'opérateur 7" est borné sur X. O
€



1.1.2 L’inverse d’un opérateur linéaire

Définition 1.4. Si T est un opérateur linéaire borné dans X et ['opérateur linéaire borné T existe tel

que

TlT = TTl == I,
ot I est Uopérateur identité' dans X, alors T, est appelé Utnverse de T et on écrivent T) = T~
C’est-a-dire

T'T=TT"'=1.
Si Uopérateur T—1 existe, 'équation T(x) =y a la solution unique
x=T"(y).

Théoréme 1.4 (Lemme de Banach sur les opérateurs inversibles). [10].
Si T est un opérateur linéaire dans X, T~ existe si et seulement s’il existe un opérateur linéaire borné

P dans X tel que P~ existe et

| 1—PT|<1. (1.1.4)
Si T~ existe, alors N
77! = Z(I — PT)"P (Série De Neumann) (1.1.5)
n=0
et P
1T 1< = HH[_”PT i (1.1.6)

1.2 Différentes notions de dérivées

Dans cette section X et Y désignent des espaces vectoriels réels normés, f désigne une application
d’'un ouvert U C X & valeurs dans Y.

On peut généraliser le concept de dérivée pour des opérateurs définies sur des espaces de Banach.

" peut étre définie de plusieurs facons qui ne sont pas équivalentes. Il y a essentiellement

La " dérivée
la dérivabilité au sens de Fréchet et la dérivabilité au sens de Gateaux. On peut lier la dérivabilité au
sens de Gateaux avec les dérivées directionnelles en un point (La dérivabilité au sens de Gateaux est
un généralisation de la dérivée directionnelle), les deux dérivés sont souvent utilisés pour formaliser la

dérivée d’un opérateur.

1. ie., I(x) = x pour tout x € X.



1.2.1 Dérivée directionnelle

Soient X et Y deux espaces de Banach, et f : X — Y. f a une dérivée directionnelle au point

r € U C X dans la direction h € X, si et seulement si la limite
-l th) — f(@)

t—0 t

existe, on 'appelle la dérivée de f dans la direction h, on la note f'(z,h).

Exemple 1. Soit la fonction définie par f(x,y) = 42? — 2y. On applique la définition de la dérivée
directionnelle de la fonction f dans la direction h = (1,2), donc la dérivée directionnelle de f dans la

direction h est

1
f'(a —hm¥<f (a+th) — (a))
1
=1m—<f z,y) +1(1,2)) — f(w,y)>
t—0 ¢
1
Z}tin;(fx+ty+2t) f(x,y)>
1
zlm—<4x+t —2(y +2t) — 4x2—i—2y)
t—0 ¢
1
zlmg(llx + 12+ 2tx) — 2(y + 2t) — 4x2+2y>
*>
1
:1m¥<4x V48?4 Stx — 2y — 4f — 4x2+2y>
—0
1
= lim <4t2—|—8tx—4t>
—0 t

= lim (4¢ + 8z — 4).
t—0
On calcule la limite lorsque t tant vers 0, on obtient

f'(a;h) = 8z — 4.

La dérivée directionnelle donne des informations sur la pente de la fonction dans la direction h, tout

comme la dérivée donne des informations sur la pente des fonctions a une variable.

Lorsque I'espace X est de dimension finie n et muni d’une base, est un cas particulier important de
dérivée directionnelle est celui de dérivée partielle : la i-éme dérivée partielle de f en u s’obtient en

prenant pour h le i-éme vecteur
e; =(0,0,...,1,0,...,0)

de la base canonique de R". On note (u) (ou 0;f(u)). Si on se reporte a la définition des dérivées

8:15,-
directionnelles, on voit que
of o1
ﬁxz(u) = 11L%¥(f(u1,...,ui +it,..u,) — f(ul,...,un)>,

il est possible de calculer toutes les dérivées directionnelles en termes de dérivées partielles par

2L

f(ush) =




FIGURE 1.1 — La dérivée directionnelle d’un fonction dans R3 .

1.2.2 Différentiabilité au sens de Gateaux

Soit f une application sur un ouvert U d’un espace de Banach X dans I’espace de Banach Y. On dit
que f est Gateaux dérivable en z si et seulement si f admet une dérivée directionnelle dans la direction
h pour tout h € X et Popérateur h — T, (h) est linéaire et continue T' € L(X,Y) tel que T,.(h) = f'(z;h)
pour tout h € X, alors 'opérateur T est appelé Gateaux différentielle de f au point z, et f est dite

Gateaux différentiable (ou différentiable au sens de Gateaux) au point x.

Autrement dit f est Gateaux différentiable en x € U s’il existe un opérateur linéaire et borné

T:X =Y tel que

lim J(w+th) = Jz) =T,(h), pour tout h € X.

t—0 t

Le fait que les dérivées directionnelles f'(x; h) existent Vh € X n’impliquent pas que f soit Gateaux

dérivable en z.

La Gateaux différentiabilité est une notion assez faible qui n’entraine pas automatiquement la conti-

nuité.

1.2.3 Différentiabilité au sens de Fréchet

Soient X et Y deux espaces de Banach, et f: U C X — Y (U un sous ensemble ouvert). On dite
que f est différentiable au sens de Fréchet au point x € U s’il existe un opérateur linéaire borné

T:X =Y tel que

i L &+ th) — fl2) _ T,(h),

t—0 t




est uniforme pour tout h € S, 2. L'opérateur T est appelé la dérivé de Fréchet.

Autrement dite que f Fréchet différentiable en x s’il existe un opérateur linéaire continue 7' : X — Y

et une fonction e de limite nulle en 0 ( thHim e(h) = 0) telle que
v —0

fx+h) = f(z) + Th)+ [ hlly e(h),

alors T s’appelle dérivée au sens de Fréchet de f en x, et f est dite Fréchet différentiable (ou différentiable,

ou différentiable au sens de Fréchet) au point z. La différentielle de f au point = est souvent notée D f(z).

Intuitivement cela signifie que f(z + h) peut étre approchée sur une petite boule par un opérateur
linéaire, la différentielle en = est la partie linéaire en h de I'approximation, aprés avoir négligé les termes

d’ordre supérieur.

Exemple 2 (Opérateur linéaire).

Soient X =Y = Cla,b] muni de la norme || - ||, et lopérateur intégrale linéaire définie par

= /ab K(z,s)u(s) ds,

ou K(x,s) est continue dans |a,b] X [a,b].

On calcule F(u+ h) — F(u) pour h € X

b
(F(u+h)— /sz (s) + h(s ))ds—/K(x,s)u(s)ds

= /a K(x,s)h(s)ds.

Le dernier terme est lopérateur T', et T' est linéaire par rapport a h. Donc, F' est Fréchet différentiable
b
= / K(x,s)h(s) ds,

On conclue que la dérivé de Fréchet d’un opérateur linéaire et continu est lui méme.

et la différentiel est donné par

est indépendante de u.

Exemple 3 (Opérateur non linéaire).

Soient X =Y = Cla,b] muni de la norme || - ||, €t lopérateur intégrale non linéaire définie par

(Fu)(z /sz s)ds,

ou K(z,s) est continue dans |a,b] X [a,b].

2. Sx désigne la sphére unité dans X.

10



On calcule F(u+ h) — F(u) pour h € X

b
(F(u+h) — F(uw)(z) = (u(z) + h(z /Kws s) + h(s) ds—u(:v)/ K(x,s)u(s)ds
/Kms s)ds + h(z /Ka:s) (s)ds + R(u, h)(z),

ou
R(u,h)(z /sz

R(u,h
Le reste R(u, h)(x) est non linéaire par rapport a h. Si —H ||(1;L’ ”) ”

/sz s)ds

M=(b—-a) max |K(x,s
b-a) max K]

— 0 lorsque h — 0, alors 'opérateur
T est linéaire par rapport a h. On a

| R(u, h) ||= max

z€[ab)

< M| h|?,

avec

Donc, F' est Fréchet différentiable et la différentielle est donné par

/K:ES §)ds + h(z /sz)mds

Dans ce cas, la différentielle de f est

Df : U — L(E,F)
x — Df(z).

On dit que 'application f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point x € U.

Si la fonction f est différentiable au point x, alors elle admet des dérivées en ce point dans la direction
de tout vecteur. En général, la réciproque est fausse : le fait qu'une application présente des dérivées
en r dans toutes les directions n’assure pas sa différentiabilité, ni méme sa continuité. Cependant, la
réciproque est vraie si I’application est définie sur un espace vectoriel de dimension finie n, est a valeurs

réelles.

Si de plus D f est continue, on dit que f est continiment différentiable, ou de fagon équivalente que
f est de classe C*.

1.2.4 Théorémes et Propriétés

Proposition 1.1. Si l'opérateur T est existe, alors T est unique.

11



Démonstration. Soient Ty, Ty € L(X,Y) deux dérivés de Fréchet et || h ||€ X\{0} et ¢t €] —,2[\{0}. On
a (Ty = T3)(h) = o([| A ).
(Ty — TQ)(th/)

<|| D,

t—>0

(T1 — T)(h) =

et (71 — T3)(h) ne dépend pas de X, d’ou T} = Ts. O

Evidemment une application qui est Fréchet différentiable en un point z € U, est continu en ce point.
En effet

| S+ m) = fla) Il = | T+ k] e

<(IT I+l )Iin]
<clnl.

Définition 1.5. Une partie U de X est convexe si tout combinaison convexe d’élément de U est dans U.

On appelle combinaison convexe de deux points x et y est

Ve,y e U, VA€ [0,1] © M+ (1—-XNyeU.

On dit qu'une fonction f : X — Y est convexe si pour tout z,y dans X et tout A € [0,1], on a

fOz4+ 1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y).

Théoréme 1.5. [5].
Soit f une fonction conveze définie sur un sous-ensemble ouvert convexe U d’un espace de Banach X, f

est continue en x € U. Alors [ est Fréchet différentiable en x si et seulement si

lim flx+th)+ f(x —th) — 2f(x)

t—0 t

=0
est uniforme pour h € Sx.

Lemme 1.1. [5].
Soit X et Y deux espaces de Banach. Soit f, : X — Y est une application Gateaux différentiable pour

tout n > 1. Supposons que (Z fn) convergent ponctuellement sur X, et qu’il existe une constante K > 0

Z sup

xEX

alors pour tout h,

f
_J <
@) <K Rl

Alors Uapplication f = Z fn Gateaux différentiable pour tout x € X, et Df(x Z Df.(z

n>1 n>1

12



1.2.5 Opération sur les applications Gateaux et Fréchet différentiables

Proposition 1.2. Soient X, Y deux espaces de Banach. Soient U un ouvert de X, f et g deux applications
de U dans Y, soient x € U et A € R.
Si f et g sont Fréchet différentiables (respectivement Gateaux différentiables) en x, alors A\f+g est Fréchet

différentiable (respectivement Gateaux différentiable) en x, et

D(Af +g)(x) = ADf(x) + Dy(x).
Démonstration. Soit f est Fréchet différentiables en z alors il existe un opérateur linéaire borné
T!': X — Y (dérivé de Fréchet de f en ) tel que

o St th) — f(@)
t—0 t

= T(h).

De méme, g est Fréchet différentiables en x alors il existe un opérateur linéaire borné 7% : X — Y (dérivé

de Fréchet de g en x) tel que
th) —
lim g(I+ ) g(x) :Tz(h).

t—0 t z

Pour démontrer \f + g est Fréchet différentiable on applique la définition, pour tout x € U

1

tim = (A + 0)( + 1) — OAF +9)(2)) = lim = (A -+ ) + gz + ) — (Af) (&) + 9()))

g
~lim (/\f(x Fth) + gl + th) — Af(z) — g(x))
)
)

t—0 ¢
~lim * (Af(a -+ th) = Af(2) + glo + th) — g(a)

t—0 ¢t
1 .1
~lim ()\f(yc 4 th) — Af(x)) +lim - (g(x 4 th) — g(m))
1 !
= Mim 2 (7@ + th) = F (@) +lim — (g(x +th) — g(x))
= AT}(h) + TZ(h).
Les opérateurs T} (h) et T?(h) sont linéaires bornés alors il existe un opérateur linéaire borné T, (h) (dérivé
de Fréchet de \f + g en z) tel que
To(h) = AT, (h) + T (h),

donc I'application A\f + g est Fréchet différentiable en z. m

Proposition 1.3. Soient X,Y deuz espaces de Banach, et U un ouvert de X, f et g deux applications
de U dans Y, soient x € U et A € R.
Si f et g sont Fréchet différentiables en x, alors f X g est Fréchet différentiable en x, et

D(f x g)(x) = f(x)Dg(x) + g(x)Df(x).
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Démonstration. Soit f est Fréchet différentiable en z alors il existe un opérateur linéaire borné
T : X — Y (dérivé de Fréchet de f en ) tel que

f(I+th) B f(x) _ Tl(h)
t e

lim
t—0

De méme, g est Fréchet différentiables en x alors il existe un opérateur linéaire borné 7% : X — Y (dérivé

de Fréchet de g en x) tel que

o 9+ th) — g(2)
t—0 t

= T2(h).
Pour démontrer f x g est Fréchet différentiable on applique la définition, pour tout = € U
tim (7 % 9)(& + th) — (f x g)(x)) = hr%%(f(:c Fthgla+ th) — f(x)g(x))
(f T+ th)g(a + th) = f(x)g(x) + f(z + th)g(z) — flx + th)g(x))
im = (£ 4 th) (g + th) — 9(2)) + () (F + 1h) — £ ()
(74 ) (g + th) — g(@)) +Tim = (9(e) (7w + 1h) — f())),

t—0 t

= llm

on a lim f(x + th) = f(x), alors
t—0

t—0 t—0

= f(@)T;(h) + g(x)T; (),

— f(o) (tim 060 + th) = g(0)) + o) By 7o+ 00) = £(0))

alors il existe un opérateur linéaire borné T, (h) (dérivé de Fréchet de f x g en z) tel que
To(h) = f(2)T;(h) + g(x)T; (),
donc application f x g est Fréchet différentiable en x. m

Remarque 1.2. Le produit de deuz applications Gdteaux différentiable n’est pas nécessairement Gdteaux
différentiable.

Théoréme 1.6. [5].
Soient X, Y et Z des espaces de Banach. Soient U C X un ouvert de X etV CY un ouvert deY . Soient
f une application de U dans V' et g une application de V' dans Z.

Si f est Fréchet différentiable en x € U, et si g est Fréchet différentiable en y = f(x), alors go f est
Fréchet différentiable en x et D(go f)(z) = Dg(f(z)) o Df(z).

Remarque 1.3. La composition de deux applications Gateaux différentiable n’est pas nécessairement

Gateaux différentiable.

Théoréme 1.7 (Différentiabilité au sens de Fréchet d’une application & valeurs dans un produit).

Soient X et Y; pouri =1,...,n des espaces vectoriels normés. Soit f = (f1,..., fn) une application de

14



U C X (un ouvert de X) dansY =Y x -+ x Y, (pouri=1,...,n, f; est une application de U dans
)
L’application f est Fréchet différentiable (respectivement Gateaux différentiable) en x € U si et seule-

ment si pour i = 1,...,n, les applications f; sont Fréchet différentiables (respectivement Gateaux diffé-
rentiables) en x. De plus, Df(z) = (Dfi(z),...,Dfu(z)).

Démonstration. Soit f = (f1,..., fn) une application de U C X dans Y = Y] x --- x Y},, supposons f; est
Fréchet différentiables en 2 pour tout 4 = 1,...,n alors il existe un opérateur linéaire borné 7% : X — Y]

(dérivé de Fréchet de f; en x) tel que
hm (fl(:c +th) — fi(z)) = Ti(h) pour tout i=1,...,n.
On applique la définition, pour tout x € U

nml(f(x th) — f(r)) = lim ((fl, ) th) = (e f)(@)

t—0 ¢ t—0 ¢

= lim — ! ((fl(x +th),.... falz +th)) — (fi(z),..., fn(x»)

t—0

= lim—(fl(:v +th) — fi(z),..., falz +th) — fu(z))

t—

(llm =(filz +th) — fi(z)),. llm (fn($+th) fn(x)))

= (T, (h),..., Tr(h)),

T x

les opérateurs T2 (h),...,T"(h) sont des opérateurs linéaires bornés alors il existe un opérateur linéaire
borné T, (h) (dérivé de Fréchet de f en x) tel que

Ty(h) = (T} (h),...,Tr(h)),

T )T

donc 'application f est Fréchet différentiable en .

1.2.6 Relation entre différentielles de Gateaux et de Fréchet

Tout application f qui est Fréchet différentiable au point x € U alors f est Gateaux différentiable,

mais réciproquement n’est pas vraie.

Par exemple la fonction f : R? — R est définie par

flo9) 06 si (x,y) = (0,0)
T,Y) = X .
m S1non.
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On vérifie que cette fonction est Gateaux différentiables, on applique la définition au point (0, 0) avec

la direction (a, b) alors

—_

%(f((o, 0) + t(a,8)) = £(0,0)) = - (f(ta, b))

i)
t\ ((tb) — (ta)?)” + (ta)®

t°ab
" 2(b— ta?)? + 38
38
(b —ta?)? + t5a®

~+

im%(f(ta,tb) — £(0,0)) = 0. Mais

et donc 1
t—0

fle.a?) = =,

alors f n’a pas de limite finie en (0,0). Donc f n’est pas Fréchet différentiable en (0, 0).

1.2.7 Différentielles en dimension finie

af

i

Si f est différentiable en un point @ € U alors les dérivées partielles premiéres

(a), pour

1=1,2,...,n existent et on a

Df(a) -hzza—f(a)hi, pour tout h = (hq,..., h,) € R™.

Maintenant, on suppose X = R", Y = R, U est un ouvert de X et f une application définie sur U a

valeurs dans Y
f: UcCR"® — RP

v=(21,...,2,) — fl@)=(filz),..., f,(x))

avec f; définie sur U a valeurs réelles est la i-éme composante de f. L’application f est différentiable en

x € U si et seulement si chaque composante de f = (f1,..., f,) est différentiable en = et dans ce cas
chaque f; admet une dérivée partielle par rapport a chaque variable z;. Pour tout ¢ = 1,2,...,p et tout
h € RP

Dfi(z)(h) = Zajfi(x)hj,

donc
(9j 1\Z hj
D fi(x)(h) ; hi
Df(z)(h) = : = :
Dile)(h) iﬁjfp(x)hj
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ce qui peut écrire sous forme matricielle

ofi(z) ... Onfi(z) hy
Df(z)(h) = : : :
Ohfp(x) ... Onfp(x) Ny

est donc la matrice de application linéaire D f(z) lorsque R" et RP sont munis de leur base canonique

respective. Cette matrice est appelée matrice jacobienne de f en z, elle est notée J f(z)

ofi(z) ... Oufi(z)
Jf(x) = S :
O fp(z) ... Onfp(z)

ainsi, sous forme matricielle I'expression de la différentielle de f en = est donnée par
Df(xz)(h) = Jf(x)h, pour tout b € R".

En particulier, si p = 1, la différentiel de f au point x € U est

o f(x)
V()= :
Onf ()

est appelé gradient de f en z, il est noté V f(z), ou encore grad f(z). Dans le casou X =R et Y = R?,

en notant f = (fi,..., fp), si f est dérivable en x, alors
Df(z)(h) = (Dfl(:zc), - Dfp(x))h, pour tout h € R,

et on identifie simplement Df(z) au vecteur de R?, (Df(z),..., Df,(z)) .

1.2.8 Théoréme de la valeur moyenne
Le Théoréme de la valeur moyenne pour les fonctions réelles différentiables est

f(b) = fla) = f'(e)(b - a), (1.2.1)

avec ¢ €|a, b, n’est pas vérifier dans I’espace de Banach. Cependant, si F' est un opérateur différentiable

entre deux espaces de Banach X et Y, alors

|F(x) = F(y)ll < sup [[DF(@)||- ||z =yl (1.2.2)
zeL(x,y)
ou
Lz,y)={z : z= y+ (1 =Nz, 0 <A <1} (1.2.3)
On définie
A= y+(1-Nz, 0<A<], (1.2.4)
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et
F(\) =F(z(\) = F(y+ (1= X)z). (1.2.5)

Diviser I'intervalle 0 < A < 1 en n sous-intervalles de longueurs A\;, i = 1,2,...,n, on choisi des points

A; dans les sous-intervalles correspondants et dans l'intégrale réel de Riemann, on considére la somme

ZF ) AN _ZF (1.2.6)

avec o est la partition de 'intervalle, et

lo| = II%%X AN;. (1.2.7)
Définition 1.6. 5i
= li F(\) AN 1.2.
S |0_1|r302 (M) (1.2.8)

existe, alors il est appelée l’intégrale de Riemann de F()\) entre 0 et 1, notée

5= /IF()\) i\ — /yF()\) dx. (1.2.9)

Définition 1.7. Un opérateur borné P(\) dans [0, 1] telle que l’ensemble des points discontinus est de

mesure nulle est dite intégrable sur [0, 1].

Théoréme 1.8 (Théoréme de Taylor). [10].
Si F est m-Fréchet Différentiable dans U(xg, R), R > 0 et F(™)(x) est intégrable de x & toutey € U(wo, R),

alors

m—1
1
F(y)=F(z)+ )  —F"(@)(y —2)" + Ru(z,y), (1.2.10)
n=1 s
m—1
1
Z —F™(z)(y—x)"|| < sup HF ™) (% (z)]] —Hy z| , (1.2.11)
n=0 nl zeL(z,y) m!
avec . 1y
Ry(x,y) = / Fm Ay + (1 =Nz)(y — )" dA (1.2.12)
0 (m—1)!

1.3 Points fixes

Le probléme de la recherche des zéros d’un opérateur est fréquemment rencontré. En réalité, il s’agit
de résoudre une équation ou, aprés avoir ramené tous les termes a gauche du signe de 1’égalité, elle se

présente comme

g(x) = 0.

18



On isole un terme contenant z de la sorte a pouvoir écrire?

x = f(x). (1.3.1)

On appelle lopérateur f(x) 'opérateur d’itération et une itération du point fixe est définie par 1’algo-
rithme qui suit.
Il fournit une foule de résultats d’existence mais aussi une méthode d’approximation et de calcul. L’idée

de base est la suivante :

on construit la suite des approximations successives ou bien l'itération de Picard

Tpt1 = f(zn), (n>0), 29 € X. (1.3.2)

Si cette suite converge vers z* € X pour une certaine point initiale o € X et si f est continue dans
un espace de Banach, alors
¥ = lim z,,1 = lim f(x,) = f ( lim xn> = f(z").
n—oo n—ro0 n—oo
C’est-a-dire, z* est un point fixe de 'opérateur f.
Géométriquement, un point fixe correspond & l'intersection du graphe de f avec la droite y = x. La

figure 1.3 représenté la méthode du point fixe.

COS X; @— )

- -----""-\-,_\__

08 |

06 |

04 |

02|
. 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0X; 02 04 X316 08 Xy Xy

FIGURE 1.2 — Itération de la méthode du point fixe pour x = cos(x).

2

Exemple 4. Soit ’équation f(x) = 2° — a avec a # 0, on résoudre I’équation f(x) = 0 par la méthode

de point fixe.

3. Cette transformation est toujours possible mais elle n’est pas unique.

19



1. Premiere fonction g

a a
f(x) =2® —a=0, pour tout x # 0 alors v — — =0, donc x = —,
x x

a a
conduit a h(x) = x — — et g(x) = —, mais x,.1 = — diverge quels que soient les valeurs de a et
T T T

Zo 7£ \/5
2. Autre fonction g
f(z) =2*—a=0, pour tout x # 0 alors v = 2x — g, donc la fonction g est définit par
x

a
— 2 _— =
g(x) =2z =

. a . . .
la suite T, = 21, — — est diverge aussi quels que soient les valeurs de a et xg # \/a.
n

3. Une bonne fonction g

1
f(x) =2* —a=0, pour tout x # 0 alors v = 3 (233 + g), donc la fonction g est définit par
x
1 a

. a L
la suite xpy 1 = 5 (an + —> est converge linéairement vers j:\/a.
L,

4. Une meilleure fonction g

1
f(x) =2® —a =0, pour tout x # 0 alors v = 5 (I + ﬂ) , donc la fonction g est définit par
x
1 a
g@) =5 (v+2).

1 a
la suite x4 = 3 (xn + —) est converge quadratiquement vers ++/a.
Tn

Théoréme 1.9. Si f est un opérateur continue dans un espace de Banach X, et la suite (x,,) définie par
Tpt1 = f(x,) converge vers le point x* € X pour un certain point initiale xo € X, alors x* est un point

fixe de l'opérateur f.

Démonstration. On a x,1 = f(x,) donc
lim z,41 = lim f(z,),
n—oo n—oo

mais on a

lim x,.1 = 2",
n—oo

et pour f est continue on trouve

v = (Jim ).

donc z* = f(z*).

Alors z* est un point fixe de 'opérateur f. n
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1.3.1 Théoréme des applications contractantes

Définition 1.8. Soit (X, || - ||) un espace de Banach et f est une application de X dans lui méme.

L’opérateur f est un contraction s’il est Lipschitzien pour une constante X tel que 0 < X\ < 1. Donc

| fl@)=FfW) IS A||z—yl, pourtoutx,ye X. (1.3.3)

On appelée constante de Lipschitz la constante A\, ou bien A s’appelle la constante de contraction pour

f.
La plus petite des constantes de Lipschitz est donnée par
: flz) — fly
Lin(f) — sup LF@) = F0) |
lz—yl

ol le sup est pris pour tous les z et y € X, x # y.

Définition 1.9. Une application f : X — X est dilatante s’il eviste une constante A > 1 telle que,
pour tout x et y € X, on ait

1) = f) 1= Allz =yl

Une application dilatante est injective. Une application bijective f : X — X est dilatante si et

seulement si f~! est contractante puisque

[ f(2) = F) =A==y

équivaut a

|~ s 5 eyl

1
la conduction A > 1 devenant n < 1.
Proposition 1.4. Une application f : X — X qui est Lipschitzienne est uniformément continue.

Théoréme 1.10 (Banach). Soit (X,|| - ||) un espace de Banach et lopérateur f : X — X est un

contraction. Alors f a un point fixe unique.

Démonstration. L’existence : On a

| f(z1) = flzo) IS A 21— 2o ],
d’aprés I’équation (1.3.2) on obtient

2o =2y [| < A2 =20 |

25— a0 | S Aoz — a1 [N || 21 — a0 ||

” Tnt+1 — Tn H <At “ T — To ||7
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et, ainsi

H Tptm — Tn || SH Tptm — Tntm—1 || T+t H Tpt+1 — Tn ||
<A A D) A |3 — o ||
)\n
1—A

< | 21— 20 | -

Par conséquent, la suite (x,)n>0) est de Cauchy dans un espace de Banach X et comme elle convergent

vers certain point z*, et d’aprés le Théoreme 1.9 x* est un point fixe de 'opérateur f.

L’unicité : Supposons qu’il existe deux points fixes z,y de f. Puisque f est un contraction,

lz =y ll=l flz) = fw) <Az —yli<llz =yl

contradiction. Donc le point fixe de f est unique. ]

Le Théoréme 1.10 est vrais pour A < 1, si A = 1 alors f n’admet pas un point fixe comme 'exemple

g(x) =z + 1 pour z € R.

Théoréme 1.11 (Picard). Soit (X, || - ||) un espace de Banach et f: X — X une application contrac-
tante. Alors f posséde un point fize x* et pour tout xy € X, la suite (z,,) converge vers x*, la vitesse de

convergence vérifie alors pour tout n > 0

n

| 2n — 2" <

<7y ller—wl (1.3.4)

Démonstration. L’inégalité (1.3.4) se prouve en passant a la limite pour n — oo dans l'inégalité précé-
dente. En particulier

| 21 — 20 |
el | . 1
|20 —a" < 5 —

]

Le résultat que 'on vient de présenter a ceci d’exceptionnel que 'on converge vers un unique point

fixe * quel que soit le point initial x( choisi.
Remarque 1.4. D’apres les equation (1.3.1), (1.3.3) et * = f(z*) on a
| n —2® [|=]| fen1) = f(&7) IS 2ny = 2" [[S A [[2o =2 || (n21).

Exemple 5.

- Ry = Ry ;2= /14 x posséde un point fixre x* sur [1,4o00| , (a:* 5

:1+\/5>

- [:0,1] =]0,1] ; x g ne posséde pas de point fize : 10, 1] n'est pas un espace de Banach.
-f R = R; z — 1422 ne posséde pas de point fize, [ n’est pas contractent (méme si
Ve #y, |f(x) = fly)| < |z —yl)
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- f:0,1] 5 R; x> g + 1 ne posséde pas de point fize, on n’a pas f([0,1]) C [0, 1].

Remarque 1.5. Le nombre d’itérations nécessaires pour résoudre ’équation f(x) = x, tel que

1 e(l—=X) )
n > In )
ln)\ (H 1 — X H

Exemple 6 (Equation intégrale de Fredholm). Soit K(z,y) une fonction continue sur [a,b] x

| z, — x* ||< €, est donne par

[a,b], fo(x) est continue sur [a,b] et considérez I’équation

b
£(2) = fole) + 7 / K(z,9)f(y)dy.

Définie lopérateur P : Cla,b] — Cla,b] par P(f) =g donne par

b
ola) = fla) +7 [ Kl fo)dy
Le point fize de P est une solution de l’équation intégrale. On obtient a partir de P(f) =g

| Play) = P(@) || = sup |P(ar(2) = P(a:(a))]

z€[a,b)

= |y| sup
x€(a,b|

/ (@) - q2<y>)dy\

b
/ K(x,y) (ql(y) — qg(y))dy‘ (d’aprés Théoréme de Weierstrass)

<|vlé

b
<hlolla—el [ d
<ob—a) g —aq -
Alors l'opérateur P est contraction s’il existe A < 1 tel que
7196 — a) < A

Définition 1.10. Soit (z,) une suite dans un espace normée X. Puis la suite non négative (v,) pour

lequel

| Zni1 — 2n ||< Vg1 — 0, VR >0,

est une suite qui majorée (x,,).

N’importe quelle suite de majoration est nécessairement croissent.

Lemme 1.2. Soit (v,) est une suite de majoration pour (x,) dans un espace de Banach X. Si

lim v, = v* < oo existe, alors x* = lim x,, existe et
n—00 n—oo

| z* =z, ||< V" —v,, VYn>0.
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Démonstration. Pour tout n,m € N on a

n+m—1

| Znim =2 | < D N @ —a |
j=n
n+m—1
< Y (041 = V) = Vngm — Un,
j=n

pour m — +0o0 on obtient 'inégalité suivant

| z* —z, [< V" —v,, VYn>0.

1.3.2 Convergence quadratique

Théoréme 1.12 (Convergence quadratique). Soit f : X — X de classe C? et soit * un point fize
de f tel que Df(x*) = 0. Sotent M > 0 et r > 0 deux nombres pour lesquels les conditions suivantes sont

satisfaites
1. || D*f(y) ||< 2M pour tout y tel que || y — z* ||< r,
2. 2Mr < 1.

Sous ces hypothese, pour tout xo tel que || xy — x* ||[< r, la suite des approzimations successives

Tpt1 = f(xn) Uéﬂﬁe
1\ 2"
o= l< (5)  Dan-atl

La suite (x,) converge donc trés rapidement vers z*, le Théoréme 1.12 montre que le nombre de
décimales exactes est multiplié par 2 a chaque itération. On qualifie de quadratique une telle vitesse de

convergence.
Démonstration. Elle repose sur la formule de Taylor a I'ordre 2 et au voisinage de x*

F(y) = F(e*) + Df(e*)(y — 2°) + / (1— D f (" + tly — 2))(y — a*)dt,

ce qui donne, lorsque ||y —z* [|<r

I fy) =2 || =] fly) = f(=") I= /0(1—t)DQf(:r*+t(y—w*))(y—x*)2dtH
g/o (1 =t)D*f(a* + t(y — *)) (y — 27)?|| dt
S/O (1 =t) || D*f(z* +t(y —2*))|| | y — =" || dt

1
é/(l—szny—x* Pdt=M|y—a |
0
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A ce stade on raisonne par récurrence. Soit xy avec ||zg — 2*|| < r. Pour n =0 il n’y a rien & démontrer.
Le passage de n & n + 1 se fait ainsi supposons que ||z, — 2*|| < r et que 'inégalité du Théoréme soit

vrais pour n. L’'inégalité que 'on vient de prouver appliquée a y = z,, donne

Tpi1— 2 || < Ty — T
| =M s

<M ((é) s ||>

1 27L+1_2
SMon—x*u() 2o — 2 |

2

>
1 ontl_1
<(3)  Mw-al

[ &npa —a" [[ <[l wo =™ [ <7

Ceci prouve aussi que

et achéve la démonstration. O

On examine maintenant quelles modifications apportent 'introduction d’une erreur de calcul dans un

tel schéma.

Théoréme 1.13. Soit f : X — X de classe C? et soit x un point fize de [ tel que Df(x*) = 0. Soient

M >0,r>0 ete>0 trois nombres pour lesquels les conditions suivantes sont satisfaites
1. || D*f(y) ||< 2M pour tout y tel que ||y —x* ||< 7,
2. 2Mr <1,
3. 4e <.

Soit xg tel que || xg — z* ||< r et soit (z,,) une suite qui vérifie
| Zpir — flzn) [< e
Sous ces hypothéses, pour tout n > 1
1\ 21
o= <24 (5) oo-a 1.

Démonstration. Par récurrence sur n, on va prouver qu’il existe une suite (6,,) de nombres réels positive

telle que
1 2" —1
o= ISt (3) Daw=a”

et que || z,, — 2* [|[< r pour tout n. Il faut noter que, si || z,, —z* ||[< r, on a

| Zni1 — 2" || || @ngr = fln) |+ | 20 — 27 |

<e+ M|z, —2* |
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en vertu de I'inégalité prouvée dans la démonstration du Théoréme précédent.

Remarquons aussi que 2Me < T On a
lar —a | e+ M ||z —a™ |?
1
<e+llm—al,

qui correspond & la formule souhaitée avec 6; = 1. De plus

ce qui prouve le cas n = 1. Le passage de n a n + 1 se fait ainsi

H Tpp1 — 2" ||§5+M|| Ty — 2" ”2

1 2n71 2
§6+M(9n8+<§> | o — 2* H>

1 2n
<e+2MO2e* +2M (5) | 2o — 2* |2

02 1\*
§€(1+Zn)+(§> Haco—a:*H,
2

qui donne la valeur 6,,, = 1+ Z" La suite 0,, est croissante et a pour limite = 2 qui est aussi la valeur
2
de 1+ T On a donc prouvé que

N
lonss = < 24 (5) Daw=a”
qui est l'inégalité souhaitée. Enfin, en utilisant 4e < r et || g — 2* ||< r, on obtient
r
lons—a® < S+ 5 =

ce qui termine la démonstration. O

Ce résultat prouve que la convergence quadratique n’est pas détruite par I'introduction d’erreurs, la

suite des itérés (x,) va « converger » vers la boule de centre x* (la limite exacte) et de rayon 2e.
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Chapitre 2

Méthode de Newton

La méthode de Newton est 'une des méthodes bien connues pour trouver successivement mieux des
approximations pour les racines d’une fonction f. La formule pour la méthode de Newton peut étre

déduite des premiers termes de la série de Taylor de la fonction f au voisinage de xq
F(&) = Fw) + £/ (ao)(w — w0) + 5 (@) — o) ++-
on garde seulement la partie linéaire du développement, on obtient
f(@) = f(xo) + ['(z0)(x — wo), (2.0.1)

on trouve d’aprés I’équation précédent la tangente au point (xo, f (xo)), est donnée par

y = f(xo) + f'(w0)(x — 20).

Cette tangente intersecte I’axe des = au point (z1,0) donné par

0= f(xo) + f'(20)(21 — x0),

c’est équivalent a

_ J(=o)
f'(xo)

Pour un x bien choisi, alors x; est une meilleure approximation de la racine du f (le graphe preuve

1 = X

cette résultat). On peut répéter cette approximation a partir de x; afin d’obtenir des approximations

plus fines.

Donc la suite des approximations z,,, de f d’apres la valeur initiale zy est de la fagcon suivante

n

Exemple 7. Soit la fonction f définie par
flz) =2 -7,
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la racine de f est /T ~ 1.9129. On commence la recherche de la racine avec la méthode de Newton d

partir de xqg = 5.7, les cing premiéres approximations sont
5.7, 3.871816969, 2.736860604, 2.136083331, 1.935431626, 1.913191749,

alors la suite est converge vers la racine du f (voir la figure 2.1).

130 1
100 -

50

FIGURE 2.1 — La méthode de Newton pour f(z) =23 — 7.

2.1 Linéarisation de I’équation

Soit f un opérateur Fréchet différentiable sur un ensemble convexe ouvert D d’un espace de Banach

X dans 'espace de Banach Y. On considére I’équation

f(z) = 0. (2.1.1)

La méthode principale pour construire les approximations successives x,, vers la solution z* (s’il existe)

de I'équation (2.1.1) est basée sur la linéarisation successive de I’équation.

Si x est une approximation d’un zéro de cet équation, la méthode de Newton raffine cette approxi-

mation en prenant pour nouvelle valeur la solution x de I’équation linéarisée au voisinage de x,,

f(z) = L,(z) = f(x,) + Df(z,)(x — x,), (2.1.2)

et L, est un opérateur linéaire. Si D f(x,)~' € L(Y, X) 'espace des opérateurs linéaires bornés de Y dans

X, le zéro de L, (x) définie une nouvelle approximation x, 1, est donné par
Tpi1 = T — Df(2,) ' f(z), (n>0). (2.1.3)
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Le procédure itérative généralisé par (2.1.3) s’est la méthode de Newton-Kantorovich. L’interprétation
géométrique de cette méthode est connu, si f est une fonction réelle. Dans ce cas, x, 1 est 'intersection

de la line tangente y = D f(z,)(z — x,) + f(x,) de la fonction f au point (,, f(z,)) avec 'axe des z.

Le défaut de base de la méthode (2.1.3) est que chaque étape implique la solution d’une équation
linéaire d’un opérateur linéaire différent D f(x,). Pour cette raison, on construit souvent les approxima-
tions successives on utilisez les équation linéaire (2.1.2), cependant semblables a elles.

La formule plus utilisé pour remplacé (2.1.2) c’est 'équation

flxn) + Df(xo)(x — ), (2.1.4)

ou x( est I'approximation initiale. Les approximations successives sont alors définies par la relation de

récurrence

Tpi1 = Tp — Df(x0) ' f(zn) (n>0). (2.1.5)

Cette méthode s’appelle la méthode de Newton-Kantorovich Modifiée (NKM).

2.2 Méthode de Newton-Kantorovitch

Soient X et Y deux espaces de Banach réels ou complexes, et D un ouvert de X, U(x,r) = {z e X,
| z—z ||< r} la boule ouverte de centre x et de rayon r et U(z,r) la boule fermée. Soit f: D C X =Y,
supposons que la boule U(zg,r) existe. On note D f(x) et D?f(x) la premier et la deuxiéme dérivés de f

sur D au sens de Fréchet.

Pour approximer la solution z* de I’équation x = z — D f(z)~! f(z), on suppose que

lim x,, = z~.
n—o0
On veut savoir dans quelles conditions sur f et Df le point z* est une solution de I’équation f(x) = 0.

Proposition 2.1. Si Df est continue en x = z*, alors on a
f(z¥) =0. (2.2.1)
Démonstration. D’aprés I'équation (2.1.3), on a
Tpir = T — Df(20) 7 (),

donc
Tpt1 — Tp = _Df(xn)ilf(xn%

alors on obtient
Df(xn)(xn—&-l - xn) = _f(In)
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D’aprés la continuité de D f on a la continuité de f en x*, alors on passe a la limite

im Df(z,) (@41 — ) = lm —f(zy,),

n—+o00 n—r+00
donc on trouve
f(a) =0,
m

Proposition 2.2. Si || Df(z) ||[< b dans certains boule fermée qui contient (x,,), alors * est une solution
de ’équation f(x) = 0.

Démonstration. On a
Df(xn)(mn+1 - xn) - _f(xn)a

donc

1 f (@) [ =1 Df (2n)(@ni1 — 2n) |
= DfGen) I+ [| tnsr = 2n |

S b H Lp+1 — Tn ||7

on prend la limite quand n — oo, on obtient

| f(=%) [|<0,
alors
fa®)=0
O
Proposition 2.3. S:
| D*f(z) |< K (2.2.2)

dans certains boule fermé
Ulzo,r)={zeX |z -z <7}, 0<r<+o0,
qui contient (x,,), alors * est une solution de l’équation f(x) = 0.
Démonstration. Le développement de Taylor de D f au voisinage de xy, donne
Df(x) = Df(xo) + D*f(wo)(x — o),
alors

Df(z) = Df(x0) = D*f(xo)(x — o),
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d’aprés (2.2.2), on trouve

| Df(x) = Df(wo) [| < K || & = o ||

< Kr,
pour tout x € U(xg, 7). D’autre part, on peut écrire

I Df () < Df(xo) | + | Df (x) = Df (o) |,

on pose que

b=|| Df(wo) || +K7,

alors on obtient
| Df(x) I< D,

d’aprés la Proposition 2.2, donc z* est une solution de 'équation f(z) = 0. O

Supposons que l'opérateur f est Fréchet différentiable sur D, ot xg est I'approximation initiale de la

méthode Newton-Kantorovich (2.1.3) et que 'opérateur D f(z) satisfait la condition de Lipschitz

| Df(x) =Dfy) I< Kz—yl, VryeD. (2.2.3)

On va maintenant énoncer et prouver le Théoréme de Newton-Kantorovich pour I'approximation des

solutions de I’équation f(z) = 0. On suppose dans cette section que Uopérateur D f(zo)~! existe et
IDf(zo) ™|l < bo- (2.2.4)

Théoréme 2.1. Si la condition (2.2.2) est satisfait dans la boule U(xg,7) C D, et supposons que

I Df(x0)~" f(wo) | <m0 =m, (2.2.5)
1
ho = boKUo S 5, (226)
1—+1-2h
ro = h—oﬁo, (2.2.7)
0

la méthode de Newton-Kantorovich converge vers la solution x* de l’équation (2.1.1) dans la boule U(xq, 1)
(r>ro).

Démonstration. Premiérement, on montre que I'équation (2.1.5) est bien défini. Par (2.2.2) on trouve
|Df(z1) — Df(xo)|| < Kllz1 — 2ol = Knpo. (2.2.8)

En utilisant (2.2.6), on obtient

1

1DF o) 1 (2.29)

IDf (1) — DFeo)l < Ko < 57 <
0
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D’aprés le Théoréme 1.4 Vopérateur D f(z1)~! est existe, donc

» 1D (o)~
D 1 <
1Df(e) ™l = 1= [Df(xo)= |- | Df (1) — Df(xo)]]
et b b
IDf ()Y < —° it

l—bonoK:]_—hQ:

Alors, x5 existe. Pour estimer ||zy — 1|, on note

lw2 = 1]l = [[Df (1)~ f ()

et

Df(ay)™

n=0

(Z {Df(x0)" (Df(w0) — Df (21)) }"

n=0

Par conséquent,, d’aprés (2.2.10)

(Z {1~ Df(ilfo)lDf(xl)}n> D f(x)”"

[Df (o)l - [1f ()l

-1y . 1
[Df (@) - [[f(z0)]] < 1—||Df(xo) | - | Df (1) — Df(xo)H‘
alors
-1 1
[ Df(z1)™ f(z)]| < 1— [Df(zo) Y| - [Df(z1) — Df(x0)
=1z blonoKHDf(flfo)lf(xﬁH
< 1D f ) Fa)l
et 1
ez = 1| < =7 IDf (o)™ @)l

Pour estimer || D f(zo) "' f(x1)]|, on considére 'opérateur

fil@) =2 = Df(xo)" f(2),

on note
Dfi(xg) =1 — Df(a:o)*lDf(:L’O) =0.
Par (2.2.16)
Df(xo)~" f(a1) = x1 — fi(z1),
avec

r1 = fi(xo),
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on utilise (2.2.17) pour écrire (2.2.18), alors

Df(xo) ' f(x1) = = (f1(z1) = fi(zo) — D fr(xo)(x1 — x0)),
d’apreés Théoréme 1.8 on trouve

_ 2
IDf o) el < swp DA @) Il

zeL(z0,a1) 2
On a
D?*fi(x) = —Df(xo) ' D*f(x).
Puisque z; € U(xo,7), si (2.2.17) est satisfait, donc

1D fu(@)]| < boK

dans L(xg, 7). D’aprés (2.2.21), on obtient

2 2
et d’aprés (2.2.15), on trouve
ho
2o — 21| < 201 — ho)ﬁo n
et o < 1 donc
1—"ho
1
m < 5Mo-
Alors
hl = blan
bp 1 hy
= - K
1—hg 2 1—hg™
1 K
©2(1— hy)?
< 2h]
1
< a7
-2

donc (2.2.6) est satisfait si on remplace o par z;. Maintenant, si pour

1—+1-2h
r = h—1771,

on montre que

U(l’l,?"l) C U(ZE(),TQ),

la condition (2.2.2) est satisfait avec xy est remplacé par z;. Par le remplacement direct

h2 1/2 1
V1—=2h = (1——0)2> V1= 2h

(1— ho T 1—ho
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et
B e g Ay TR ST
$(h3/(1 = ho)?) 21— hyg
_ (1—\/1—2110_1)770

ho

=To — To-
Par conséquence, si € U(xy,r1), alors ||z — 21| <71 = 1o — 1o et

[ = woll < [z — x| + |21 — o

< (ro —n0) + 10 = 70,

(2.2.30)

(2.2.31)

donc x € U(xg, o), alors (2.2.28) est satisfait. Il résulte par I'induction que I'approximation (2.1.3) génére

une suite (z,) infinie, & partir de zy a laquelle les hypothéses du Théoréme sont satisfaites. Il reste a

démontrer que cette suite converge vers une solution z* de I’équation (2.1.1). Pour la suite z,,, les suites

bn, N, et h, définies par

by
bn = —17
1-— hnfl
_ lhnflnnfl
=T T,
1 h?
hy = ——n=L
2(1— hp1)?
sont obtenus pour n =1,2,.... On a
2 1 4 1 2n
hn < 2h; | < 5(2hn_2) <... < 5(2ho)
Par (2.2.26) et
1 hn—lnn—l
n:_—<hn7 n— Shnf hnf o <ovev
U 21—h, , = 1Tn-1 1n—27n—2
1 n— n—
= 27(2h0)2 [(2h0)*" -+ (2h0) 0
1 _
= 2—71(%0)2 "0
Pour tout entier positive p, x4, € U (Tp, 1), alors
1—+1-=2h,
[Tnsp = Tnl| < 790 = ——F—mn

o,
< 2,

donc a partir de (2.2.37)

1 n_
||xn+p — x| < _(2h0)2 1770-
2n
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Alors (,,) est une suite de Cauchy qui a une limite x* € U(xg, 1), et 2* est une solution de (2.1.1) par

la Proposition 2.3.
O

Remarque 2.1.

a. On trouve de la démonstration que, sous les hypothéses du Théoreme 2.1,
| 2 — 2™ | <1y (n=1,2,...).
b. Sous les hypotheses du Théoréme 2.1, on obtient

1 n_
| 20 =" 1S o5 (2h)"

La solution z* de I'équation (2.1.1) est un zéro simple de 'opérateur f si opérateur D f(z*)~! existe

et continue.

Exemple 8. Supposons que la second dérivée de Fréchet de l'opérateur f est un opérateur intégral qua-

dratique @), ol )
[D? f(z)vw](s) = Q(z)(s) = /0 (s — )2 (t)v(t)w(t)dt, (2.2.40)

dans lespace C|0,1], lespace des fonctions continues sur intervalle [0, 1], alors

[Q(z)(s)] < sup

l[o]|=1, ]| w||=1 S/O I2(t)v(t)w(t)dt—/0 txz(t)v(t)w(t)dt

1 1
3/ a:Q(t)dt—/ th(t)dt‘
0 0
1
<(1+3) 1l

<

donc

ce qui donne

3
< -.
Q<
On prend le point fize x, avec || x ||< 1, alors
= -b
I @) = max [sa -],
ot
1 1
a:/ 22(t)dt >0 et b:/ tx?(t) dt > 0,
0 0
tel que

ab = /1(1 —)z(t)dt > 0
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et
I Q(z) [|= max{b,a —b}.
Mais tz*(t) < t, pour tout *(t) < 1, donc
1
b < / tdt = —
0

1
1
a—b</(1—t)dt Y pour tout || x ||< 1.

0

et

Alors 1 1
1Q 1= s | Q) 1< max{—,-} 1!

ce qui donne

1

<=

lQl<t

Finalement, on prend x(t) = 1 pour tout t donc || x H: 1 et
1 1
| Q(z) ||= sup |s dt— tdt = sup |s—=| > -.
s€[0,1] s€[0,1] 2 2
1

D’apres (2.2.41) et (2.2.42) on obtient || Q ||= 3= K.

La solution de [’équation intégrale non linéaire est donné par

o(s) =14 /O1 G(s,1) [x(t)g + "7(5’5)3} dt,

tel que x € C[0,1], s, t € [0,1] et la fonction G donné par

Alors on trouve

D*ells) =~ [ Gl [Zw)a n _m)} () d.

Avec zo(s) = 1. Alors on obtient

31
7= Df (o)l < 55 < L.

donc D f(xo)™! existe et

15 (@) < bo = .
105 (o)™ o)l < 52 =,

ID?f ()| < K = 0.76463272
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et
ho = 0.305725714 < 0.5.

Alors les conditions de Théoréme (2.1) est satisfait dans U(zo,ro) C U (0,1) ou pour ro est donnée par

ro = 0.301721716.

On peut maintenant montrer un résultat local pour (2.1.5).

Théoréme 2.2. Si z* est un zéro simple de f, ||Df(z*)7|| < b* et

A:{x:||x—x*||< }CU(Q?O,T’),

b*K

(2.2.43)

1
alors Uhypothése (2.2.6) avec h < 3 et (2.2.7) de Théoréeme 2.1 sont satisfaits pour tout xy € B, ot

B:{x:||x—x*||<2_\/§}.

Démonstration. Pour zg € B

1D f (o) = Df(x")|| < Kllzo — 27|

2—v/2

< \/_
2b*

1

S IDFE )

de sorte que D f(zo)~! existe et d’aprés Théoréme 1.4, on trouve

b*

h—
1 — b K||zg — x¥|

2 1D f (o).
D’apreés le Théoréme fondamentale de calcule on obtient
(™) = flag) = /01 Df (2o + Ma* — 20)) (2" — wo)dA
— Df(wo) (2" — o) + /01 (Df (o + Ma™ — w0)) — Df () (&" — z0)dA.
Car f(z*) =0, alors
—f(wo) = D f(xo) (2" — x0) + /01 (D f (o + Ma* = x0)) = Df(0)) (" — wo)dA.
On multiplié cette equation par D f(x¢)~! on obtient

—Df(zo) f(zo) = 2 — 20 + Df(xo)_l/o (Df(:to + Az* — 1)) — Df(mo))(x* — xg)dA,
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donc

IDf (o) " f (o)l < ll2™ = woll + [|1D.f (o) || - ‘

< 2 — 2] + b/o (D f (o + Ma* — 20)) — Df(x0))]|| - le* — wolldA

1
< <1—|—b/ K\||z* —x0||d)\) |x* — zo]|,
0

alors

1
IDfe0) el < (1+ 081" = ol [ i) o = ol
0
D’aprés (2.2.46) on obtient
— 1 * *
IDf ) el < (14 3051 = ol ) " =

30" K||lz* — x|
<1 2 *_
= ( +1—b*KH£E*—$OH) % — o,

donc .

I

Il en résulte que pour xg € A

lz* = oll = |Df (o) ™" f(z0)||-

1— 1" K|jz* — x| 1
(1= b K|e* — ao]])? =" = ol

:K: —_
h =bKn 5

1
alors (2.2.6) est vérifié pour h < 5 En utilisant les valeurs de h et de n qui donnée ci-dessus

n o n n 1 1 —0*Kljz* — x| 1
1—\/1—2h>— T o = -
( S bKn bk K p 17— ol

donc U(zg,79) C A C U(xy, ) satisfaisant I’équation (2.1.3).

2 -2

La val
a valeur —, -

est la meilleure rayon possible.

Exemple 10. On considére I’équation

avecx* >0et K >0. On a

et pour

/o1 (Df(xo + AMz* — x0)) — D f(x0))(z* — xO)d)\H

(2.2.49)
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ce qui donne

1 - 1
b= =V2Kz* , n = ~v2z",
2 4
1
alors h = bKn = 3

On examine la convergence de la méthode de Newton-Kantorovich Modifiée (2.1.5).

L’équation (2.1.5) coincide avec la méthode itératif usuel
Tpp1 = Azn,  (n=0,1,2...), (2.2.53)
pour 'approximation de la solution de ’équation
r = Ax (2.2.54)

avec

Az =x — Df(zo) ' f(2). (2.2.55)

Théoréme 2.3. Sous les hypothéses du Théoréeme 2.1 avec l'inégalité (2.2.4) soit stricte, les approxima-

tions successives converge vers une solution x* € U(xg,19) de l’équation (2.1.1).

Démonstration.

On note que I'équation (2.1.1) posséde une solution dans la boule U(zg, ) ceci résulte de Théoréme 2.1.
Maintenant on va démontrer que l'opérateur (2.2.55) satisfait les hypothéses du Théoréme 1.10 d’une
application contractante dans la boule U(xq,ry). Cela signifie que la solution z* est unique dans la boule

U(xg,ro), et Papproximation (2.1.5) converge.

Evidemment, pour tout z,y € U(zg,7) et r < R,

Ax—Ay:x—y—Df(xo)_l(f(x) —f(y))a

d’aprés Théoréme fondamentale de calcule, on a

f(@) — f(y) = /0 DF(y+ Mz —9)) (@ — y)dA,
alors

Ar — Ay =2 —y — Df(Io)_l(f(x) - f(y))

— oy~ Df(xy) ! / D (y+ Mz — ) (@ — ) A

= Df{ao) *Di(eo)w ~ 9) = Df(a) " [ Df(y+ Ma~ ) (o~ y) A

0

— Df(wo)”! / (Df(w0) = Df(y + Mz — ) (= — ) dX. (2.2.50)
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D’aprés la condition de Lipschitz, on trouve
| Az — Ay < boKr||lz — . (2.2.57)

Par conséquence, A est un opérateur contractante dans la boule U(xg, 7). Pour compléter la démonstra-
tion, il reste & montrer que

AU (x,10) C U(xo,70)-
Soit xg € D. Alors, par (2.2.56)
Az — x| <||Az — Aol + || Azo — o
< | Dsta)t [ (21(aw) ~ D5t + M = 20 o = 0) A+
Par conséquent, lorsque ||z — xo|| < 79,

bo K r?
Az — || < 22210

+ 1o = To.

On note que, par (2.2.57), Popérateur A est satisfait la condition de Lipschitz avec la constante

g=1—1/1—2h.

O

Si D = U(xo, R), considérons l'opérateur A défini par (2.2.55), supposons que les conditions du
Théoréme 2.2.44 est vérifier, et

a(r)= sup |[Az — x| (2.2.58)

lz—zoll<r

La fonction «a(r) est continue non décroissante. On a montré dans la preuve du Théoréme 2.3 que

b()KHZL’ — ZE0||2

Az — zo| < 5 +m,  ([lo =zl < R). (2.2.59)
Par conséquent il en résulte :
Lemme 2.1. [9].
La fonction a(r) satisfait l'inégalité
a(r) < 60]2(7’2 + 1o (ro <r <R).

Théoréme 2.4. [9].
Si, dans les hypothéses du Théoréme 2.1 et

11— 2R 1++/T—2hg

70 e n < R < I

To,
alors le trinome du second degré

1

§b0KT2 —r+ To
est négative dans l’intervalle

1+ /1= 2hg

To, Mo
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Remarque 2.2. Si on répete les preuves du Théoreme 2.1 et 2.3 en utilisant D f(xo)~ f(x) au lieu de

Vopérateur f(z), la condition

| Df (o) (Df(2) = Df(y)) IS K |z =yl (2.2.60)

pour tout x,y € U(xg, R) au lieu de I’équation (2.2.3), la condition

1
h= 5K (2.2.61)

au lieu de (2.2.6) et finalement

§"=————n, Ul(xy,s")C D (2.2.62)

au liew de (2.2.7).

Il est clair aussi a partir de la preuve du Théoréme 2.1 que la suite scalaire (sp)n>o0 est donnée par

K(SnJrl - Sn)2

So=0, S1=1n, Spio= S, 2.2.63
0 1=1 +2 +1+ 2(1+ Kop) ( )
est une suite de magjoration pour (x,) tel que
0<sp<s < <5 <vee <87 (2.2.64)
et
lim s, = s*
n—oo
En outre, les estimations d’erreur suivantes sont vérifiées pour tout n > 0
| i1 — o ||< Snt1 — Sn (2.2.65)
et
| xp — 2" [|< 8" — sp. (2.2.66)
Pour réaliser tout ce qui précéde on introduit la condition centre-Lipschitz
I Df(zo)~" (D f(x) = Df(x0)) < Ko |l = o | (2.2.67)
pour tout x € D, ou D est un convexe ouvert de X .
On définie la suite scalaire (t,,) par
K(tpi1 — tn)?
to, ti=mn, tnio=tnm Kt — )" (n>0). (2.2.68)

2(1 — Kolur1)’

Théoréme 2.5. Soit f: D C X — Y un opérateur Fréchet différentiable, pour xo € D supposons que

Df(zo)™ " € L(Y, X), (2.2.69)
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les conditions (2.2.60), (2.2.67) et

U(xo,t*) C D (2.2.70)
sont vérifies, avec
t* = lim t,. (2.2.71)
n—oo

De plus, on suppose que les conditions suivantes sont vérifiées

hs = (0Ko+ K)n,  pourd € [0,1] (2.2.72)
ou 2K, K62
7] 0
< <1 < 2 2.2
hs <9, 55 =1 2_5_1, pour 0 € [0, 2] (2.2.73)
ol .
hs <0, Km<1-— 55, pour 6 € [0, 2], (2.2.74)
avec
2
—E£ /() +8E
5o = . (Ko #0). (2.2.75)

Puis la suite (x,) donnée par la méthode de Newton-Kantorovich (2.1.3) est bien définie, x,, € U(xg,t*)

pour tout n > 0 et converge vers la solution x* € U(xo,t*) de I’équation f(x) = 0.

De plus, les estimations d’erreur suivants sont valables pour tout n > 0

K || 21 — o |°

“ Tn+2 — Tn4l H§ Stpyo — thpa
2( )

1_[(0 || Tp+1 — Lo ||

et

| 2, — " ||< " —t,,
lorsque t,, t* sont donnée par (2.2.68) et (2.2.71) respectivement.

En outre, s’il existe t** > t* tel que
U(ZL'(), t**) cD

et
Ko(t"+t™) <2,

la solution x* est unique dans U(xq, t**).
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Chapitre 3

Approximation de la solution du systéme
d’équations intégrales non linéaires par la

méthode de Newton-Kantorovich

Dans ce chapitre on considére le systéme des équations intégrales non linéaires de la forme
t
x(t) — / h(t,7)z*(r)dr = 0,
ygt)

(3.0.1)
/ . k(t, 7)22(r)dr = f(1),

oul <ty <t<T,y(t) <tavec z(t) € Cpyoe] €t y(t) € C[l se sont des fonctions inconnues définies

to,oo}

dans l'intervalle [ty, 0o[, to > 0, et les fonctions A(-, ), k(-, ) € Clig ooxfto,ocls f (t) € Clg,00] SONt données.

3.1 Description de la méthode

Pour trouver les fonctions inconnues z(t) et y(¢) de le system (3.0.1), on introduit les notations
t
Pu(a(0),9() =a(t) ~ [ h(t.n)a?r)dr =0,
vit)
Pa(a(0),9() = 50~ [ K(t.r)a*r)dr =0,
y(t)

ou0 <ty <t < T, alors dans l'intervalle [ty,T] le system des equations (3.0.1) peut étre réduite a
I’équation d’opérateur

avec X = (z(t),y(t)). On résoudre I'équation (3.1.1) par la méthode de Newton-Kantorovich Modifiée,

I’approximation de I’équation est
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La dérivée P'(Xj) de 'opérateur non linéaire P(X) au point X, est déterminé par la matrice

on|  on
ox Jy

(%0,y0) (x0,y0)

P'(Xo) =
A
ox Jy

(%0,y0) (%0,y0)

Par conséquent ’équation (3.1.2) est de la forme

3P1 3P1 Pl
8% 0,40) (A () + 3% o yo)<A <t)) N Pl( O(t)’yo(t))7 (3.1.3)
Ty BT = 2] (Ay(t)) = =Pa(w0(t). ().

ou Az(t) := x1(t) — wo(t) et Ay(t) := y1(t) — yo(t). Avec le point initial donné Xo = (zo(t),yo(t)), on
évalue P'(Xy) par définition

o~ _ i F1(@0 + 82, 90) — Pi(20, %)
A T s
1 t t
= lim - {xo(t) + sx(t) — / h(t, T)[xo(T) + SZE(T)]QdT — xo(t) + / h(t, T)I%(T)dT
5208 Yo (t) 0)
t
=z(t) — 2/ h(t, T)zo(T)x(T)dT,
yo(t)
et
P ~ lim Py (2o, y0 + sy) — Pr(o, yo)
ay (z0,y0) 50 s
yo(t)+sy(t) 2
iy Jnto h(t, ) xzg(T) dr
s—0 S

= h(t,yo(t)) 25 (yo(t)) y(t).

De la méme fagon, on obtient

t
or, — _2/ k(t, 7)xo(T)x(T) dT,
O (z0,y0) Yo(t)
OP.
8_2 = k(t,y0(t)) 5 (yo(t)) y(2).
Yy (%0,Y0)

Donc le systéme (3.1.3) devient

Ax(t) — 2/ " h(t, 7) xo(T)Az(T) dr + h(t, yo(t)) 23 (yo(t)) Ay(t) = —zo(t +/(t)h (t,7) 23(7) dr,
- /yoa)k(t’ﬂxommm dr -+ k(t, 30(t)) 26 (40(1)) Ay(?) +/ k(t,7) a3 (r) dr.
(3.1.4)
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La solution de I'équation (3.1.4) pour Az(t) et Ay(t) est (x1(¢),y1(t)). En continuant ce processus, on

obtient une suite des solutions approchées (mm(t), ym(t)) trouvé par le systéme suivant

( Az, (t) — 2/ o h(t,T) 2o(T) Az (T) dT + h(t, yo(t)) 2 (yo(t)) Ay (t)

¢
=Ty 1(t) + / h(t, T):Efn_l(T) dr,
yanl(t)

t (3.1.5)
_2/ ®) k(t,7) xo(T) Az (7) d7 + k(t, y0(t)) 23 (y0(t)) Ay (t)
=—f(t)+ k(t,7)x2,_,(7)dr,
| s+ [ ke
avec Az, (t) := xp(t) — Tpmo1(t) et Aym(t) = ym(t) — Ym—1(t), pour m = 2,3,.. ..
L’équation (3.1.5) conduit a l'équation
P/(Xo)(Xm - m—l) + P(Xm_l) == 0, XO == (Io(t),yo(t)) (316)

Pour montrer 'unicité de la solution de 'équation (3.1.4), on multiplie la premiére et la deuxiéme

équations (3.1.4) par ( — k(t,yo(t))) et (h(t,yo(t))), respectivement, on les additionner pour obtenir

Aa !  k(t,T)h(t yo(t))
8 <t)+2/yo(t) k(t yo(t))

—ant) = s+ [ [’f“’]j()thg’(f)‘))“)) e, ﬂ] 5(r) dr.

] xo(T)Ax(T) dT
(3.1.7)

On prend

Gl) = k(t yo(t))’

ki(t,7):= h(t,7) — k(t, 7)G(t)

et
t

Fo(t) = —ao(t) + FOG(E) + / (¢, 7)z2(r) dr,

yo(t)

donc on peut écrire I’équation (3.1.7) sous la forme

t

Ax(t) — 2 / [h(t, 7) — k(t, 7)G(8)] wo(1) Ax(r) dr = Fyt). (3.1.8)
yo(t)

Cette equation est I’équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce, soit une solution unique.

D’aprés (3.1.8) et (3.1.4), on trouve

o D)@ 7 42 [ ) it 7) 3ol ) A () dr — (ao(t) + Aa(t))
Ay(t) = h(t,yo(t)) 23 (yo(t)) |

Alors (2, Ym) est une solution unique de 'équation (3.1.5), et donc de 1'équation (3.1.6).

(3.1.9)
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3.2 Convergence de la méthode

Considérant les classes des fonctions suivantes
(i) Soit Cpy 0] un ensemble de toute les fonctions continues f(¢) définie sur I'intervalle [y, ool
(ii) Soit Cly,00(x]to,00] Ul ensemble de toute les fonctions continues 1 (¢, 7) définie sur I'intervalle [to, oo[x [to,
(iii) Soit C = {X = (z(t),y(t)) : x(t),y(t) € Cuym) }-
(iv) Soit O, = {y(t) € Oy o = y(t) <t}

Avec les normes

| AX flo= max {|| Az llei, 1 | Ay o n } -

|«XHo:nmx{uzuomTwuyuqmﬂ},

| @ [ler=max { || z(t) ||, ]| «'(t) || },

| 2 ||—t£§>; |z(t)],

|kt 7) ||= Ki, | h(t,7) [|= K2,

I K'(t,7) [|= K7, I K/t 7) = K,

| 2o = nax, |zo(t)| = M, | 25 [|= e, |2o(t)] = M,

— M.
té}%% Y0 (t)] 1

K = maX{QKQ(T—Ml), 2K (T — M), 2K, M, 2K, M, Ky(M')? + K, M?, Kl(M’)2+K;M2}. (3.2.1)

Théoréme 3.1. Soient f € Cpy oo, h(:, ), k() € Chyoo[x[to,o0] des fonctions bornées. Alors il existe une

unique solution (z(t),y(t)) du systeme des equations (3.1.5), tels que x(t) € Cly ool Y1) € Clyy oo

La preuve de ce Théoréme 3.1 est une conséquence de Théoréeme 3.2, alors il suffit de démontrer
Théoréme 3.2.
Théoréme 3.2. Soit la boule Qp = {X = (z(t),y(t)) : || X — Xo |[<r}. Si

L|AX fle<n,  (Y(z,y) € D),

2. k(t,7),h(t,7) € C[to ool [to,00["
3. h:Kn<%, etr<#ﬂ;

alors le systeme des equations (3.1.5) a une unique solution X* et la suite X, : Xp(t) = (2 (t), ym(t)),

m > 0 de Uapprorimation successive

Az, (t) = 2/ o ki(t, 7)xo(T)Axy, (T)dT + Fpq (B),
TR (D) 2 [ T)20(7) Ay (T)dT = (21 (E) + Az (1))
h(t, yo(t)) 23 (yo(t)) 7
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0U ALy (1) = T (t) — Tin1(t) €t Aym(t) = Ym(t) —Ym-1(t), m =2,3,..., et X,,, converge vers la solution

unique X* et avec

m+1
| X=X lle< 2 (1=vVI=20)" ", m=0

Démonstration. D’aprés les équations (3.1.8) et (3.1.9) alors le systéme (3.1.4) a une solution unique,

donc Ty := P'(Xp) ™! est existe. On écrit I'équation (3.1.2) sous la forme
X = S5(X), (3.2.2)
ou S(X) =X —TyP(X). Alors, 'approximation successive de I’équation (3.2.2) est
Xmi1 = S(Xn), m=20,1,....

Pour la valeur initiale Xg, on a
S(Xo) - X() - F()P(Xo),

et done
| ToP(Xo) [[=]] S(Xo) — Xo [[=]| X1 — Xo [|=] AX [[< n. (3.2.3)

Maintenant, on montre que ||P"(X)|| < K, pour tout X € Qg avec K est définie dans (3.2.1). La
dérivée seconde P”(X)(X) de l'opérateur non linéaire P(X) au point X, est décrite par la matrice en

3-dimensions

P"(X)(X) = (P1, P2)(X)

est un opérateur Bilinéaire!, ou

0P, 9’P, 0% P, 9?P,

Oz (z0,90) dx0y (w0,y0) Oz (0,%0) 9y (w0,y0)
P = ) P, =

0P, 9’P, 0% P, 9% P,

dydx (z0,%0) ay2 (%0,%0) dydx (%0,y0) (93/2 (z0,%0)

Par la définition de la dérivée second, les composantes de P; sont

02 P

1
= lim g [P{a;(ﬂﬁo + sz, ?Jo)(% ?J) - P{I(Io,?/o)(%?/)]

~lim 1 [:c(t) 9 / M) aolr) 7)) el (1) +2 / h(t, 7)o (7)2(7)dr

Yo(t)

= -9 /yo(t) h(t,7)z(T)z(T)dr,

1. ie. P"(Xo)(X) = B(Xo, X)
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Sa norme

! = max |[— t T)x(T)X(T)dT
022 || Ix[LIX]<1 Q/yom Mt m)a(r)alr)d
< max 2 Xl X || Ko(T — M)
< 2K, (T — My).
P =y Pt o)~ Pt )
1 ' t
- EL% B [x(t) -2 /yo(t)+sy( ) h(t, T)zo(T)x(T)dT — 2(t) + 2 /yo(t) h(t, 7)xo(T)x(T)dT
9 [yo(t)+sy(t)
— E—% ; . h(t, T)xo(T)x(T)dT
= 21im A (t,yo(t) + sy(t)) zo(yo(t) + sy(t)) z (vo(t) + s5(t)) (%)
= 2h(t, yo(t)) o (w0 (1)) (30 (£)) T (t),
Soul < 2R o) o l0)) (1) 510)
< QHXW%QKQM”X“ I X |
< 2K, M.
882;1 (z0,%0) B £1—I>% [Ply(xmyo + sy)(z,y) Ply(x0>y0)(x y)]
= lim % [h(t yo(t) + s5(t)) 2 (yo(t) + sg(t))y(t) — h(t,yo(t))a? (yo(t))y(t)}
= lim % [h( yo(t) + s5(1)) 3 (yo(t) + s5(1)) — h(t,90(t) + sy(t)) x5 (yo(t))
Rt olt) + s5(0) 73 (uo(1)) — h(t, 50(6)) 23 (30(1))]
= tim [t v0(1) + 55(0)) 23 (s0(0)) + (1, 30(0)) 3 (0 (1)) (1)
[t 00(0) 3 (s0(0)) + 1 (t,30(0) 23 (wol0)) | (1)
82P1 N2 / 2
% < e [Ko(M')? + KyM?][| X]|

< Ky(M')? + K4 M2,
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Sa norme
P,
2h(t, yo(t )z " ; ‘
' Oydx||e ~ ||Xﬁfl§‘<}ﬁ<1‘ (£, yo(t)) 0 (0(6))Z (yo(1)) y(t)
<2 max KMIXI[[X]|
I XILI1X <1
< 2K5M.

Maintenant, pour les composantes de P, on a

0*P,
0x?

1
= lim g [PQIQ;(:BO + sz, yo)($7 y) - PQI.Z‘(’:C07 yo)(l', y)]

(z0,y0)

~ Jim {_2 / k(t, 7) (20(7) + s2(r))a(r)dr +2 / k(t, 7)o (7)2(7)dr

5205 o(t) vo(t)

_ /y | K

Sa norme

0P,
0x?

~ max |2 / k(t, 7)7(r)a(7)dr

¢ IXIIX|<t o(t)

< max 2 XX K (T — M)
IX1LIXi<1

< 2K,(T — M)).

De la méme facon,

0% P,
0x 0y

i

= 2k (t, yo(t)) w0 (yo (1)) 2 (9o (1)) 7(2),

(m()»yo)

*p || 7
20 o e [P v ) ) )00

< 2K, M.

Aussi
0*P,
2
Y | (w.0)

= [B(t 50(t) 7 (30(8)) + K (£, 90(0)) 2 (s0(8)) ] w(8),

%P,
0y?

= max

o IxLIXI<t [k(t’yo(t))xé’z(y(’(t))+k/(t7y0(t))$3(yo(t))] 3/(0‘

< K\ (M')?* + KyM>.
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e = [P 5700 e) Py o) )] = 260,00 0 007 01
Yyoxr (z0,90) s—0 S
PP )
' Oy o 1xllixi<: 2 (¢, 0 (t)) o (0 (£) 2 (30 () 1)
< 2K M.

Alors, tous les dérivés deuxiémes sont existe et bornées, et toutes les conditions de Théoréme Newton-
Kantorovich sont satisfaites, donc

1—+V1-2h

1
(a) Pourh:Kn§§et7"2T0: .

Newton (3.1.6) converge vers X*,

1—+v1-=2h
h

n, 'équation (3.1.2) a une solution X* et le processus de

1
(b) pour h < 5 et r <rg= n, alors X* est une solution unique de I’équation (3.2.2) dans
QO, et

m+1
||X*—Xm||@§%(1—\/1—2h> . om=0,1,....

3.3 Discrétisation de la méthode

A chaque itération du processus (3.1.5), on résoudre I’équation intégrale linéaire de Volterra de seconde
espéce
t
Az, (t) — 2/ ki(t, T)xo(T) Az, (T)dT = Fpq (1), (3.3.1)
yo(?)
avec ki(t,7) = h(t,7) — k(t,7)G(t) et

t

Fov 1 (£) = —2m () + F(OG(H) + / b (t, 7). (F)dr

ym—l(t)

T—1
Oi, i=1,...,N.Léquation (3.3.1) pour le point initial

Dans l'intervalle [to, T, on suppose t; = to+

to est donné par
A'I‘Tn(tO) - Fm—l(tO)a

pour les autres points

t;
Az, (t;) — 2/ ki(ti, 7)xo(T) Az (T)dT = Frpea (8:), i=1,...,N. (3.3.2)
yo(ts)
On pose
ty, = t, tel que tp_y < yo(ls) < ty,
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alors I'équation (3.3.2) peut étre représentée sous la forme

Aagm(ti)—z/” k:l(ti,T):vo(T)Aa:m(T)dT—QZ/Hl (12, 7)o (F) A (F)dT = Fpya(t), i =1,..., N,

o(t) j=v; b
Pour v; # i, on calcule I'intégrale de I’équation (3.3.3) par la formule de Trapéze, on obtient

(1) = (b= 900) (Rt 300020 00 (40) A (4n(4) + s (0 )

= (=t <k51 (ti: t)w0(t;) Az (t5) + ko (i, tj+1)$o(tj+1)A$m(tj+1)>

— (t; — tiz1) (k‘l(tu tic1)@o(tiz1) Ay, (tio1) + kit ti)xo(ti)Awm(tz‘))

- m—1<ti)7

pour tout i = 1,2,..., N. On résoudre cette équation en terme de Ax,,(¢;), qui donne

Frnoa(ti) + A+ B+ (6 — tim)ka (6, tim) o (tiza) Az, (ti-1)

Ar(t;) = 1= (s — fi ) (b, L) 2o (1) ’

ou

) (y0<ti) - tvi—l)A"Em(tvi—l) + (t'Ui - yO(ti)>Axm(tvi)

A= (to, — yo(ts)) llﬁ(tz,yo( 1)) o (vo(t:)

tvi - tvi—l
+k:1 (tza tvl)xO(tvl)Aﬂjm(tvl) )
1—2
B=> (tj1—t;) (kl(tut Jo(t;) Az (t;) + ki (ts, tj+1)x0(tj+1)Ame(tj+1)>-
Jj=vi

Pour v; = 4, 'équation (3.3.3) est donné par

Az (t;) — (t — yo(ts)) [kl (i, yo(ti)) o (yo(t:)) A (yo(ti)) + Ka(ts, ti)xO(ti)Afpm(ti)] = Frna(ti). (3.34)

Avec Théoréme de la valeur moyenne, on a

At (yo(t)) (1 — ti1) = /t Ay (2)da.

On divise l'intervalle d’intégration |t;_1,t;[ en deux sous-intervalles |t;_1,yo(t;)] et [yo(t;),t:[ et on utilise
la formule de Rectangle pour chaque intégrale, on obtient

(yo(ti) — tic1) Az (tim1) 4+ (t — yo(t:)) A ()
ti —ti1 .

Alors 'équation (3.3.4) est donné par

Froa () + (= yo(ts)) kea (s, yo(8)) 2o (yo () (yo (i) — ti1) Az (ti1) /t; — 757;71.
1— (ti — yo(ta)) (b, ta)wo(ts) — (ts — wo(ts)) *ka (ts, yo ) wo (wo(t:)) /s — tis
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Par la relation Az, (t;) = ., (t;) — Tm_1(t;), on obtient

De la méme fagon on calcule Ay,,(t;) donnée sous forme

N Loty Pt T)a2 ()T 2 [ Bt 7)o (7) At (7)dT = (21 (6) + Az (L))
Aot h(tuyo( )73 (yolt:)) '

Pour v; # 4, on a

Bt = | = (it s a8 + )1 (1)

i—1
b — ¢
+> % (h(tl-, tj)as, 1 (t;) + h(t;, tj+1)x$n*1(tj“)>

J=vi

o (to, = olts)) (Bt 9o(t)20 (50 (t:) A (o 1)) + Rlts, ) (b, A (1)

#3001 — 1) ()0 () A1) + Bttt A1)

J=v;

(a8 + B (6)) | /1t (83 0n(0)

B0t = | 22 (it s 4 s )+ 1))

+ (t: — yo(ts)) (h(tu?/o(t Nzo(o(ti)) Azm (yo(ti)) + h(ti, ti)zo(t )Al"m(tz)>
= (a8 + A (19) | /1t 00 00
Par la relation Ay,,(t;) = ym(t;) — Ym—1(t;), on obtient

Y (ti) = AYm(ts) + Ym-1(ti).

3.4 Exemples numériques

Exemple 11. Considérons le systeme d’équations non linéaires
(3.4.1)

avec t € [tg, T) = [10, 15].

La solution exacte est



La fonction initiale xo(t) peut étre toute fonction continue, mais yo(t) doit étre satisfait yo(t) < t. Dans

cet exemple, on choisi xo(t) = 2t et yo(t) = 0.6t + 4.

Le tableau suivant montre que ,,(t) coincide avec l'ezacte x*(t) a partir de la premiére itération,
pendant que seulement sept itérations nécessaire pour ym(t) coincide avec y*(t), ou N = 20 est le nombre

de neeuds, m est le nombre d’itérations,

o = o [a(t) = (1) 6y = ma (1) = " (0)].

m € €y-

1 0.0 10.552848815918
2 0.0 4.923198699951
3 0.0 1.542798995972
4 0.0 0.202719688416
5 0.0 0.004018783569
o 0.0 0.000001907549
7 0.0 0.000000000000

Exemple 12. Considérons le systéme

(3.4.2)

avec t € [to, T] = [10, 15].

La solution exacte est
8

“(t) =5 () = 4/ 12 — —.

Les fonctions initiales sont

La méme observation que dans le tableau précédent peut étre vu dans le tableau suivant, avec un plus petit

nombre d’itérations.

m €x €y

1 0.0 5.998859405518
2 0.0 0.856892585754
3 0.0 0.023154258728
4 0.0 0.000018119812
5 0.0 0.000000000000
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Conclusion

Parmi les méthodes couramment utiliser pour "approximation d'un zéro d’un opérateur
non-linéaire on a la méthode de Newton. Dans ce mémoire on a parlé sur le principe général

de cette méthode.

On a aussi parler sur la méthode de Newton-Kantorovich qui est appliquée pour 1’étude de
la convergence de la méthode de Newton, et on a appliqué cette méthode afin de résoudre un

systéme d’équations intégrales non linéaires.

Cette méthode est applicable aussi pour la résolution d’équations intégrales non-linéaires
de type Hemmerstein mixte, et les condition de Newton-Kantorovich sont utilisé pour I'étude

de la convergence de la méthode de Halley-Chebychev.

o4



Bibliographie

[1] A. Galantai, The theory of Newton’s method, Université de Miskole, 2000, 25-44.

[2] Andrzej Granas, James Dugundji, Fixed Point Theory, Université de Montréal, 2003.

[3] B. T. Polyak, Newton-Kantorovich method and its global convergence, Université de Moscou, 2006.
[4] D. Verwaerde, P. Laurent-Gengoux, Optimisation, Ecole Centrale Paris,2007.

[5] Daryoush Behmardi, Encyeh Dehghan Nayeri, Introduction of Fréchet and Gateaux Derivative, Uni-
versité Alzahra, 2008, 975-980.

[6] Eric Blayo, Maelle Nodet, Introduction a ’assimilation de données variationnelle, Université de Gre-
noble, 2010.

[7] Guillaume Carlier, Calcul Différentiel et Optimisation, 2009.
[8] Henri Cartan, C. Buttin, F. Rideau et J.L. Verley , Calcul Différentiel, Université de Paris, 1967.

[9] Ioannis K. Argyros, Convergence and Application of Newton-type Iterations, Université Cameron,
2008.

[10] Ioannis K. Argyros, Computational Theory of Iterative Methods, Université Cameron, 2007.

[11] Jean-Pierre Dedieu, Points fixes, zéros et la méthode de Newton, Université Paul Sabatier France,
2006.

[12] Jean-Pierre Raymond, Calcul Différentiel, Université Paul Sabatier, 2000.

[13] Mabel Cuesta, Analyse Fonctionnelle Non Linéaire et applications en équations différentielles, 2009-
2010.

[14] P.G. Ciarlet, C. Mardare, On the Newton-Kantorovich theorem, 2012.

[15] Sylvie Benzoni-Gavage,Calcul Différentiel et Equations Différentielles, Université Lyon 1, 2010.

[16] V. Khatskevich, D. Shoiykhet, Differentiable Operators and Nonlinear Equations, 1994.

[17] Z.K. Eshkuvatov, Anvarjon Ahmedov, N.M.A. Nik Long, O. Shafiq, Approximate solution of the

system of nonlinear integral equation by Newton—Kantorovich method, Université Malaisie, 2010,
3717-3725.

95



