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Introduction

Depuis le travail du célebre mathématicien Niels Abel dans les années 1820, les analystes ont eu
un intérét continu pour les équations intégrales. Plusieurs mathématiciens modernes, notamment
Cauchy, Fredholm, Hilbert, Volterra, et d’autres, sont associées a ce sujet. Il ya essentiellement
deux raisons & cet intérét. Dans certains cas, comme dans 'oeuvre d’Abel sur les courbes tauto-
chrones, les équations intégrales sont un modéele mathématique qui surgit naturellement dans la
représentation de I'une des situations physiquement intéressantes. La seconde, et peut-étre celle
qui a plus d’avantages, c’est que les opérateurs intégraux, les transformations et les équations
intégrales, sont des outils pratiques pour I’étude des équations différentielles. Par conséquent, les
techniques d’équations intégrales sont bien connues par des analystes classiques, c¢’est ainsi que
de nombreux résultats élégants et puissants ont été développés.

Jusqu’a la derniére décennie du siécle passé, dans le domaine des mathématiques appliquées,
peu d’ingénieurs et de numériciens sont intéressés aux connaissances pratiques des équations
intégrales, puisque dans la modélisation mathématique ’accent a été traditionnellement mis sur
les équations différentielles. Cependant, vu la pluridisciplinarité des travaux publiés récemment
sur les équations intégrales comme un outil mathématique réaliste et inévitable, cette situation a
commencé a changer.

Notre objectif dans ce mémoire est de présenter quelques méthodes de résolution numérique
des équations intégrales non linéaires de Fredholm ou de Volterra en utilisent des techniques d’ap-
proximation récentes, notamment les formules de quadratures et les approximations succéssives.
Ainsi, ce mémoire est réparti essentiellement en trois chapitres suivis d’une annexe.

Le premier chapitre est une esquisse d’une théorie générale sur les équations intégrales, dont
on trouve une classification avec quelques modeéles typiques apparaissent d’une maniére naturelle
lors de la modélisation de certains problémes non linéaires de la science et de la technologie ou
bien par remaniement de certaines équations différentielles ordinaires ou partielles.

Le deuxiéme chapitre est essentiellement consacré a I'analyse fonctionnelle des équations in-
tégrales, notamment la question d’existence et d’unicité. Dans cette partie du travail nous allons
faire appel a la théorie du point fixe de Banach pour donner les conditions nécessaires et suffi-
santes.

Le troisiéme chapitre traite les différentes méthodes de la résolution approchée de ce type
d’équations, ainsi nous allons présenter une méthode mixte & la résolution des équations intégrales
non linéaires. Et pour tester I'efficacité de cette méthode, quelques résultats numériques seront
donnés.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Définitions (Rappels)

Commencons par rappeler la définition d’un espace vectoriel normé.

Définition 1.1.1 ( Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ou C, on appelle norme sur l’espace E ||-|| toute
application notée ||-|| définie sur E a valeurs dans R ,vérfiant pour tout x,y dans E et dansk :
1. ||z|| = 0 si seulement si x =0
2. ||lazx|| = |af ||z|| (homogénéité ).

3.z +yll < ||lz|| + [lyl| ( inégalité triangulaire ).
Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Exemple 1.1.1
Soit C([a,b],R), Uespace vectoriel des fonctions continues sur |a,b] a valeurs réelles. Pour tout
f € C([a,b],R), on pose

b
1Al = [ W@lde, et 1l = sup 1@l

z€[a,b]
Les applications ||-||, et ||-||,, sont des normes sur C([a,b],R).

Définition 1.1.2 (Espace métrique complet)
On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge dans F.

Définition 1.1.3 (Espace de Banach)
Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach,par exemple (C([a,b],R), |-l )
est un espace de Banach.

Définition 1.1.4 (Produit scalaire)
Soit E un espace vectoriel sur R, un produit scalaire sur E est application de E x E dans R,
notée (-,-) possédant les propriétés suivantes : pour tout x,y, z dans E et a,  dans R.

1. (ax + By, 2) = al, 2) + By, 2).



2. (z,y) = (y. x)

3. (z,x) > 0.

4. {x,xy =0 implique = = 0.

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace euclidien ou un espace
préhibertien.

Remarque 1.1.1
Un produit scalaire sur E définit une norme sur E par la formule suivante

2l p = vz, ).

Définition 1.1.5 (Espace de Hilbert)
Un espace de Hilbert est espace vectoriel muni d’un produit scalaire, et qui est complet pour la
norme associée a ce produit scalaire.

Définition 1.1.6 (Espace C' [a,b])
Des fonctions continues sur |a, b, de norme

= ).
o] = max Ja(1)

Définition 1.1.7 (Espace C*[a,b])
Des fonctions k fois continument dérivables sur [a,b] , de norme

k
||| = Zmax |2*(t)], telle que 2°(t) = x(t).
=0

Définition 1.1.8 (Espace L'(Q2))
Soit Q un ouvert de R™, on désigne par L*(Q2) l’espace des fonctions intégrable sur 0 & valeur
dans R, on pose

Hle:/Qlf(flf)ldx-

Définition 1.1.9 (Espace L*(12))
Soit 1 < p < +0o0, on pose

LP(Q)={f:Q =R, f mesurable et |f(x)|” € L*(Q)}.

1510 = 151, = |f<m>|pdas)’l’.

Sip=+400, on a L*(R) est l’espace des fonctions f : Q — R mesurable, vérifiant

munt de la norme

de >0 telle que |f(x)] < ¢, p.p.sur Q.

La norme est notée par

[fllzee = [Iflloe = inf {¢ >0, [f(x)] < ¢, p.p. sur Q}.



1.2 Théoréme de point fixe

Théoréme 1
Soit I C R, un ensemble fermé. soit f une fonction continue sur I. On suppose que

o Soit f:I—1.

o f est fortement contractante, i.e.

AL €]0, 1], |f(z) = f()| < L]z —y|, Yo,y € 1.

Alors
e [l existe un unique point fize & de f dans I.
e La suite.
z©) donné dans 1.

Pour k=0,1,2, ..
Poser p ) = f(z®),

Preuve. Tout d’abord, supposons qu’un point five & existe et établissons son unicité. Soient
&, et & deux points fizes de f: f(&) =&, et (&) =&,. Nous avons alors

’51 - 52‘ = ’f(&) - f(52)’ <L ’fi - 52‘ :
donc
(1-L)|& =&l <o.
ce qui entraine & = &, car 1 — L > 0.L’existence de £ s’établit de maniére constructive, en

montrant que (x(k))k est une suite de Cauchy. Soit p > q deux entiers. Nous pouvons écrire

2P @ < |0 _ =1 | plet)) ()]
| | <| [+ -] |

or
‘x(p) _ x(p71)| — !f(:(:(pfl)) _ f(gv(pf?))‘ <L |x(p71) — x(qfl)} < .. <t ‘$(q+1) _ $(q)‘ .

Ainsi

p—gq—1

o — @] < ; LF |2 — 4] < %

— ‘I(q+1) — x(q)‘ <

1) _ .00
_1_LL‘1‘1: T }

La suite (x(k))k est bien de Cauchy. Elle converge donc dans I, qui est fermé et donc complet
dans R. Soit & sa limite. Par continuité de f, nous avons forcément

§=f(&)-
n

Théoréme 2
Soit I = [a,b] un intervalle fermé et borné et f une fonction telle que :

1. Vz € [a,b], f(x) € [a,b].
2. feCY|a,b]).



3. AK €]0, 1], telque,

f’(x)| < K,Vx[a,b]
Alors [ a un unique point fixe x* dans [a,b] et la suite ) converge vers x* pour tout
2 € [a,b]. De plus, nous avons
(k+1) _ %
. xr X .
Jm —m e — @)

Preuve. L’hyposthése 3 implique que f est fortement contractante, c’est une conséquence du
théoréme des accroissements finis. En effet, pour tout x,y de I, il existe un & de I tel que

f@) = fy) = f (€ —y).
il en découle que
|f(z) = f(y)] < K|z —yl.
Les hypothéses du théoréme précédent sont satisfaites, nous sommes assurés de [’existence et de

Uunicité du point five = de f ainsi que de la convergence de la suite x®). Pour etablir le résultat
de vitesse de convergence, on écrit

p =2t = @) = f@7) = [ EP) D - 2)

Comme x*) converge vers x* et que g“f) est compris entre x®) et x*,alors f(k) converge vers r*,
et puisque f € C([a,b)]), klim (Y = f(x*), dou le résultat. m

1.3 Les opérateurs intégrals non linéaires

Définition 1.3.1
Un opérateur intégral non linéaire T est un opérateur qui admet une formulation de la forme
sutvante

@@xz/K@@@@Mt

La fonction K étant appelée noyau de l’opérateur T .

Remarque 1.3.1
Si K est une fonction continue de |a, b] X [a, b], U'opérateur T est appelé opérateur intégral a noyau
continu K.

1.3.1 Opérateur contractant

Définition 1.3.2
Soient H est un espace de Hilbert et T' un opérateur borné, l'opérateur T est dit opérateur contrac-
tant s’il existe une constante L telle que 0 < L < 1 et

Yooy, 09 € H, [Ty — Tyl < Ll — s -

Théoréme 3
Soit T' un opérateur de contraction sur H. L’équation

Ty = . (1.1)

a une solution unique,dans H. Une telle solution est dite un point fize de T'.
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Preuve. Supposons qu’il existe deux points fixes ¢ et ¥ de telle que

Ty = .
Ty = .
alors
lo =9l =T = T[] < allp =] .
et

(1—-a)lle -y <0.

Puisque ||¢ — || est nécessairement non négatif, nous voyons que

I — [l = 0.

alors ¢ = 1. Il en résulte que si (1.1) a une solution, elle doit étre unique.Pour montrer que (1.1)
a une solution nous mettrons en place une procédure itérative. choisis ¢, puis construire une
suite {¢,,} définie par

Ont1 =Ty, n=20,1,2 ..

Nous allons d’abord montrer que cette suite est une suite de Cauchy, et que sa limite est en effet
une solution de (1.1). Qu’il a une limite suivra le fait qu'une suite de Cauchy doit avoir une limite
unique dans un espace de Hilbert.La limite sera indépendante du choix initial ¢, puisque ce sera
une solution de (1.1), qui doit étre unique.

Premierement, notons que

Hgon—&—l - (pn” = HTSDn - Tgon—lH Sa HSOn - gpn—lH :
Par application successive de ce qui préceéde, nous avons
[nr1 = ¢ull € @ llen = ena| 0% |l@nos = nal| < < llor — w0l

Plus généralement, nous avons, si n > m,

||90n - SOmH = H (Sanrl - (pn) + (Sonfl - Spn72> + Tt (Spm+1 - Spm)” .
< len = Cncall + |0net = sl + -+ || Omasr — €| -
< (@ Ha" P4+ a™) o — el
< (" + a2 4 oy = goll + 7 lles = oll -

de sorte que

im {lg, —¢,[| = 0.

Il s’ensuit que {y,} est une suite de Cauchy, et on note sa limite par . Nous devons montrer
que la limite ¢ est une solution de (1.1). Du fait que T est un opérateur continu, nous avons

Te=T(lim ¢,) = limTy, = lim g, ; = ¢.

et
Ty = .



Théoréme 4 (principe de contraction de Banach)
Soit T un opérateur contractant dans un espace de Hilbert H. Alors, T = ¢ admet une solution
unique ¢ dans H, cette solution est le point fize de cet opérateur.voir [11].

Corollaire 1.3.1
Supposons que lopérateur T' admet un point five dans l’espace de Hilbert H, alors l'opérateur T™,
n € N admet le méme point fixe.

Corollaire 1.3.2
Soit T' un opérateur dans l’espace H tel que l'opérateur T™, n € N est un opérateur contractant,
alors T admet un unique point fire @ dans l’espace H.

1.4 Généralités sur les équations intégrales non lineaires

Définition 1.4.1
On appelle équation integrale non lineaire une équation fonctionnelle ot la fonction inconnue

figure sous le singe d’intégrations / . C’est en générale I’équation par rapport a linconnue ¢ de

la forme
o(x) = f(z) + /\/K(x,t, ©(t))dt. (1.2)
Q
o(x) = f(z) + /\/K(ar,t)F(go(t))dt. (1.3)

avec §) est un espace mesuré, f une fonction mesurable donnée sur 2,

A un scalaire donné qui peut étre réel ou compléze (un paramétre numérique).

K :une fonction mesurable sur E® appelée noyau de ’équation intégrale.

F : une fonction non lineaire. Avec toutes ces données, notre probléme est de chercher la
fonction ¢ qui satisfait Iéquation (1.2), ou f, F' et k sont des fonctions connues et ¢ la fonction
IMCONNUE.

Remarque 1.4.1
Si on prend

K(z,t,¢(t)) = K(z,t)p(t), ou F(p(t)) = p(t).

les équations (1.2) et (1.3) devient linéaires.

1.4.1 Origine des équations intégrales.
Probléme de Cauchy

Soit & résoudre I'équation différentielle ' = f(z,%), avec la condition initiale y(z,) = y,, ce
probléme méne & la résolution de ’équation intégrale suivante :

y(z) = / £ y)dz + yo.



D’une facon tout a fait analogue, le probleme de Cauchy consiste a intégrer I’équation diffé-
rentielle de second ordre y' = f(x,y) avec les conditions initiales y(z,) = v, et 3 (z,) = v, se
ramene a la résolution de I’équation intégrale :

= 7dx7f [2,y(2)] dz + yo + yo(x — @0).

Une transformation de 'intégrale double en intégrale simple permet d’écrire cette équation
sous la forme suivante :

T

a) = [[(@=2)f L5yl ds + o+ sife — 20)
Zo
La solution générale de 'équation y* = f(x,7) se déduit de I’ équation intégrale

T

y(x) = /(a: —2)f 2, y(2)]dz + c1 + co(z — xp). (1.4)

Zo

ol ¢; et ¢y sont des constantes arbitraires.

Probléme aux limites

Posons le probléme aux limites pour notre équation de second ordre 3” = f(x,y), on cherche
une solution y vérifiant y” = f(x,y) avec les conditions aux limites y(0) = a, y(l) = b. En faisant
x9 = 0 puis z = [ dans I’équation (1.4),on obtient deux équations d’ou 'on tire les constantes
arbitraires C] et (5 , soit

!
L =a,c= b_a—%/l—z y(2)] dz.

0

En substituant les valeurs trouvées dans la formule (1.4), on rameéne le probléme aux limites
a ’équation intégrale :

ya) = F@)+ [ (o= af (@ dz = [0 = 2f (e de (15)

ou

b—ax
T

Nous pouvons mettre ’équation (1.5) sous la forme suivante :

Flx)=a+

T l

o) = P - A / M2 p e o)) e (16)



Introduisons la fonction de deux variables :

2(l —x)

pour, z < x,

K(z,z) = 2= 2) (1.7)
;i pour, x < z.
L’équation (1.6) s’écrit alors :
I
a) = Fla) = [K(w.2)1 o) (1.8)

1.4.2 Classification des équations intégrales non lineaires

Définition 1.4.2 (Equation intégrale de Fredholm)
1. On appelle équation intégrale non lineaire de Fredholm de premiére espéce une équation de

la forme :
b

flz)+ )\/K(:L’,t, o(t))dt = 0.

2. On appelle équation intégrale non lineaire de Fredholm de second espéce une équation de la
forme :

o) = fla) + A / K (a1, o(t))dt.

Définition 1.4.3 (Equation intégrale de Volterra)
1. On appelle équation intégrale non lineaire de Volterra de premiére espéce une équation de
la forme :

flz)+ )\/K(x,t, ©(t))dt = 0.

2. On appelle équation intégrale non lineaire de Volterra de second espéce une équation de la
forme :

o(x) = f(z) + /\/K(x,t, o(t))dt.

Remarque 1.4.2
1. Si f(z) =0, donc les équations est dite homogénes.

2. Si f(x) #0, donc les équations est dite non homogénes
Remarque 1.4.3
Les équations intégrales de Volterra sont des cas particuliers de ceux de Fredholm a condition que

le noyau :
K(z,t,0(t)) =0, pourt > z.
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1.5 Existence et unicité de la solution des équations inté-
grales non linéaire

1.5.1 Existence et unicité de la solution de I’équation intégrale non
linéaire de Volterra

Considérons d’abord 1’équation intégrale non linéaire de Volterra
o) = 1) + [ Kt o), € lamzo+al. (19)
o

Notre but est de prouver I'existence des solutions pour (1.9), au moins sur un sous-intervalle de
(20,20 + al, disent [zo,x¢ + ], avec § < a.

Pour atteindre ce but, nous allons utiliser la méthode des approximations successives. Mais,
premiérement,On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) f est une fonction continue de [xg 1z + a] dans R™.
(2) K est une fonction continue de A x B,, dans R™ ou
A ={(zt);xg <t <x0+al, (1.10)
et
B, ={p,p e R" |p| <r}. (1.11)
(3) K satisfait la condition de Lipschitz dans A x B,

|K(x,t, ) — K(x,t,¥)| < Llp—1| ,L > 0. (1.12)

(4) Sib=sup|f(x)], z € [xo,x0+ a] , alors
b<r. (1.13)

la méthode des approximations successives consiste a construire une suite itérative des fonc-
tions continues

po(x) = f(x), et ¢, (z) = fz) + /K(%t, Pua(t))dt, > 1. (1.14)

sur [xo,xo + a], s'il est possible, oll au moins sur un certain sous-intervalle [z xo + 0], § < a;
sous les hypothéses precédentes, on obtient facilement (1.14), dés que ¢, (z) et ¢, (x) sont définies
et continus sur [zgxo + a] et afin d’établir que ¢,(x) soit définit sur un certain intervalle, nous
devons vérifier si les valeurs de ¢, (z) appartiennent au domaine de définition de K, en d’autres
termes :

oy ()] < 7. (1.15)
si on pose
M =sup |K(x,t,¢)| dans A X B,. (1.16)
alors (1.14) donne
lpy(z)] < b+ M(z — x0),x € [T0,70 + 0] . (1.17)
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Mais la condition (1.15) doit étre vérifiée, ainsi elle signifie que b+ M (x — ) < r, o

r—=b
M?

r—xp <

(1.18)

avec

_ r—>b
5—mln{a, i } (1.19)

nous voyons que ¢, (x) est certainement définit sur [z zo + 0]. Par induction, nous déduisons que
tous les termes de {p, ()} sont définits par (1.14) et sont continus sur [z zg + 6]

Nous montrons maintenant que la suite (1.14) est uniformément convergent sur 'intervalle
[0 x0 + 0] vers une certaine fonction continue ¢(x) c’est a dire :

lim ¢, (z) = ¢(z), uniformément sur [z¢zo + ] . (1.20)

n—oo

comme

en(T) = o(z) + Z [pr(@) — o (@)]

nous allons montrer la convergence uniforme dans [x¢ zo + J] des séries

n

Z [‘Pk(x) - @kfl(x)} . (1.21)

k=1

d’une part, et d’autre part nous avons

|o1(2) = @ol)] < M(x — o). (1.22)

pour k£ > 1 nous obtenons
[oula) = ea@)] <L [ o a(®) = ialt)] e (1.23)
zo

si nous prenons en considération (1.12) et (1.14). De (1.22) et (1.23) une simple dérivée

M (L(x — 1’0))”'

() — ()] < o I (1.2
ce qui garantit la convergence uniforme de la suite {¢,,(t)} sur [xo .z + J]. De la relation
K (2,1, 0(t) = K(2,t, 0,(8))] < Lo(t) — @n(1)] - (1.25)
nous obtenons
lim K (z,,¢,(1)) = K(z,1,¢(t)). (1.26)

n—oo
uniformément dans {(z,t),zo <t < x < J}.
Maintenant laissons n — oo dans la deuxiéme équation dans (1.14), et prenons en considéra-
tion (1.26), on obtient (1.20) c.q.f.d.
L’unicité de la solution construite ci-dessus, dans les conditions (1) — (4), peut étre également
obtenue par des arguments standard. on suppose que 1(x) est une solution continue de (1.9) dans
[ZBQIO + 5], et

12



pour n > 1, (1.14) méne a l'inégalité
(o) = oule)l <L [ [0(t) = o 10 e (1.27)
To

puisque |(z) — @o(x)| < M(x — 20), et comme v (z) vérifier (1.9), nous obtenons :

M (L(z — x¢))" ™!
! (1.28)

(o) = ()] <

nous voyons que 1(x) est égallement la limite uniforme de {¢,,(x)} et puisque la limite est unique
nous obtenons ¢ (x) = ¢(x) dans [xg zg + 0].

La discussion ci-dessus méne au résultat suivant de ’existence et 'unicité de la solution de
I'équation intégrale (1.9) .

Théoréme 5

Si nous supposons que les conditions (1) — (4) soit vérifier, alors il existe une solution unique de
Uéquation (1.9), définie et continue sur lintervalle [xo xo + 6], avec § donné par (1.19). D’ailleurs,
cette solution est la limite uniforme de la suite des approximations successives (1.14).

Théoréme 6
Soit l’équation intégrale non linéaire de Volterra suivante :

o(z) = fz) + /K(x,t,gp(t))dt, 0<z<b (1.29)

Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :
1. f:]0,a] — R est continue.

2. K :[0,a] x [0,2] — R est une fonction continue satisfait la condition Lipschitz suivante :
|K(x,t,u) — K(x,t,v)| < Llu—v|.tel que 0 <2 <a,0<t<zetuvel

Alors, ’équation (1.29) admet une solution unique. p € C ([0, a],R).

Preuve. On choisit la norme suivante
9| = sup{|g(z)| exp(—Lx)}.

On définit 'opérateur 7' comme suit :
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Afin de prouver que ’équation (1.29) admet une solution, il faut montrer que 'opérateur T admet
un point fixe. D’abord, on montre que 7" est contractant.

[To(z) = T(x)] < sup eXp(—Lflf)/|K(ﬂf,t790(t))—K(fﬂat,@b(tmdt

IA

L%pemGL@/W@—w@Wt

T

L%pewklwfwmfuhm@ﬂww—¢@mt

IA

T

< Llp—1|sup eXp(—Lx)/eXp(Lt)dt
’ 0

exp(Lt) — 1 }

IN

Ly —4|sup {exp(—Lx) 7

(1 = exp(=Lx)) [¢ = 9]

IN

Puisque
(1 —exp(—Lzx)) <1

alors, T' est contractant, d’aprés le théoréme de Banach, 'opérateur 1" admet un point fixe unique
¢ € C ([0,a]), qui est une solution unique de I’équation intégrale (1.29). =

1.5.2 Existence et unicité de la solution de I’équation intégrale non
linéaire de Fredholm

Théoréme 7

SUpposons que
b

/K@awmﬁ < M ()|

et que
|K(x,t,21) — K(x,t,29)| < N(x,t) |21 — 2o] .

ou
b

b
// |N(z,t)|” dedt = P? < .

a

Si f(x) € La[a,b], alors
b

o(z) = F(z) + A / K(x,t, 0(t))dt. (1.30)

a

a une unique solution dans Lsla,b], si |A\| P < 1.
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Preuve. On considere I'opérateur
T =f+ AKep.
ou K est défini dans (1.30)

7o, = Tel = | [ K to1(0) = Kl tog(®)

[V

b 2

A / /K<x,t,%<t>>—K(sc,t,%(t))dt da

a

IN

\

( b 2

< WS [ | [Nl - el da

a

N|=

\
< (AP ler = @al| -
I s’ensuit que pour |A| P < 1, T est un opérateur contractant alors qu ’il a un unique point
fixe, et Que le point fixe est une solution de (1.30). =

Théoréme 8
Considérons les conditions suivantes sur K(x,t, ) :

1. ¢ — K(x,t,¢) est lipschitzienne de constante k et
K (2.t,0)| < N(lpl.2), ot Ve € R.N(e,0) € Ly,

2. (z,0) — K(x,t,p) est mesurable pour tout .
3. t — K(xz,t,¢) est continue p.p. en x. Sous les hypothéses (1), (2) et (3), I’équation :
b

o) = fla) + A / K (a1, o(t))dt.

a

posséde une solution unique.

Preuve. On pose que

(To)x) = f(z)+ A / K (a1, o(t))dt
(o) + (Tog) ).

Les conditions (1), (2) et (3), et le théoreme de Lebesgue entrainent que I’application 7" envoie
C%[a, ], E) dans lui-méme. On a alors

[(Te)(x) = (Tpa) ()] = |Al. /K(%t,%(t))—K(%t,@z(t))dt

b
< N [ Nt o (0) = (o) .

15



ol k est la constante de Lipschitz de K (z,t,.).On en déduit que

b b
(T"0))(x) — (T3)(@)] < A" K / / N (@, 1) N(tur ) |1 (ba) — 0 (t)| byt

Comme on I'a vu dans le cas linéaire,voir [11]

n!

b b
bh—a)
/.../N(a:,tl)...N(tn1,tn)dt1...dtn _(-9

et donc pour n assez grand, T™ est lipschitzienne de rapport w Elle est donc contractant-

pour n assez grand, et d’apres le corollaire du théoréme de Picard, T admet un pointfixe unique.
[ |

Théoréme 1.5.1
Si les conditions suivants sont vérifiées :

1. La fonction f(x) est bornée, |f(x)| < R, dans a < x <b,
2. La fonction K(x,t,p(t)) est intégrable et bornée o

|K(z,t,0(t))] < L,dans a < x,t<bh.
3. La fonction K(z,t,¢(t)) satisfait la condition de Lipschitz
K (2, t,0(t)) — K(z,t,0()] < M p(t) — (1)) -
Alors Uéquation (1),admet une unique solution si

1 R
A< —— H = L1+ —
< , max{L(1 + L= a)

H(—a) ). M}.

Preuve. voir [14]. =
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Chapitre 2

Résolution des équations intégrales non
linéaires

Nous commencons notre étude sur les équations intégrales non linéaire deuxieme espece de la
forme :

olx /K 2, ) F(o(t))dt ou p(x /K , t)F(o(t))dt. (2.1)

D’abord, nous allons présenter une méthode trés usuele a la résolution de I’équation de Fred-
holm de second espéce est celle du noyau dégénéré (séparable). En suite, nous allons voir d’autres
catégories de méthodes, ces méthodes sont la méthode des approximations successives, la méthode
de développement en série et la méthode de décomposition d’Adomian (ADM).

2.1 Les points de bifurcation et singuliers

Quand I’équation intégrale non linéaire de Fredholm inclut un parametre A, il est alors évident
que la solution I’est aussi. Il est possible que A ait un point de bifurcation. Le point de bifurcation
est une valeur du parametre A, disent )\g, tels que si on change A par Ay, alors le nombre des
solutions sera changg.

Pour illustre ce phénomeéne, nous considérons 1’équation intégrale non linéaire de Fredholm

1

o(r) =3+ /\/QDQ(t)dt. (2.2)

0
La solution de cette équation est

(1—2)) F VI— 12X
plz) = ) :

(2.3)
Le point de bifurcation pour ce probléme est Ay = 12 , Pour A < E’ l’equatlon non linéaire de
Fredholm a deux solutions réelles, mais n’a aucune solution réelles pour A\ > = 12

Ce changement de A par le point de bifurcation )\, = 11—2 a antrainé un changement en nombre
et en structure des solutions. Cependant, pour A = 0, nous obtenons ¢(z) = 3 en substituant
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cette valeur de A dans I’équation intégrale elle-méme, tandis que ¢(x) est éliminé en substituant
le A = 0 dans (2.3). En conséquence, le point A = 0 s’appelle un point singulier.

Les conclusions suivantes peuvent étre faites pour des équations intégrales non linéaires de
Fredholm :

1. La solution de I’équation non linéaire ne peut pas étre unique, la peut étre plus d’une
solution.

2. Pour ce qui concerne le point de bifurcation, il peut y avoir un ou plusieures points de
bifurcation.

P pd

2.2 La méthode a noyaux dégénéré

Dans ce qui suit, La méthode & noyaux dégénéré sera appliquée seulement pour résoudre les
équations intégrales non linéaires de Fredholm.

Elle approche les équations intégrales non linéaires de Fredholm d’une fagon directe et donne
la solution sous une forme précise. Il est important de préciser que cette méthode sera appliquée
pour des équations ou les noyaux sont dégénérés ou séparables de la forme

K(z,t) =Y ge(2)h(t). (2.4)

Les exemples des noyaux séparables sont x — t, xt?, at* + z%,...etc. La méthode de calcul directe
peut étre appliquée comme suit :

1. En substituant d’abord (2.4) dans I’équation intégrale non linéaire de Fredholm

b

p(o) = 1)+ [ Kl (o0t (25)
2. Cette substitution donne
plx) = flz)
b b
+)\gl(a:)/h1(t)F(go(t)dt + )\gg(x)/hg(t)F(go(t))dt + ... (2.6)

b

FAgn () / (8 F(o(1)dt.

a

3. Chaque intégral du coté droit de (2.6) dépend seulement de la variable ¢ avec des bornes
de I'intégration fixes. Ceci signifie que chaque intégral est équivalent & une constante. pour
cette raison, I’équation (2.6) devient

o(x) = f(z) + Aergr(x) + Acage () + ... + Aengn (). (2.7)

ou
b

¢ = /hi(t)F(go(t))dt, 1<i<n. (2.8)

a
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4. En substituant (2.7) dans (2.8), on obtient un systéme a n équations algébriques qui peuvent
étre résolues pour déterminer les constantes ¢;,1 < ¢ < n. En substituant les valeurs ob-
tenues des ¢; dans (2.7), la solution ¢(x) de I’équation intégrale non linéaire de Fredholm
(2.5) suit immeédiatement.

Il est intéressant de remarquer que I’on peut obtenir plus d’une valeur pour un ou plusieurs

des ¢;,1 < i < n. Ceci est normal car I’équation est non linéaire et la solution ¢(x) n’est pas

nécessairement unique pour les problémes non linéaires. Les équations intégrales de Fredholm
donne des solutions uniques dans les conditions d’existence et d’unicité.

Exemple 2.2.1
Utilisons la méthode de calcul direct pour résoudre l’équation intégrale non linéaire de Fredholm

1

o(r) =a+ /\/QOQ(t)dt, a>0. (2.9)

L’intégrale au coté droit de (2.9) est équivalente a une constante, parce qu’elle dépend seule-
ment d’une fonction du variable t avec des bornes d’intégration constantes. En conséquent, nous
récrivons (2.9) comme

o(x) =a+ Ac. (2.10)

ol
1

c= /g02(t)dt. (2.11)
0
pour déterminer c, en substituant (2.10) dans (2.11) on obtient

(a+ Ac)*dt. (2.12)

C =

o —

en intégrant le coté droit on trouve
N2 — (1 —2X\a)c+a* =0. (2.13)
Résoudrons ’équation (2.13) pour ¢ nous donne

1-2 +(v1—-4
o= 1=20Y (2 o)), (2.14)
2\
En substituant (2.14) dans (2.10) méne aux solutions exactes :
1+ (VI—4da))
plz) = o

Les conclusions suivantes peuvent étre faites :

. (2.15)

1. En substituant; X\ = 0 dans (2.9) donne la solution exacte p(x) = a, mais dans (2.15) la
solution est indéfinie. Alors A = 0 est dit le point singulier de [’équation (2.9).

2. Si A = =, Uéquation (2.15) donne une seule solution p(x) = 2a. Alors A = - est dit le
point de bifurcation de ’équation (2.9). Cela montre que si A < i l’équation (2.9) donne
deux solutions réelles, mais n’a pas de solutions réelles pour \ > ﬁ.

3. Pour A\ < t, l’équation (2.15) donne deux solutions exactes réels.
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2.3 La méthode des approximations successives

La méthode des approximations successives est 1'une des méthode les plus usuelles a la ré-
solution des problémes de zéro. Etant donné I’équation intégrale non linéaire de Fredholm de
deuxiéme espéce

o) = fa) + [ K. OF (e(0)dt. (2.16)

o () est la fonction inconnue a déterminer et K (x,t) est le noyau. La méthode des approxi-
mations successives présente la relation de récurrence

o(@)ms1 = f(z) + / K (. t)F(p,(8)dt, n > 0. (2.17)

ou le choix de p,(x) peut étre n’importe quelle fonction & valeurs réelles. géneralement on prend
() égale a 0,1, x, ou f(x).

pn = J@)+ K0Pt
Pl = f@)+ [K@OF @ 0)

Pl = f@)+ [K@OF )t

b
P = f@)+ [K@OF o)
Par conséquent, la solution ¢(z) est obtenu en passsant a la limite

p(z) = lim g, 4 (7).

n—oo

La question de la convergence de ¢, () est assurée par le théoréme suivant

Théoréme 9

Si la fonction f(x) dans (2.17) est continue sur l'intervalle de a < x < b , et le noyau K(x,t)
est continue dans le carré a < v < b, a <t < b, la suite des approximations successives ¢, (),
n > 0 converge vers la solution (x) de l’équation intégrale, voir [9].

Exemple 2.3.1
Utilisons la méthode des approrimations successives pour résoudre l’équation intégrale non linéaire

de Fredholm

9 K
1
p(r) =cosx — 2_8 + T2 tp?(t)dt. (2.18)
0
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on choisis
wo(z) = 1. (2.19)

En utilisant la formule itérative des approximations successives

9 s
1
©py1(T) = cosa — 2_8 + T3 tp2(t)dt, n > 0. (2.20)
0

En substituant (2.19) dans (2.20) on obtient

9 s
1
o1(x) = cosx — 2_8 + 15 toa(t)dt = cos(z) + 0.2056167584.
0

2

1 T
wo(r) = cosx — 2—8 + 3 tol(t)dt = cos(z) — 0.05115268549.
0

2

1
ps3(x) = cosx — Z—S + T2 tp3(t)dt = cos(x) + 0.01812692764.
0

s

2

1
p4(x) = cosx — 2_8 + E/tgog(t)dt = cos(z) — 0.005907183842.
0

2

1 s
ps(x) = cosx — Z—S +13 ta(t)dt = cos(z) + 0.001983411200.
0

et ainsi de suite. Par conséquent, on obtient la solution p(x) de (2.18) par
lim ¢, (z) = p(x) = cosz.
Contrairement & la méthode de noyaux dégénéré ou l'on peut obtenir plus d’une solution, la

méthode de substitution successive donne qu’une seule solution pour le probléme non linéaire de
Fredholm. Cependant, selon la méthode de noyaux dégénéré donne les deux solutions

32
o(x) = cosx,cosx + por
Ezxemple 2.3.2
On consiére l’équation intégrale non linéaire de Volterra
T 1 3z 3
p(x) =€+ ga:(l — ")+ [zp’(t)dt. (2.21)
0
Pour le choixz de ¢y(x), soit
o) = 1. (2.22)
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En utilisant la formule itérative des approrimations successives

x

1
Oni1(z) =€ + gsc(l — %) + /:cgoi(t)dt, n > 0. (2.23)
0

en sibstituant (2.22) dans (2.23) on obtient les approximations suivantes :

oy = L.

xT

1
o) = @ gall-e)+ [agdtar
0

B 1, 44 35, 67,
= 1+m+§x—§x—ﬁx—@x + ...

xT

1
pre) = @ gall=) o+ [agdon

0

B 1, 14 1, 674
= 1+$+5x +§$ +Ix—@x + ..

xT

1
oyl) = @ gall= )+ [apdtar

0
_ Lo Ty 1 g 15 15
et ainsi de suite. Par conséquent, la solution p(x) de (2.21) est donnée par

p(a) = lim g, (a) = ¢,

2.4 La méthode de dévelopement en série

La méthode de dévelopement en série sera appliquée d’une fagon semblable pour résoudre les
équations intégrales non linéaires de Fredholm.
Rappeleons que la formule de Taylor a x = 0 peut étre écrite comme

o(x) = Zanx”. (2.24)

Nous supposons que la solution ¢(x) de 1’équation intégrale non linéaire de Fredholm

(@) = flz) + / K (. 1) F (i (1)) . (2.25)

est analytique, et posséde une écriture sous la forme d’une série de Taylor donnée par (2.24), ou
les coefficients a,, seront déterminés d’une fagon récurrente. La substitution de (2.24) dans les
deux cotés de (2.25) donne :

b

Zanx” =T(f(x))+ /K(w,t) (F (Zant”)) dt. (2.26)

a
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et d’une maniére plus simple, on écrie
b
ap + a1z + agx® + - - - =T(f(z)) + /K(x,t) (F(ao + ait + axt* 4 - - - )) dt. (2.27)

Ou T'(f(x)) est la série de Taylor de f(x). L’équation intégrale (2.25) sera convertie en intégrale
simple dans (2.26) ou (2.27) au lieu d’intégrer le terme non linéaire F'(¢(x)), les termes de la
forme t", n > 0 seront intégrés.

Notez que puisque nous cherchons la solution en série, donc si f(x) inclut des fonctions élé-
mentaires comme les fonctions trigonométriques ou des fonctions exponentielles,... etc, il est obligé
de dévlopper f(z) en une série de Taylor & z = 0.

Nous intégrons d’abord le coté droit de 'intégrale de (2.26) ou (2.27), et mettre en facteur les
coefficients de puissances similaires de .

Nous égalisons apres les coefficients de puissances similaires de x dans les deux cotés de
I’équation, on obtient une relation de récurrence dans a;,j > 0.

La solution de la relation de récurrence ménera & une détermination compléte des coefficients
ai,j > 0.

Apres avoir déterminé les coefficients a;,j > 0, la solution en série suit immédiatement en
substituant les coefficients dérivés dans (2.24).

La solution exacte peut étre obtenue si une solution exacte existe. Si une solution exacte n’est
pas accessible, alors la série obtenue peut étre employée pour des buts numériques. Dans ce cas,
plus que nous déterminons les termes, le niveau de grande précision nous réalisons.

Exemple 2.4.1
On a l’équation intégrale non linéaire de Fredholm

1
1

36
0

7159 2309
o) =14+ —z+

2 2, 2
7560" 2160 (xt® — 2*t)p"(t)dt. (2.28)

>+
En substituant la forme (2.24) dans les deux cotés de (2.28) on obtient :

7159 2309
— T+ —
7560 2160

1

2 —
+36

ap+ a1z +agr? + ... =1+ /(xt2 — 2%t)(ap + a1 + agz® + ...)%dt.

0

On intégre lintégrale du coté droit, et rassemblons les coefficients de puissances similaires de
x nous obtenons

ap=1,1. a; = 1,3611.190273.
ay = 1,—4848.332424 a, =0, pour n > 3.

les solutions exactes sont données par

o(r) =1+2+ 2% ou p(x) =1+ 3611.1902732 — 4848.3324242°.

Exemple 2.4.2
soit a résoudre I’équation intégrale non linéaire de Volterra a l’aide de la méthode de dévelopement

en série .
1, 15 14 2
px)=1+x— 2" — o — —z" + [ (z —t)p°(t)dt. (2.29)
2 3 12
0
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En substituant la forme (2.24) dans les deuz cotés de (2.29) on obtient :

1 1 1
2 3 2 3 4
oo =1 Sy v S
ap + a1x + asx” + azx” + +z 5% ~ 3T T ¥

—l—/(x — t)(ap + art + agt® + ast® + - - -)3dt.
0

On intégre 'intégrale du coté droit, et rassemblons les coefficients de puissances similaires de x
nous obtenons

2 3 4
Ao + a1 + a2x” + azx” + agxr” + ...

1 1 1
= l4+z+ §(a§ —1)a* + g(aoal —1)a® + E(a% + 2agay — 1)z* + ...

Par comparaison des puissances similaires de v deux a deux
ag =1, a; =1, a, =0, pour n > 2.

la solution exacte est donnée par
o(x)=1+x.

2.5 La méthode de décomposition d’Adomian

La méthode de décomposition Adomian (ADM) a été introduite et développée par George
Adomian. Un nombre considérable de travaux et de recherches ont été investis récemment dans
Papplication de cette méthode pour une large classe d’équations différentielles ordinaires, équa-
tions aux dérivées partielles et équations intégrales linéaires et non linéaires .

Le procédé de décomposition Adomian consiste & décomposer la fonction inconnue (z) selon
une équation quelconque en une somme d’un nombre infini de composants définits par la série de
décomposition

p(z) =Y p,(x). (2.30)
n=0
ou de fagon équivalente

() = o) + ¢1(2) + @y(x) + ...

ou les composantes p, (x), n > 0 sont déterminées de maniére récursive. La méthode de dé-
composition consiste a trouver les composants ¢y (z), ¢1(x), ps(x).... Comme on le verra dans la
suite, la détermination de ces composants peut étre réalisé de maniere simple grace a une rela-
tion de récurrence qui implique généralement des intégrales simples qui peuvent étre facillement
évalués. Pour établir la relation de récurrence, nous substituons (2.30) dans I’équation intégrale
non linéaire.

Bien que le terme linéaire ¢(x) est représentée par une somme infinie de composants, les termes
non linéaires tels que ¢?(z), ©3(z), exp ¢(z),sin p(z)... etc. qui apparaissent dans 1’équation, doit
étre exprimé par une représentation spéciale, appelée les polynémes Adomians A,,, n > 0. Ado-
mian a introduit un algorithme formel pour établir une représentation fiable de toutes les formes
de termes non linéaires.
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D’autres techniques pour évaluer les polynoémes Adomian ont été développés, mais la technique
Adomian reste celle couramment utilisée. Dans ce texte, nous utiliserons 1’algorithme Adomian
pour évaluer des polynémes Adomians. La représentation des terms non lineaires par des poly-
nomes Adomians est nécessaire pour résoudre les équations intégréles non linéaires d’une maniére
fiable.

Dans ce qui suit, 'algorithme Adomian calcule les polynémes Adomian pour représenter les
termes non linéaires qui seront introduits en détails. L’algorithme sera expliqué par des exemples
illustratifs qui couvrent une grande variété de formes non linéaires.

2.5.1 Calcul des polynémes Adomian

La méthode de décomposition Adomian suppose que la fonction linéaire inconnue ¢(x) peut
étre représentée par la série infinie suivante de la forme

p(r) = p,(x).

ou les composantes ¢, (), n > 0 seront calculées de maniére récursive. Cependant, le terme
non linéaire F(p()), tel que ©?(), p*(x), exp p(x),sinp(z)... etc. peut étre exprimée par une
série infinie dite polynéme Adomian A, donnée par :

F (ZA@'%)] n=0,12,.. (2.31)
1=0 A=0

ou les polynomes Adomians A,, peuvent étre évalués pour toutes les fonctions non linéares. La
formule générale (2.31) peut étre facillement utilisé comme suit : En supposant que la fonction
F(¢(x)) est non linéaire, donc en utilisant (2.31), les polynéomes Adomians sont donnés par :

1 d”
An =1

Ay = F(%)‘
A = o F (%)-
! 1 1
Ao = poF (20) + 97 F (%0)- (2.32)

"

! 1" 1
Az = 3F (@g) + @10, F (wo)+§<ﬁi”F (0)-

’ 1 " 1 " 1
A = @uF (o) + (565 + 9190 F (00) + 50102 F (%HFOZ*F(“)(%)

Deux observations importantes peuvent étre faites ici. Tout d’abord, Ay dépend que de ¢, et ,
A; ne dépend que de @, et p;, As ne dépend que de ¢, ¢, et ¢, et ainsi de suite. Deuxiémement,
en substituant (2.32) dans (2.31) on obtient :

F(g) + (91 + 93 + 05+ . )F (109)

]_ 1"
+ (9] 4 20105, 20105 + 03 + ) F ()

91
1 1"
27 (91 + 30700 + 30105 + 610003 + ) F (90) + -
! 1 1"
= Flpo) + (9 = 90 F' (p0) + 57 ( = ¢0) F" (p0) + -
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Le dernier développement confirme un fait que les séries A,, sont des séries de Taylor d’une
variable fonction ¢, et n’est pas au voisinage d’un point comme dans la série de Taylor standard.
Les polynémes Adomians indiquées cidessus dans (2.32) montrent clairement que la somme des
indices des composantes de ¢(x) de chaque terme de A,, est égal & n. Dans ce qui suit, nous allons
calculer des polynéomes Adomian pour plusieurs termes non linéaires qui peuvent apparaitre dans
les équations intégrales non linéaires.

1% cas : Les quatres premiers polynoémes Adomians pour F(¢) = 2 sont donnés par

Ay = Fl(p) = 05
A1 = o1 F (9y) = 2000

! 1 1
Ay = . F (py) + gsO?F (¢0) = Popa + ¢1.

/ " 1 "
As = 3F (¢g) + 10.F () +5¢?F (00) = 20003 + 20105

2m¢ cas : Les quatres premiers polynomes Adomians pour F(¢) = ¢® sont donnés par

/ 12 1 "
As = @3F (9g) + 010,F (p) + gso‘i’F (00) = 35 + 6050105 + 5.

3 “m¢ cas : Les quatres premiers polynoémes Adomians pour F(p) = ¢* sont donnés par

Ay = Fl(gy) = ¢y
A1 = o F (py) = 4031

! 1 "
Ay = @, F (%)+5wa (po) = 4030, + 60503
! " 1 "
As = @3F (pg) + 010:F (90) +§¢?F (p0) = 40500 + 40300 + 1205010,

4 ®m¢ cas : Les quatres premiers polynomes Adomians pour F(¢) = sin ¢ sont donnés par

Ay = Flpy) = sing,.
Ay = o F (@y) = ¢, cos .
’ 1 7 1 .
Ay = o, F (py) + 590?1’ (po) = pycosp — 59@? sin .
" 1

’ " 1 .
As = @3F (9g) + 10:F (pg) + =01 F (pg) = 308 g — 010 5iN @y — =} cos .
3! 3!

5¢m¢ cas : Les quatres premiers polynémes Adomians pour F(¢) = cos ¢ sont donnés par
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Ay = F(pg) = cospy.
A = @1 F (py) = —pysingg.
/ 1 " . 1
Ay = o (ip) + 590%F (¢9) = —pgsinpy — ﬁgof COS .

/ " 1 " . 1 .
As = ©3F (pg) + 10.F (i00) + ;ﬁi’F (po) = —pgsin gy — 10, cos Py + gwi’ sin .

6 ¢ cas : Les quatres premiers polynémes Adomians pour F(¢) = exp ¢ sont donnés par

Ay = F(‘Po) = €XP ¥Yg-

Al = g F (900) = ©1 €XP Yy
/ 1 " 1
Ay = 0 F (pg) + ESO%F (o) = (2 — 590%) €XP ¥g-

111

! 1" 1 ].
Az = 03F (0y) + p102F (pg) + §¢?F (o) = (3 + 1909 + 5@?) exp ©Yg.

2.5.2 L’application de la méthode de décomposition Adomian

Dans ce qui suit, nous allons décrire 'utilisation de la méthode de décomposition Adomian
pour résoudre I’équation intégrale non linéaires de Fredholm

o(x) = f(z) + /K(w,t, VF (p(t))dt. (2.33)

ot F'((t)) est non linéaire en fonction de ¢(t). L’équation intégrale non linéaire de Fredholm
(2.33) contient le terme linéaire p(x) et la fonction non linéaire F'(¢(t)). Le terme linéaire ¢(z)
de (2.33) peut étre représenté normalement par la série de décomposition

p(x) = pn(@)

ou les composantes de ¢, (), n > 0 peuvent étre facillement calculées de maniére récursive
comme décrit ce-dessus. Cependant, la fonction non linéaire F'(p(t)) de (2.33) doit étre représentée
par des polynémes Adomians A, en utilisant 1’algorithme

F (ZA’@)] n=0,12,..
1=0 A=0
Ezxemple 2.5.1

Utilisons la méthode de décomposition Adomian pour résoudre I’équation intégrale non linéaire de
Fredholm

1l
Topld\®

1

o(r) =a+ /\/4,02(t)dt, a > 0. (2.34)
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Les polynémes Adomian pour le terme non linéaire p*(x) sont donnés par

Ag(z) = oj(x).
Ai(z) = 2¢4(x)py(7). (2.35)
Ay(z) = 2py(x)py(z) + i ().

En substituant la série o(x) = Y ¢, () et les polynomes d’Adomian (2.35) dans le coté gauche
n=0
et le coté droit de (2.34) on obtient

Z% _a+/\/ZA

OnO

En utilisant la méthode de décomposition Adomian nous aurons

1

o) = a5 Pra(@) = A / At)dt, k>0
0

Ceci donne consécutivement

Po(r) = a

o (z) = )\/ 2(t)dt = \a®.

poz) = A/ 200 (1)1 (t))dt = 2X%a®.
(2¢0(t)p2(t) + @1 (1))dt = 5N,

ps(z) = A

Pa(@) = A [ (200(t)ps(t) + 20, (1) o (t))dt = 14X "a”.

Ty

La solution est donnée sous une forme série
o(r) = a+ Aa® + 2)\%a® + 5)%a® + 14\%a® + ..
qui converge vers la solution exacte

1—+1—4a) 1
r)=——0< A< —.
w(z) 2\ ~ da
1l est clair qu’ une seule solution a été obtenue en utilisant la méthode de décomposition Ado-
mian. Cependant, en utilisant la méthode de noyauxr dégénéré, nous avons obtenu deux solutions

a ce probléme.
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Exemple 2.5.2
On considére [’équation intégrale non linéaire de Volterra

xT

olr)=z+ /cp2(t)dt. (2.36)

0

En substituant la série o(x) = >, (z) et les polynomes Adomians
n=0

1 d =.;
A= e [F (D w)] L

sur le coté gauche et le coté droit de (2.36) respectivement donne

ou A, sont les polynémes Adomians pour p*(z), comme indiqué ci-dessus. En utilisant la
méthode de décomposition Adomianne on obtient

Ceci donne consécutivement

Po(z) = =

P1(r) = /wg(t)dtZém?’

o) = [Cafte @)= 1

o) = [@a®e® + o) = o

0
et ainst de suite. La solution est donnée sous une forme de série

B 145 2 . 17 -
(p(x)fx—i—S:U + TR —|—315x + ...

qui converge vers la solution exacte

o(x) = tanz.

29



2.6 Conversion en une équation de Volterra de la seconde
espece

La forme standard de I’équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére espéce est

donnée par
x

f(z) = / K (., ) F(i(8)) dt. (2.37)
0
ou le noyau k(x,t) et f(x) sont des fonctions a valeurs réelles donnés, et F'(¢(z)) est une fonction
non linéaire. Rappelons que la fonction inconnue p(z) n’apparait que sous le signe d’intégral.

Pour déterminer une solution de (2.37), nous allons d’abord convertir cette équation en une
équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce de la forme :

fla) = / K (, t)(t)dt. (2.38)

a 'aide de la transformation
P(z) = Fle(z)). (2.39)
Cela signifie que
p(z) = F~ (¥(2)).
Il est égalemment important de noté que I’équation intégrale linéaire de Volterra de premiere
espéce peut étre convertie & une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce.

La technique de conversion est efficace si seulement si K (x,z) # 0. a aide de la dérivation
par rapport a la varible z, et en utilisant la régle de Leibnitz, on obtient

f(x) =k(z,2)¢(x) + /Kw(x,t)q/)(t)dt. (2.40)

La résolution de ¥ (x), & condition que K(z,z) # 0, on obtient ’équation intégrale linéaire de
Volterra de seconde espéce donnée par :

¥(z) = k{ﬂ) _ / K(;x)Kw(x,tm(t)dt. (2.41)

Exemple 2.6.1
On va convertir [’équation intégrale non linéaire de Volterra de premier espéce au équation inté-
grale linéaire de second espéce

%(e” —e ) = /ext<p2(t)dt. (2.42)

Nous avons d’abord mis

V() = p*(x), alors p(x) = £+/¢(x). (2.43)



pour mener (2.42) en

%(em . 6721) — /extzﬂ(t)dt. (2.44)

0

En dérivant les deuz cotés de (2.44) par rapport & x et en utilisant la régle de Leibniz, nous

obtenons
xT

Y(z) = é(ex +2e7 %) — /extw(t)dt. (2.45)

0
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Chapitre 3

Résolution numériques des équations
intégrales non linéaire

Dans ce chapitre ,nous allons introduire quelques méthodes numériques de résolution des
équations intégrales non linéaires, en utilisant les formules de quadratures (Newton-Cotes) et la
méthode des approximations successives.

Ensuite, nous allons présenter la méthode d’interpolation de Lagrange.

3.1 La méthode mixte

Cette méthode combine entre les formules quadrature et la méthode des approximations suc-
cessives, elle donne des bonnes résultats dans les cas linéaires et non linéaires pour les équations
intégrales de Fredholm et Volterra.

3.1.1 En utilisont la formule de Simpson
Principe de la méthode

Soit I’équation intégrale non linéaire de Fredholm :

o(x) = f(z) + /K(x,t, @(t))dt. (3.1)

Apres la vérification de I'existence et 'unicités de solution on utilise la méthode des approxi-
mations successives on obtient :

b
Pnr1(@) = f(2) + [K (2,1, 0,(t))dt. (3.2)
o) = f(x)
La solution en générale si et seulement si lim ¢, (x) = ¢(x).

En utilisant la formule de Simpson on obtient
p(x) = (@) + > _wiK (2, b, 0(t:)). (3.3)
i=1
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En substituant(3.3) dans (3.2) on obtient

wo(z) = f().
¢ sii=1m
Tel que h = %,ti:a—l—h(i—l),et w; = % si 4 pair
% sinon
Pour chaque z; € [a,b],7 = 1,...,m. on obtient la solution sous forme d’un vecteur de
dimension m
Pt (xj> = f(333> + ;wiK(ij lis Spn(ti))' (35)
polzj) = f(x).
On pose K (1t 6,(t)) = Kiins  ¢0(25) =0y et f(z;) = f; on aura ;
Pn+1,1 i Kiin Kign -+ Kimn w1
n f K,,n K,,n K,m,n w
¥ J.r1,2 _ :2 n 2'1 2‘2 . 2. ' '2 (3.6)
90n+1,m fm Km,l,n Km,2,n Tt Km,m,n W,

Remarque 3.1.1
Pour les équations intégrales de Volterra :

wmzﬂ@+/K@uwmﬁ

On obtient le systéme suivant :

Prr11 fi Kiin 0 v 0 wy
Pn f K 1n K 2n 0 w

J‘r1,2 _ '2 N 2.1 2.2 . ' . .2 (3.7)
(zpn—&-l,m fm Km,l,n Km,Q,n e Km,m,n W,

Ezxemple 3.1.1
Soit I’équation intégrale :

1
2

o) =142+ / (t2+§—+1)2902(t)dt

avec la solution exacte est donnée par :

o) =2 +x+1.
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x | Exacte | Approchée Erreur
0.0 1.0 1.0 0.0e0
0.1 1.11 1.11 0.0e0
0.2 1.24 1.24 0.0e0
0.3 1.39 1.39 2.2204e-16
0.4 1.56 1.56 2.2204e-16
0.5 1.75 1.75 0.0e0
0.6 1.96 1.96 2.2204e-16
0.7 | 2.19 2.19 0.0e0
0.8 2.44 2.44 0.0e0
0.9 2.71 2.71 0.0e0
1.0 3.0 3.0 0.0e0
Tab 3.1 Ezxemple 3.1.1.
3 —
y

2 —t

1 -

0 e B B e e IR e B e S L m +

01 02 03 04 05 06 07 08 09
...approchée ___ exacte
Fig.3.1 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte.

Ezxemple 3.1.2
Soit I’équation intégrale :

T

o(x) = —zcos(z) + Vo + 1+ / cos(x)

(t+1

0

avec la solution exacte est donnée par :

o(x) =vVr+1.
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T FEzxacte Approchée Erreur
0.0 1.0 1.0 0.0e0
0.1 1.0488088 1.0488088 0.0e0
0.2 1.0954451 1.0954451 0.0e0
0.3 1.1401754 1.1401754 0.0e0
0.4 1.1852159 1.1882159 0.0e0
0.5 1.2247448 1.2247448 0.0e0
0.6 1.2649110 1.2649110 0.0e0
0.7 1.3038404 1.503840/ 4.4408e-16
0.8 1.8416407 1.8416407 1.1102e-15
0.9 1.83784048 1.8784048 2.6645e-15
1.0 1.4142135 1.4142135 4.88498e-15
Tab 3.2 Ezxemple 3.1.2.
y 1.4'-
1.2
1.04
08+
067
04+
02+
0.0 e e I S B e e I B B e |
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
02+ ...approchée ___ exacte X
Fig.3.2 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte.

3.1.2 En utilisont la formule de trapéze
Principe de la méthode

Dans cette méthode, on va résoudre les équations non linéaires numériquement, c’est-a-dire
trouver une solution approchée a la solution exacte de cette équation.

Pour le faire, on a toujours besoin de discrétiser I'intervalle [a, b] en sous intervalles [z;, z;11],
t=1,...,m — 1 équidistants, i.e :
(b—a)
(m—1)

Rappelons que I’équation non linéaire de Fredholm s’écrit comme suit :

rj=a+(G—1h, j=1,..,meth=

b
(@) = (o) + / K (a1, o(t))dt.
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Maintenant, on applique la méthode des approximations successives sur cette équation :

b
Opir(2) = f(z) + /K(a:,t,@n(t))dt.tel que n=0,..,N.

Notons qu’on va calculer la solution approchée en tous les nceuds z;,j = 1,...,m,donc on écrit
I’équation comme suit :

b
Puna(e) = F() + [ K (w0, () dttel quen =0,... .

Approchons numériquement 'intégrale en utilisant la méthode du trapéze

Tit1

m—1
¢n+1(‘rj) = f($]> + Z K(Ij’ t Spn<t))dttel que n=0,..N.
=1 T

m—1

Cni1(@;) = flz5) + gZK(%, tivt, on(tiv)) + K (25,8, 0, (1))

i=1

On simplifie la formule, on obtient :

m—1
h h
Op1; =it §Kj.1.n + §Kj.m.n + hZKj.i.n-
i=2

Notons que ¢, ; = ©,(z;), f; = f(x;) et Kjin = K(xj,ti, 0,(t:)).
Il est clair qu’on peut calculer la solution & partir de cet algorithme, mais a condition qu’on
donne une valeur initiale, on prend

olw;) = [(x)).

Remarque 3.1.2
On peut utiliser cette méthode pour résoudre les équations intégrales de Volterra

m@—ﬂm+/K@uwmﬁ

on obtient :

h h I
Prr1j = fi+ §Kj.1‘n + EKj.j.n + hZKJ’,i,n.
i=2

Exemple 3.1.3
Soit l’équation intégrale :

o(z) = exp(x) — S—Q(exp@) +1)+ ig / ot (1) dt.
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avec la solution exacte est donnée par :

p(x) = exp(x).

T FEzxacte Approchée Erreur
0.0 1.0 1.0 0.0e0
0.1 1.1051709 1.1051710 1.602e-7
0.2 1.2214027 1.2214030 3.214e7
0.3 1.3498588 1.5498592 4.828e-7
0.4 1.49182/6 1.4918253 6.437e-7
0.5 1.6487212 1.6487220 8.047e-7
0.6 1.8221188 1.8221197 9.656e-7
0.7 2.0137527 2.0137538 1.126e-6
0.8 2.2255409 2.2255422 1.287e-6
0.9 2.4596031 2.4596045 1.448e-6
1.0 2.7182818 2.718283) 1.609¢e-6
Tab 3.3 Exemple 3.1.5.
y 25
2.0
15
1.04
05T
0.0 e e I S B e e I B B e |
01 02 03 04 05 06 07 08 09 )1(.0
054 ...approchée ____exacte
Fig.3.3 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte.

Ezxemple 3.1.4
Soit I’équation intégrale :

2

6
pla) = a* — - exp

6

T

0

(—z) + /t exp(—x)@?(t)dt.

avec la solution exacte est donnée par
plr) = 7.
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x | Fxacte | Approchée Erreur
0.0 0.0 0.0 0.0e0
0.1 0.01 0.0100003 3.016e-7
0.2 0.04 0.0400051 5.188e-6
0.3 0.09 0.0900245 2.450e-5
0.4 0.16 0.1600710 7.100e-5
0.5 0.25 0.2501585 1.585¢-4
0.6 0.36 0.3603010 3.010e-4
0.7 | 049 0.4905124 5.124e-4
0.8 0.64 0.6408067 8.069e-4
0.9 0.81 0.8111998 1.199e-3
1.0 1.0 1.0017069 1.706e-3

Tab 3.4 : Fxemple 3.1.4.

10T
y 1
09T
08T
07T
06T
05T
04T
03T
02}

01T

0.0 f

-01—

0.7 0.8 0.
exacte

9 1.0
X

Fig.3.4 : Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte.

3.2 Meéthode d’interpolation de Lagrange

Dans cette méthode, on rapproche le noyau K(x,t,¢(t)) de trois variable z,t, et ¢(t) & un
polynoéme P;(z,t) a deux variables z, ¢ en utilisant 'interpolation de Lagrange par rapport a la
variable t tel que s est le degré du polynome.

Principe de la méthode

Soit I’équation intégrale non linéaire de Fredholm

o(x) = f(x) + / K (.1, o (t))dt.
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Utilisant la méthodes d’approximation successives on obtient

Pnia(@) = f(x) + [ K (2,8, 0,(1))dt,n =0, ..., N.

e —

(3.9)
po(x) = f().
On interpole K (z,t,p(t)) sur intervalle [a, b] on aura
Poa(z,t) = )y Li(t)K(z,t;,0(t:))- (3.10)
i=1
Tel que :t; = a+ h(i — 1) hzgls’:‘i;, i=1,...,s
On remplace (3.10) dans (3.9) on obtient
¢n+1( + IZL fE s iy Qpn( ))dt n=0,..,N. (3_11)
900( ) = f().
P () = +fPs (@, t)dt,n =0, ..., N. (3.12)
eole) = f(2).
Tel que :
Py (1) ZL K(z,ti, 0,(t)),n=0,...,N. (3.13)
Pour chaque z; € [a,b],j = 1,...,m. on obtient la solution sous forme d’un vecteur de
dimension m tel que z; =a+h(j —1),j=1,...,met h = ((s:‘l)).
Et on aura le systéme suivant
b
Spn—l—l(xj) = f(q,’j) + fPs—l,n(a;ja t)dt, n = O, ey N. (314)

olz;) = F(z;).

Et pour chaque itération on obtient un vecteur de dimension m,la solution est le vecteur itération
k.

Remarque 3.2.1
On peut utiliser cette méthode pour résoudre les équations intégrales de Volterra

+ / K(x,t,0(t))dt. (3.15)

on obtient :
zj
Oni1(xj) = f(xj) + [Picin(zj, t)dt,n =0,..., N.

J (3.16)
wo(z5) = f(z5).
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Exemple 3.2.1
Soit l’équation intégrale :

1
131 691 17

p(r) = 510

x
630 120
0

avec la solution exacte est donnée par

or)=1—z— 2%

— -2 / (1 + 2%t + at®) Q*(t)dt.

T FExact Approchée Erreur
0.0 1.0 1.0000000 8.552e-9
0.1 0.899 0.8990000 7.277e-9
0.2 0.792 0.7920000 1.305e-8
0.3 0.673 0.6730000 1.179e-8
0.4 0.536 0.5360000 1.043e-8
0.5 0.375 0.3750000 1.094e-8
0.6 0.18/ 0.1840000 0.0e0
0.7 | -0.043 -0.0429999 1.155e-8
0.8 -0.312 -0.3119999 1.960e-8
0.9 -0.629 -0.6289999 1.169¢-8
1.0 -1.0 -1.0 0.0e0
Tab 3.5 Exemple 3.2.1.
104
y 1

0.8+

06 -

0.4+

02-

00

-0.21

-0.4 1

-0.6 1

-0.8 1

10T ...approchée ___exacte

Fig.3.5 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte.

Exemple 3.2.2
Soit I’équation intégrale :

T

P() = Vi + o+ Dexp(~20) — exp(—a) + [ exp(—z ~ (D)

0
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avec la solution exacte est donnée par :

Tab 3.6

Fig.3.6

10T

y

09T

08T

0.7 T

06T

05T

04T

03T

02T

0.1

0.0

-0.1—+

Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte.

plz) = V.

T Exact Approchée Erreur
0.0 0.0 0.0 0.0e0
0.1 0.3162277 0.3162277 9.781e-10
0.2 0.4472135 0.4472135 7.408e-10
0.3 0.5477225 0.5477225 1.592e-10
0.4 0.6324555 0.6324555 4.353e-10
0.5 0.7071067 0.7071067 1.043e-9
0.6 0.7745966 0.7745967 3.918e-10
0.7 0.8366600 0.8366600 1.495e-10
0.8 0.8944271 0.8944271 6.775e-10
0.9 0.94868329 0.9486832 6.190e-10
1.0 1.0 1.0000000 1.318e-9

Ezxemple 3.2.2.
O%,l OTZ...ap[?:gChéeOTA 0%5 OTG 0%7 _()e%zacte OTQ )ZI!,O
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Conclusion

Ce travail nous a permet 1’étude d’un modéle mathématique typique qui surgit naturellement
dans la modélisation de plusieurs problémes de la science et de la technologie ou fréquemment
par remaniement de certaines équations différentielles, ce qui donne d’avantage une alternative
dans la représentation intégrale des solutions de ces problémes différentiel.

D’abord, nous avons pu voir dans les premiers chapitres ’aspect théorique de ces équations
dans un cadre fonctionnel, notamment la question d’existence et d’unicité en utilisant la théorie
du point fixe de Banach.

D’autre part, d’'un point de vue numérique, concernant ’approximation des solutions pour
ce type d’équations, nous avons vu que plusieurs approches peuvent étres utilisées avec des ma-
niéres différentes et efficaces, comme par exemple, 'interpolation du noyau, I’approximation de
'intégrale a 1’aide des formules de quadratures, 'approximation par des séries (méthodes de pro-
jections)... etc. Et apres discrétisation, le probléme est toujours ramené systématiquement a la
résolution d’un systéme d’équations.

En particulier, notons aussi, que la méthode itérative présentée dans ce mémoire (appelée
méthode mixte) peut étre appliquée et adaptée facilement a la résolution d’équations intégrales
singuliéres ou faiblement singuliéres, tout dépond de la structure non linéaire de l'intégrant. Et
pour améliorer nous résultats, il convient d’utiliser des formules de quadratures d’ordre élevé,
notamment les formules Gaussienne.
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Chapitre 4

Annexe

4.1 Interpolation de Lagrange

L’interpolation de Lagrange est une fagon systématique de construire un polynéme de collo-
cation. Etant donne (n + 1) points (x;, f(x;)) pour i = 0,1,2,...,n, on suppose un instant que
'on sait construire (n + 1) polynome L;(x) de degré n et satisfaisant les conditions suivantes :

Li(z;) = 0 Vi#j

Cela signifie que le polynomel;(z) de degré n prend la valeur 1 en z; et s’annule & touts les
autres points de collocation. Nous verrons comment construire les L;(x) un peux plus loin. dans
ces conditions, la fonction L(x) définie par :

L(@) = Y f(w) Li(a).

Est un polynéme de degré n, car chacun des L;(x) est de degré n. De plus ce polyndme passe
par les (n + 1) points de collocation et est donc le polynome rechercher. En effet, il est facile de
montrer que selon les conditions 1

L(z;) = fla)Li(z;)+ Y flxi)Li(y).
=0,

= f(z;) +0=f(z;) Vj.

Le polynoéme L(z) passe donc par touts les points de collocation. Puisque ce polynome est
unique, L(x) est bien le polynoéme recherché .1l reste a construire les fonctions L;(x).

4.1.1 Polyndme de degré n

La fonction Lo(z) doit s’annuler en z = xq, 29, ..., z, Il faut donc introduire la fonction
(x —x1)(x — 22)(x — x3)...(T — Tp,).
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Qui vaut :

(o — x1)(x0 — 22) (0 — 3)...(T0 — Tp).

En x = 24 .On a alors, aprés la division :

(x —z1)(x — z2)(x — 23)...(T — )
($0 — 1‘1)(1‘0 — l’g)(l’o — 1‘3)...(1‘0 — l’n)
On remarque qu'il y a n facteur de la forme (z — x;)dans cette expression et qu’il s’agit bien
d’un polynome de degré n . Pour la fonction L;(z), on pose :

Lo(ZL‘) =

_ (e m)(e —m)(r —wy)..(x — )
B = G o) o = ) — ) — )

On note 'absence du terme (z — z1). L’expression générale pour la fonction L;(z) est donc :

(x —z9)...(v — i) (x — ig1)...(x — )
(Z’Z’ — .I'o)(l'l — (’Iji,l)(l'i — iUZJrl)(fEZ — xn) '
Ou cette fois seul le facteur (x — x;) est absent. L;(z) est donc un polynéme de degré n qui

vaut 1 en x = x; et qui s’annule & tout les autres points de collocation. On peut maintenant
résumer la situation.

Théoréme 10
Etant donné (n + 1) points d’interpolation ((z;, f(x;) pour i = 0,1,2,...,n), l'unique polynome
d’interpolation de degré n passant par tout ces points peut s’ écrire :

(4.2)

Pn(2) = Zf (i) Li()- (4-3)

Ou les (n 4+ 1) fonctions L;(z) sont définie par la relation 4.2. c’est la formule de Lagrange.

4.2 Formules de quadratures élémentaires

Probleme 4.2.1 b
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]. Nous voulons calculer Uintégrale [ f(x)dx. C’est

un des calculs parmi les plus communs dans les applications des mathématiques. Le théoréme fon-
b

damental du calcul intégral nous dit que [ f(z)dx = F(b) — F(a) ot F est une primitive de f .

Pour appliquer ce résultat, nous disposong de divers outils théoriques dont les plus fondamentaux
sont le théoréme de changement de variable et le théoréme d’intégration par partie. Cependant,
1l n’est possible de déterminer explicitement une primitive F' que pour une classe relativement
restreinte de fonctions f et, lorsque cette détermination est a notre disposition, l’expression de
F est souvent si compliquée que l’évaluation de F(b) — F(a) nécessite l’emploi d’un processus
d’approximation.

Dans ce cas, il esttout aussi naturel et généralement moins coiteux de chercher directement une
approximation de ['intégrale.
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4.2.1 Présentation générale
b b
L’idée consiste a utiliser une approximation [ f(x)dzr = [g(z)dx ou g est une fonction qui,

a a
d’une part, est proche de f et, d’autre part, posséde des primitives aisément calculables.
Le choix le plus naturel est celui du polynéme d’interpolation de Lagrange

g = Llxg, ..., zq, f].

Ou A = {xg,...,zq} C la,b] car les polynomes d’interpolation sont proches de la fonction
qu’ils interpolent et, étant des polynoémes, il est raisonnable d’espérer que leurs primitives seront
facilement calculables.

Nous appelons formule de quadrature (élémentaire) d’ordre d, toute expression

b J b
Q(f) = /L [0, ..., xq; f] (x)dx = Zf(xz)/l,(x)dx (4.4)

ol ‘i est le polynéme fondamental de Lagrange correspondant au point ai, voir. L’application
@ ainsi définie est une forme linéaire sur L[a, b], autrement dit, elle vérifie

QAfi+ Xaf2) = MQ(f1) + 2Q(f2) M, A €R,  fi, fo € Cla,b].

b
Pour savoir si Q(f) est effectivement proche de [ f(z)dz, nous devrons étudier Derreur
a

B9() = | [ F(@)iz - ()| (45)

Remarquons que si () est une formule de quadrature d’ordre d alors pour tout p € Pson a
b

[p(z)dx = Q(p).En effet,

a

p € Pd:p:L[mOa“wxd;p]

= QY 7L[m0, oy g P () d = 7p(x)dx.

Nous verrons que dans certains cas 1’égalité ci-dessus peut continuer a étre vérifiée pour des
polynoémes de degré plus grand que d.
Une réciproque est vraie.

Théoréme 11 d b
Si R(f) est une expression de la forme R(f) = Y X\ f(a) telle que R(p) = [p(z)dz pour tout
1=0 a

p € Py alors \; = [l;(x)dx ou l; est le polynome fondamental de Lagrange correspondant a

S —

x; € {.%0, ...,.CEd}.
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d b
Preuve. Il suffit d’utiliser la relation  \;p(«;) = [p(x)dz avecp € [; En effet,puisquel [;(;) =

1=0 a
d
0 sauf lorsque 7 = j pour lequel nous avonsl;(a;) = 1, on a) A\l;j(a;) = A;. m
i=0
Remarquons que puisque R est une forme linéaire, pour s’assurer que

b
R(p) = /p(:v)d:v, pour tout p € Py

a

il suffit de vérifier 'identité lorsque p parcourt une base de Pd. En particulier, si M;(z) = z;

b
il suffit de vérifier que R(M;) = [z'dx pour i = 0;1,...,d.

1

On cherche une approximation de [ f(z)dz par une formule du type
21

/ f(@)de ~ f(t) + F(ta)

de telle sorte que la formule soit exacte pour tous les polynémes de degré inférieur ou égal
a 2. Montrer qu’il existe une et une seule paire {t1,,} satisfaisant la propriété demandée et la
déterminer.

Dans la pratique, grace au procédé de composition, des résultats trés précis sont souvent

obtenus en employant seulement des méthodes d’ordre d < 2. Nous étudierons en détail trois
de ces méthodes : la méthode du point milieu (d = 0), la méthode des trapézes (d = 1) et
la méthode de Simpson (d = 2).

4.2.2 La formule du point milieu

e . . . a+b
Nous utilisons un polynéme d’interpolation de degré d = 0 avec le point zy = — Dans ce

cas, Llzo; f(z)] = f(* b

) et approximation

b

7 fx)de ~ / Llzo.f(z)]dz devient 7 flx)de ~ (a—1b) <“ ; b) . (4.6)

a a

b
L’expression Q(f) = (b—a)f(a i
Q(f) est laire du rectangle de sommets les points de coordonnées (a, 0), (b, 0), (a, f(c)) et (b, f(c)).

) s’appelle la formule du point milieu. Lorsque f(c) > 0,

4.2.3 La formule du trapéze

Soit f € C([a;b]). Nous prenons d = 1 et A = {a,b}. L’approximation

b b b
/f(x)dx ~ /L[a,b;f(x)]dx devient /f(x)dx A (a ; ) (f(a)+ f (D))
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En effet,

Lla,b; f(2)ldz = f(a) + —F———(z ~qa)

/L[a,b;f(x)]da: _ 7f(a)+{W(w—a)}dx

a a

T A Ul A et

b—a = 2
(b—a)

= S @)+ 7 0)

L’expression Q(f) = (b —a) (f (a) + f (b)) s’appelle la formule du trapéze. Lorsque f(a)
et f(b) sont positifs, elle n’est autre que 'aire du trapéze de sommets les points de coordonnées

(a;0), (b;0), (a; f(a)) et (b; f(b)).

4.2.4 La formule composite de Simpson

La formule de Simpson peut étre obtenue en remplagant f sur [a,b] par son polynome d’in-
terpolation de degré 2 aux noeuds zo = a,x; = (a + b)/2 et x5 = b. Les poids sont donnés par
agp=as = (b—a)/6 et a; =4(b—a)/6, et la formule s’écrit

R =22 )+ a0 4 ) (4.7
On peut montrer que, si f € C*([a,b]), I'erreur de quadrature es
5 —a
By(f) =~ 90, h="3" (45)

o‘u ¢ est dans Ja, b[. On en d“eduit que la formule (1) a un degré d’exactitude égal a 3.
En remplacant f par son polynome composite de degré 2 sur [a,b], on obtient la formule
composite correspondant a (4.7). On introduit les noeuds

de quadrature x, = a + l{:%, pour k =0,...,2m et on pose H = %,avec m > 1. On a alors
H m—1 m—1
Lpm = 5 | f(w0) + 2) flwar) +4) f(w2041) + flw2m) (4.9)
r=1 s=0
ol xg = a et xa, = b.Si f € C*([a,b]), Perreur de quadrature associée a (4.9) est

ou ¢ €la,b[, le degré d’exactitude de la formule est 3.
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