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Résumé

Dans ce mémoire on a donné un rappel sur la théorie des distributions, on va parle
sur la définition et la dérivation de distribution, la convergence et son convolution.
Nous définissons les espaces de Sobolev puis les propriétés de ces espaces qui seront
utilisées dans la suite de ce mémoire sont alors présentées ou démontre.

On a vu comment démontrer ’existence et 'unicité du probléme de Dirichlet homo-

géne par le théoréme de Lax-Milgram et quelques inégalités.
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Introduction

Probléme de Dirichlet, portent le nom du savant Johann Peter Gustav lejeune
Dirichlet qui est un mathématicien allemand (né le 13 février 1805 et décédé le 05
mai 1859).

En 1829, Dirichlet a publié un mémoire célébre qui donne des conditions sur les
fonctions afin de déterminer si la série de Fourier converge .avant lui, non seulement
Fourier mais aussi Poisson et Cauchy avaient tenté sans succés de trouver une prouve
de convergence rigoureuse.

Le mémoire met en évidence une erreur de Cauchy et présente un test appelé au-
jourd’hui test de Dirichlet pour la convergence des série. la fonction de Dirichlet
introduite dans cet article est un exemple de fonction non intégrable et dans la dé-
monstration du théoréme. 'auteur introduit le noyeau de Dirichlet et 'intégrale de
Dirichlet.

Dirichlet a également étudié le probléme aux limites ,pour 1’équation de Laplace,
démontrant 'unicité de la solution, depuis on appelle probléme de Dirichlet ce type
de probléme en théorie des équations aux dérivées partielles.

L’objet de ce mémoire est étudié 1’existence et 1'unicité du probléme de Dirichlet.
Ce mémoire contient trois chapitres :

le premier chapitre contient les bases de la théorie de distribution : La définition de
distribution, leur dérivation et convergence et son convolution.

Dans le deuxiéme chapitre nous allons commencer par donner certain rappels sur

I’espace LP. ensuite, on parle de les espaces de Sobolev qui jouent un réle trés im-



portantes dans I’étude de ce probléme.
Le dernier chapitre on va étudier I’existence et 1'unicité du probléme de Dirichlet

dans le cas homogéne.



Chapitre 1

Distribution

1.1 Définition et exemples de distribution

1.1.1 Définition de fonction test

Soit ©2 un ouvert non vide de R™ , une fonction test sur Q2 est une fonction dans

R indéfiniment dérivable a support bornée.

L’ensemble de ces fonctions est désigné par D(R) oil simplement D est espace vec-

toriel sur C.

1.1.2 Définition de distribution

On appelle distribution (sur R) une forme linéaire continue sur D que veut dire

une application T': ¢ € D — T'(p) = (T, p) € C vérifiant :

<T’ Y1+ (P2> = <T’ <,01> + <T’ (P2>
(T, 2p) = XNT,9)
(T = | [ T(e)p(a)ds]

< Csup|p(z)l
XeQ

(1.1)
(1.2)

(1.3)
(1.4)

L’espace des distributions noté par D' un espace dual de ’espace vectoriel des

fonctions test



Remarque 1.1. on a deuz types de distribution :
- Dastribution réguliére : soit f une fonction localement intégrable, f dé-

finte une distribution dite réguliére noté T définie par :
f

(T1,9) = [ f(@)p(a)de

- Dastribution singuliere : tout distribution qui n’est pas réguliére est dite

singuliére.

Exemple 1.1. distribution de Dirac a l'origine 6 est définte par (6,¢p) = ¢(0)

elle est n’est pas réguliére

1.1.3 Propriétés

- Etant données deux fonctions localement intégrable f et g égale presque par-
tout définissant une méme distribution alors T = T,

- Ty = 0 & f(z) = 0 pour presque tout z.
1.1.4 Des exemples sur distribution

- F(z) = In|z| La fonction In |z| définit une distribution sur R car elle est locale-
ment intégrable, en effet, la fonction In |z| est continue sur R* donc localement
intégrable.

En autre, dans un voisinage de 0 par exemple |—1,1[ 'intégrable In |z|dz
converge on a :

/0 In(—z) = lim : In(—z) =-1

1 e—0J/_1

et

/01 In(z) = lim 1 In(z) = -1

e—0 J¢



donc [*;In(|z|) existe alors elle localement intégrable donc elle définit une
distribution.
- La fonction de Heaviside

1lsiz>0
H(z) =

0 sinon

elle définit une distribution car elle localement intégrable.

l2|
z

- La fonction signe : sgn : { } est une distribution.

- La fonction f(z) = - est un fonction localement intégrable alors elle définit

T

une distribution.

- Ona

1—|z|si|z] <1
f(z) =

0 sinon .

1.2 Dérivation de distribution

1.2.1 Définition de dérivée de distribution

Soit la fonction f : R — C de classe C* (& dérivée premiére continue) on a :

(Tr,0) = [ F(Be(t)at

On utilisent intégration par partie donc :

Ty, 0) = [FOeE)S — [ £ (B)at

et on a [f(t)@(t)]T2 = 0 Car ¢ & support borné donc

(Tp,0) == [ f)0/(B)at



Alors (Tyr, ) = —(f, ¢')

Exemple 1.2. On a la fonction sign :

1siz <0
sng =
lstz>0
Soit p € D, on a :
(sgn’, ) = —(sgn,¢’) (1.5)
= [ T sgn(@)e'(z)dz (16)
-/ 000 o)z~ | " o(2)dz (1.7)
= [p(z))20 — [p(z)l5> (1.8)
= ¢(0) — (—(0)) (1.9)
— 20(0) = 2(5, ) (1.10)

Proposition 1.1. Toute distribution admet des dérivées de tout ordre qui sont

ausst des distributions.

Démonstration 1.1 (Démonstration). Soient T une distribution et p € D , on a

par définition.



<T(j)7 (P> = (_1)j<T1 (P]>

Ou @', ¢", " - pU) Ezistent car ¢ € C*®, montrant maintenant que TU) est une

distribution , elle est linéaire , soient @1, € D. Et a,f € C, on a :
(TY), 0oy + Bepa) = a(TY), 1) + B(TY), )

Pour établir la continuité de TU) | on suppose que la suite (p;) converge
dans D wvers @, alors par définition (<p§cj)) converge uniformément vers oU) et

par conséquence (TD, ) = (—1)(T, ") converge vers (—1)(T, 1)) = (T, p)

1.3 Opération élémentaire

Pour tout fonction test on a :

- Somme : pour deux distribution 77,75

(Ty + T2, 9) = (T, 9) + (T2, 0)

- Produit par nombre : pour une distribution 7' et un nombre complexe
AeC: (AT, ) = XT, )
- Produit par une fonction C* : Soient un distribution 7' de D’ et a une

fonction C* on définit leur produit aT par : (aT, @) = (T, ap)

1.4 Multiplication des distribution :

Il n’existe pas de moyen de multiplier entre elle deux distribution quelconque,
autre si f et g sont deux fonction localement intégrable alors leurs produit ne l'est

pas nécessairement localement intégrable.



1.5 Convergence d’une distribution :

1.5.1 Définition de convergence d’une distribution :

On dit qu’une suite de distribution (T}) converge dans D’ vers une distribution
T si pour tout ¢ € D , la suite numérique (T}, ) converge dans C vers le nombre

(T, ) c'est-a-dire : (Te, ) = (T, ).

lim
k— 00
Exemple 1.3. On va montre que 6§, converge 0 on a (0, @) = p(k) et puisque ¢

est a support bornée alors klim (0, ) = klim w(k)=0

Proposition 1.2. Soit fi(z) une suite de fonction localement intégrable et sup-
posons qu’elle converge uniformément vers une fonction f(z), alors la fonction
f(z) est localement intégrable et la suite des distributions f, associées auz fonc-

tion fr(z) converge vers la distribution f associée a f(z) .

Démonstration 1.2. On a :

(Fp) =50 = | [ (@) - f@)e()dz) (111)
< [T - 1@)lp(z) do) (112)
< swlfu@ - 1@ ([ le@ldz) . (113)

Comme klim (sup | fx(z) — f(z)|) = O( converge uniforme) et que [ |p(z)|dz est
—00

fini. ( ¢ a support bornée) alors (fr, ) Converge vers (f, p).

Proposition 1.3. Soit (fx(z)) une suite de fonction localement intégrable sup-
posant que :
- La suite (fx(z)) converge simplement presque par tout vers une fonction
f(z)
- Il existe une fonction localement intégrable g(z) tell que |fu(z)| < g(z).
alors la fonction f(z) est localement intégrable et la suite des distributions

frx associées auz fonction fi(z) converge vers la distribution f associée a

f(z).



Démonstration 1.3. On a la fonction f(z) est localement intégrable et pour

toute fonction p € D On a :

Jm (fe, @) = kﬁgnw/_;mfk(m)w(m)dx (1.14)
= [ i @ (L1
N /_;oof("”)“’("”)dx (1.16)
= e (1.17)

Proposition 1.4. Si une suite de distribution (T},) Converge vers une distribution

T alors les distributions dérivées (T}) convergent vers T'.

Démonstration 1.4. Par la définition de la dériwvée de distribution on a :
klim (Ty, ) = — lm (T}, ¢") = — (T, ") = (T", @)
—00 k— o0

d’ou lim T, =T'

k— 00

1.6 Convolution

1.6.1 Rappel sur le produit de convolution de deux fonction

Le produit convolution de deux fonctions f et g est définit par :

(fx9)@) = [ fl@—tg(t)at
1.6.2 Translation d’une distribution

Soit f(z) une fonction localement intégrable et f la distribution qui lui est associée
, on veut déterminer la distribution associée & f(z —a) ol a est constante posons par
définition : (7, f)(z) = f(z — a), on a pour tout ¢ € D.

rto) =] h@e@dz= [ i@ op@)ds

9



En posant y = £ — a on obtient :

“+oo

(mtioh= [t +ady= [ T f@)r o)y = (57 0)

Et généralement , pour une distribution T, on a (7, T, ¢) = (T, T_,¢).

Proposition 1.5. Soit f,g € L*(R) alors la fonction f x g eziste et on a :

| * gleo <[ f 2]l 9 []2

Démonstration 1.5. En posons 7:g(z) = g(z —t) on obtient : [T2|ng(z)]? =
[ gz —t) Pdt =T | g(s)|?ds < +o0 Ou s =1z —t et dés lors zg € L*(R),

l"inégalité de Schwarz entraine que :

fraP @) = | [ r@mea P (1.18)
< [Tiswra T mg@)Pa (1.19)
= 15 B9} (1.20)

Donc f x g est bien définie et | f+g lw<|| £l - |1l

Proposition 1.6. Soit f.g € L*(R) alors :
- f* g existe presque par tout f *x g € L'(R)
- g i<l - 1T g e
-(f*xg)xh=fx(g*h) ou h e L'(R)
Démonstration 1.6.

- En effectuant le changement de variable u = t,v = ¢ — t dont le Jacobien est

égale a 1 , on obtient immeédiatement

[ 7150 ot o) Ldadt= [ ) du [ o(0) | do < oo

. Pour tout f,g € L*(R), dés lors ,la fonction [T f(t)g(z — t)dz eriste presque

10



par tout et f *x g € L*(R).

On a
I£egls = [ (fxo)a)da (1.21)
< [T 1 gl —1)| dida (122)
= [T [T o) | ao (1.23)
= 1 f - llg (124

- Ona:(fxg)(z) =3 f(t)g(z — t)dt,z € R

(F+9) s M) = [ (7 9)@)-hly - z)dz,y € R

= [ 7] 7 10tz - bty - z)des
et(g  h)(2) = [ g(s)(z — s)ds,z € R
(Fxgxm)@) = [ 1r)g*h)(y - r)ar
= [ 7] 7 sr)e(s)nty — 7 — s)drds
en posant r —t, et s = —t on obtient :
(Flosm@) = [ [ 1t)g(e Oy ~t - o + t)dadt

donc f*(gxh)(y) = [Z /2o f(t)9(z —t)h(y —z)dtdz alors ((fxg)*h) = f*(g*h)

11



1.7 Convolution d’'une distribution

Soient f et g dans L*(R) , la fonction f % g , étant dans L!(R) , elle définit une

distribution réguliére T % g pour tout fonction ¢ de D(R), on a :

T 0) = [ { [ #2—o(t)dte(c) | da

J

Il apparait naturellement la quantité

(/Rf(fﬂ - t)w(w)dx)g(t)dt]

[ e~ Ho@)s = [ f@)o(a+t)dy = (T}, 7s)

. Donc :(Tpug, @) = (Ty, (Ty, 7-10)) Alors :(Tpu, 0) = (9(2), ((2), oz + 1))

12



Chapitre 2

Espace de Sobolev

2.1 Les espace L*

2.1.1 Fonction mesurable

Une fonction f : @ — R est dite mesurable si pour tout a € R , I'ensemble

E, = {z € Q|f(z) > a} est mesurable au sens de Lebesgue

2.1.2 Fonction intégrable

On dit que une fonction mesurable f : 2 — R est intégrable au sens de Lebesgue

si [|f] < oo.
2.1.3 Espace de Lebesgue

Soit p € R,1 < p < oo on appelle I’espace de Lebesgue L? I’ensemble : LP(Q) =
{f : Q@ — R|f mesurable et |f|? intégrable de plus, pour toute fonction f € L?(Q2).,

on pose :
P 1
| £ llor= ([ 1f(2)/7de)>

Sip=ooet f:Q — R mesurable , alors on définit || . ||z :

|| f|lze=supess(f) =inf{a:|f(z) <app} (2.1)

13



Théoréme 2.1. On a les trois propriétés suivantes :
- L* est un espace vectoriel et || . || est une norme pour tout 1 < p < +o00.
- L* est un espace de Banach pour tout 1 < p < +o00.

- L? est séparable pour tout 1 < p < +o00.

Théoréme 2.2 (Théoréme de convergence dominée ). Soit (fn).>1 une suite de
fonction mesurables tell que |f,| < g Presque par tout, ou g est une fonction
intégrable supposons de plus E)njrl fa(z) = f(z) Presque par tout alors f est

intégrable et H}Iﬂ_l [fn=[Ff
2.1.4 Définition de support d’'une fonction continue

Soit f : @ — R une fonction continue , on appelle support de f l’ensemble

supp(f) = adh{z € w: f(z) # 0}
2.1.5 Définition de I'espace C.(Q2)

On désigne par C.(2), 'espace des fonctions continue sur Q & support compact;

c’est-a-dire C.(Q) = {f : supp(f) C Q}.
2.1.6 Inégalité de Holder

Soit p' la conjugué de p que veut dire ; + ; = let soit f € LP et g € L* avec

1<p<+ooAlors f.g€ Lt et ona: [olf.g] <|| fllzell g I|»
2.1.7 Inégalité de Young

Soient a et b deux réels positifs, p et p' des réels strictement positifs vérifiant

Lo . a? | b
{;+;7_1}alorsana.ab§ > T

2.2 Convergence faible dans les espaces L*

Définition 2.1. Soit Q C R™ un ouvert

14



- 511 <p<+o00 on dit qu'une suite u, converge faiblement vers u dans
LP st u,,u € LP et st ninloo Jo un(z) — u(z)]p(z)dz = 0,Vp € L¥, on note
dans ce cas la u, — u.

b Sip=+400, on dit que la suit u, converge faiblement vers u dans L*s1

Un, U € L™ et st nirﬁw Ja un(z) — u(z)]p(z)dz = 0.

2.3 Forme linéaire et dual de L?

Définition 2.2 (Définition de forme linéaire). Une forme linéaire sur un espace

vectoriel E est une application linéaire f : E — R.

Définition 2.3 (Définitions de la continuité d’une forme linéaire). Une forme li-
néaire f dans E est continue st et seulement s’il existe C > 0 une constante tell

que || flls< C.

2.3.1 Dual d’'un espace de Banach

Soit E un espace de Banach, on désigne par E' l’espace dual de E c’est-a-dire
E'={f:E — R, fest une forme linéaire et continue}

E'" est muni de la norme dual :

1 llp=sup| f(z) |= sup I
e E
z # 0.

Théoréme 2.3 (Théoréme de représentation de Riesz ). Soit 1 < p < +o0 et soit
@ € (L?)" , alors il existe u € LP unique tell que : {p, f) = [uf,Vf € LP. De plus

on a || ull=| @||zey-

Remarque 2.1. - Théoréeme de Fubini : Soit €, et 2, Des ouverts de R™ On

suppose que F € L*(Q; x Q) alors pour presque par tout z € Qy, F(z,y) €

15



Ly (S0) et o, | F'(z,y) | dy € L3 ().

De méme , pour presque tout y € {2y
Fla,y) € Li(Q)et [ | Fla,y) | do € L)
1

de plus on a :

/dw/ F(w,y)dyzf dy F(w,y)dw:/ / F(z,y)dzdy
Q1 Qo Qo Q1 Q1 JQ2

. olel
- D* est la dérivée d’ordre | o |: D*f = a—f

Ozy* -+ - 0z2n
2.4 Espace de Sobolev en dimension 1

2.4.1 Définition de dérivée faible

On dit que u € L?(I),1 < p < 400 & une dérivable faible si Jv € L?(I) tell que :

/I u(®)'(t)dt = — /I v(t)p(t)dt, Yo € D

Définition 2.4 (Définition de I’espace de Sobolev W% ). Pour 1 < p < +00 On
définit l’espace de Sobolev W'*(I) par {u € LP(I),u' € L* tell que u' la dérivée
faible de u} muni de norme || u |[wie=|| © ||zr + || ¥ ||zr Pour p = 2 on note
W2(I) = HY(I) et on le muni du produit scalaire : (u,v)m = (U, v)rz + (u',v') 12

et sa norme associée || u ||m= (|| w |3, + || v |3,)? .

Exemple 2.1. Soit I =] — 1;1[ on va montre que la fonction : u(z) = 3(| z | +z)

appartient @ W pour tout 1 < p < +oo et que

1s10<z<1.

0st —1<z<0.

On a u est continue et bornée elle appartient donc a LP pour tout 1 < p < 400

on va montre que sa dérivée aur sens de distribution vaut H : On a pour tout

16



p € CHI).

0 1 1
= [ [ o= [0
I —1 0 0 I

ainst , ' = H or H est bornée sur I et donc H € LP pour tout 1 < p < +00.

Propriété 2.1 (Propriétés W), L’espace de Sobolev est :
- Un espace de Banach pour 1 < p < +00.
- Réflerif 1 < p < +00.

- Séparable 1 < p < +00.

Démonstration 2.1. - 8% (Un)n>1 est une suite de Cauchy dans WP (I)

P

alors (un)n>1 et (u,)n>1 sont Cauchy dans LF(I) donc u,
n — +00.
P

! 1 . _ : ! _

et ul v Pour tout ¢ € D'(I) : (u,p) = ninlw<un,w) = —(v, )
n — +00.

donc u a une dérivée faible et u' = v

- Soit :

T :Wh(I) — LP(I)x LP(I).

v — T(u) = (u,u).

alors T est une isométrie st l’'on met sur le produit (LP(I) x LP(I)) la

norme || uw,v ||=|| v |, + || v ||, et LP(I) x LP(I) est séparable et pour

1< p< oo et réflexif donc WHF(I) aussi

2.5 Propriétés et caractérisation des fonctions de W17 (I)

lemme 2.1. Soit f € L}, (I) telle que [; f¢' = 0,V € CL(I) alors il existe une

constante C tell que f = C presque par tout.
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lemme 2.2. Soit g € L} .(I), pour yo fizé dans I on pose

v(z) = /y:g(t)dt,a: €l

.alorsv e C(I) et [;vp' = — [; 99,V € C.(I)

Théoréme 2.4. Soit u € WP(I), alors il existe une fonction @ € C(I) tell que

u = @ Presque par tout sur I et 4(z) — 4(y) = [j w'(t)dt,Ve,y e T

Démonstration 2.2. On fize yo € I et on pose u(z) = [, v'(t)dt alors u(z) € C(I)

et on va calculer [; ¢’

/ _//yo t)dt]¢'(z)dz = —/yo /yo (:1:)dt+/y: da:/y: u'(t)y'(z)dt

On applique le théoréme du Fubini on obtient :

haF® = 2 w(t)dt f} @'(a)dz + [, w(b)dt P @'(a)da = — [ w(b)dtlp(t) -
(a)ldz + [, w'(t)dt[p(b) — @(t)]dz = — [;u/(t)p(t)dt

Remarquons ensuite que {¢' : ¢ € DY(I)} = {v € D°(I)telque : [; ¢(t)dt = 0}
En effet , si supp(p) C [a,b] on a p(a) = ¢(b) = 0 Puisque ¢’ est continue
' (t)dt = p(a) — o(b) = 0. Inversement si supp(¥) C [a,b] et [;¥(t)dt = 0. On
pose (z) = [TP(t)dt, comme ¢ est continue,; ¢ est continument dérwable et
¢ =1, de plus p(z) =0 pour z < a ( car Y(t) =0 pour t < a et p(z) =0 pour
T > b) par ce que d’une part [P(t)dt = [;%(t)dt = 0 et d’autre part P(t) = 0
Pourt >b.

Considérons alors les formes linéaires :

D°(t) — R
Jl .

b — [r(t)dt.
D°(t) — R

Jo
Y — Jrlu(t) — wo(t)]9(t)dt
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Les égalités précédents disent ker J; C ker g, il existe donc C € R tell que :
Jo = CJy cela veut dire que : [;[u(t) — a(t) — cl¥(t)dt = 0,Vop € D°(I) c’est en
particulier vrai pour tout ¢ € D'(I) et l’on vu qu’alors u — 4 —c = 0 presque par
tout sur I , ainst u est presque par tout égale sur I a la fonction 4 + c qut est

continue sur I.

2.5.1 Caractérisation des fonctions de W¥(I)

Soit u € LP avec 1 < p < 400, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1- u € Wt

2- Il existe une constante C tell que : | fuy’ |< C || ¢ ||» Yo € C2(I)

Démonstration 2.3. 1 = 2 : soit u € W donc u' € LP, en utilisant l’inégalité

de Holder on obtient directement :

| [ue 1= [wo <10 N - 1@ lwin= C 1l @ Ny

. 2=1 : on considére la forme linéaire ¢ : C* — R définie par Y(p) = [uy'.

comme C° est un sous espace dense de L? Et puisque 9 est continue pour la
norme de L*', alors on peut la prolonger en une forme linéaire et continue ¥ sur
L? | d’aprés le théoréme de représentation de Riesz , il existe g € LP tell que :

(,0) = [gp,Yo € L* et donc particulier [uyp = [gp,Vp € C® d’ot u € WP,

Proposition 2.1. Soit (u,) une suite de W*F tell que u, — u dans LP et u,

converge vers une certaine limite dans L?, alors u € WP et || u, — u ||w1o— 0.

Démonstration 2.4. Supposons gque u,, converge vers une fonction a dans LP,
comme on a u, € WYP(I), [;u, = — [;uLp, Vo € C=(I).
en passant d la limite; on obtient : [;up = — [;ap,Vo € CX(I).

doncu e W v =a et || up, — u ||[wro— 0

lemme 2.3. Soit (a,b) € R? alors il existe une constante C > 0 tell que Vz €

la,b],Vu € WhP(a,b) :| u(z) |< C | u lwie(ep)-
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Démonstration 2.5. On a : | u(z) |<| u(a) | + [; v/ (t)dt On appliqgue inégalité
de Holder , on obtient | u(z) |<| u(a) | +(b — a)ﬁ | [,< C(J u(a) |+ | v |,) On
déduit que Uapplication u — || u ||=| u(a) | + | ¥’ |, est une norme sur Wh?(a,b)

de plus (W7 (a, ), . ).

2.6 Théoréme de densité

Théoréme 2.5 (Théoréme de densité). Soit u € WHP(I) avec 1 < p < 400 ; alors

il existe une suite u, dans C tell que u,;; — u dans W'P(I).

2.6.1 Corollaire

On suppose que I n’est pas bornée et on prend u € W(I) avec 1 < p < oo alors

ona: lim wu(z)=0
zck

z#0
Démonstration 2.6. Par le théoréme de densité; il existe une suite (Un)p>1 €
CH(R) tell que un; — u dans W'P(I), on déduit que || U, — U ||peo(y— O et
donc on obtient (lli‘ﬁu(:z:) = 0, en effet s1 € > 0 est donnée On choisit n assez
grand pour que ||EZ:— U ||z (I) < € or pour | z | assez grand on a u,(z) = 0(

puisque u, € CH(R) )et donc | u(z) |< €
2.6.2 Dérivation d’'un produit
Soient u,v € WP(I) avec 1 < p < oo, alors uv € W'?(I) Et :
(wv) =v'v+uwv'--- (2.4)
de plus on a la formule d’intégration par parties :

/: wv =u(z).v(z) — uly)v(y) — /$ wv',\Vz,y € I (2.5)

Y
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Démonstration 2.7. On a u € L*® et donc uv € LP commengons par le cas
ot 1 < p < oo, soit (u,) et (v,) des suites de C(R) telles que un,; — u et
Upr — v dans W'P(I) alors u, — u et v, — v dans L®(I) et par conséquent
UnUn — wV dans L™ et dans LP on a de plus (Uun¥n) = U, Up + Unv,, — u'v + uv’
dans LP.

Il en résulte que uv € WP(I) et que (uv) = w'v+uv' en appliquant la proposition
| un — u |[w1e—> 0 on obtient ensuite.

2.5 en intégrant 2.4. supposons maintenant que u,v € WhH*(I) alors vu € L*(I)
et u'v+uv' € L*(I).

il nous reste & vérifier que uv € WHP(I), c’est-a-dire que [uvy’ = — [;(v'v +
uv')p, Vo € CHI).

Pour cela, fizons un intervalle ouvert bornée J C I tell que suppp C J, par
conséquent, u,v € WYP(J) pour tout p < oo et d’aprés ce qui précéde on sait que

[yuve = — [;(u'v +uv')p c’est-a-dire [;uve’ = — [;(u'v+ uv')p

2.7 Résolution des probleme aux limites par un méthode variationnelle

Théoréme 2.6 (Théoréme de Lax-Milgram). Sotent H un espace de Hilbert et
a une forme bilinéaire sur H si a est continue et coercive que veut dire Ja >
0,C > 0 tell que | a(u,v) [<C || ull||v] et a(u,u) > al| ul?
alors on peut affirmer que si L est une forme linéaire sur H :

- Il existe un unique u € H tell que a(u,v) = L(v),Vv € H.

- Si de plus a est symétrique , si on pose J(u) = ia(v,v) — L(v) Alors

J(u) = min,cg J(v)

Démonstration 2.8. Par application de théoréeme de Riesz sur les formes li-
néaires continue, il eriste un vecteur f € H tell que Vv € H, L(v) = (f,v) Par
application de ce méme théoréme aux formes bilinéaire continue, il existe un
endomorphisme linéaire continue A € L(H) tel que Yu,v € H,a(u,v) = (Au,v)

La proposition (a) se réécrit alors : Ju € H, Au = f pour prouver cette proposi-
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tion , il suffit donc de montre que A est une byection de H sur H. On montre
dans un premier temps que l’opérateur est injectif, puis qu’il est surjectif par la
coercivité de a et en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout

vEH.

allv*< a(v,v) = (Av,v) <[ Av |]| v | (2.6)

dou || Av ||> a || v || pour tout v de H, ce qut montre que A est injectif
et dimage fermée. Notons Z cette image par le théoréme du supplémentaire
orthogonal d’un fermé on sait que H =2& Z

soit ensuite un élément W de Z*, on a par définition (AW, W) = 0 et donc :
a|w|?*<a(w,w) = (AW, W) =0 d’ou w = 0 ainsi , Z+ est réduit a {0}, ce qui
montre que A est subjectif.

L’endomorphisme A est bijectsf, il excite donc un unique u de H tel que Au = fet

il est donné par u = A"'f

Remarque 2.2. sans calcule u, on a inégalité

L /
i< 121
o'
ot || . ||' désigne la norme de l’espace dual H'

lemme 2.4 (lemme de picard). Soit (z,d) un espace métriqgue complet non vide
et soit S une application de X dans lur-méme satisfaisant a la propriété de
contraction suivante : il existe € €]0,1[ tel que : V(u,v) € X x X,d(Su,Sv) <
ed(u,v) alors il existe une seule fonction u de X qui soit un point fize de S

C’est-a-dire Su = S.
Démonstration 2.9. Existence : soit ug € X et définissions la suite (u;);>o0 -

uj11 = Su; alors pour tout 3 > 0,d(u;+1,u;) < ed(uo, u1)
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En effet c’est vrais pour 7 = 0 supposons qu’a l’étape 7, l'inégalité soit vrais,
alors d(uji0,ujv1) < €d(ujpr, u;) < ed(ug,u1) Par conséquent, la suite (u;);>o est

de Cauchy dans (X,d) Car st :

Jj=p-1
K < Pd(ug,up) < > d(uj,uji) (2.7)
=k

Jj=p+1

k
< d(ug,uq) Y, &< 16
i—k

d(uo, u1) (2.8)

Soit u dans X tel que d(uj,u) tend vers zéro quand J tend vers linfini
puisque, u;11 = Su; par continuité de S on déduit alors que Su =1u
Unacité : s1 u et v deux points fize de S alors par la propriété de contraction :

d(Su, Sv) < ed(u,v) Soit d(u,v) =0 c’est-a-dire u =v

Remarque 2.3. Inégalité de Cauchy Schwarz :
vz,y € R"on a |(z,y)| <[z || . || v ||
2.8 Lesespaces W™P H™ H} H™!
2.8.1 Définition de 'espace W™?
Soit m > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit W™*(I) par récurrence :
W™P(I) = {u € W™ (1), ¢ W™ bP(I)}

m
a=1

muni de la norme || u [|jwme=|| © ||zr + >y || D*u ||» Pour p = 2, on note W™?

par l’espace H™(I) elle définie par :
H™I) = {u € L*(I),D%u € L*(I),Ya € N* :| a |< m}
est muni de la produit scalaire :

Vu,v € H™(I) : (u,v)gm = (u,v)r2 + > _(D%u, D)o

a=1
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2.8.2 Définition de I'espace H;(I)

Est un sous espace de H*(I) et est définie comme étant 1'adhérence de C(I)

JE— = N
dans H'(I), ce qu’'on note aussi : H}(I) = C§°(I)H 0

2.8.3 Définition de I'espace H*(I)

HY(I) est le dual de ’espace de Sobolev Hj(I) L'espace H !(I) admet la carac-
térisation suivante : H*(I) = {f ¢ D'(I)/f =go + =%, %% olti go--- ,94 € L*(I)}

=1 Oz;?
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Chapitre 3

Pprobléme de Dirichlet

3.1 Probleme aux limites

3.1.1 Définition du probleme aux limites

Le probléme aux limites est constitue d’une équation aux dérivée partielles dont
on recherche une solution prenant de plus des valeurs imposées en des limites du

domaine de résolution.

Exemple 3.1. l’équation différentielle du second ordre Ve € [0, 7/2],y"(z)+y(z) =

0. Avec les conditions tnitiales :

y(0)=0

y(m/2) =2
Pour résoudre cette équation on a le rappel suivante :
Pour résoudre une équation homogéne on va calculer Delta (A) : A = b* — 4ac
avec l’équation homogeéne est : ay”’(z) + by'(z) + cy(z) =0

st A >0 1y adeur racines r,7s :

ry = bYA= VB glors la solution de Uéquation est : y(z) = Ae*® + Be™®
st A = 0 admet une racine double r : v = —b/2a la solution est : y(z) =

(Az+B)e™ si A < 0 il y a deuz racines complezes conjuguées a+1if, c-a-d : ry =

% Vw,r2 = _b% VA donc la solution est : y(z) = Ae®® cos(fz) + Be*® sin(Bz)
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Alors : on va calculer A de l’équation y" +y = 0 donc A = —4 < 0 alors la

solution de l’équation sous la forme y(z) = Ae*® cos(fz) + Be*®sin(Bz).r; =

14/|-4
2

=1,Ty = %M' = —1 donc a = 0,8 = 1 alors y(z) = Acos(z) + Bsin(z),

maintenant en appliguant les conditions auz bord on a

y(0) = Acos(0) + Bsin(0) =0

y(m/2) = Acos(m/2) + Bsin(m/2)

donc A = 2,B = 0 donc la solution est bien définie de facon unique et vaut

y(z) = 2sinz

3.2 Le laplacien

Définition 3.1. Si f est une fonction de classe C? définie sur un ouvert U de

R™ qui admet des dériwées partielles on appelle le laplacien de f la fonction

Af =50, 5
3.3 Fonction harmonique

Définition 3.2. Soit Q un ouvert de R™ , une fonction v € C?(Q) est dite har-

monique dans €2 st Av = 0 dans 2.

3.4 Inégalité de Poincaré

Définition 3.3. Soit Q2 un ouvert bornée,d une constante C > 0 tell que , pour

tout u € H}(Q) on a :

lull2@< Cl Vul
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3.5 Probléme de Dirichlet pour le laplacien

Définition 3.4 (Définition de probléme de Dirichlet). On appelle probleme de Ds-
richlet une equation de laplacien avec conditions aux limites de type Dirichlet,
pour tout 2 ouvert de R"™ trouve une fonction harmonique u dans {2 continue
sur Q valant ug sur le bord 6%).

La formulation abrégée de ce probléme est alors :

Trouver u tell que

Au =0 dans €2
(3.1)

U = Uy sur 052
Ou A désigne le laplacien

Remarque 3.1. On a deuz cas sur le probléme de Dirichlet :
1°" cas : st ug = 0 on appelle le probleme 3.1 probléme de Dirichlet non
homogéne.
2™¢ cas : siuy = g tell que g fonction continue et g € HY?(6Q) On appelle le
probléme 3.1 probleme de Dirichlet non homogéne.

Dans ce chapitre on va étudier le probléme de Dirichlet homogene

3.6 Probléme de Dirichlet homogéne

Définition 3.5. Le probléme de Dirichlet homogéene est un type essentiel de
probléme de Dirichlet pour le laplacien.

Ce probléme s’énonce de la fagon suivante : étant donnée une fonction f € L*(Q)
,trouver une fonction u définie dans Q et solution de :

—Au = f dans Q
(3.2)

u =0 sur 0f2
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3.6.1 Formulation variationnelle

Définition 3.6 (définition et démonstration). On considéré le probléme de Diri-

chlet homogene

—Au = f dans Q

u = 0 sur 092

On suppose que u € C?(Q) est la solution de le probléme en multipliant l’équation

(—Au = f) par v € H, et en intégrant sur Q on obtient :

—/ Au’udm:/f'ud:z:
Q Q

D’apres la formule d’intégration par partie on a :

/QVuV'Udm—/a —1185_/ fvdz

Q on

ou 86 est la mesure superficielle de bord 002 comme v est & support compact
dans €2 donc v = 0 sur le bord 822 , alors le terme de bord est nul : [g 3 %986 =0

on en déduit que u vérifie :

/QVqud:z::/vad:z: (3.3)

cette égalité appelée la formulation variationnelle du probléme : trouver u €

H; () tel que v € H}(Q).

/Vquda;:/fvda:
Q Q

réciproquement, si u € H3(Q) est solution de 3.3, alors puisque D(Q) C H}(Q),

on a pour tout ¢ € D(Q) : [o Vu.Vvdz = Y7, [q g; 2;” dr = Jo fedz

cette égalité s’écrit encore : Y. (g;, azz> (f, o) et par définition de la dérwa-
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tion au sens des distributions il vient :

—i<§;§,w> = (f, )

=1 1

C’est-a-dire —Au = f

Corollaire 1. Soit f € L?(Q), st pour toute fonction ¢ € C(Q) ;on a [o f(z)p(z) =

0 alors f =0 presque Partout dans ().

Démonstration 3.1. Soit (f,)nen une suite de C*(Q) convergeant vers f dans
L?(Q2), alors pour tout n € N, on a [y f(z)f.(z) = 0 en appliquant le théoréme

de convergence dominée de Lebesgue, on obtiens || f ||-= 0 d’ou le résultat.

Proposition 3.1. soient Q un ouvert borné de R™ et f € C(Q), Si u € C*(Q)
est solution classique de probleme de Dirichlet homogéne alors u est solution
de 3.3, réciproquement, si u est solution de la formule 3.3 et u € C%(Q) alors u

solution classique de probléme

Démonstration 3.2. Par construction de la formulation variationnelle, il est
claire que st u est solution classique de probléme homogeéene alors u est solution
de la formulaire variationnelle 3.3 Réciproqguement : soit u € C?(QN HL(Q) telle
que Yv € H}(Q), [ VuVvdz = [, fvdz

Soit v € CH(Q) C H}(Q), par application de la formule d’intégration par partie

on obtient :

ou
/Q(Au + flvdz = o %vdé =0

D’apres le corollaire 3.3 on déduite Au(z) + f(z) = 0 pour tout z € Q, de plus,

comme u € H}(2),u =0 sur 652

Corollaire 2. Soit Q est un ouvert borné, alors la formulation variationnelle
admet une unique solution u € Hi(Q2) de plus , u réalise le minimum dans

H{(Q2) de Uénergie J définie par : J(v) = 1 [o Vu.Vvdz — [, fvdz
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Théoréme 3.1. Soit f une fonction, de L?(Q2), alors les problémes suivantes
sont équivalents :

1) Trouver :
u € Hy(Q), tel que — Au = f dans D'(Q) (3.4)

1) Trouver :
u € Hy(Q), tel que Vv € Hy(Q) : /QVu.Vvda; = /vadzz: (3.5)

11) Trouver

1
u € Hy(Q) qui minimise la fonctionnelle : J(v) = 5/ |V11(m)|2d:z:—/ fu(z)dz sur Hy(S
Q Q
(3.6)

Démonstration 3.3. Nous allons tout d’abord montre que 3.4 <= 3.5 :
Si u solution de 8.5 alors puisque D(Q) C H}(R2), on a

i Ou 0
Vo € D(Q) : /QVquo(x)da: = Z/M&de = /va(:z:)da:
i1

Or par définition de la dériwvée au sens des distributions :

Ou Oy du Oy %u
— AT =(—,7—)D = —(—— ,
q Oz, Oz, z 8g;k’ afllk)D xD <8$2’(p’ (p>D x D

Donc :

N 2
o°u
V(p S D(Q)1 Z<_727 §0>D’><D - <_Au7 ()0>D’><D — <f; (p>D’><D
Oz
ce qui signifier bien —Au = f au sens des distributions réciproguement, St U
vérifier —Au = f dans D'(Q) alors les calculs précédents, effectues dans l’autre
sens montrent que : [ Vu.Vodz = [, fv(z)dz.

pour tout fonction ¢ € D(Q2) et donc pour tout fonction ¢ € Hi(S2) par densité
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de D(Q2) dans H;(2) d’ou u est bien solution de 3.5.
3.5 < 3.6 pour cela calculons pour une fonction v € H}(Q2) et un réel t quel-

congques !

J(u+ty) = ; [ 19+ t)@)dz — [ f(ut to)@)ds (3.7)

= J(u)—f—t/QVuV'u(m)d:z:—k7;2/9|Vv|2d:z:—t/ﬂfvd:z:. (3.8)

On en déduit que si u est solution de 3.5 alors : Vv € H}(Q), J(u +v) = J(u) +
= Jo IVu[?dz et donc u réalise bien le minimum de J sur Hy(Q) ( car u+v décrit
H}(Q),quand v décrit H}(Q)).

Réciproguement, si u minimise J, alors J(u +v) > J(u) pour tout v € H}(Q) et
tout t € R d’ou Vt € R, t([, Vu.Vu(z)dz — [ fv(z)dz + %fg |Vv|?dz > 0.

En dwvisant, alors cette relation par t > 0 puis en faisant tendre t vers 0, en
obtient : [ Vu.Vu(z)dz — [, fv(z)dz > 0 En faisons de méme avec t < 0, on

obtient lintégralité dans l'autre sens d’ou u est solution de 3.5

Remarque 3.2. La solution de la formulation variationnelle s’appelle une solu-

tion faible du probléme de Dirichlet homogéne.

3.6.2 Existence et I'unicité de probleme de Dirichlet

Proposition 3.2. Si l’ouvert Q2 est borné, le probléme de Dirichlet homogéne

admet une unique solution

Démonstration 3.4. On applique le théoreme de Laz-Milgram ci-dessus avec :
a(u,v) = [ Vu.Vudz et L(v) = [, fvdz

ceci sur l’espace V = H}(2) muni de la norme :
| v [lv=|v]m =[l Av ||z2(q)

- La forme bilinéaire a(u,v) est continue sur H3(Q) x H} () en effet, d laide
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de l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

la(u,v)| = ]/ Vu.Vudz| S/ |Vu.Vv|dz
Q Q

a(u,)] < ([ [VuPda)}([ |Voltda)t (3.9)
Q Q

= || Vu ||L2(Q) . || Vv ||L2(Q) (3.10)

= Nulvllv v (3.11)

Dot |a(u,v)| <|| w |lv|]| v ||v D’autre part a(u,v) est V—elliptique, en

effet :
a(v,v) = /Q(Vv)zdzz: (3.12)
< /Q\Vv]zda: (3.13)
= [[Vvlp@=[vlv (3.14)

D’ot a(v,v) =|| v ||v
L(v) est continue sur H} , en effet a l’aide des inégalités de Cauchy-

Schwarz et de Poincaré on a :

L) | = |/ fudal (3.15)
< ([ I£Fda)([ folde)? (3.16)
= || fllz2@ -l v llz2e) (3.17)
< CO) | f lze@ll Vv |z (3.18)

On pose M =C(Q || f ||z2@))-
Dot |L(v)| < M || v ||v.

Le théoreme de Laz-Milgram mous assure donc l’existence et l'unicité de la
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solution u € H}(Q2) de probléme 3.6.
De plus,puisque la forme bilinéaire a (u,v) est symétrigue st on pose : J(u) =

~a(v,v) — L(v) alors :

1
J(u) = E/Q(Vv)zdzz: — /vada: sur l’espace H; ()
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conclusion

La formulation variationnelle permet de traduire, par dualité, un probléme d’équa-
tion différentielle ou d’EDP (équation aux dérivées partielle) avec condition aux bords
(ou aux limites).

Cette formulation permet de montre, sous des hypothéses plus faibles, l'existence et
I’unicité é de la solution de probléme, elle transforme ainsi le probléme initial en celui
de la recherche des extrémums d’une fonctionnelle sur un espace de Hilbert.
L’étude théorique de certains problémes aux limites. Est base sur la formulation varia-
tionnelle de ces problémes. Celle-ci permet d’obtenir aisément 1’existence et I'unicité
des solutions.

Par le théoréme de lax-Milgram et 1’égalité de Poincaré. Cette formulation variation-

nelle est de plus bien adaptée a I’approximation numérique de ces problémes.
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