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Notations

R Ensemble des nombres réels.

reR Variable temporelle.

R Ensemble des nombres réels positifs.

la, b] Intervalle fermé de R d’extrémités a et b.

R4 Espace euclidien de dimension d.

N Ensemble des entiers naturels.

X = % La dérivée de la variable x par rapport au temps ¢, et c’est

dérivée a droite dans ce travail.
c=C ([a, b],Rd) Espace des fonctions continues de [a, b] dans R4,
| x| Si x € R — |x| est la valeur absolue

Si x € R? — |x| =|| x || la norme de la convergence uniforme.

I flloo Egale sup | f|.
max Fonction maximum.
min Fonction minimum.

sup Fonction supremum.
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Introduction générale

ans la nature, plusieurs phénomenes sont gouvernés par une classe d’équations dif-
D férentielles a retard (E.D.R). Comme leur non indique, ces équations généralement
I’évolution des variables dépendant nous seulement des valeurs actuelles mais dépendant
aussi irréductiblement des valeurs prises dans le passé autrement dit elles tiennent compte
de l'effet du passé dans la prédiction du futur.

Les équations différentielles a retard constituent un champs d’étude trés important pour
modéliser des phénomenes d’hérédité rencontrés en physique, biologie, chimie, économie,
écologie, etc. Malgré que dans la plupart des modeles, le retard est estimé non signicatif et
ignoré pour simplifie I'étude, il a été prouvé que dans de nombreux cas, le retard joue un
role dominant dans plusieurs domaines et que les modeles avec retard fournissent des ré-
sultats plus précis et réalistes que leurs homologue sans retard.

Anotre connaissance I'apparition des équations différentielles a retard remonte au 1géme
siecle. L'analyse de ces équations a commencer dans les années cinquante, ces années ont
vu une explosion de la théorie qui a été largement développée et les (E.D.R) fait partie du
vocabulaire des chercheurs travaillant sur la viscoélasticité, les problemes mécaniques, les
réacteurs nucléaires, le flux de chaleurs, les réseaux de neurones, la combustion, l'interac-
tion des espéce, les modeles micro-biologiques, épidémiologiques ou physiologique, ainsi
que beaucoup d’autres.

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés a introduire quelques notions de base



Introduction générale

pour 'étude des systemes d’équations a retard, le reste de ce travail est décomposé en trois
chapitres.

Le premier chapitre est un état del’art sur les équations différentielles a retard. Apres une
définition générale, une classification des types d’équations et quelques exemple, nous pas-
sons a un rappel du quelques notions de base et certaines résultats de la théorie d’existence
et d'unicités des solutions. Ensuite, nous nous intéressons plus particulierement a présent
la théorie de la stabilité des systemes a retard.

Le deuxieme chapitre, qui est consacré a I'étude des équations différentielle a retard
constant, on donne une définition générale, la solution et théoreme d’existence et d'unicité
de la solution. Nous nous intéressons plus a la méthode d’intégration de ces équations.

Puis, on termine dans le troisieme chapitre par I’étude des équations différentielles dé-
pendant de I’état : ou1 on s’intéressera a la définition, existence et unicité des solution. Enfin,

nous terminons ce travail par une conclusion.



Chapitre 1

Quelques résultats sur les équations

différentielles a retard

Dans ce chapitre, nous allons voir que le cadre approprié pour les équations différen-
tielles linéaires a retard. Nous avons donné quelques définitions, exemples et des résultats
de base associés aux équations différentielles a retard, nécessaires pour I'élaboration de ce

travail.

1.1 Définitions et des exemples

Dans cette section, nous donnerons une définition générale des équations différentielles

aretard et quelques exemples dans lesquels ces équations sont appliquées.

1.1.1 Notations et définitions

Soit r = 0 un réel donné. Pour a < b, on note par C([a, b],R?) I'espace des fonctions
continues définies sur l'intervalle [a, b] a valeurs dans R¢, muni de la topologie de la conver-

gence uniforme. Pour [a, b] = [-1,0] on pose :

Co = C([-r,0],R?)



1.1. Définitions et des exemples

et on désigne la norme d'un élement ¢ de Cy par :
lpl = sup{lp@)|: —r <6 <0}
ol | -| est une norme dans R?.

Définition 1.1 Soienttp €R, L=0, xe€ C([to— 1,1+ L],IR{d) et t € [y, to + L|. On définit une

nouvelle fonction x; éléement de Cy par :
x:(0) =x(t+0)
oG e[-r,0].

Définition 1.2 Si U un sous ensemble deR x Cy et f : U — R? est une fonction donnée, alors
l'équation
x=f(t,x) (1.1)

” »

ot ™" représente la dérivée a droite avec x,(0) = x(t +0), 0 € [-r,0] est une équation différen-
tielle a retard sur U notée en abrégé (E.D.R) et le nombre r est appelé le retard.

Il est clair que le cas r = 0 correspond au cas des équations différentielles ordinaires. Il est
évident qu'une condition initial appropriée au temps t = ty exige la détermination de la fonc-

tion x sur tout intervalle [ty — 1, tp] ; c-a-d :
x(t) =¢(1), Le[to—r1, 1]

ot : [ty—1, ty] — R? est une fonction donnée supposée continue appelée la condition initiale

de l'équation différentielle (1.1). Ainsi, I'équation (1.1) peut se mettre sous la forme :

x=f(t,x) t= 1o
(1.2)

x(8) =¢(1) te[to—r, 1]

ot ¢ est une fonction donnée continue sur l'intervalle [ty — 1, tp].



1.1. Définitions et des exemples

1.1.2 Exemples

Exemple 1.1 Considérons le modele de Malthus qui décrit l'évolution d’'une population d’in-

dividus, notée N(t), au temps t :
N'(t) = bN(t) —dN(1).

-Le terme bN(t) décrit la fraction de la population contribuant a la naissance d’individus (b
est le taux de naissance).

- dN(t) décrit la fraction de la population contribuant a la mort d’individus (d est le taux de
mortalité).

Cette équation se résout simplement :
N(t) =P DE0IN(t); = 1.

Trois situations sont possibles :

- Soit la population croit exponentiellement (b > d) ; tl_i)I_Eloo N(t) = +o0.

-Soit elle décroit exponentiellement (b < d) et disparait; IEIPOO N(t)=0.

-Soit la population est constante (b = d); N(t) = N(ty).

Ce modele n'est pas valide, en temps long tout du moins (il ne tient pas compte de fluctuations
de la population, etc.).

En 1973, Cooke et Yorke ont proposé un modeéle "de Malthus" modifié (population d’'individus
adultes) :

N'(8)=bN(t—r)—dN(1);

ot r > 0 est I'dge auquel un individu devient adulte (ou, de fagcon équivalente, peut se repro-
duire). Ainsi, la contribution des individus a la dynamique de la population n'est pas instan-
tanée, mais retardée, le temps qu'ils deviennent adultes.

Il s'agit d’'une équation a retard, et plus précisément une équation linéaire a retard discret. Le
retard est égal a r. Ce type d’'équation, quoiqu’a priori similaire a une équation différentielle

ordinaire (E.D.O.), possede des propriétés différentes.



1.1. Définitions et des exemples

Exemple 1.2 Hutchinson (1948)

Le modele logistique de Verhulst (1838) :

dN(t)
dat

N(t)) (1.3)

:rN(t)(l—T

ot r est le taux de croissance de la population et k est la capacité de charge du milieu. Par la

méthode de séparation des variables, on obtient :

Nok

N = S —Ne—Re ™

avec N(ty) =Nyp>0 (1.4)

-Si Ny < k, la population croit, se rapprochant de k de maniere asymptotique (quand t —
+00).

-Si Ny > k, la population décroit, approchant a nouveau de fagon asymptotique la valeur k.
-Si Ny = k, la population reste constante (N (t) = k).

En fait, N = k est appelé l'équilibre positif de 'équation (1.3). Zéro est aussi un équilibre de
cet équation. D'apres ce qui précede, l'équilibre k de I'équation logistique est globale-
ment asymptotiquement stable; c'est-a-dire que tl—i>IPoo N(t) = k, pour n'importe quelle valeur
initiale N(ty) = Ny > 0.

Dans le modele précédent, il est supposé que le taux de croissance d'une population a
tout instant t dépend du nombre d’'individus a cet instant. En pratique, le processus de repro-
duction qui fait croitre cette population n'est pas instantané (période de gestation ou temps
d’éclosion des oeufs, par exemple). En 1948, Hutchinson avait proposé de tenir compte de la
duréet > 0 de formation des oeufs dans une population. Il a considéré l'équation logistique

dN(t) (1 B N(t—r))_ 15

N
ar N k

our etk ontla méme signification que dans l'équation logistique (1.3), T > 0 est une constante.
Léquation (1.5) est souvent appelée équation de Hutchinson ou équation logistique avec re-

tard.

Exemple 1.3 En mécanique, des modeles avec séquelle sont utilisés pour décrire les états

contrainte déformation des matériaux, par exemple du bois, des polymeres, du plastique, de

6



1.1. Définitions et des exemples

la glace, etc. La théorie de la séquelle élastique pour les corps rigides a été proposée par Boltz-
mann et développée par Volterra. Ce dernier l'a appelée la théorie héréditaire de l'élasticité.
Dans la littérateur moderne, l'expression élasticité héréditaire est généralement remplacée par
viscoélasticité. La théorie de la viscoélasticité est a la base de la conception de nombreux élé-
ments de construction qui doivent fonctionner dans des conditions d’exploitation complexes.
Du point de vie de la théorie de (E.D.R), les structures viscoélastiques peuvent étre décrites par
des équations avec séquelle distribuée illimitée.

Considérons les équations d'approximation linéaire du mouvement transversal d’'une

/

V|
FIGURE 1.1

barre viscoélastique homogene articulée a articulation rectiligne soumise a une charge axiale
P (Fg 1.1). Leffet de viscosité détend les contraintes de flexion dans la barre. Formellement, cet
effet équivaut a l'apparition d’'un moment de flexion antagoniste. Supposons que le moment
de flexion unitaire appliqué a un élément de barre pendant l'intervalle de temps (t,t + dt)
donne a chaque instant t + r > t une élévation au moment de flexion antagoniste T(t,r)dt.
(Ici T = 0 est appelé la fonction de relaxation; la dépendance de T sur t est liée a un éven-

tuel vieillissement du matériau). Si le processus démarre a l'instant t = ty = —oo, on obtient
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I'équation de mouvement :
2 62
P25 y(t,x) = —W[Py(t, x) + M(t, x)]

2 t
M(t,x):EI% y(t,x)—f t(nt-nyrodr|, t=t 0<x<I
X 7

0

avec p est la densité linéaire du matériau de la barre, I le moment d’inertie d'une section

transversale de la barre, et | la longueur de la barre, les condition aux limites suivantes :

yt,x)| _ Pyt,x)

=0.
0x?2 0x2

x=1

y(t,0)=y(,1) =0,

x=0

Exemple 1.4 Equation de Nicholson(mouches-moutons)

En 1950, le célébre biologiste entomologiste australien Alexander J.Nicholson a mené une
longue série d’expériences visant a en apprendre davantage sur des populations de mouches
dévoreuses de viandes responsables de 90% des myiases ovines qui menacent les élevages de
plusieurs pays comme l’Australi, la Nouvelle Zélande et I'Afrique du sud.

Cette mouche diptere ayant un corps rond a ovale de longueur varie de 4.5 a 10 millimétres
avec des yeux rougedtres et un corps verddtre ou vert bleuté avec des reflets cuivrés fait partie
de la famille des "Calliphoridae" et elle est connue sous le nom "lucilie cuivrée australienne”
ou tout simplement "mouches du mouton australien" ou en Latin "Lucilia cuprina” ou "Phae-

nicia cuprina”.

En outre, elle a deux paires d’ailes, la premiere paire étant des ailes des membraneuses et
la seconde paire étant des ailes postérieures réduites et modifiées connues sous le nom "d’hal-
teres" qui sont utilisées pour la stabilisation du vol.

Le cycle de développement de cette mouche comprend quatre stades de croissance :ceuf,
larve, pupe et adulte. La lucilie femelle gravide attiree par les plaies ou les replis laineux mal-
odorants et humides des moutons pond en moyenne 250 ceuf sur la peau de U'animal et qui
vont éclore et se muent en larves carnivores apres une période d’'incubation ne dépasse pas
24h. Ces asticots se nourrissent des sécrétions des plaies et des tissus sous-jacents du moutons

pendant trois stades larvaires de durée de 4 a 5 jours.
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FIGURE 1.2 - La lucilie cuivrée.

Apres la phase larvaire, les larves complétement développées se laissent tomber et s'en-
foncent dans le sol pour se transformer en pupes donnant des nouvelles mouches jeunes.

Motivés par les données expérimentales obtenues par Nicholson, Gurney, Blythe et Nisbet
ont proposé en 1980, l'équation retardée (x) ci-dessous qui décrit I'évolution de la dynamique
d’'une population au cours du temps :

-N(t—-71)

de:,BN(t—T)e( k )—6N(t) (%)

dat

~

ol :
N(t) représente leffectif de la population a l'instant t ( les lucilies cuivrées adultes a l'instant
t).

dN(t

dt
B est le maximum de la croissance quotidienne d’ceufs par individu.

représente le taux dévolution du nombre de la population.

k est le nombre maximale d’individus que le milieu peut supporter.
0 est le taux de mortalité par individu (jour™1).

T est la durée de la phase de maturation (le cycle de développement).
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Mouches adultes
par les plaies ou les replis

laineux malodorants et P
humides des moutons / i
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7 souvent non percue par

I'bomme Nouvelles
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tomber au sol

FIGURE 1.3 - Cycle de développement de la lucilie cuivrée.

1.2 Classification des équations différentielles a retard

Les équations différentielles a retard peuvent étre classées comme linéaires ou non li-
néaires, autonomes ou non autonomes, périodiques ou non ou encore selon les types des
retard. Dans cette section, on s’intéresse a donner une classification des (E.D.R) selon les
types a retard, on trouve les sous catégories suivantes :

Equations différentielles a retard constant : Sous leur forme la plus simple, les équa-

tions différentielles a retard constant, s’écrivent comme suit :
x=f(t,x(8),x(t—-r);

ou f est une fonction donnée et le retard r est un constant positif.
Equations différentielles a retard variant dans le temps : Sous leur forme la plus simple,

ces équations s’écrivent comme suit :
x = f(t,x(1), x(t—r(1));
ol f est une fonction donnée.

10



1.2. Classification des équations différentielles a retard

Equations différentielles a retard variable dépendant de I'état : Sous leur formela plus

simple, ces équation s’écrivent comme suit :
%= f(t,x(8), x(¢ = r(x(1))))

avec f étant donnée.

Des fois cette classification, n’est pas suffisante dans I'étude, ce qui conduit a ajou-

ter des contraintes supplémentaires relatives au retard ou a sa dérivée et qui mene

ensuite a définir de nouvelles sous catégories d’équations a retard variable comme :

Equations a retard variable arbitraire : Le retard et sa dérivée ne sont pas limités.

Equations a retard majoré : Cette sous-catégorie suppose la connaissance d'une va-
leur maximale sur le retard

0=<r(t) <rmax

Si r(t) = r est constant, il reste en pratique incertain et la contrainte ci-dessus
assure un intervalle borné. Ce type de retard a été tres largement abordé dans la
littérature.

Equations aretard (bi-borné) : Cette sous-catégorie est moins abordée que le cas

précédent dont on suppose que le retard vérifie la contrainte :
Tmin S T() < I'max

Equations aretard variant lentement dans le temps : 7(f) est une fonction dérivable
presque partout telle que

F)sA<l1

qui indique alors une limitation sur la vitesse de variation du retard et que ce der-
nier varie lentement dans le temps autrement dit que les informations retardés
arrivent dans 'ordre chronologique.

Equations a retard variant modérément dans le temps : 7(¢) est une fonction déri-

vable presque partout telle que
F(t)<sA avec A=1

11



1.3. Existence, unicité et prolongement de la solution d’'une équation différentielle a
retard

Equations a retard variant rapidement dans le temps : Dans cette sous-catégorie, il
n'y a aucune contrainte sur le retard et sa dérivée.

Equations différentielles a retard distribué: Ce type d’équations a été traité dans la lit-

térature, pour la conception d’observateurs pour des systemes non linéaire. Sous leur

forme la plus simple, ces équations s’écrivent comme suit :
x(t) =—-ax(t)— ﬁfx(t— a)dn(a)

On trouve ce type d’équations dans le modeéle dynamique des populations présenté
par Volterraou il a utilisé un terme de retard distribué pour examiner un effet cumu-
latif sur le taux de mortalité d'une espece.

Equations différentielles a retard inconnu : Dans ce cas, aucune hypothése sur le re-
tard n’est considérés qu'il soit constant, variable ou distribué.

Equations différentielles a retard de type neutre : Ces équations notées en abrégé (E.D.N)
différencient des (E.D.R) par le fait que la dérivée de I'état au temps actuel dépend
non seulement des valeurs de |'état passé mais de la dérivée d’ordre le plus élevé in-
tervenant dans I’équation du temps passé. Sous leur forme la plus simple, ces équa-

tions s’écrivent comme suit :

d
E[Dx(t—r(t))] = f(t, x(0), x(t - (1))

ol f est donnée et D est un opérateur.

1.3 Existence, unicité et prolongement de la solution d’'une
équation différentielle a retard

Définition 1.3 Soit x une fonction de I c R dans R?. On dit que x est une solution de l'équa-
tion (IJ) s'il existe to € R et L> 0 telle que x € C([tp— 1,1 + L],Rd) ,(t,x;) € U et x vérifie la

relation (1.1) pour tout t € [ty, tp + LI.

12



1.3. Existence, unicité et prolongement de la solution d’'une équation différentielle a
retard

Définition 1.4 Soit x(t) une fonction de I c R dans R4. Pour toeR et € Cy donnés, x est une
solution du probleme a valeur initiale (1.2) telle que x(t) = ¢(t) si t € [ty — 1, ly] et satisfaisant

(1.I) site€ [y, to+ L] avec L > 0.

Remarque 1.1 Pour ty € R et ¢ € Cy donnés, la solution du probléme (1.2) est dite unique si

deux solutions considérent la ot elles sont simultanément définie.

Proposition 1.1 (Voir [3)) Etant données une fonction ¢ € Cy, ty € R et soit f : U — R une
fonction continue. Trouver une solution de l'équation (1.2) est équivalant a la résolution de
l'équation intégmleE] suivante:

t
x(O) =)+ | f(s,x5)ds,
lo (1.6)

pour tout t = t.

Théoreme 1.1 (Voir (1)) (Existence) Pour l'équation (1.1), supposons que U est un sous en-
semble ouvertdeRx Cy et f € C(U, IRd) est une application continue sur U. Si (ty, ) € U, alors

il existe une solution du probleme (1.1) passant par (ty, }).

Définition 1.5 On dit que la fonction f(t,¢) est lipschitzienne par rapport a ¢ sur un com-

pact K deR x Cy s'il existe une constante a telle que pour tout (t,y;)€e Ki=1,2,ona:

|f(t, 1) — f(t,w2)| < alyy —pal.

Théoreme 1.2 (Voir (1) (Unicité) Supposons que U est un sous ensemble ouvert de R x Cy,
f: U — R une fonction continue et f(t,x) est lipschitzienne par rapport a x sur tout sous

ensemble compact de U. Si (ty,$) € U, il existe une solution unique de l'équation (1.1) passant

par (ty, ).

1. Chaque équation dont I'inconnue sous le signe d’intégral est dite équation intégrale. Par exemple,

I'équation de résolution d’'un équation différentielle il est équation intégrale.

13



1.4. Stabilité locale et globale des équations différentielles a retard

Définition 1.6 On suppose que la fonction f dans I'équation (1.1) est continue. Soit x une
solution de cette équation, définie sur Uintervalle [ty —r,al,a= t; .
On dit que X est un prolongement de x s'il existe b > a tel que X est définie sur [ty — 1, D|,

coincide avec x sur [ty — 1, al, et vérifie l'équation (1.1) sur [ty —r, bl.

Définition 1.7 La solution x est dite maximale si elle n'admet pas de prolongement, c’est-a-

dire que l'intervalle [ty — 1, al est l'intervalle maximal d’existence de la solution x.

1.4 Stabilité locale et globale des équations différentielles a
retard

A présent, on consideére I'équation (L.I) avec f : U — R“ continue et suffisamment lisse
pour garantir que la solution x(z, £y, ¢p) passe par (%, ¢p) € [—1, +00) x Cp soit unique et définie

sur [fp, +00). On peut alors donner les définitions suivantes :

Définition 1.8 Un point Xy € R? est appelé un point d’équilibre, ou une solution stationnaire

de (1.2) si f(xy) =0 ot Xo désigne la fonction constante sur Cy avec Xy(0) = xo, 0 € [-1,0].

Définition 1.9 Supposons que f(0) = 0. On dit que la solution x = 0 de (1.2) est:

— Stable, si pour tout ty = L, € > 0 il existe 5 = O (ty, €) > 0 tel que pour tout p € Cy :
| |<d=|x(t;t,P)I<e, VE=ty.

— Uniformément stable, si pour tout € > 0, il existe 6 = 0(¢) > 0 indépendant de ty, tel

que pour tout¢p € Cy :
[pl<o=>|x(t;t0,Q) |I<e, VEi=ty=L.

— Localement asymptotiquement stable, si elle est stable et que pour tout ty = L il existe

b = by(ty) > 0 tel que pour tout p € Cy :
| |< by=> tlim x(t; t,¢) =0.

14



1.4. Stabilité locale et globale des équations différentielles a retard

— Globalement attractive si toutes les solutions de (1.2) tendent vers zéro quand t — oo.
— Globalement asymptotiquement stable si elle est stable et globalement attractive.

— Instable si elle n'est pas stable.

Définition 1.10 Lorigine du systeme (1.2) est dite exponentiellement stable s'il existe trois

constantes positives a, b et § qui éventuellement dépendent de t tel que pour tout p € Cy :
|pl<d=|x(5t0, ) I<aldle ),
La propriété est uniforme si a, b et 6 ne dépendent pas du temps t.

Remarque 1.2 Pour étudier la stabilité de la solution non trivial de I'équation (1.1), on sup-
pose que x(t) = 0 est une solution de l'équation différentielle (L.1I), qu'on va appeler solution
triviale. En effet, si on désire étudier la stabilité d’'une solution non triviale y(t), on fera le
changement suivant :

z(t) = x(1) — y(1).

Le systéeme ainsi obtenu est alors :

20 =ft,ze+y) - f(L, ) (1.7)

qui admet la solution triviale z(t) = 0.
On dit que y(t) est stable si la solution z(t) = 0 de l'équation est stable.

Les autres types de stabilité sont définie de la méme maniere.

IIs existes des méthodes pour étudier la stabilité des équations différentielles a retard, la
premiere méthode c’est celle de Lyapunov, cette méthode repose sur I'étude de I'existence

d'une fonctionnelle V définie positiveﬂ, telle que le long des trajectoires du systéeme (1.1),

2. Soit V (¢, x) une fonction de classe C! telle que:
V:lty, +o0] x D — R.

On suppose que V(£,0) =0.
- On dit que V est définie positive s'il existe w(x) € C! tel que : 0 < w(x) < V (¢, x) pour tout x # 0 et pour tout

t=0

15



1.4. Stabilité locale et globale des équations différentielles a retard

on ait % <0, si x # 0 (en effet, cette dérivée n’est pas une fonction ordinaire mais une
fonctionnelle : elle dépend aussi de certaines valeurs passées de 'argument ).

Etant une dimension infinie, cette méthode est donc difficilement exploitable pour de
nombreux cas de systéme a retard. Deux extensions de la seconde méthode de Lyaponov

ont alors été développée d’un coté par Krasovskii et I’autre par Razumikhin.

1.4.1 Lapproche de Lyaponov-Krasovskii et de Lyaponov-Razumikhin

Soient V : R x C — R est continue et x(fy,¢) une solution de I'équation (1.1) a valeur

initiale (Zy, ¢). On définit
. 1
V(t,¢) = lim sup [V(i+hxen(t,) = V(1,9

ot1la fonction V (¢, ¢) estla dérivé a droite de V (¢, ¢) le long de la solution de 1'équation (L.I).

1.4.1.1 Lapproche de Lyaponov-Krasovskii

La méthode de Lyaponov-Krasovskii est une extension de la méthode de Lyaponov tra-
ditionnelle aux équations différentielle retardée. La principale difficulté reste néanmoins de
trouver une fonctionnelle qui vérifie les hypotheses du théoreme. En particulier les condi-
tions de décroissance sur la dérivée de V.

Cette technique est une extension des fonctions usuelles de Lyaponov des fonctionnelles
vérifiant certaines propriétés et qui décroissent le long des trajectoires du systeme étudié.

Cette approche est donnée par les deux théoremes suivants :

Théoreme 1.3 (Voir [8]) S'il existe une fonctionnelle V a valeur dans R définie positive, telle
que : V(t,¢) < 0 le long de trajectoires de I'équation (1.1). Alors la solution nulle de (I.1) est

stable.

Théoréme 1.4 (Voir [2]) Soit f : Rx C — R? une fonction telle que I'image par f deRx I avec I
un ensemble borné de C est un ensemble borné deR?, et soient u, v,w : Rt — R* des fonctions

continues croissantes avec u(s) et v(s) sont positives pour s >0 et u(0) = v(0) = 0.
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1.4. Stabilité locale et globale des équations différentielles a retard

— S'il existe une fonction continue V(t,¢p) : R x C — R tels que :
u(lpO ) <svi,p)<v(l¢l)

V(t,p)<-w(l¢0) )

Alors la solution x = 0 de l'équation est uniformément stable.

— Si u(s) — oo quand s — oo, alors les solutions de l'équation sont uniformément
bornées.

— Siw(s) > 0 pour s > 0, alors la solution x = 0 est uniformément asymptotiquement

stable.

1.4.1.2 Lapproche de Lyaponov-Razumikhin

La méthode proposée par Razumikhin tient compte simplement de I'état instantané
x(£) € R4, 11 s’agit plus alors, de cherche une fonction de Lyaponov plus classique. De plus,
cette méthode présente la particularité de vérifier la décroissance de la fonction V seule-
ment pour les trajectoires de I’état qui ont tendance a s’éloigner du point d’équilibre, plus
précisément lorsque :

V(x(1)) =2 max V(x(t+80)).
0e[-T,0]
Cette méthode est donnée par les théoremes suivants :

Théoréme 1.5 (Voir [2]) Supposons que la fonction f : R x C — R? telle que l'image par f de
R x I avec I un ensemble borné de C est un ensemble borné de R et que u, v,0 : Rt — R*
sont continues, non décroissantes et u(s), v(s) positives pour s > 0, avec u(0) = v(0) =0, v
strictement croissante.

S'il existe une fonction continue différentiable V : R x R — R telle que :
u(lxDsV,<sv(xl), teR xeR% (1.8)

et

V(t,p(0) < —w(p0)]) si V(E+0,p0) < V(t,p0). (1.9)

pour @ € [—r,0], alors la solution x = 0 de l'équation (1.1) est uniformément stable.
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1.4. Stabilité locale et globale des équations différentielles a retard

Théoréme 1.6 (Voir [2]) Supposons que tout conditions de théoreme (1.5) sont satisfait et en
outre w(s) > 0 si s > 0. S'il y a une fonctions non décoissante p(s) > 0 pour s > 0 tel que la

condition est satisfaite avec
V(t,0) < —w( $0) ) si V(E+6,p0)) < p(V(z,¢(0)) (1.10)

pour 0 € [—r,0], alors la solution x = 0 de l'équation (1.1) est uniformément asymptotique-
ment stable.

Si u(s) — oo quand s — oo, alors la solution x = 0 est aussi globalement attractif pour l'équa-

tion (1.1).
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Chapitre

Les équations différentielles a retard

constant

Ce chapitre est consacré a 'étude d'un cas d’équation différentielle a retard de type
constant. Apres quelques définitions et un résultat d’existence et I'unicité de solution, nous
terminerons ce chapitre par une méthode d’intégration des (E.D.R) constant pour avoir la

solution.

2.1 Définitions et résultat d’ existence

Dans cette section, on donne quelque définitions générales sur les équations différen-
tielles a retard constant, ensuite la solution de ces équations. Enfin, on énonce un théoreme

d’existence et d’'unicité de la solution sans démonstration.

Définition 2.1 Soientt U un ouvert de R x Cy? et f une fonction continue. La forme la plus

simple d'une équation différentielle a retard constant s'écrivent comme suit :
x=f(t, x(®), x(t=1)) 2.1

ol r est un nombre réel strictement positif que l'on appelle le retard.



2.2. Propriétés générales : Comparaison avec les équations différentielles ordinaires

Remarque 2.1 Pour déterminer la solution de I'équation différentielle (2.1) sur l'intervalle
[to, to+1], il faut connaitre x(t) sur l'intervalle intérieur [ty—r, ty]. Soit ¢ une fonction continue

surl'intervalle [ty — 1, tp] a valeur dansR.

Définition 2.2 Une fonction sur [ty — r,00[, a valeurs dans R, différentiable sur [y, c0) est so-

lution de l'équation (2.1), si et seulement si elle est vérifie les conditions suivantes :

Xlitg-rig) = P> 2.2)
x(t) = f(t,x(t),x(t—r)), pour te [ty,00).
Autrement dit :
o(1), pour te [ty—r, kol
x(t) = ‘ (2.3)

o)+ | f(s,x(s5),x(s—r))ds, pour te€ [ty,00)
fo

Pour énoncer un résultat d’existence et unicité de la solution, on considere le probleme de

Cauchy suivant :

x(t) = f(t,x(t),x(t—=r)) pour t>0
(2.4)

x(1) =¢(1) pour t€[-r,0] et ¢p€ C([-r,0],R)

Théoreme 2.1 Sif:U — R% est continue, alors le probléme (2.4) admet au moins une solu-
tion.
Side plus f est localement lipschitzienne par rapport aux deux derniers variables, alors cette

solution est unique.

2.2 Propriétés générales : Comparaison avec les équations
différentielles ordinaires

1- Pour résoudre I’équation différentielle a retard (2.1) il faut conaitre x(#) sur l'inter-
valle [ty — 1, ], de longueur r. Par contre, pour résoudre une équation différentielle

ordinaire il suffit de conaitre x(¢) en un seul point.
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2.3. Intégration des équations différentielles a retard constant par la méthode des étapes

2- Une équation différentielle a retard linéaire et homogene, peut avoir des solutions
non triviales, c’est-a-dire des solutions qui s’annulent plusieurs fois, mais elle ne sont
pas identiquement nulles, or si la solution d’'une équation différentielle ordinaire li-
néaire et homogene, s’annule en un point, elle est nulle partout (grace a 'unicité de
la solution). D’'une maniere générale, si deux solution d'une équation différentielle
ordinaire se rencontrent en un point, et si la condition d’unicité est satisfaite, alors
elles sont égales sur tout le domaine de définition. Par contre, deux solutions d’'une
équation différentielle a retard peuvent se rencontre en plusieurs points, sans quelles

soient égales.

2.3 Intégration des équations différentielles a retard constant
par la méthode des étapes

La méthode des étapes dite aussi la méthode pas a pas permet de résoudre numérique-
ment les (E.D.R) et permet par la méme occasion d’établir |'existence et I'unicité de la solu-
tion.

Pour expliquer cette méthode considérons I’équation linéaire a retard avec coefficients

variables :

x() =a (Dx(f) +ax(H)x(t—r), pourtout fe0,r]
(2.5)

x(1) =¢(1), pour tout £ € [—r,0]
On va résoudre cet équation par la méthode des étapes. Le principe de cette méthode est
de chercher des solutions sur des intervalles de types [kr, (k+ 1)r] ou k € N, en suivant les
étapes suivantes :
1ére étape : Dans l'intervalle [-r,0], la solution x(f) est la fonction donnée ¢(¢), alors
I’équation est résolue dans l'intervalle [-r,0], donc la solution est : x((f) = ¢(f) pour ¢ €

[_ryo]-
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2.3. Intégration des équations différentielles a retard constant par la méthode des étapes

Zéme étape: Dans l'intervalle [0, 7], si t € [0,r] alors t —r € [-1,0], donc x(t —r) = xo(t — 1)

dans I'intervalle [0, r] et le systéme (2.5) devient :

x(O)=a1(O)x(t)+ ax()xe(t—71) pour tout fe€ [0,r]
(2.6)

x(0) = ¢(0)
qui est un probléme a valeur initiale pour une équation différentielle ordinaire (E.D.O) ou
Xo(t—r) = ¢(t—r) est connue.Ainsi, on résout cette (E.D.O) dans [0, r] en utilisant la condi-

tion initiale x(0) = ¢(0), et on désigne par x; () cette solution dans [0, r].

38Me gane: Dans lintervalle [r,27], si £ € [r,2r] alors t—r € [0, 7], donc x(£—r) = x (£ = 1)
dans l'intervalle [r,2r] et le systéme (2.5) devient :

XD =a1(Dx(t)+ax(O)x1(t—7) pour tout ¢ € [r,2r]
2.7

x(r) = x1(r)
cette (E.D.O) avec la condition initiale x;(r) est a son tour peut étre résolue pour trouver la
solution x,(¢) € [r,2r].

Et ainsi de suite.

Exemple 2.1 Considérons une population de la taille N(t) a l'instant t, soumise a des pro-
dN(t)

cesseurs de reproduction ou de disparition. Supposons que la vitesse de croissance est

proportionnelle a N(t) a l'instant t. Donc l'équation de cette population est représentée par :

dN(1)
dt

= AN(t) (E.D.O)

La solution de cette équation est N(t) = NoeM, oit Ny est la taille de cette population a Uinstant

1o.

Remarque 2.2 1- SiA>0;o0nauneexplosion de la population (tlir+n N(t) = +00).
—+00
2- SiA<0;onauneextinction de la population (tliI-P N(t)=0).
—+00

3- SiA=0; la population reste constante (N(t) = Ny) Vt.
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2.3. Intégration des équations différentielles a retard constant par la méthode des étapes

On remplace, le facteur A par une quantité qui décroit, quand N(t) croit et inversement, et on

propose comme deuxieme modele l'équation suivante :

——=aN(p) 0

di\l];” = (1 - w) a,keR’ 2.8)

avec k : la capacité limite de la population.

Léquation (2.8) s'‘écrit sous la forme :

N'(t
NZ((t)) - NC:t) + % =0 (équation différentielle de Bernoulli) @9

N'®D

1
Posons y(t) = NGO ;alors y'(t) = N I'équation devient :

a
Y +ay(t) = = (2.10)
Résolvons l'équation homogene suivante :

Y (O +ay®=0

at

Y () +ay)=0= y(r) = yoe~

La solution de I'équation (2.9) est donnée comme suit :

t
y@ = yoe_“t+f e =92 g
0 k
_ —at l —atft as
= ype "~ +-—e ae’ds
k 0
1
— yoe—at_'_%e—at(eat_l)
Yo+ (e —1)
T et
1 1
En remplacant y(t) par m, et yo par N onaura:
0
N,
N(t) = kN a,keR?.

(k- No)e“” + NO,

N(t
On remarque que tli1+n N(t) =k, le facteur (1 - %), joue une role de régulateur.

On remarque que le modele (2.8), présente un défaut de principe, car on ne peut pas avoir une
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2.3. Intégration des équations différentielles a retard constant par la méthode des étapes

connaissance claire de la capacité démographique d’'une population.
On propose un troisieme modele dans lequel, le facteur régulateur fait intervenir la taille de

la population a un instant intérieur t — r, on aura donc l'équation suivante :

anN() :a[l—M N(®). 2.11)

dat k

Cette derniere équation est une équation différentielle a retard.

On résoudre cette équation par la méthode des étapes, I'équation (2.11) s’écrit sous la forme

/»t N/(S) /»t
ds=| «a
o N(s) 0

On remarque que pour résoudre cette équation sur l'intervalle [0, r], il faut connaitre N(t) sur

intégrale suivante :
N(s—r1)
k

1 ds. (2.12)

[—1,0]. Ainsi, on se donne une fonction ¢ continue sur [—r,0], et on pose comme condition

initiale N(t) = ¢(t) sur l'intervalle [-1,0].

jere étape: Sit e [-r,0], lasolution est la fonction donnée, on note cette solution par N; (1),

donc

N1 (1) = ¢(1) te[-r0l]

28Me gane:  Site[0,r] alors (t—r) € [-r,0] donc: N(t—r) = Ny(t—1) = ¢(t - 1), alors

t ! t _
fN(S)ds = fa[l——Nl(S r)]ds
o N(s) 0 k
t _
f “ _cp(s r)
0

La solution sur [0, r], qu'on notera N,(t) est donnée par :

1 ds pour tel0,r].

¢o(s—r)
k

o120 4

Ng(t):NoefO tel0,r].

38Me geane: Site[r,2r] alors(t—r) € [0,r] donc: N(t—r) = Na(t— 1), alors :

t N/ t _
N(s)ds:f a[l—NZ(S r)
r N(9) r k

ds pour te€|r2r]
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2.3. Intégration des équations différentielles a retard constant par la méthode des étapes

N3(t) la solution sur [r,2r] est donnée par :

t No(s—r1)
f a[l-———]|ds
N3(1) = N(r)elr k re(r2rl.

On refait l'opération sur [2r,3r], en considérant comme condition initiale N(t) = N3(t) sur

[r,2r], et ainsi de suite.

Exemple 2.2 Soit l'équation suivante :

ﬂ—ocx(t—r) our te[0,2r]
dl'_ ) p )
x()=¢() =1 —r<t<0

1€re étape: Dans|[-1,0] la solution est :

x () =¢)=1.

peme étape: Intégration dans|0,r] :
Soitte[0,r] alors (t—r) € [-r,0l donc:x(t—r)=¢(t—r)=1 carx(t)=1 pour te[-r,0].

Alors :

t t
f x'(s)ds:f ax(s—r)ds
0 0

Donc:

t
x(f) = fa(p(s—r)ds+x(0)
0

t
f a ds+ x(0)
0

at+1

Alors la solution sur Uintervalle [0, r] est xo(t) = at+ 1.

3éme étape: Dans l'intervalle[r,2r]

t t
fx’(s)ds:f ax(s—r)ds
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2.3. Intégration des équations différentielles a retard constant par la méthode des étapes

t
= x(t):f ax(s—r)ds+x(r)
r

Sitelr,2r]alorst—re[0,tfl doncx(t—r)=a(t—r)+1carx(t) =at+1 pourte|0,r].

Donc :

t
x(1) f ala(s—r)+1ds+ (ar+1)

2
[?s —a‘rs+as| +(ar+1)
r

2

a
2—azrt+at+7r2+1

a?

—t
2

(2.13)

2

2 a
2—a:zrt+crt+7r2+1.

. y. a
Alors la solution sur Uintervalle [r,2r] est : x3(t) = > t
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Chapitre 3

Les équations différentielles a retard

dépendant de I'état

Ce chapitre est consacré a prouver I'existence et unicité de la solution d’'une équation

différentielle a retard dépendant de I’état en utilisant le théoréme d’Ascoli.

3.1 Equation aretard dépendant de I'état

Définition 3.1 On appelle équation différentielle a retard dépend de I'état; une équation de
la forme :

x(t) = f(t,x(8), x(t —r(x(1))), pour tout t = 0.
(3.1

x(1) = (1), Vte[-0,0]

oil f :R® — R fonction continue, r : R — [0, +00), 0 = maxyer 7 (x) et ¢ € C([—0,0],R).

On remarque que r est une fonction de x(t).

Exemple 3.1 Citons l'exemple suivant qui a été proposé récemment par Arino, Hbid et Bravo,

comme modele décrivant l'évolution d’'une population de poissons dont les larves consomment



3.2. Existence et unicité de la solution

une nourriture, supposée limitée. Le modele est sous la forme suivant :

x(0) = f(t, x(2), x(£— 1 (1))).
i =h(x(t-r(1)).

ol x est le nombre total de la population et r représente la durée nécessaire, pour que les
larves deviennent des juvéniles, la deuxieme équation différentielle ordinaire, elle dépend de

la variable x, c’est pourquoi l'équation est dite, équation a retard dépendant de l'état.

3.2 Existence et unicité de la solution
Soit I'équation différentielle a retard dépendant de I'état

x(8) = f(t, x(0), x(t — r(x(1))), pour tout >0
(3.2)

x(1) = (1), Vte[-0,0]

ou f: R?® — R, fonction continue, 7 : R — [0, +00), 0 = maX,eg I'(X) et pe C([—U,O], R).
Supposons que f et r vérifient les hypothéses suivants :

(1) f estlocalement lipschitzienne, pr rapport a x(¢), et par rapport x(¢ — r(x(£))).

(2) r estlocalement lipschitzienne.

(3) f est bornée sur les bornes.
Pour nombre positif T, soit X I’ensemble des fonctions continue de [—o, T'] a valeurs réelles,
muni de la norme du sup, X est un espace de Banach pour w et p, deux réels positifs, soit
Cy, le sous ensemble de X définit par :

xeX,x(s) =¢(9), Vse[-0,0].

C¢,T=
|xll<p,et|x(t)—x$)|Isw|t-s|, Vtsel-0,T]

Proposition 3.1 (Voir [7]) Cyp T est compact.
Démonstration
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3.2. Existence et unicité de la solution

a)- Montrons d’abord que Cy, 7 est relativement compactlﬂ, il suffit d’aprés le théoreme
d’AscoliEl, que Cy, 7 soit borné et uniformément equicontinue.
i)- Il est claire que Cyp, 1 est bornée par construction.

ii)-Pour tout ¢, s € [0, T] et pour tout x€ Cp T on a:
| x(H)—x(8) |ISw]|t—5]| 3.3)

pour tout e =0 et pour | £ —s |< %, donne | x(f) — x(s) |< €, ce qui preuve que
Cy, T est relativement compact.

b)- Montrons maintenant que Cy, 7 est fermé.
Prenons donc, une suite (x,),en dans Cy, 7, telle que r}l_rgo X, (t) = x(t) et montrons
que x(1) € Cy,T.
D’une part, pour n € N, on a x,(s) = ¢(s); Vs € [-0,0]. En passant a la limite, on

trouve : lim x,(s) = ¢(s) Vse[-0,0] :
n—oo
| x(8) — x(8) |=| x(8) = X (8) | + | X5 (8) — X5 (8) | + | X (£) — x(2) | (3.4)
D’apres la définition de la limite, devient :
£ w
| x(s) — x(1) |s£+u|s—t|+§:£+R|s—t|, Ve=0, R=0

Ainsi:
[ x(s)—x(t) |Isw]|s—t]|
c)- [[x[[=]l lim xp ||< lim || x, < p Alors x € Cyp T et par conséquent Cy, 1 est fermé; on
n—oo n—oo

conclut que Cy, 1 est compact.

1. On dit qu'un ensemble est relativement compact si sa fermeture est compact.
2.

Théoréme 3.1 (théoreme d’Ascoli) : Soit K un espace métrique compact , soit H un sous espace de C(K), qui

est 'ensemble des fonctions continue de K dans K. On suppose que H est uniformément équicontinuei.e:
Ve>0,36 >0, tel que d(x1,x2) <0 =| f(x1)—f(x2) I<e, VfeH

Alors H est relativement compact dans C (k).
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir et de démontrer notre résultat principal de

I'existence et unicité de la solution.

Théoreme 3.2 (Voir [7]) Supposons que les hypothéses (1), (2) et (3) sont vérifier, alors pour

toute fonction ¢ dérivable avec | ¢'(t) |< R (R > 0), alors le probleme(.2) admet une solution

unique.

Démonstration. Pour la démonstration, on applique le thoreme du point ﬁxelﬂ

1. Soient N la borne de ¢, M la borne de f, supposons que R = M
Pour w = Ret p = N + T M, on définit, Cyp, 7.

D’apres la proposition précédent, Cy, r est compact.

2. Montrons qu'il est convexe[!:

a/ Soitae[0,1]etx,y€ Cpr:0na

ax(s)+ (1 —-a)y(s) =ad(s)+ (1 —-a)dp(s), Vse[-0o,0]
=¢(s), Vse[-0,0].

b/ Pourtoutt,se[—-o,T]ona:

lax(s)+ (1 -a)y(s)—ax(t) + (1 —a)y(®) |= | a(x(s) —x(1) + (1 —a)(y(s) — y(1) |
sa|x()-x()|+A-a) | (y(s)—y() |
<aR|s—t|+(1-a)R|s—t]
<R|s—t].

Alors ax + (1 — a)y est lipschitzienne sur [-o, T], avec la constante de lipschitz

égale a R.

Théoréme 3.3 (Théoreme du point fixe) Soient E un espace de Banach, U un convexe fermé borné deE et T :

U — U un opérateur completement continue, alors T admet un point fixe dans U.

4. On dit qu'un ensemble A est convexesiona tx+(1-t)y€ A, Vx,y € A, pour tout £ € [0,1.]
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3.2. Existence et unicité de la solution

c/ xetysontbornées par p, alors
lax+(1-a)yllsalxl+A-a)llyl=p

Donc ax+ (1 —a)y € Cyp r et par suite Cyp, 7 €st convexe.

3. Posons J = [-0, T] et considérons 'application :
F:Cgp 1 — X, définie par :

—o<t=<0
(Fx)(t) =

t
$(0) +f f(s,x(8), x(s—r(x(s)))ds, VO<t<T
0

Si F est completement Continueﬂ et F(Cyp,1) < Cy,1; Alors F admet un point fixe. Ce
point fixe est une solution de I'équation(3.2).

Montrons que F(Cy, 1) € Cy,1:

(a) : on sait que (Fx) (t) =¢(t) pour V —0o <t <0 comme ¢ est une fonction bornée
par N et f est R-lipschitzienne alors F(Cgp, 1) < Cg, 1.

(b):SixeCpr,ona pour0<t<T

t
| (Fx) (1) |={¢p(0) +f0 f(s,x(s), x(s—r(x(s)))ds

t
sl</>(0)|+f Mds
0

<|p0)|+TM
<N+TM=p,
donc F est bornée.
(c) : Pour prouver que F(x) est R-lipschitzienne, il suffit de montrer que | (F(x)(2))'|

est bornée par R. En effetona:
(F(x)(t))’:f(t,x(t,x(t— r(x(1)))),
et || (F(x)(t))' |< M d’aprés 'hypotheése (3) donc

I(Fx) () IsM<R

5. Soient E et F, deux espaces topologiques. Une fonction & : E — F est dite completement continu si elle

est continue et compact.
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3.2. Existence et unicité de la solution

4. Montrons maintenant que F est completement continue.
a/ Supposons que x; € Cp 7 et || Xj — X [|oo— 0.
Notons par p(s) = r(x;(s)), p(s) = r(x(s)), I la constante de lipschitz de r et k la

constante de lipschitz de f. Donc pour tout € [0,T],ona:
| (Fx;) (0 - (Fx) (1) |
< |fotf(s,xj(S),x,-(s—p,-(S)))—f(s,x(S),x(s—p(S)))ds|
Sfot | f(s,x(8),xj(s—p; ()= f(s,x(5), x(s—p(s) | ds
Sfot | f(s,x(8),xj(s—p; ()= fs,x(5), x(s—p;(s) | ds
+f0t|f(s,x(S),x(s—pj(S)))—f(s,x(S),x(s—p(S)))lds
SfotkSUP{II Xj =X llooy I xj — X loo}d's

t
; fo ksupl0, sup |x(s—p;(s)) - x(s— p(s)lids

se[—o,T]

t t
sf klxj—xllwds+ | k sup [x(s—p;(s)—x(s—p(s)lds
0 0 se[-o,T]

t t
5f klxj—xlwds+ | k sup Rls—p;(s)—s—p(s)lds
0 0 sel-o0,T]

t t
sf Kl|xj—x|owds+ | kR sup |p;j(s)—p(s)lds
0 0 s€[-a,T]

t t
s[ klxj—xllwds+ | kRL sup |x;j(s)—x(s)lds,
0 0 sel-0,T]

d’ou
| Fxj) () = Fx)() | < Tk || Xj = % loo +kRL || Xj = X [loo]
<Tk[1+RI | xj— X oo
donc F est lipschitzienne dans Cy, 1 et par conséquent elle est continue.
b/ F est compact, en effet : soit B un ensemble borné de Cy, 7.
F(B) un fermé inclue dans Cy, 1 qui est compact par conséquent, F(B) est com-
pact. Ainsi F est complétement continue.

Le théoréeme du point fixe, nous donne : pour tout nombre T = 0, il existe une
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3.2. Existence et unicité de la solution

fonction x € Cy, 1, tel que (Fx)(¢) = x(1), pour tout 7 € [0, T].
Dans ce qui suit, on montre, I'unicité de la solution.
On procede par 'absurde.

Supposons qu'’il existe deux solutions x(#), y(t); pour £€[0,T],ona:

t

lx(8) =y < Ifo (f(s,x(8),x(s=1($)))— f(s,y0),y(s—r(s)))ds]
t

Sf() [(f(s,x(8), x(s—p(s) = f(s,y(8), y(s—p(s)))lds

t t
sf klxj—xllods+ | kRl sup |x(s)—y(s)|ds
0 0 se[-o,T]

<(A-pkll+RN[x=¥lloo

<Tk[1+RI | x=¥ lloo

1
et pour T < ————, on obtient ;
p k[1+RI]

x(®) -y <l x=¥ lloo

Contradiction, en par conséquent, on a : x(s) = y(s), pour s € [0, T.

Exemple 3.2 Considérons l'équation suivante :

i(0) = -2sin(x(e- =), r=0
x(t)=e’t, r<0

Ona:rx(n) = %H,f(t,x(t),x(t— r(xt0)) = —2sin (x( ¢~ XT“)) erp(r) = e .

Il est claire que r est une fonction lipschitzienne, f est de classe C', par rapport a x, donc elle
est localement lipschitzienne et comme la fonction sin x est bornée par 1 pour tout x, alors f
est bornée par 2.De méme ¢ est une fonction de classe C' et sa dérivée est bornée par 1.

Alors toutes les hypotheses du théoreme précédent sont vérifiées, donc cette équation, admet

une solution unique.
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Conclusion

Tout au long de ce travail, nous avons considéré des équations différentielles a retard.
Notre but était de rappeler des définitions générales, des exemples ainsi que des résultats
d’existence et d'unicité de la solution pour ces équations a retard.

Apres une introduction générale sur le sujet, dans le chapitre, bref apercu historique sur
la théorie des équations différentielles a retard notamment quelques notions de base et cer-
taines résultats de la théorie d’existence et d'unicités des solutions. Dans le chapitre 2, nous
avons étudié un cas particulier de ces équations pour un retard constant, suivi d'une mé-
thode d’intégration connue sur le nom "Méthode des étapes" pour déterminer la solution.

Enfin, dans le dernier chapitre nous avons étudié les équations différentielles a retard
dépendant de I'état, plus précisément, on a démontre I'existence et unicité de la solution
d’'une équation différentielle a retard dépendant de I'état en utilisant le théoreme d’Ascoli

et théoreme de point fixe.
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