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INTRODUCTION

La découverte des équations différentielles remonte & I'invention du calcul et de I'intégration
par le math Newton et Leibniz dans le deuxiéme chapitre de ses travaux en 1671, cette derniére
se définit par la relation entre les fonctions et leurs dérivées. Dans les applications, les fonctions
représentent généralement des grandeurs physiques et les dérivées représentent leurs taux de
changement|3].

Les équations différentielles jouent un role primordiale dans des différentes disciplines telles
que, la physique I’économie et ingénierie, c’est pourquoi les scientifiques et les chercheurs ont
été intéressés par I'étude de leurs deux aspects; théorique et analytique. Les études continues
des équations a permis de découvrir un nouveau type des équations différentielles celles : des
équations intégro-différentielles dans lequel la fonction inconnue apparait sous une forme inté-
grale.

Dans ce type de équations, la fonction inconnue u(x) apparait d'un c6té comme une dérivée
ordinaire, et apparait de 'autre coté sous le signe intégral[12, 14, 15|. Une grande recherche a
été effectuée par les scientifiques voltera et Fredholm en vue de montrer la relation entre des
équations différentielles et comment convertir entre elles.

Parmi les plus importantes de ces théories traitant des équations différentielles : des mé-
thodes d’intégration de Gauss a 'aide des polynémes orthogonaux et aussi l'interpolation et
approximation.

Notre travaille est organisée de la maniére suivante : Le premier chapitre concerne les notions
de base des polynoémes orthogonaux "Legendre, Tchebychev et Gegenbauer" d’une part, et
I'intégration de Gauss. D’autre part, en s’appuyant sur des exemples Gauss- Gegenbauer,
Gauss-Tchebychev , Gauss-Legendre.

Le deuxiéme chapitre prend en charge : la présentation théorique des : "Equations intégrales,
intégro-différentielles et Equations différentielles ordinaires", les différentes normes de classifi-
cation. Cette deuxiéme partie a été renforcée par les théorémes de l'existence et I'unicité de
solution (2.1 ,2.16), arrivant enfin a expliquer comment convertir le probléme de valeur initiale
(PVI) en 'équation de Volterra intégrale et (PVB) en I'équation de Fredholm.

La troisiéme chapitre parle sur la résolution numérique des problémes aux limites, équations
intégrales et équations intégro-différentielles et en utilisant la matrice de Gegenbauer d’intégrale,
a I’aide d’une matrice d’intégrale de Gegenbauer, afin de montrer les résultats numériques.

Vil



CHAPITRE 1
POLYNOMES ORTHOCONAUX

Les polynémes orthogonaux sont introduits par la théorie de Sturm-Liouville, puis les équi-
valences existantes entre leurs définitions classiques sont montrées. Certains résultats de base
de la théorie sont ensuite décortiqués [14, 20].

1.1 Polynémes de Legendre

1.1.1 Propriétés de base

On appelle polynémes de Legendre de degré n, les polyndémes défini par la relation de
récurrence
(n+1)P1(x) = 2n+ )zP,(x) — nP,_1(x),

initialisée par,

Les premiers polynémes sont

(1) Les polynomes de Legendre sont solutions de I’équation différentielle,
(1 —2?)y" — 2xy' +n(n+ 1)y = 0.
(2) Les polynomes de Legendre satisfont la relation de récurrence,
(1 —2*)P.(z) = —naP,(z) +nP,_ ().
(3) Formule de Rodrigues,

(=1)"
2nn! dx™

P,(x) = (1 —2?)™.

1
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(4) Majorations

Vo e [—1,1], 1P, (2)] < 1, 1
vrel-11, (P < 20D,
Vo e [—1,1], |P, ()] < m>
1 - P}x) 2 2n+1
@D+ D) S T BB S 56y

(5) Les polynémes de Legendre sont des polynémes orthogonaux relativement a la fonction
de poids, w(x) = 1, sur l'intervalle [—1, 1],

ol Oy, est la fonction delta de Kronecker.
En particulier, P,(1) =1 et

1/2

1
2
— 2 _
Il = ([ prae) =525

(6) Les polynomes de Legendre vérifient la formule

1 d 22/3
/ Pn(x)\/lx_ =3 :
—1 — X n+1

1.1.2 Intégration de Gauss-Legendre
Quadratures de Gauss

Il est question de méthode de quadrature lorsqu’on veut approximer numériquement la
valeur d'une intégrale. Une méthode tres simple et bien connue s’appelle la méthode du trapéze.

b
On se propose d’évaluer lintégrale / f(z)w(z)dz, en subdivisant I'intervalle d’intégration

régulier,
a=x9g <11 <..<xN_1<TN=0D,

et en approchant l'intégrale de f sur chaque intervalle par une somme finie de la forme,

b b—a <
IR e PR

Cette méthode requiert donc N évaluations de f(z) et est de degré de précision N, c’est-a-
dire que la quadrature est exacte dans le cas des polyndémes de degré inférieur ou égal a V.
Cherchons maintenant a atteindre un degré de précision supérieur avec une méthode analogue

b N
/ f(z)dz ~ szf(xz)

Les w; sont appelés poids d’intégration et les x; points d’intégration. En prenant w; = wy =
r1 = a, x5 = b, nous retrouvons la méthode du trapéze.

b—a
2 )
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Type de Gauss-Legendre quadrature

Les polynomes de Legendre forment une base orthogonale sur [—1, 1] par rapport a la fonc-
tion de pondération w(x) = 1. Les polynémes de Legendre permettent de calculer une approxi-
mation de 'intégrale :

B f(z)dz = szf(xz) + E(c),

Ierreur est donnée par [14]

22043 (n, + 1)1]4

G @ o ) avecc€[-L1)

En(c) =

N A .
et {z;,w;},_, donnant dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1 ([20]) Soit {:cj,wj};.vzo un ensemble de noeuds et de poids en quadratures de
type Gauss-Legendre. Donnée par :

{xj}j.vzo sont les zéros de Pyi1(x), (1.1)

e - anen SELETERE 12)

Remarque 1.1.2 Pour les mtégmles définies sur [a,b] comme I°(f) = / f(y)dy. En utilisant

le changement suivant y = =%x + b+“, c-a-d

b—a ! b—a b+a bh— a — 1 b—a b+a
dr ~ T 4
/f /_1f<2“ 2>””“ 2 Zw(x»f(z”“ 2)""”

Jj=0

ot la fonction w est une fonction de poids associe la base utilisée.

Exemple 1.1.3 Pour N = 2, le polynéme de la troisiéme degré P3(x) = (52 — 3z)/2, admet
trois racines vo = 0, x; = —\/5/5, Ty = \/§/5 Les valeurs wy = 8/9 et wy = wy =5/9 donc

[ Jw)dz ~ S E) + F6/35) + 51O
On prend f(x) = sin(x?), alors :
/ 1 F(a)da ~ 0.627380525994484.

1

Exemple 1.1.4 Considéré les intégrales suivantes :

i) /_ Zﬁdx, (id) /0  atan(o)de, (i) /_:cos(x)dx.

Le tableau 1.1, nous donnons des erreurs absolues entre la valeur exact et approchée de ['intégral.
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4 8 16 32

n
T
/ ;dx 1.08E-004 7.20E-008 4.02E-014 6.66E-016

/atan(a:)da: 4.42FE-004 3.11E-006 5.15E-011 6.22E-015

/ cos(z)dx 1.94E-004 4.50E-012 6.21E-016 3.48E-015

TABLE 1.1 — Erreur absole varios n pour 'exemple 1.1.4.

1.1.3 Interpolation et approximation

Le probléme fondamental de 'interpolation consiste & approximer la fonction donnée f par
une autre fonction f,,,

f(@) = fu(z) + En(), (1.3)
ot E,(x) est I'erreur d’approximation ou l'erreur de troncature, et donné par [1]
Ho(l“ —a;)
En(z) = F——— f"(c). 1.4
(6) = s £ (14)

De plus, la fonction d’interpolation doit correspondre a la fonction donnée & un ensemble spécifié
de points a;, (j =0,1,...,n), c’est-a-dire

Cet ensemble de points sera appelé points d’interpolations ou abscisses.

Exemple 1.1.5 Soit g(x) = cos(x) exp(z), donnée g par une autre fonction g, pour n =4, on

4
peut approximer la fonction g(x) par la série : g(x) ~ g,(x) = ZaiPi(x) tel que,
i=0

i1 0 | 1 2 3 J
a; | 0.95]0.72 ] -0.14 | -0.20 | -0.05

donc

3 1 5 3 35 15 3
g(x) ~ 0.95 + 0.727 — 0.14(5552 — 5) - 0.20(5:53 — 5:5) — 0.05(?@4 — Zaf + g)
~ —0.21875x" — 0.52° — 0.02252° + 1.022 + 1.0013.

De plus, Uerreur d’approximation E,(x) est égale :
4
1:[0<x — aj)

Ey(z) =& fO%), —“1<e<l1, (1.6)

- (5)!

la figure suivante représente la trace de la fonction |E,(x)| pour n =4 et ¢ = 0.25
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x 10~
3 T T T

I'erreur pour n=4

IE, (0

FIGURE 1.1 — L’erreur d’approximation (1.6) pour n=4.

1.2 Polynéme de Tchebychev

1.2.1 Propriétés de base

Les polynomes de Tchebychev (de premiére espéce) d’ordre n, sont définie par la relation
de récurrence

Toi1(x) = 22T, (z) — T,—1(x),

et les conditions d’initialisation

Les premier polynémes sont

To(z) =1,

Ti(z) = z,

Ty(z) = 22 — 1,

Ts(z) = 42° — 3,

Ty(z) = 8z* — 82% + 1,

Ts(z) = 162° — 202° + 5,

Ts(z) = 322° — 482" + 1827 — 1.

(1) Le polynome T,, peut étre définie par la relation
T, (cos ) = cos(nb),

ou bien encore par la relation

T,(w) = 5 (w4 v T1) " + (- V@ 1)),

T, (x) est un polynome de degré n dont le coefficient de plus haut degré est 2"~! vérifiant

T,(1) =0, VYneN.
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Ces polyndmes vérifient la relation
To(=) = (=1)"Tu(2),
(2) Les polynomes de Tchebychev sont solutions de I’équation différentielle
(1 —2?)y" — 2y +n*y = 0.
(3) Les polynomes de Tchebychev satisfont la relation de récurrence
(1 — 2T (2) = —naT,(x) +nTh_i(x).
(4) Pour i =0, ..., n la relation du produit de deux polynomes
Ti(@)Ta(x) = Toyi(e) + Toi().
(5) Majorations

Vre[-11], [Th(x)] <1,

dT,(z)

< n?.

Vo e [-1,1], ‘

(6) Les polynémes de Tchebychev sont des polynéomes orthogonaux relativement a la fonction
de poids définie sur l'intervalle [—1, 1]

1
v ==
1 du 0 sin#m
T ) p(t)——— =<7 sin=m=020.
/—1 @ ()Vl_xQ 5 sinon

(7) Si v désigne la partie entiére de n/2, les polyndémes s’expriment en fonction des polyndomes
de Tchebychev

1 3—(=1)"
R [Tn +C Mg+ o+ CP g 0y + CP T, (L)} :

2n—1 4
2k
z = cos (—W) ,
n
pour lesquelles T, (x}) = 41 et les abscisses

27 = cos ((2k + 1)77) 7

n

(8) Entre les abscisses

pour lesquelles T, (z,) = —1, le polynéme de Tchebychev de degré n admet exactement n
racines réelles données par

coS (M> , k=0,1,....,n—1.
2n
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1.2.2 Intégration de Gauss-Tchebychev

Les polynomes de Tchebychev forment une base orthogonale sur [—1, 1] par rapport a la
1

V1—a2
Les polyndémes de Tchebychev permettent de calculer une approximation de l'intégrale :

fonction de pondération w(x) =

/ mdx—z% ;) + En(c),

I'erreur est donnée par [14, 16|

(2n+2) 1 9
Fu(c) = @n—+§),) [ w@ T = e ) avee e € [21,1),

tel que {z;,w;}, donnant dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.1 (|20]) Soit {xj,wj}j.vzo un ensemble de noeuds et de poids en quadratures de
type Gauss-Tchebychev. Les zéros et les poids donnée par :

(2j+ 1)m .

A — . 0<i <N 1.7
IN+2 ' TN =J = (1.7)

Exemple 1.2.2 Pour n = 2, le polynéme de la troisieme degré Ts(x) = 42 — 3z, admet trois
racines xo =0, 11 = —\/5/2 Ty = \/5/2 Les valeurs wy = wy = wy = /3

INEr =

On prend f(x) = sin(z?), alors :
! sin(z?)

-1 \/1—172

(f(0) + f(=V/3/2) + f(v/3/2))

00|>l

dr ~ 1.427620880594241.

1.2.3 Interpolation et approximation

Soit {x;, w; };‘:0 I’ensemble des zéros et les poids de Gauss-Tchebychev, on définie le produit
scalaire et la norme comme

= wleo@ws,  ullw =/ (V) (1.8)

Définition 1.2.3 Soit f € C[—1, 1], la définition de l'opérateur d’interpolationZ,, : C[—1,1] — P,,
tel que
(Znf)(zs) = f(z;), 0<j<N. (1.9)

Théoréme 1.2.4 Pour l'approximation par les polynémes de Tchebychev on a
f@) = fulz) =Y a;Ti(x),
§=0

tel que

3

3
(]

flz)Ti(x;), 1<i<n. (1.10)
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Exemple 1.2.5 Considérez l'approzimation des fonctions suivantes sur lintervalle [—1,1] :
1
. 5 .. . oo .
(1) x° —2x + 1, (i7) sin(x), (i) T2 (1v) /||

Dans le tableau 1.2, nous donnons des erreurs absolues maximales a 100 points sélectionnés
également espacés sur l'intervalle [—1,1]. L’erreur est calculée en comparant la valeur interpolée
a la valeur exacte.

n ‘ =2z +1  sin(z) e V|

4 6.25E-02  5.04E-04 1.22E-02 3.34E-01
8 8.88E-16  1.05E-08 3.59E-04 2.47E-02
16 | 1.78E-15  6.66E-16 3.11E-07 1.80E-02
32 | 1.78E-15  9.99E-16 2.34E-13 1.28E-02

TABLE 1.2 — Erreur de troncature dans I'interpolation polynomiale pour I'exemple 1.2.5.

exact

FIGURE 1.2 — La fonction f(z) = ﬁ et les polyndémes d’interpolation utilisant 4, 8, 16 et
32 points sont affichés en fonction de x, pour les point de Gauss Tchebychev.

1.3 Polyndémes de Gegenbauer

1.3.1 Propriétés de base

Les polynomes de Gegenbauer G de degré n, sont les polyndémes définis par la relation de
récurrence pour a > —1/2

(n+ DG, (@) = 2(n+ )aG (x) — (n+ 20 — )G, (), (1.11)
et les conditions d’initialisation

20 sia#0
x sinon

6w =1 6w ={

Ou on les définis par la relation de récurrence |9, 4],

(n+20)Gy (@) = 2(n + )2G) (x) = nGLY, (w), (1.12)
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La formule de récurrence (1.12) peut étre utilisée pour générer les polynémes ultraspheriques
commencant par G (z) = 1, et G\ (z) = z, (voir Doha [4]).
Dans cette chapitre on utilisé la formule (1.11). Les premiers polynémes pour « = 1 sont :

Go(z) =1,

Gi(z) = 2,

Go(r) = 42* — 1,

Gs(x) = 82° — 4z,

Gy(r) = 162* — 1227 + 1,

Gs(x) = 320° — 322° + 6,
Ge(r) = 642° — 802 4 242 — 1.

(1) Les polynomes de Gegenbauer sont solutions de I’équation différentielle
(1 —2%)y" — 2a+ )y +n(n +2a)y = 0.
(2) Les polynomes de Gegenbauer vérifient les relations de récurrence

e o
(1= %) =2 () = —na G (@) + (0 + 20 = )G, (),

(n+ )G (2) = (o = 1) (G (@) = G124 () ).

(3) Formule de Rodrigues

2y a—1/2 (o (=1)"T'(a+1/2)(n + 2a) d" Madn_l
(=) G () = 2rn! T(2a)(a+n+1/2) dzn ((l—x ) 2>'

(4) Les polyndomes de Gegenbauer sont des polynomes orthogonaux sur Uintervalle [—1, 1] rela-

tivement & la fonction de poids w(z) = (1 —22)* 2, on a si a # 0

) nga)($)G£r?)(x>(1 _xz) = nlln+a) D(a)? On,ms

/H ol 220=1lx T'(n + 2a)

et sia=0

(5) Formule d’intégration

2 r 1 1
(20 +n) ot n) / GO()(1 — 2)* bdt = GD(0) — (1 — 22)*H 3G (a).
0

1.3.2 Intégration de Gauss-Gegenbauer
Les polyndémes de Gegenbauer permettent de calculer une approximation de 'intégrale :

/_ p(r)w*(z)dr = Zp(xj)wj + Ex|p]. (1.13)

1 ey

Rappelons que si l'erreur de quadrature Ey[p] = 0, on dit que (1.13) est exacte pour p.
tel que {z;,w;} donnant dans le théoréme suivant.
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Théoréme 1.3.1 (Gauss-Gegenbauer [20]) La formule de quadrature GG (1.13) est exact
pour tout p € Poni1 avec les noeuds GG. La {mj};.vzo étant les zéros de G, ((x) et les poids
correspondants donnés par

TN
W = 1.14
T Ra.Ghn() (1.14)
_ N (1.15)

(1— x?)[arG?v-s-l (25)]? ’

ol
22N +a+ HT(N +a+1)?

(N+DIT(N+2a+1)

o

TN =

(1.16)

_ 2T(N+a+3)?
NN+ DID(N42a+1)

(1.17)

N
R

Exemple 1.3.2 Considéré l'intégrale suivante :

1 2
1+z
1= [ e

Le tableau 1.3, nous donnons des erreurs absolues entre la valeur exact et approchée de l’intégral.

o)
n | —0.25 0 0.25 0.5 1

10 | 0.0792 0.0374 3.1086e-015 0.0371 0.116
20 1 0.0294 0.0141 0 0.0145 0.0449

30 1 0.0163 0.0079 1.7764e-015 0.0082 0.0256
40 | 0.0107 0.0052 4.4409e-016 0.0054 0.0170

TABLE 1.3 — Calculez l'erreur absolue d’intégration en changeant n = 10,20,30,40 et
a = —0.25,0,0.25,0.5,1 a partir de I'exemple 1.3.2.

1.3.3 Interpolation et approximation

Dans une méthode spectrale typique approximant une fonction f € C*°[—1,1] en utilisant
les polynémes de Gegenbauer, la fonction f(z) est approximée par une série d’expansion de
Gegenbauer tronquée comme suit :

flz) =~ Z akGEf)(m), (1.18)

ol ay sont les coefficients de Gegenbauer.

Théoréme 1.3.3 (Erreur de troncature [10]) Soit f € C®[—1,1] approzimé par la série
d’expansion de Gegenbauer (1.18), puis pour chaque x € [—1,1], un nombre ¢ € [—1,1] existe
tel que erreur de troncature En(z,c, «) est donnée par

)

En(z,c,a) = v+ 1)!K]‘§‘,+1GN+1($)’ (1.19)

ol
I'(N+a+ 1)I'(2a+1)

K< — 2N .
N I(N+a+ 1) (a+1)

(1.20)
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Exemple 1.3.4 Considéré ’approzimation de la fonctions suivante sur l'intervalle [—1,1] :

f(z) = sin(x)exp(—x°).

La figure suivante (1.3) donne les résultats de erreur infini(log, || f — fulleo) d’approxzimation
de la fonction f, avec le changement des valeurs de n et des valeurs de c.

FIGURE 1.3 — l'erreur infini d’approximation de la fonction f, pour n = 10, 20, 30, 40, 50 et
a=20, 0.5, 1, 3.



CHAPITRE 2

EQUATIONS INTEGRALES ET
PROBLEMES AUX LIMITES (EDO)

Dans ce chapitre, on prend en charge la présentation théorique des : "Equations intégrales,
intégro-différentielles et Equations différentielles ordinaires", les différentes normes de classifi-
cation. Cette deuxiéme partie a été renforcée par les théorémes de 'existence et I'unicité de
solution (2.1 ,2.16), arrivant enfin & expliquer comment convertir le probléme de valeur initiale
(PVI) en ’équation de Volterra intégrale et (PVB) en I’équation de Fredholm.

2.1 Classification des équations intégrales (EI)

Une équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction inconnue a déterminer
u(z) apparait sous le signe intégrale. La forme d’'un équation intégral linéaire s’écrit sous la

forme suivante :
B(z)

u(z) = f(x) + K (z,t)u(t)dt, (2.1)
a(z)
ou K (x,t) appelé le noyau de '’équation intégrale, et a(z) et 3(x) sont les limites de I'intégration.
Dans (2.1), on observe facilement que la fonction inconnue u(x) apparait sous le signe intégrale
comme indiqué ci-dessus, et hors du signe intégral dans la plus part des autres cas comme
étre discuté plus tard. Il est important de souligner que le noyau K (z,t) et la fonction f(x)
dans(2.1) sont donnés a l'avance. Si f(z) = 0 dans (2.1), I’équation résultante est appelée
équation intégrale homogéne ou non homogéne.
Les équations intégrales les plus fréquemment utilisées relévent de deux classes principales,
a savoir Fredholm et les équations intégrales de Volterra. Dans ce qui suit, nous décrivons les
définitions et propriétés de base de chaque type.

2.1.1 Equations intégrales de Fredholm
Equations intégrales linéaires de Fredholm

La forme standard des équations intégrales linéaires de Fredholm ot les limites de l'intégra-
tion a et b sont des constantes, sont données par la forme :

S@)ulz) = F(z) + A / K (x, t)yu(t)dt, (2.2)

12
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ou le noyau de 'équation intégrale K (x,t) et la fonction f(z) sont données a I’avance ,et A est
un parameétre. 'équation (2.2) est appelée linéaire car la fonction inconnue u(z) sous le signe
intégral se produit linéairement, c’est-a-dire que la puissance de u(z) est égale & un. La valeur
de ¢(x) donnera les types d’équations intégrales linéaires de Fredholm suivants :

e Lorsque ¢(x) = 0, I'équation (2.2) devient

b
f(z) + /\/ K(z,t)u(t)dt =0, (2.3)
est connu sous le nom d’équation intégrale linéaire de Fredholm de premier type.

e Lorsque ¢(x) = 1, 'équation (2.2) devient

(@) = f(z)+ A / K (x, t)yu(t)dt, (2.4)

et ’équation intégrale est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de deuxiéme type.
En fait, I'équation (2.4) peut étre obtenue a partir de (2.2) en divisant les deux cotés de (2.2)
par ¢(z) a condition que ¢(x) # 0.

Equations intégrales non linéaires de Fredholm

. Du premier type ,
flx) = )\/ K(x,t,u(t))dt. (2.5)

. Du Deuxiéme type

b
u(z) = f(z) + )\/ K(x,t,u(t))dt. (2.6)

2.1.2 Equations intégrales de Volterra
Equations intégrales linéaires de Volterra

la forme standard des équations intégrales linéaires de Volterra, ot les limites de l'intégration
sont des fonctions de z plutot que des constantes, sont de la forme

o(@)u(z) = f(2) + A / " K (o Du(t)dt, (2.7)

ou la fonction inconnue wu(x) sous le signe intégral se produit linéairement comme indiqué pré-
cédemment. Il convient de noter que (2.7) peut étre considéré comme un cas particulier de
I'équation intégrale de Fredholm lorsque le noyau K (z,t) disparait pour ¢ > x, = est dans la
plage d’intégration [a,b]. Comme dans les équations de Fredholm, les équations intégrales de
Volterra se divisent en deux types, selon sur la valeur de ¢(z), a savoir :

e Lorsque ¢(x) = 0, 'équation(2.7) devient

f(z) + )\/Ox K(z,t)u(t)dt =0, (2.8)
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et dans ce cas, ’équation intégrale est appelée équation intégrale de Volterra du premier espéces.

e Lorsque ¢(x) = 1, I'équation(2.5) devient

(@) = () + A /0 " K (@, (b, (2.9)

et dans ce cas, ’équation intégrale est appelée équation intégrale de Volterra du deuxiéme
type.

2.1.3 Equations intégrales non linéaires de Volterra

. Du premier type

F@) = A / Kot ult))dt. (2.10)

. Du Deuxieme type

u(z) = f(z)+ /\/mK(x,t,u(t))dt. (2.11)

2.1.4 Equations Integro-Différentielles

Volterra, au début des années 1900, a étudié la croissance de la population, ol un nouveau
type d’équations ont été développés et ont été appelés équations intégro-différentielles.Dans ce
type de équations, la fonction inconnue u(x) apparait d’un c6té comme une dérivée ordinaire,
et apparait de 'autre coté sous le signe intégral. Plusieurs phénomeénes en physique et biologie.
[12, 14, 15] donne naissance a ce type d’équations intégro-différentielles.

Une source rapide d’intégro-différentielle les équations peuvent étre clairement vues lorsque
nous convertissons ’équation différentielle en une intégrale équation en utilisant la régle de Leib-
nitz. L’équation intégro-différentielle peut étre visualisée dans ce cas comme étape intermédiaire
lors de la recherche d’une intégrale Volterra équivalente équation a I’équation différentielle don-
née. Voici des exemples d’équations intégrales différentielles linéaires :

o (z) = ) — /0 Sw—Dud,  u(0) = 0. (2.12)

u'(z) = g(x) + /Oz xtu(t)dt, u(0) =0, u'(0) = —1. (2.13)
u(r)=¢e"—x+ /1 xtu(t)dt, u(0) = 0. (2.14)
u’(z) = h(z) + /3«“ tu'(t)dt, u(0) =0, ¥'(0) = 1. (2.15)

Il ressort clairement des exemples ci-dessus que la fonction inconnue u(x) ou 'un de ses dérivés
apparait sous le signe intégral, et les autres dérivés apparaissent également le signe intégral. Ces
exemples peuvent étre classés comme équations intégro-différentielles de Volterra et Fredholm.
Equations (2.12) et (2.13) sont de type Volterra alors que les équations (2.14) et (2.15) sont de
type Fredholm équations intégro-différentielles. Il est a noter que ces équations sont linéaires
équations intégro-différentielles. Cependant, les équations intégro-différentielles non linéaires se
posent également dans de nombreux problémes scientifiques et techniques.



2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES (EDO) 15

Equations intégro-différentielles de Fredholm

Les équations intégrales différentielles de Fredholm apparaissent lorsque nous convertissons
les équations différentielles en équations intégrales. L’équation integro-différentielle de Fredholm
contient la fonction inconnue u(x) et une de ses dérivées u™(x), n > 1 a l'intérieur et a 'extérieur
du signe intégral respectivement .Les limites de I'intégration dans ce cas sont fixées comme dans
I'intégrale de Fredholm équations. L’équation est étiquetée comme intégro-différentielle car elle
contient différentielle et les opérateurs intégraux dans la méme équation. Il est important de
noter que les conditions initiales doit étre donnée pour les équations intégro-différentielles de
Fredholm pour obtenir les solutions particuliéres.l.’équation intégro-différentielle de Fredholm
apparait sous la forme :

b
u™(z) = f(z) + )\/ K (z,t)u(t)dt,

ot u{™ indique la dérivée n®™° de u(x). D’autres dérivés de moindre ordre peuvent apparaitre
avec u(™ sur le coté gauche.

Equations intégro-différentielles de Volterra

Les équations intégro-différentielles de Volterra apparaissent lorsque nous convertissons les
problémes de valeur initiale en intégrale équations .L’équation intégro-différentielle de Volterra
contient la fonction inconnue u(z) et I'un de ses dérivés u(™ (), n > 1 a Pintérieur et a I’'extérieur
du signe intégral. Au moins I'une des limites de I'intégration dans ce cas est une variable comme
dans les équations intégrales de Volterra. I’équation est appelée intégro-différentielle parce que
les opérateurs différentiels et intégraux sont impliqués dans la méme équation. Il est important
de noter que les conditions initiales étre donnée pour les équations intégro-différentielles de
Volterra pour déterminer les solutions particuliéres. L’équation intégro-différentielle de Volterra
apparait sous la forme :

u™(z) = f(z) + )\/x K (x,t)u(t)dt,

oit u™ indique la dérivée n®™° de u(x). D’autres dérivés de moindre ordre peuvent apparaitre
avec 1™ sur le coté gauche.

2.2 Equations différentielles ordinaires (EDO)

Qu’est-ce que c’est une équation différentielle ordinaire 7 C’est une équation définie en termes
d’une variable ¢ € I, I intervalle réel, une fonction inconnue y : I — R" et ses dérivées par
rapport & t. En formule :

F(t,yt),y' ),y (t),...). (2.16)

Une fonction y qui vérifie F'(¢,y(t),y'(t),y"(t),...) = 0 s’appelle solution de 'EDO.
Une EDO est d’ordre k si elle contient les dérivées de jusqu’a l'ordre k.

Définition 2.2.1 (Problémes aux valeurs initiales) Soit le EDO, sous une forme résolue
(n)
en Ya

y;(nn) = F(t7 y’ y/’ A y(n_l))' (2'17)

La solution générale de l’équation 2.17, dépend de n constantes arbitraires : Cy,Cs, ..., C,, telle
que :

Yy = G(t, Cl, CQ, ceny Cn)
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Le probleme de Cauchy consiste a trouver la solution de [’équation 2.17 avec les conditions
mitiales suivantes :

1 n—1 n—1
ylto) =vo, i) =80, oy () = 4.

Définition 2.2.2 (Problémes aux limites) Soit le EDO sous forme canonique résolue en
y:(cn) / 1
y™ = F(ty,y,...,y" V). (2.18)

Le probléme aux limites a trouver pour chaque a = xg < x1 < ... < Tp_1 = b, la solution de
I’équation 2.18 avec les conditions aux bornes suivantes :

y(to) = Yo, y(t1) = v, Y(tn 1) = Yn_1.

2.3 Existence et unicité des solutions d’ EI et EDO

2.3.1 Existence et unicité des solutions de I’équation intégrale

Théoréme 2.3.1 Soit E un espace topologique compact. Un sous-ensemble G de C(E) est
relativement compact si et seulement si, G est un borné et équi-continus. On dit, si il existe un

constant M tel que
If(x)| <M VzecE etVfed.

De plus, Ve > 0, 46 > 0 tel que; Vf € G, on a

[f(z) = fly)l <e  Vay€E,

avec |z — y| < 0.
L’ensemble C'(E) désigner l’espace des fonctions définis et continus dans l’ensemble compact
E C R", avec muni de la norme mazimum

11l = max | £ ()]

xe

Théoréme 2.3.2 (Alternative de Fredholm) On considére les équations intégrales homo-
génes duales, l'une de l'autre issues d’une noyau K : [a,b]* — R, qui sont donc définies par

Trouver ¢ € Cla,b] tel que @(x)— /b K(z,t)p(t)dt =0 (2.19)
Trowver 1 € Cla,b] tel que 1(x)— /b K(x,t)y(t)dt = 0. (2.20)

On considére pour f € Cla,b] et g € Cla,b] les équations intégrales avec secondes membres
Trouver ¢ € Cla,b] tel que ¢(x)— /bK(:U, tp(t)dt = f(x) (2.21)

Trouver 1 € Cla,b] tel que @Z)(x)—/ K(z,t)Y(t)dt = g(x). (2.22)

Alors on a l’alternative :
1. Les équations (2.19) et (2.20) n’ont que les solutions triviales p = 0 et 1) = 0, et dans ces
cas les équations (2.21) et (2.22) admettent une solution unique ¢ € Cla,b] et € Cla, b
pour chaque f € Cla,b] et g € Cla,b].
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2. Les équation (2.19) et (2.20) ont le méme nombre fini m de solutions linéairement indé-
pendantes, et dans ce cas, les équations (2.21) et (2.22) sont résolubles si et seulement
st pour toute solution varphi de (2.19) et toute solution de (2.20) on a

b b
[ rawtads = [ gwpota)de—o. (2.23)

Dans ces conditions, la solution générale de (2.21) s’écrire sous la forme :
o=@+ (2.24)
i=1

ot @ est une solution particuliere de (2.21) et les (p;)o<i<m forme une famille libre de
solution de (2.19).

2.3.2 Existence et unicité des solutions de I’équation différentielle or-
dinaire

Soit I un intervalle f : I x R® — R"™ On considéré 'EDO :

y'(t) = ft,y(t))

Pour choisir une solution particuliére de cette probléme on impose une condition initiale, c¢’est
a dire :

y(to) = vo
Pour étudier I'existence de 'unicité de la solution des EDOs, il est nécessaire d’utiliser certains
des concepts et théories suivants :

Définition 2.3.3 (Fonction localement lipschitzienne) Soient I un intervalle, D un ou-
vert de R, f: IxD — R". Soient (tg,yo) € I * D Soit J C D un voisinage du point yo. On dit
que f est lipschitzienne par rapport a la variable y dans le voisinage J si il existe une constante
L > 0 et il existe un voisinage U C I du point ty tels que :

£ty () — f(& () < Ly (t) — ya (),
pour y(t), yolt) € J, t € U.

Théoréme 2.3.4 (Cauchy-Lipschitz) Soient I un intervalle,D un ouvert de R", f: IxD —
R™. Soient (to,y0) € I*xD. Si f est continue et lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable
dans un voisinage du point yo, alors le probléme de Cauchy :

{ y'(t) = ft,yt) tel
y(tg):yo toE[,yoeD’

admet une unique solution y définie dans un petit voisinage du point to. De plus la solution est
de classe C' dans ce voisinage.

2.4 Conversion d’PVI en équations de Volterra

Dans cette section, nous étudierons comment convertir le probléme de valeur initiale (PVI)
en ’équation de Volterra intégrale équivalente [18|. Avant de spécifier la méthode souhaitée,
On nous rappelle la formule de conversion utile; Il est dans le lemme suivant :
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Lemme 2.4.1 Pour toute fonction u(x),

/ / Pdtds — / (z — t)u(t)dt. (2.95)
En général, on a

/ / / (20 )dTndn—s...dT) = ﬁ /az(l" — 1) () day. (2.26)

Preuve. Soit g(x) = / u(t)dt,

// Ddtds :/axg(s)ds:/jl.g(s)ds

= [sg(s)]: — / sg'(s)ds (intégration par parties)

=zg(x) —ag(a) — /9«" su(s)ds

- x/ w(t)dt — 0 — / tu(t)dt = /j(x — t)u(t)dt

Nous appliquons cette technique & un probléme de valeur initiale de second ordre donné
par :

y'(x) + Px)y'(z) + Qx)y(z) = f(x), (2.27)

aux conditions initiales

On pose

y'(x) = u(x) (2.28)
ol u(z) est une fonction continue sur I'intervalle de discussion. Cela peut étre simplement réalisé
en intégrant les deux cotés de (2.28) de a & = ou 'on trouve :

y(z) =0+ /w u(t)dt (2.29)
L’intégration des deux cotés de (2.29) de a & x donne
y(z) =a+ B(xr —a) + // t)dtdt. (2.30)
En utilisant les formules de conversion (2.25), nous obtenons
y(@)=a+px—a)+ /x(x — t)u(t)dt. (2.31)

La substitution de (2.28), (2.29) et (2.31) en (2.27) conduit & ’équation intégrale de Volterra
du deuxiéme espece :

+ /w K(x,t)u(t)dt, (2.32)
tel que ’
K(z,t) = —P(r) — Q(x)(x — 1),

et
F(z) = f(z) = BP(z) — (a + Bz — a))Q(x).
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Exemple 2.4.2 Nous voulons dériver l’équation d’équivalence intégrale de Volterra le probleme
de valeur initiale suivant

y' + 5y +6y =0, avec y(0)=1, ¢ (0)=1 (2.33)

ou
P(z)=5, Q(z)=6, f(r)=0, a=0, a==1.

En intégrant deux fois le probleme (2.33) de a a x, et en utilisant la relation (2.25), on obtient

u(r) = —6x — 11 + /z(6t — 6z — 5)u(t)dt, (2.34)

C’est I’équation intégrale de Volterra de seconde espece.

2.5 Conversion de PVB en équations de Fredholm

Nous présentons dans cette section comment une frontiére probléme de valeur (PVB) peut
étre converti en une équation intégrale de Fredholm équivalente.
La méthode est similaire a celle discutée dans la section précédente a quelques exceptions prés
qui sont liés aux conditions aux limites. Il est a noter ici que la méthode de réduire un PVB a
une équation intégrale de Fredholm est compliqué et rarement utilisé.
Nous démontrons cette méthode avec une illustration.

Exemple 2.5.1 Considérons I’équation différentiel ordinaire de second ordre suivant avec la
donnée conditions aux limites.

y' (@) + Pla)y () + Qz)y(z) = f(x), (2.35)

avec les conditions aux limites

r=a:yla)=a,y=b:y(b) = b, (2.36)
ol « et B recotvent des constantes. Faisons la transformation
v () = u(z). (2.37)

L’intégration des deux cotés de I'équation (2.37) de a 4 x donne

y'(x) =y'(a) + /zu(t)dt. (2.38)

Notez que y'(a) n’est pas encore prescrit. Intégration des deux cotés de l’équation (2.38) avec
par rapport a x de a a x et en appliquant la condition aux limites donnée a x = a, nous trouvons

y(z) =yla) + (r —a)y / / t)dtu(t)dt = a+ (z — a)y’ / / t)dtu(t

(2. 39)

et en utilisant la condition aux limites ¢ x = b donne

y(b) =B =a+ (b / / t)dtdt

et la constante inconnue y'(a) est déterminée comme

y'(a) = b_a b_a// t)dtdt (2.40)
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La solution (2.39) peut donc étre réécrite

y(a:):a+(x—a)<b_a— _a// dtdt) // Ddtdt (2.41)

Par conséquent, l’équation (2.35) peut étre écrite en termes de u(x) comme

u(z) = f(z) - P() (y'(a)+ / xu(t)dt)—@(x) (a—{— z—a)y / / dtdt) (2.42)

ouu(z) = y(z) et donc y(x) peut étre déterminé, en principe, a partir de l’équation (2.41). Cest
compliqué procédure pour déterminer la solution d’un PVB par équivalent Equation intégrale de
Fredholm.




CHAPITRE 3

RESOLUTION NUMERIQUE DES
PROBLEMES AUX LIMITES, EQUATIONS
INTEGRALES ET
INTEGRO-DIFFERENTIELLES

3.1 Matrice d’intégrale de Gegenbauer

L’intégration de la fonction f(x) est approximée en intégrant le fini série d’expansion de
Gegenbauer, et les approximations d’intégration définies recherchées pour un certain ensemble
de noeuds d’intégration {z;}Y, peut étre exprimée sous forme de multiplication matrice-vecteur
comme suit :

f;ijf(w)dx ] f(zo)da
I= f‘lffx)dx = i f(wf)dx = PUF, (3.1)
[ pwar | Lovo o oL panan

ott la matrice PV = (pgj)), 0 <1i,7 < N, est la matrice opérationnelle d’intégration de Gegen-

bauer, et est généralement appelée le MIG. Une approche pour construire les entrées du MIG
a été introduite dans [7], et modifiée plus tard dans [9] dans le théoréme suivant

Théoréme 3.1.1 ([10]) Soit
S = {an] Gy (21) = 0,k = 0....N}, (3.2)

étre l’ensemble des points de Gauss-Gegenbauer(GG). De plus, soit f(z) € C*°[—1,1] approxi-

mée par l'expansion de Gegenbauer série (1.18); alors il exviste une matrice PY) = (pg,lj)),

0<14,j <N, et quelques nombres &; € [—1,1] satisfaisant

T N
/ s =Y a0 ) + B (1.6, (3.3)
- k=0
ol
N o
P (a) = Z(A§“>)—1w,§a>c§a>(xk) / 1 G\ (2)dx. (3.4)
=0 -
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W) = ANYGEG @) wee SV, (3.5)

22010 (a4 3)

Al = : 3.6
I (7 4+ a)'(j + 2c) (36)
(a) N+1 gz .
Ex/(x;,&) = N 1KY, / GN+1 d; tel que Ky, défini dans Eqs. (1.20). (3.7)
Preuve. |9]. Puisque f(x;) = akG,(f)(mi), i=0,..,N,j=0,..., M pour certains coefficients
k=0
aj de Gegenbauer, alors :
M
WG @) (1) = Y arwV G ()G (x;). (3.8)
k=0
M M M
e « «@ o a)\1 ozZ
= > WG @) fx) = D ay WP AON) S (@)d () (39)
=0 k=0 =0
M M
= Y a Y w26 = a A, (3.10)
k=0  j=0

ol {gb(a)( ) 7, sont les polynomes de base de Gegenbauer orthonormés, sont définis par
6 (@) = )G (@), j =0, M,

et ils satisfont la relation d’orthonormale discréte
> w0l (@) o () = O (3.11)
j=0

Par conséquent

M
= ()Y WG (@) f (),
=0
alors

fla) =~ Y () Zw@G (2,)C\ () f (;) (3.12)

=0 =

-3y

AN G ()G () f (). (3.13)

o

J

z; M

Par conséquent / f(x)dx =~ ZPE;)(@)f(IEk), avec pl(.,i)(oz) comme défini par Eq (3.4).

-1 k=0
n
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Les intégrations des polynomes de Gegenbauer Gg-a) (x) peuvent étre obtenues par Eq.
(1.12)comme suit [7] :

/ GO (2)dz = G (z) + G (@), (3.14)
—1
| @ @n = a6 @) - G (), (3.15)
—1
/ 1 G\ (x)dz = m(@aﬁl () + a3G37(x) + (=1) (a2 +a3),  (3.16)
(3.17)
ou
_ 1f2a _Jt2 .
“T A0+ PTG BT T ix2a-1

Les entrées de la P-matrice d’ordre n sont données par

n—1
n Ti— T o
pgﬁ:% B iJ=0,.N, vVeel-11].
De plus
n—1
n Ti — T o
pz(j) - ﬁpg), i,7=0,...,N, Vzel0,1].

3.2 Meéthode de solution

Supposons par simplicité, et sans perte de généralité, que nous ayons le PVB linéaire suivant :

y'(x) = f(2)y (=) + g(x)y(x) + r(z), 0<z <1, (3.18)

aux conditions aux limites de Dirichlet,

y(0) = B, y(1) =~. (3.19)
Pour vous assurer que le probléme a une solution unique, supposons également que f(z), g(z); r(z)
sont continus sur [0,1]; g(z) > 0 sur [0,1] [2]. On cherche la solution de ce probléme aux
neeuds GG z; € SZ(\?), it = 0,..., N, puisqu’ils sont quadratiquement groupés aux extrémités
du domaine et bien adaptés & une approximation polynomiale d’ordre élevé [13|. L’intégration
directe convertit le probléme en la contrepartie intégrale suivante :

y(z) = / x / “((glt) — F()y(t) + r(t))dede + / " H@y(@)de + (e — Bfo)a+ e (3.20)

ou F' = f', fo = f(0). Les constantes ¢; et co sont choisies pour satisfaire les conditions aux
limites telles que

=7+ B(fy—1) - / f(@)y()dz — / / “(glt) — F(0)y(0) + () dtda
Cy = ﬁ

Laisser xy.1 = 1, puis en appliquant les quadratures de la matrice P, on refait I'intégrale
Eq.(3.20) dans le systéme d’équations linéaire algébrique suivant :

M

Wi — Z(PEJQ')((QU — fij)wij +1i5) — pz(jl‘)fijwij) +Bfo—c)r;— =0, i=0,...,N; (321)
3=0
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la constante ¢; peut étre approximée comme

M

a~y+B(fo—1)— (P%L,ijH,jWNH,j+P§3)+1,j((9N+1J_FN“J)“’N“J+rN+1J)))’ (3.22)
=0

oft w = [wo,wr, ..., wn] s wi & y(E), @ = (wy), wy ~ ylay), g5 = g9lzy), Fy = Flay),

r; =1(z5), 2 € Snyim, 1 =0,...,N;1=0,...,N+1;7 =0,..., M. Par conséquent, nous avons
(N + 2) équations dans M (N +2)+2N + 3 inconnues. Depuis I'ensemble des noeuds de solution
{mz} _, est symétrique, et en supposant que le nombre NV est pair, ona z;; = xy_;;, V0 <i < N,
0 <j < M, et le systéme linéaire est en fait un systéme de N(M + 3)/2 + 2M + 3 inconnues.
Bien que la quadrature de la matrice P présentée dans [9] ait été démontrée pour produire des
approximations d’ordre élevé, la mise en ceuvre pure de la quadrature de la matrice P pour
approximer le PVB conduit a un systéme linéaire d’équations sous-déterminé. Pour obtenir un
systéme d’équations carré avec une solution unique, nous proposons d’appliquer une technique
utilisant la quadrature P-matrice et la quadrature P-matrice pour la solution du PVB (3.18).
Le terme r(x) qui n’inclut pas la fonction inconnue y(z) sera intégré en utilisant la quadrature
de la matrice P, tandis que le reste des intégrations sera approché en utilisant la quadrature
de la matrice P. D’ou I'egs. (3.21) et (3.22) sont remplacés par les deux équations suivantes :

w"_Z@S)(Q F)+pzj fj sz] rl] Bf()_cl) /B 0, Z.:O,...,]\[7

N
2
arv+B(fo—1) - ZPN+1JfJ+pN)+13(g fwj))Wj_Zngzrlver”Ll’j’
7=0 7=0
le P (3.18) est transformé en systéme linéaire (N + 2) d’équations algébriques en (N + 2)
inconnues qui peut étre écrit plus loin sous la forme matricielle Aw = b, ou les entrées de la
matrice de coeflicients A = (a;;), et le vecteur colonne b = (b;) sont donné par

Qij :571] (pgj) _pN+1] )f] (pz] _pg\fl-l]xl)<F _g])

b - Zp@)’f‘zj — X (ZPE\?ZHJTN—H,]‘ + B - ’Y) + ﬂ; l,] = 0, ceey N.

J=0

Les solutions approchées sont ensuite obtenues a 1’aide de solveurs de systémes linéaires efficaces.
Un des avantages de cette formulation est que le systéme linéaire issu de la discrétisation est
généralement bien conditionné [5, 6, 8, 11, 17]. Le domaine des équations intégrales peut étre
abordé directement par les MIGs sans reformulations supplémentaires, tandis que des idées
similaires a la présente méthode peuvent étre facilement généralisées pour résoudre des PVB
linéaires généraux et des équations intégro-différentielles en reformulant le probléme d’origine
dans sa forme intégrale. Ce dernier peut généralement s’écrire :

ly = (Z fj(x)lj> y=g(x), z€l0,1],se€Z", (3.23)

ot | = 37 fi(w)l; est un opérateur intégral lincaire, {f;}5_o; g sont des fonctions réelles
connues de z, [; désigne l'intégrale j-fois de y par rapport a x; y(z) € C*[0,1] est la solution
inconnue du probléme approché en utilisant la série d’expansion de Gegenbauer (1.18). Par
conséquent, le MIG proposé peut étre largement appliqué a un large éventail de problémes
mathématiques.
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3.3 Résultats numériques

Dans cette section, trois exemples de test sont résolus a I’aide du MIG. Le premier exemple
de test est de cauchy. Le deuxiéme exemple de test est une équation intégrale de Fredholm. Les
troisiémes exemples de test sont des équations intégro-différentielles. Ci-apres, (EAMs) dési-
gnent les erreurs absolues maximales observées de la présente méthode entre les approximations
et les solutions exactes

Exemple 3.3.1 Considérons le probleme de Cauchy suivant :

y"(x) — 42?y(z) = —6xe ™™, avec y(—1) = y/(=1) = —e~ L.
La solution exacte est y(r) = ze . L’application du MIG donne le systeme algébrique d’équa-
tions linéaires suivant :

M N
w; — 4 sz(?)x?wj +e Nz +2) + Zpg)rij =0, i=0,..,M, (3.24)
=0

k=0
ot r(z) = bze™"
Le tableau 3.1, nous donnons les (EAM) pour M =5, 7, 13, 15 eta = —0.4, —0.2, 0, 0.5, 1, 2
et pour N=15. Dans la figure 3.1 la valeur optimal de o pour M = 4 est a* = 0.3 ; et on a pour
M =9 la valeur optimal o* = —0.3.

o)

M —-0.4 —0.2 0 0.5 1 2

5 | 2.21E-002 2.00E-002 2.30E-002 2.49E-002 4.17E-002 7.87E-002
7 | 1.49E-003 1.52E-003 1.79E-003 2.71E-003 5.00E-003 1.09E-002
13 | 2.23E-007 2.07E-007 2.27E-007 5.50E-007 1.26E-006 3.95E-006
15 | 8.13E-009 7.44E-009 8.07E-009 2.16E-008 5.22E-008 1.81E-007

TABLE 3.1 — Calculez 'erreur absolue maximale en changeant M =5, 7, 13, 15 et
a=—-04, —0.2, 0, 0.5, 1, 2. & partir de I'exemple 3.3.1.

a b. N=20
M= 4 x10™ M=9
0.08 45
05
m ¢ "
0.07 g
1
' 35 d
(=] 1

0.06 ] o

i 3 7

o d

1

% 0.05 ] % 2.5 I:II
,D ’
] 2 (n]
0.04 o I:H:
1
’ 15 J:‘
a =}
0.03 ,
g O i opoa®
Po
05 . . . 0.02 ' ! ' 05—
4 05 0 05 1 -05 0 05 1 1.5 -05 0 05 1
X

o o
i i

FIGURE 3.1 — Les resultats numériques du MIG sur I'exemple 3.3.1. La figure (a) illustre le
graphique de y(x) sur [—1, 1]. La figure (b) illustre les EAM du MIG pour M = 4,9.
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Exemple 3.3.2 Considérons l’équation intégro-différentielle de Fredholm suivante :

! 2sinh(x 4 2)

@)~ yla) — [ e ylea = -

—1) =€t
1 CC'+2 ’ y< ) €

La solution exacte est y(x) = e*. L’application du MIG donne le systéme algébrique d’équations

linéaires suivant :

D
(pl] +ZpN+ljplk e >w3 Zpl Tij — =0,

M

>

7=0
) T(ZL’) _ __ 2sinh(z+2)
42 :
Le tableau 3.2, nous donnons les (EAM) pour M =4, 6, 8, 10 et = —0.25, —0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1
et pour N=15. Dans la figure 3.2 la valeur optimal de o pour M = 3 est o = 0.4 ; et on a pour
M =11 la valeur optimal o* = 0.5.

«

=

—0.25

—0.1

0.25

0.5

0.75

1

2.21E-003
2.40E-005
2.74E-007

2.24E-003
3.03E-005
3.77TE-007

1.12E-003
2.07E-005
3.24E-007

1.29E-003
8.40E-006
3.17E-008

3.04E-003
4.95E-005
6.80E-007

5.25E-003
1.05E-004
1.65E-006

= C0 O

0 | 2.51E-009 3.63E-009 3.53E-009 7.77E-011 7.64E-009 1.99E-008

TABLE 3.2 — Calculez 'erreur absolue maximale en changeant M =4, 6, 8, 10 et

a=—0.25, —0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1. a partir de I'exemple 3.3.2.
a b. N=20
M=3 «10° M= 11
0.035 —— ; ; ; 1 ‘
8 09 a
1
003} g 08 1
1 1
1 0.7 1
0.025] Pnn ? 1 0.6 ?
% o \q I;; % 05 ,’
0.02} \ 1 1 04 'F
=] ! '
\‘ |;| 0.3 I,'ﬁ
0.015} =} N 02 og '
' o] d
bnun 0.1 nn %h/
0 ‘ ; ‘ Ry 0 05 1 25 0 05 1 15
b 205 0 05 1 . . ! ; .

X %

FIGURE 3.2 — Les resultats numériques du MIG sur l'exemple 3.3.2. La figure (a

(a) illustre le
graphique de y(z) sur [—1, 1]. La figure (b) illustre les EAM du MIG pour M = 3,1

1.

Exemple 3.3.3 Considérons l’équation intégrale de Fredholm suivante du deuxiéme type :

- [ K@ouwi = f@). wel-1,
avec le noyau K (z,t) = (v — )3/ (2?(1 + t2)) ;
flx) =vV1+a?— 3(v2 — arcsinh(1)) — 2zarcsinh(1).

T
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La solution exacte est y(x) = /1 + x2. L’application du MIG conduit au systéme d’équations

algébriques suivant :

M
1 .
Wi = ZPSW)H,J‘K(% zj)w; — fi =0, 1=0,..
=0

7M7

ou f; = f(x;).

(3.26)

Le tableau 3.3, nous donnons les (EAM) pour M =3, 5, 7, 15 eta = —0.4, —0.1, 0.2, 0.5, 1.
Dans la figure 3.3 la valeur optimal de o pour M =5 est o = 0.3; et on a pour M = 17 la
valeur optimal o = —0.4.

=

—-0.4

-0.1

o}
0.3

0.5

1

— =3 O o

5

2.07E-02
1.63E-03
1.34E-04
4.07E-08

1.12E-02
1.66E-03
1.30E-04
4.39E-08

1.20E-02
1.40E-03
1.45E-04
4.31E-08

1.61E-02
1.50E-03
1.73E-04
6.73E-08

4.25E-02
4.18E-03
6.40E-04
3.43E-07

TABLE 3.3 — Calculez l'erreur absolue maximale en changeant M =
a=—04, —0.1, 0.2, 0.5, 1 a partir de I'’exemple 3.3.3.

FIGURE 3.3 — Les resultats numériques du MIG sur I'exemple 3.3.3. La figure (a)
graphique de y(x) sur [—1, 1]. La figure (b) illustre les EAM du MIG pour M = 5, 17.
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CONCLUSION

Ce mémoire & présenté une méthode numérique efficace pour résoudre les PVB, les équations
intégrales et intégro-différentielles a ’aide de MIG. L’idée clé est de transformer les PVB géné-
raux et les équations intégro-différentielles en leurs reformulations intégrales, puis de discrétiser
a I'aide de MIG. Le systéme d’équations linéaire algébrique résultant peut étre résolu pour les
valeurs de solution dans I’espace physique en utilisant des solveurs de systéme linéaire efficaces.
L’algorithme présenté est numériquement stable et la précision spectrale est obtenue en utili-
sant un nombre relativement petit de points de solution, ce qui est une caractéristique souhaitée
pour une méthode spectrale. Le MIG proposé a la capacité d’obtenir des approximations d’ordre
supérieur sans qu’il soit nécessaire d’augmenter le nombre de points de solution. L’applicabi-
lité de la méthode proposée est illustrée par trois exemples de test. Les résultats obtenus sont
trés cohérents, le présent MIG est largement applicable et peut étre appliqué pour résoudre
de nombreux problémes tels que les PVB, les équations intégrales et intégro-différentielles, les
problémes d’optimisation, les problémes de controle optimal, etc.

28
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