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LISTE DES NOTATIONS

Ω ⊂ Rd Domaine lipschitzien borné.
∂Ω Frontière de Ω.
E ′ Espace dual de E.
〈·, ·〉E′,E Crochet de dualité.
Lc(E,F ) Espace des opérateurs linéaires continues

de E dans F .
C(U,E) L’espace des fonctions continues de U dans E.
⇀ La convergence faible.
→ La convergence forte .
n La normale unitaire extérieure de ∂Ω .
p.p. Presque partout.
s.c.i Semi-continue inférieurement.
s.c.s Semi-continue supérieurement
H1, H1

0 Espaces de Sobolev.
Supp(f) Support de la fonction f .

A : B =
d∑

i,j=1
aijbij Le produit de deux matrices.

x · y =
d∑
i=1

xiyi Le produit scalaire de x et y.

∇v =
(
∂vi
∂xj

)
1≤i,j≤d

Le jacobien de v = (v1, · · · , vd) = (v1(x), · · · , vd(x)).

div(v) =
d∑
i=1

∂vi
∂xi

Divergence de v.

(v · ∇)v = (
d∑
i=1

vi
∂vj
∂xi

)1≤j≤d Le terme non linéaire.

D(v) = 1
2(∇v +∇vt) Le tenseur des déformations où v est la vitesse du fluide.

σ = 2µD(v)− PI Le tenseur des contraintes où µ, P sont la viscosité et
la pression du fluide.

(div(σ))i =
d∑
j=1

∂σij
∂xj

, i = 1, · · · , d Divergence de σ.
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Introduction

Les inéquations variationnelles représentent une classe importante de problèmes non-linéaires
d’origine physique, mécanique ou autre [11]. Cette théorie a été faite à partir des résultats
concernant les problèmes unilatéraux obtenus par A. Signorini en 1933 [22] où il a formulé un
problème de contact sans frottement entre un solide élastique et un obstacle rigide. Ce n’est
qui en 1964 que G. Fichera [12] a pu résoudre ce problème en utilisant quelques propriétés des
inéquations variationnelles elliptiques. Les fondement mathématiques de la théorie ont été
élargis par les contributions précieuse de Stampacchia [23] Lions et Stampacchia [18], et puis
développer par l’école française et italienne Brézis [4], [5] Stampacchia [24], Lions [19],· · · ect.

En mécanique des fluides, les équations de Navier-Stokes et de Stokes sont des équations
aux dérivées partielles non linéaires qui décrivent le mouvement des fluides. Ces équations
ont été nommées ainsi en référence à leurs découvreurs Claude Lions-Marie-Henri Navier
mathématicien et ingénieur français et George Gabriel Stokes mathématicien et physicien
britannique. Pour la résolution de ce genre d’équations, on doit ajouter les conditions aux
limites dans le cas stationnaire (toute grandeur ne dépend pas explicitement du temps) et
on rajoute de plus la condition initiale dans le cas instationnaire (ie, tous les variables qui
décrivent le mouvement sont dépend du temps). Pour les conditions aux limites de type
frottement, on obtient une inéquation variationnelle soit de type elliptique ou parabolique.

L’objectif de ce travail est de présenter des résultats d’existence et d’unicité pour les inéqua-
tions variationnelles linéaires et non linéaires de première et deuxième espèce et d’appliquer
ces résultats sur deux problèmes aux limites : le problème de Signorini scalaire [1] (méca-
nique des solides) et le problème de Stokes avec des conditions aux limites non linéaires de
type Tresca en régime stationnaire. Ce problème est motivé par lubrification et aussi par
injection/extrusion.

Ce travail se compose de trois chapitres

Le premier chapitre contient les définitions et les notions fondamentales qui seront essentiels
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Introduction

dans la suite.
Dans le deuxième chapitre, on présente des théorèmes d’existence et d’unicité de quelques
classes d’inéquations variationnelles linéaires et non linéaires.
Le troisième chapitre porte sur l’application des résultats présentés dans le chapitre 2 où on
prend deux problèmes aux limites, le problème de Signorini scalaire et le problème de Stokes.
La formulation variationnelle du problème de Signorini est donnée par une inéquation va-
riationnelle de première espèce où on utilise le théorème de Stampacchia et le théorème de
point fixe de Schauder.
Pour le problème de Stokes en régime stationnaire, on prend deux cas selon la viscosité du
fluide (elle traduit la résistance d’un fluide à l’écoulement, on la note µ) :

- Viscosité constante µ = cst > 0 : on obtient une inéquation variationnelle elliptique
linéaire de deuxième espèce qui admet une unique solution par le théorème de Stampacchia.

- Viscosité qui dépend de la vitesse et le tenseur des déformations (µ = µ(v, |D(v)|)).
Ce choix permet également de trouver la viscosité appropriée qui répond à quelques besoins
industriels tels que par exemple la fabrication de gilet pare-balles contenant un fluide qui a
la capacité de se concentrer sur l’impact du projectile lors d’un contact avec le gilet pare-
balles ([2] [9]). Dans ce cas on obtient une inéquation variationnelle elliptique non linéaire de
deuxième espèce. Lorsque µ = µ(ṽ, |D(v)|) le problème admet au moins une solution par le
théorème de monotonie. De plus, cette solution est unique. Ensuite par le théorème de point
fixe de Schauder, le problème avec la viscosité dépend de plus de la vitesse admet au moins
une solution. Finalement, on construit le terme pression par le théorème de De Rham ([9]).

On termine notre travail par une conclusion générale.

vi



Chapitre 1

Généralités

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions et des résultats utilisés tout
au long de ce travail.

1.1 Fonction convexe et semi continue inférieurement

Définition 1.1. (Ensemble convexe) Un sous ensemble S de Rd est dit convexe si

∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] : λx+ (1− λ)y ∈ S.

Remarque 1.1. L’image d’un ensemble convexe par une application linéaire est convexe et
l’adhérence d’une partie convexe est convexe.

Exemple 1.1. Les boules ouvertes ou fermées sont des convexes.

Définition 1.2. Soit S une partie non vide de Rd. On appelle enveloppe convexe (resp.
enveloppe convexe fermé) de S et on le note conv(S) (resp. conv(S)), le plus petit convexe
(resp. convexe fermé) contenant S.
L’enveloppe convexe est défini par

conv(S) =
{
x =

d∑
i=1

λixi, λi ≥ 0,
d∑
i=1

λi = 1, xi ∈ S
}
.

Remarque 1.2. Si S est borné (resp. compact) alors conv(S) est borné (resp. compact). En
général, l’enveloppe convexe d’un fermé n’est pas fermé.
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Chapitre 1. Généralités

Définition 1.3. (Fonction convexe) Soient S un sous ensemble non vide de Rd et f :
S → R une fonction. On dit que f est convexe si et seulement si

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y), ∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1].

Définition 1.4. Pour une fonction f définie sur S de Rd, à valeurs dans R, l’épigraphe est
définie par

epi(f) = {(x, y) ∈ S × R, f(x) ≤ y} ⊂ Rd × R.

On note par
dom f = {x ∈ Rd | f(x) < +∞},

le domaine de la fonction f . Si dom f 6= ∅ alors la fonction f est dite propre. La fonction f
est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) dans Rd si et seulement si

∀x0 ∈ Rd, f (x0) ≤ lim
x→x0

inf f(x).

Autrement dit, la fonction f est s.c.i. si et seulement si son épigraphe est un fermé de Rd.
De plus, la fonction f est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) si la fonction −f est
(s.c.i.) ie,

lim sup
x→x0

f(x) ≤ f(x0).

Remarque 1.3.
- Une fonction est convexe si et seulement si son épigraphe est une partie convexe.
- Une fonction est continue en un point si et seulement si elle est semi-continue supé-
rieurement et inférieurement en ce point.

1.2 Notions sur les opérateurs linéaires

Dans toute la suite K = R ou C.

1.2.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.5. Soit E et F , deux K-espaces vectoriels normés, un opérateur T défini sur
E dans F est dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes. Pour tout u, v dans E et a, b
dans K on a Tu ∈ F et T (au+ bv) = aTu+ bTv.

Définition 1.6. Un opérateur linéaire de E −→ F , (T ∈ L(E,F )) est dit continu au point

2



Chapitre 1. Généralités

x0 ∈ E si pour toute suite (xn)n de E converge vers x0, la suite T (xn) converge vers T (x0)
c’est à dire lim

n→+∞
T (xn) = T (x0).

Notation. L’ensemble de tous les opérateurs linéaires et continus de E dans F est noté par
Lc(E,F ).

Définition 1.7. Un opérateur linéaire T défini sur E dans F est dit borné s’il existe une
constante positive C, telle que :

‖Tu‖F ≤ C‖u‖E, ∀u ∈ E.

Remarque 1.4. Le plus petit de nombres C vérifiant cette inégalité s’appelle norme de
l’opérateur T et se note ‖T‖,

‖T‖ = inf{C > 0,∀x ∈ E, ‖T (x)‖F ≤ C‖x‖E}.

Théorème 1.1. [20] Soit T ∈ L(E,F ) alors les assertions suivantes sont équivalentes

(1) T est borné.

(2) T est continu sur E.

(3) T est continu en 0.

Exemple 1.2. L’opérateur T : (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) −→ (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) défini par

Tf(x) =
∫ x

0
f(t) dt,

est un opérateur linéaire et borné. Il est clair que T est linéaire. Montrons que T est borné.
En effet, on a

|Tf(x)| ≤
∫ x

0
|f(t)| dt ≤ x‖f‖∞

d’où
‖Tf‖∞ ≤ ‖f‖∞,

donc T est borné.

1.2.2 Opérateurs compacts

Définition 1.8. (Partie compact) Soit U un ensemble de E, U est dit compact de tout
recouvrement de U par des ouverts de U , on peut extraire un sous-recouvrement fini i.e.

∀Vj, j ∈ J (ouvert), U ⊂ ∪j∈JVj , ∃Vj(k) , j(k) = 1, 2, ..., n tel que U ⊂ ∪nk=0Vj(k).

3



Chapitre 1. Généralités

Définition 1.9. Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son
adhérence est compacte.

Définition 1.10. Une famille (fi)i de fonctions continues sur le compact U est dite équi-
continue si

∀x, y ∈ U, ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀i : |x− y| ≤ δ =⇒ |fi(x)− fi(y)| ≤ ε.

Théorème 1.2. (d’Ascoli) [20] Soient U un espace compact et A ⊂ C(U,E). Alors A est
relativement compact si, et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites

(1) A est borné.

(2) A est équicontinue.

Théorème 1.3. (Heine) [15] Soit deux espaces métriques X et Y , tel que X soit également
compact. Alors toute application continue de X dans Y est uniformément continue. Cela
implique notamment que toute fonction continue de I = [a, b] dans R est uniformément
continue sur I.

Définition 1.11. Une application T ∈ L(E,F ) est un opérateur compact si T (B̄E) est un
compact de F , où B̄E est la boule unité fermée de E.

Remarque 1.5. Un opérateur T : E −→ F compact est un opérateur borné, la réciproque
est fausse. En effet, soit la boule unité fermée

B̄(0, 1) = {x ∈ E, ‖x‖E ≤ 1},

alors, T (B̄(0, 1)) est relativement compact d’où

‖Tx‖F ≤ C, ∀x ∈ B̄(0, 1).

Alors T est borné. Réciproquement, l’opérateur identique IdE de E dans E est borné, mais
il n’est pas compact car IdE(B̄(0, 1)) = B̄(0, 1), n’est pas relativement compacte sauf si E
est de dimension finie.

1.3 Espace fonctionnels

1.3.1 Espace réflexif et séparable

Dans toute la suite E sera un espace de Banach (même si la complétude sera souvent inutile).
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Chapitre 1. Généralités

Définition 1.12. (Espace dual) Le dual topologique de E est l’ensemble des applications
linéaires continues sur K (E ′ = Lc(E,K)). L’espace E ′′ est le bidual de E c-à-d est le dual
de E ′.

L’espace E ′ muni de cette norme

‖f‖E′ = sup
x∈E,‖x‖E≤1

|〈f, x〉E′,E|
‖x‖E

,

est un espace normé et l’action de f ∈ E ′ sur un élément x ∈ E est notée par f(x) ou
〈f, x〉E′,E. De même pour l’espace E ′′, muni de la norme

‖φ‖E′′ = sup
f∈E′,‖f‖E′≤1

|〈φ, f〉E′′,E′ |.

On considère l’injection canonique J de E dans E ′′ par

J : E → E ′′

x 7→ J(x) = Jx,

où Jx est définie par

Jx : E ′ → R
f 7→ Jx(f) = 〈Jx, f〉E′′,E′ = 〈f, x〉E′,E.

L’application J est une isométrie injective de E dans E ′′.

Définition 1.13. (Espace réflexif) Soit J l’injection canonique de E dans E ′′ on dit que
E est réflexif si J(E) = E ′′.

Proposition 1.1. [6] Soit M un sous espace vectoriel fermé de E, alors M muni de la
norme induite par E est réflexif.

Définition 1.14. (Partie dense) On dit qu’une partie A ⊂ E est dense si pour tout y ∈ E,
il existe une suite (xn)n ⊂ A telle que xn −→ y dans E autrement dit Ā = E.

Définition 1.15. (Espace séparable) Un espace métrique séparable est un espace métrique
qui contient une partie dense et dénombrable.

Théorème 1.4. [6] Soit E un espace de Banach telle que E ′ soit séparable. Alors E est
séparable.

Définition 1.16. (Convergence faible) Soit (xn)n une suite d’éléments de E. On dit que
(xn)n converge faiblement dans E vers x ∈ E si

〈f, xn〉E′,E −→ 〈f, x〉E′,E ∀f ∈ E ′,

5



Chapitre 1. Généralités

on utilise alors la notation : xn ⇀ x.

Remarque 1.6.

- Si la limite faible d’une suite existe, elle est unique.

- On appelle convergence forte, la convergence au sens de la norme ‖xn−x‖E −→ 0 ce
qu’on écrit xn −→ x.

Proposition 1.2. [6]

1. xn → x =⇒ xn ⇀ x.

2. xn ⇀ x =⇒ (xn)n est borné.

3. (xn ⇀ x et fn −→ f dans E ′) =⇒ 〈fn, xn〉E′,E −→ 〈f, x〉E′,E, (convergence forte-
faible).

Proposition 1.3. Soit A ⊂ E une partie de E faiblement fermée. Alors A est aussi forte-
ment fermée.

Preuve. Soit (xn)n une suite d’éléments de A telle que xn → x. Montrons que x ∈ A. En
effet, comme la convergence forte implique la convergence faible, xn ⇀ x et puisque A est
faiblement fermée, x ∈ A. Donc A est fortement fermée.

La réciproque de la proposition ci dessus est vraie si A est convexe (voire [17]).

Théorème 1.5. [6] Soit E un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée (xn)n dans
E on peut extraire une sous suite faiblement convergente.

1.3.2 Espace de Hilbert

Dans cette partie, on présente un type particulier d’espace normé, le quel la norme est définie
d’une manière spéciale.

Définition 1.17. (Produit scalaire) Soit H un espace vectoriel sur K. Un produit scalaire
sur H est une application 〈·, ·〉 : H ×H → K, telle que, pour tous x, y, z ∈ H et α, β ∈ K,

(1) 〈x, x〉 ≥ 0.
(2) 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.
(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉.
(4) 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉 .

Définition 1.18. (Espace préhilbertien). Un espace préhilbertien est défini comme un
espace vectoriel réel ou complexe muni d’un produit scalaire.

6



Chapitre 1. Généralités

Définition 1.19. (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien
complet pour la norme hilbertienne ‖x‖ =

√
〈x, x〉. C’est donc un cas particulier d’espace de

Banach.

Exemple 1.3. L’espace l2(N) des suites complexes (ou réelles) (xn)n≥0 telle que∑∞
n=0 |xn|

2 <∞ muni de

〈(xn)n≥0 , (yn)n≥0〉 =
∞∑
n=0

xnyn,

est un espace de Hilbert.

Définition 1.20. (Orthogonalité) On dit que deux vecteurs x et y d’un espace préhilbertien
H sont orthogonaux, si 〈x, y〉 = 0 on note x ⊥ y.

Théorème 1.6. (Projection sur un convexe fermé) [6] Soit H un espace de Hilbert, et
soit S une partie convexe et fermée, non vide de H. Alors, pour tout x ∈ H, il existe un
unique y ∈ S tel que

‖x− y‖ = dist(x, S) = inf
z∈S
‖x− z‖.

D’autre part y est caractérisé par

1). y ∈ S. On dit que y = PS(x) est la projection de x sur S.

2). Pour tout z ∈ S, 〈x− y, z − y〉 ≤ 0. De plus pour tous x1, x2 ∈ S

‖PSx1 − PSx2‖ ≤ ‖x1 − x2‖.

Théorème 1.7. (Représentation de Fréchet-Riesz) [6] Soit H un espace de Hilbert.
Pour tout Φ ∈ H ′, il existe un (unique) y ∈ H tel que

Φ(x) = 〈x, y〉, ∀x ∈ H.

1.3.3 Espaces de Lebesgue Lp(Ω)

Dans toute la suite, Ω sera un domaine (ouvert et connexe), borné et lipschitzien de Rd muni
de la mesure de Lebesgue dx, et ∂Ω = Γ est la frontière de Ω.

Définition 1.21. (Domaine lipschitzien). Le domaine Ω ⊂ Rd est dit lipschitzien s’il
existe une famille de boules ouvertes (Bi)i=1,2,··· ,k telle que Γ ⊂ ∪ki=1Bi, de plus sur chaque
Bi, il existe un système de cordonnées (x1, · · · , xd) et une fonction Ψi lipschitzienne telle
que

Ω ∪Bi = {(x1, · · · , xd) ∈ Bi, xd < Ψi (x1, · · · , xd−1)} .
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Cela signifie que la frontière de Ω peut-être vue comme le graphe d’une fonction lipschit-
zienne. La plupart des domaines classiques (en particulier les polygones en dimension 2 et
presque tous les polyèdres en dimension 3) sont lipschitziens. Des exemples de domaines
non-lipschitziens sont ceux dont la frontière présente des points de rebroussement, ou une
fissure rentrant dans le domaine.

Définition 1.22. Soit 1 ≤ p < +∞ (p ∈ R), l’espace Lp(Ω) est l’ensemble des fonctions
mesurables f : Ω −→ R telle que :

∫
Ω |f(x)|p dx <∞.On note

‖f‖p =
(∫

Ω
|f(x)|p dx

) 1
p

.

- L∞(Ω) est l’ensemble des fonctions mesurables f : Ω −→ R telles qu’il existe une constante
c > 0 telle que |f(x)| ≤ c p.p sur Ω. On note :

‖ f ‖∞= inf{ c, |f(x)| ≤ c p.p. sur Ω}.

Théorème 1.8. [6] L’espace Lp(Ω) est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, un espace
réflexif pour tout 1 < p <∞ et un espace séparable pour tout 1 ≤ p <∞.

Théorème 1.9. (Convergence dominée de Lebesgue). [6] Soit (fn)n une suite de fonc-
tions de L1(Ω). On suppose que

a. fn(x)→ f(x) p.p. sur Ω.
b. Il existe une fonction g de L1(Ω) telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. sur Ω.

Alors, f ∈ L1(Ω), ‖fn − f‖L1(Ω) → 0.

Définition 1.23. Soient (X, ‖ · ‖X) et (Y, ‖ · ‖Y ) deux espaces normés. La notation X ↪→ Y

signifie X ⊂ Y avec l’injection continue, c’est-à-dire il existe une constante C telle que

‖u‖Y ≤ C‖u‖X ∀u ∈ X.

En outre, on écrit X ↪→compacte Y si de toute suite bornée dans X on peut extraire une sous
suite qui converge fortement dans Y . On note par X ↪→dense Y si X est dense dans Y .

Définition 1.24. Soit 1 < p < +∞, on dit que q est l’exposant conjugué de p si 1
p

+ 1
q

= 1.
L’exposant conjugué de 1 est ∞.

Proposition 1.4. (Inégalité de Hölder) [6] Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω). Alors,
fg ∈ L1(Ω) et ∫

Ω
|fg|dx ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Remarque 1.7. Le cas particulier où p = q = 2 dans l’inégalité de Hölder, donne l’inégalité
de Cauchy-Schwarz.
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Théorème 1.10. [6] Supposons que |Ω| =
∫

Ω
dx <∞. Alors Lr(Ω) ↪→ Lp(Ω) pour tout

1 ≤ p ≤ r ≤ ∞, i.e., il existe une constante C (dans notre cas, C = (|Ω|)
1
p
− 1

r ) telle que

‖v‖Lp(Ω) ≤ C‖v‖Lr(Ω), ∀v ∈ Lr(Ω).

1.3.4 Dérivation au sens faible et espace de Sobolev H1(Ω)

On note D(Ω) = C∞c (Ω) : l’espace des fonctions de classe C∞(Ω) à support compact, avec
le support d’une fonction v ∈ D(Ω) est défini par : supp(v) = {x ∈ Ω, v(x) 6= 0}.

Définition 1.25. Une distribution est une forme linéaire continue sur D(Ω), l’ensemble des
distributions est donc le dual topologique de D(Ω) on la note D′(Ω).

Définition 1.26. On dit qu’une fonction u ∈ L2(Ω) admet une dérivée au sens faible dans
L2(Ω) par rapport à la variable xj si il existe

∂u

∂xj
∈ L2(Ω) telle que

∫
Ω

∂u

∂xj
φ dx = −

∫
Ω
u
∂φ

∂xj
dx , ∀φ ∈ D(Ω).

Espace de Sobolev H1(Ω)

Définition 1.27. On définit l’espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ω comme suit

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω), ∂u

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, 2, . . . , d

}
,

où les dérivées ∂u
∂xi
, i = 1, 2, . . . , d sont prises au sens des distributions.

L’espace H1(Ω) muni de produit scalaire

〈u, v〉H1(Ω) =
∫

Ω
u(x)v(x) dx+

d∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx.

La norme associée est définie par

‖u‖H1(Ω) =
(
〈u, u〉H1(Ω)

) 1
2 =

∫
Ω
|u|2dx+

d∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣∣
2

dx

 1
2

.

Exemple 1.4. Soit Ω =]−1, 1[, la fonction u(x) = |x| est dans H1(Ω). En effet, la fonction

9
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valeur absolue u est continue sur Ω. De plus, u ∈ L2(Ω) ie,

∫
Ω
u(x)2 dx =

∫ 1

−1
x2 dx = 2

3 <∞.

Prenons une fonction ϕ ∈ D(Ω)

∫
Ω
u(x)ϕ′(x) dx =

∫ 0

−1
−xϕ′(x) dx+

∫ 1

0
xϕ′(x) dx

= [−xϕ(x)]0−1 +
∫ 0

−1
ϕ(x) dx+ [xϕ(x)]10 −

∫ 1

0
ϕ(x) dx

=
∫ 0

−1
ϕ(x) dx−

∫ 1

0
ϕ(x) dx

= −
∫

Ω
sign(x)ϕ(x) dx.

La fonction signe est dans L2(Ω). On en déduit que sign est la dérivée faible de u et donc
que u ∈ H1(Ω).

Théorème 1.11. [10] L’espace
(
H1(Ω), ‖ · ‖H1(Ω)

)
est un espace de Hilbert séparable et

réflexif.

Remarque 1.8. [10] On a toujours l’injection suivante H1(Ω) ↪→compacte L2(Ω).

Théorème 1.12. (de trace) [17] On peut définir de façon unique la trace γ0(v) de v ∈
H1(Ω) sur Γ de façon que γ0(v) coïncide avec la définition usuelle

γ0(v(x)) = v(x), x ∈ Γ,

si v ∈ C1(Ω̄). De plus l’application γ0 : H1(Ω)→ L2(Γ), est linéaire et continue.

L’image de γ0 est notée H 1
2 (Γ) (c-à-d H 1

2 (Γ) = γ0(H1(Ω))) est un espace de Sobolev d’ordre
fractionnaire.

Théorème 1.13. [13] Pour g ∈ (H 1
2 (Γ))d avec

∫
Γ
g · n ds = 0, il existe une fonction u ∈

(H1(Ω))d tel que div(u) = 0 dans Ω et u = g sur Γ.

Proposition 1.5. (Formule de Green) Pour tous u, v ∈ H1(Ω) [13]

∫
Ω

∂u

∂xi
v dx = −

∫
Ω
u
∂v

∂xi
dx+

∫
Γ
γ0(u)γ0(v) · ni ds, (1.1)

où (ni)di=1 sont les composantes de n avec n est le vecteur unitaire de la normale extérieur à
Γ.
De plus, pour tout u ∈ H1(Ω) et v ∈ (H1(Ω))d on a (voir [3])

∫
Ω
u div(v) dx = −

∫
Ω
v · ∇u dx+

∫
Γ
γ0(u) (γ0(v) · n) ds,

10
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où div(v) =
d∑
i

∂vi
∂xi

, qui désigne la divergence de v et v · n =
d∑
i

vini. Pour simplifier, on

écrit u et v au lieu γ0(u) et γ0(v).

Définition 1.28. L’espace H1
0 (Ω) est l’adhérence de D(Ω) dans (H1(Ω)) , ‖ · ‖H1(Ω)

)
(l’adhé-

rence dans H1(Ω) muni de sa norme ‖ · ‖H1(Ω)
)

H1
0 (Ω) =

{
ϕ ∈ D(Ω)H

1(Ω)
}
.

L’espace H1
0 (Ω) est défini aussi par

H1
0 (Ω) =

{
v ∈ H1(Ω) : vΓ = 0

}
.

Théorème 1.14. (Inégalité de Poincaré) [6] Il existe une constante Cp > 0 telle que
pour toute fonction v ∈ H1

0 (Ω), on a
∫

Ω
|v(x)|2dx ≤ Cp

∫
Ω
|∇v(x)|2dx,

où Cp ne dépend que de Ω. Cette inégalité est fausse dans l’espace H1(Ω), prendre par exemple
v = 1.

Puisque D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω), le dual H−1(Ω) de H1

0 (Ω) s’identifie à un sous-espace
de D′(Ω)

D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) ⊂ D′(Ω),

avec injections continues et denses.

Remarque 1.9. [8] Soit l’espace de Sobolev des fonctions nulles sur une partie de bord

H1
Γ1(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), u = 0 sur Γ1

}
,

où Γ1 est une partie de Γ. On suppose que Γ1 de mesure non nulle (mes (Γ1) = |Γ1| 6= 0)
l’espace H1

Γ1(Ω) est fermé dans H1(Ω). De plus, si mes (Γ1) > 0, alors l’inégalité de Poincaré
reste valable dans cet espace.

1.4 Formes bilinéaires

Définition 1.29. Soit F et G deux espaces vectoriels sur R, une forme bilinéaire sur F ×G
est une application a : F ×G −→ R telle que

11
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1. Pour tout u ∈ F fixé, l’application v 7→ a(u, v) est une forme linéaire sur G, c’est-à-
dire une application linéaire de G dans R.

2. Pour tout v ∈ G fixé, l’application u 7→ a(u, v) est une forme linéaire sur F , c’est-à-
dire une application linéaire de F dans R.

Définition 1.30. Soit F un espace vectoriel sur R, une forme bilinéaire a : F × F −→ R
est dite symétrique si

∀(u, v) ∈ F 2, a(u, v) = a(v, u).

Définition 1.31. Soient (F, ‖.‖F ) et (G, ‖.‖G) deux espaces normés. Une forme bilinéaire
a : F ×G −→ R est dite continue sur F ×G, s’il existe une constante C > 0, telle que

∀(u, v) ∈ F ×G, |a(u, v)| ≤ C‖u‖F‖v‖G.

Définition 1.32. Soit (F, ‖.‖F ) un espace normé. On dit qu’une forme bilinéaire a : F ×
F −→ R est coercive (ou F-elliptique), s’il existe une constante α > 0, telle que

∀u ∈ F, a(u, u) ≥ α‖u‖2
F .

Exemple 1.5. Soit

a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) −→ R
(u, v) 7−→ a(u, v) =

∫
Ω
b(x)∇u · ∇v dx,

où
0 < b0 ≤ b(x) ≤ b1. (1.2)

L’espace H1
0 (Ω) muni de la norme

‖u‖1.2 =
(∫

Ω
|∇u|2 dx

) 1
2
, (1.3)

(car d’après l’inégalité de Poincaré on obtient que ‖ · ‖1.2 c’est une norme dans H1
0 (Ω) équi-

valente à la norme H1(Ω) avec | · | désigne la norme euclidienne dans Rd).
La forme a est bilinéaire continue et coercive. En effet, il est facile de vérifier que a est
bilinéaire.
- Pour la continuité, en utilisant (1.2) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

|a(u, v)| =
∣∣∣∣∫

Ω
b(x)∇u · ∇v dx

∣∣∣∣ ≤ b1‖u‖1.2‖v‖1.2.

Maintenant, on montre la coercivité, en effet

a(u, u) =
∫

Ω
b(x)∇u · ∇u dx ≥ b0

∫
Ω
|∇u|2 dx ≥ b0‖u‖2

1.2,
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d’où le résultat.

1.5 Opérateur monotone et pseudo-monotone d’un es-
pace de Banach dans son dual topologique

Soient V un espace de Banach réflexif séparable, V ′ son dual topologique, 〈·, ·〉V ′,V le crochet
de dualité entre V et V ′ et A : V → V ′ un opérateur (en général non linéaire)

Définition 1.33. On dit que

1. A est monotone si

∀u, v ∈ V, 〈A(u)− A(v), u− v〉V ′,V ≥ 0.

2. A est strictement monotone si de plus 〈A(u)− A(v), u− v〉V ′,V = 0 implique u = v.

3. A est hémicontinue si pour tous u, v, w ∈ V , l’application λ 7→ 〈A(u+ λv), w〉V ′,V est
continue de R dans R.

Définition 1.34. Un opérateur A est dit pseudo-monotone si

1. A et borné s’il existe C > 0 tel que

‖Au‖V ′ ≤ C‖u‖V , ∀u ∈ V.

2. lorsque uj ⇀ u dans V (faible) pour j −→ +∞, et

lim
j→+∞

sup〈Auj, uj − u〉V ′,V ≤ 0,

alors
lim inf
j→+∞

〈Auj, uj − v〉V ′,V ≥ 〈Au, u− v〉V ′,V ,∀v ∈ V.

Proposition 1.6. Soit A : V → V ′ un opérateur. Alors
A est monotone, borné et hémiocontinu implique que A est pseudo-monotone.

Preuve. Soit A monotone, borné est hémiocontinu et soit (un)n ⊂ V une suite vérifiant :

un ⇀ u dans V,

lim sup
n→∞

〈Aun, un − u〉V ′,V ≤ 0. (1.4)
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Par monotonie de A, on a

〈Aun, un − u〉V ′,V ≥ 〈Au, un − u〉V ′,V .

La convergence faible de (un)n donne

lim inf
n→∞

〈Aun, un − u〉V ′,V ≥ 0. (1.5)

De (1.4) et (1.5), on a
lim
n→∞
〈Aun, un − u〉V ′,V = 0. (1.6)

Soit v ∈ V et on définit w := λv + (1− λ)u, (λ ∈]0, 1[). Par monotonie,

〈Aun, un − w〉V ′,V = 〈Aun, un − u〉V ′,V + 〈Aun, u− w〉V ′,V
= 〈Aun, un − u〉V ′,V + λ〈Aun, u− v〉V ′,V
≥ 〈Aw, un − w〉V ′,V
= 〈Aw, un − u〉V ′,V + λ〈Aw, u− v〉V ′,V .

Puisque un ⇀ u et en utilisant (1.6), on obtient

lim inf
n→∞

〈Aun, u− v〉V ′,V ≥ 〈A(λv + (1− λ)u), u− v〉V ′,V .

Pour λ −→ 0, en utilisant l’hémicontinuité de A, on obtient,

lim inf
n→∞

〈Aun, u− v〉V ′,V ≥ 〈A(u), u− v〉V ′,V .

Donc, A est pseudo-monotone.

Dans toute la suite de ce travail, on utilise la convention de sommation d’Einstein sur les
indices répétés (par exemple, on écrit aibi au lieu ∑d

i=1 aibi).

Exemple 1.6. Soit Ω un ouvert borné de Rd, V = H1
0 (Ω) muni de la norme ‖ · ‖1.2 et

b ∈ Rd \ {0}. On pose
A(u) = −∆u+ b · ∇u.

L’opérateur linéaire A envoie bien V = H1
0 (Ω) dans son dual V ′ = H−1(Ω). Il est pseudo-

monotone. En effet, on a

〈A(u), v〉V ′,V =
∫

Ω
∇u · ∇v dx+

∫
Ω

(b · ∇u)v dx,
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pour tous u, v ∈ V

〈A(u)− A(v), u− v〉V ′,V =
∫

Ω
∇(u− v) · ∇(u− v) dx+

∫
Ω

(b · ∇(u− v))(u− v) dx.

On pose w = u− v, alors l’équation précédente devient

〈A(w), w〉V ′,V =
∫

Ω
|∇w|2 dx+

∫
Ω

(b · ∇w)w dx, (1.7)

et on a d’après la formule de Green (1.1)

∫
Ω

(b · ∇w)w dx =
∫

Ω
(bi
∂w

∂xi
)w dx = −bi

∫
Ω
w
∂w

∂xi
dx = 0,

donc l’équation (1.7) devient

〈A(w), w〉V ′,V =
∫

Ω
|∇w|2 dx ≥ 0.

Donc, A est monotone. De plus, on a

|〈Au, v〉V ′,V | = |
∫

Ω
∇u · ∇v dx+

∫
Ω

(b · ∇u)v dx|.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et de Poincaré, on obtient

|〈Au, v〉V ′,V | ≤ ‖u‖1.2‖v‖1.2 + ‖b · ∇u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤
√
Cp‖b · ∇u‖L2(Ω)‖v‖1.2.

D’autre part, on a

‖b · ∇u‖L2(Ω) =
(∫

Ω
|b · ∇u|2 dx

) 1
2
≤
(∫

Ω
|b|2|∇u|2 dx

) 1
2

= |b|‖∇u‖L2(Ω),

où |b| est la norme euclidienne de b ∈ Rd. Donc,

|〈Au, v〉V ′,V | ≤ (‖u‖1.2 +
√
Cp|b| ‖u‖1.2)‖v‖1.2,

sup
v 6=0

|〈Au, v〉V ′,V |
‖v‖1,2

≤ (1 +
√
Cp|b|)‖u‖1.2.

Alors, ‖Au‖V ′ ≤ C‖u‖1.2, tel que C = 1 +
√
Cp|b| d’où A est borné.

D’autre part, l’opérateur A est hémicontinu, on montre que pour tous u, v, w ∈ H1
0 (Ω)

β(λ) = 〈A(u+ λw), v〉V ′,V est continue.
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En effet, on a

β(λ) =
∫

Ω
∇(u+ λw) · ∇v dx+

∫
Ω
b · ∇(u+ λw)v dx

=
∫

Ω
∇u · ∇v dx+ λ

∫
Ω
∇w · ∇v dx+

∫
Ω

(b · ∇u)v dx+ λ
∫

Ω
((b · ∇w)v dx.

Donc, la fonction β est continue (car si λn −→ λ alors β(λn) −→ β(λ)). D’après la Propo-
sition 1.6 on déduit que A est pseudo-monotone.

1.6 Théorème de point fixe de Banach, Brouwer et
Schauder

La notion de point fixe est d’une importance triviale dans presque tous les domaines des
mathématiques. Nous présentons le théorème de point fixe de Banach, Brouwer et Schauder.
Le théorème de Banach donne l’existence et l’unicité d’un point fixe mais le théorème de
type Brouwer donne seulement l’existence d’un point fixe pour une fonction continue sur une
boule fermée dans un espace de dimension finie. Le théorème de point fixe de Schauder est
une généralisation du théorème de Brouwer.

Définition 1.35. Soit T une application d’un ensemble X dans lui même, on appelle point
fixe tout point x tel que T (x) = x.

Exemple 1.7.

- Soit g : R → R tel que g(x) = 1 + 2x. Alors, la fonction g admet un point fixe en x = −1
et on a g(−1) = −1.

- Soit h une fonction définie sur R dans R tel que h(x) = x+ π
2 − arctan(x). Alors h n’admet

pas un point fixe car h(x) = x⇐⇒ arctan(x) = π

2 , ce qui est impossible puisque la fonction
tangente n’est pas définie au point π

2 .

Théorème 1.15. (de point fixe de Banach) [6] Soit (E, ‖·‖E) un espace de Banach. Soit
K un sous-ensemble non vide fermé de E. Supposons que T : K → K est une contraction,
c’est-à-dire il existe une constant C ∈ [0, 1) telle que

‖Tu− Tv‖E ≤ C‖u− v‖E ∀u, v ∈ K.

Alors, il existe unique point fixe.

On considère les théorèmes de point fixe de type Brouwer suivants [17]
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Théorème 1.16. Toute application continue de la boule unité fermée de Rd dans elle même
admet un point fixe.

Théorème 1.17. Soit K un compact, convexe non vide d’un espace vectoriel normé de
dimension finie E et T : K −→ K une application continue. Alors T admet un point fixe
dans K.

Théorème 1.18. (de point fixe de Schauder) [17] Soit K un sous ensemble fermé non
vide et convexe d’un espace vectoriel normé E et T : K −→ K une application continue telle
que T (K) est relativement compact. Alors T possède un point fixe.
Plus généralement, si K est un compact convexe alors toute fonction continue de K sur K
possède un point fixe.

Exemple 1.8. (Solution de l’équation intégrale) On applique le théorème de point fixe
de Schauder pour montrer l’existence de la solution de l’équation intégrale (c’est une équation
où la fonction inconnue est à l’intérieur d’une intégrale).
Soit X un espace compact (et séparé) muni de la mesure fini, et K : X ×X → X continue.
Alors, l’équation

f(x) =
∫
X
K(x, y)f(y) dµ(y),

admet toujours une solution dans C(X). En effet, on définit l’opérateur linéaire

T : C(X)→ C(X)
f 7→ T (f).

Avec,
T (f) : X → C

x 7→ T (f)(x) =
∫
X
K(x, y)f(y) dµ(y).

On voit facilement grâce aux hypothèses que T est bien définie. On montre que T admet un
point fixe. Soient f ∈ C(X) et x ∈ X,

|T (f)(x)| =
∣∣∣∣∫
X
K(x, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣ ≤ ‖K‖‖f‖∞µ(X).

Pour simplifier, on choisit µ(X) pour que ‖K‖µ(X) = 1. Alors ‖T (f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ et T est
une application linéaire continue. On note B la boule unité de C(X). Montrons que T (B)
vérifie les hypothèses du théorème de Schauder.
La boule unité B est convexe et T est linéaire donc T (B) est également convexe. De plus,
T (B) est convexe. (Voir la Remarque 1.1)
Pour montrer sa compacité nous allons utiliser le théorème d’Ascoli 1.2. L’espace X est
compact et K est continue donc, par théorème de Heine 1.3, elle est uniformément continue.

17



Chapitre 1. Généralités

Soit ε > 0, il existe donc δ > 0 tel que

∀x, x′ ∈ X, ∀y ∈ X, ‖x− x′‖X ≤ δ =⇒ |K(x, y)−K(x′, y)| ≤ ε.

Soient alors x′, x ∈ X tels que ‖x− x′‖X ≤ δ. On a

|T (f)(x)− T (f)(x′)| ≤
∫
X
|K(x, y)−K(x′, y)||f(y)| dµ(y) ≤ ε‖f‖∞,

ce qui montre que T (B) est équicontinue et ‖T (f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ assure qu’il est uniformément
borné, d’où la compacité de T (B) par théorème d’Ascoli et aussi que T (B) ⊂ B, or B est
fermé donc T (B) ⊂ B d’où

T (T (B)) ⊂ T (B) ⊂ T (B),

et T (B) est T -stable donc le théorème de Schauder donne l’existence d’un point fixe

f ∈ T (B) ⊂ B ⊂ C(X),

d’où le résultat.

1.7 Théorème de De Rham

On pose
W = {u ∈ (D(Ω))d , div(u) = 0},

et
H1

0·div = {u ∈ (H1
0 (Ω))d, div(u) = 0}.

Théorème 1.19. (de De Rham) [13] Soit L ∈ (D′(Ω))d satisfait

∀φ ∈ W 〈L, φ〉((D′(Ω))d,(D(Ω))d) = 0.

Alors, il existe une distribution P ∈ D′(Ω) telle que L = OP .

Lemme 1.1. [13] Soit L ∈ (H−1(Ω))d telle que

∀φ ∈ H1
0·div, 〈L, φ〉(H−1(Ω))d,(H1

0 (Ω)d) = 0,

si et seulement si, il existe un unique P ∈ L2(Ω) (à une constante près car Ω connexe) tel
que L = OP .

Corollaire 1.1. ([25], [13]) L’opérateur gradient ∇ est un isomorphisme de L2
0(Ω) dans

H−1(Ω).
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Chapitre 2

Inéquations variationnelles elliptiques

Le but de ce chapitre est de présenter quelques résultats d’existence et d’unicité pour des
inéquations variationnelles elliptiques linéaires et non linéaires du première et deuxième
espèce. Ces résultats seront nécessaires dans la suite de ce travail.

2.1 Théorèmes d’existence pour les inéquations varia-
tionnelles elliptiques

2.1.1 Inéquations variationnelles elliptiques linéaires

Dans cette partie, on donne quelques théorèmes d’existence et d’unicité pour les inéquations
variationnelles linéaires (voir [14], [6]).
Soit H un espace de Hilbert (sur le corps R des réels) avec H ′ son dual. Le produit scalaire
dans H est noté 〈·, ·〉 et la norme associée ‖ · ‖H . Soit K un ensemble non vide, convexe et
fermé de H.

Inéquation variationnelle elliptique de première espèce :

Définition 2.1. On appelle inéquation variationnelle elliptique de première espèce linéaire
toute inéquation de la forme

a(u, v − u) ≥ L(v − u), ∀v ∈ K, (2.1)

où a : H ×H −→ R et L : H −→ R.
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On considère le théorème d’existence et d’unicité de Stampacchia pour cette inéquation, ce
théorème est le point de départ de la théorie des inéquations variationnelles.

Théorème 2.1. (Stampacchia) Soit a une forme bilinéaire, continue et coercive, soit
L : H −→ R une forme linéaire continue. Alors, le problème : trouver u ∈ K vérifiant (2.1)
a une unique solution u ∈ K.

Preuve.
- On commence par l’existence de solution u. On transforme le problème (2.1) à un
problème de point fixe, pour cela on utilise le théorème de représentation de Riesz
1.7 pour les espaces de Hilbert, il existe un opérateur différentiel T ∈ Lc(H,H) et un
élément f ∈ H ′ tels que

 a(u, v) = 〈Tu, v〉 ∀u, v ∈ H,
L(v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ H,

(2.2)

ainsi, le problème (2.1) est équivalent à
 Trouver u ∈ K telle que
〈Tu− f, v − u〉 ≥ 0, ∀v ∈ K.

Soit t > 0, alors
〈−t(Tu− f), v − u〉 ≤ 0, v ∈ K,

d’où
〈u− t(Tu− f)− u, v − u〉 ≤ 0, v ∈ K.

On définit PK : H −→ K comme la projection orthogonale de H sur K. Alors, d’après
le Théorème 1.6 le problème (2.1) est équivalent à un problème de point fixe

 Trouver u ∈ K telle que
u = PK(u− t(Tu− f)), pour t > 0.

Alors, il suffit de montrer que PK est une contraction sur H. Soit v, w ∈ H, d’après
le Théorème 1.6, on a

‖PK(v − t(Tv − f))− PK(w − t(Tw − f))‖2 ≤ ‖(v − t(Tv − f))− (w − t(Tw − f))‖2

= ‖(v − w)− tT (v − w)‖2 = ‖v − w‖2 − 2t a(v − w, v − w) + t2‖T (v − w)‖2.

En utilisant le fait que a(·, ·) est coercive et continue on obtient

‖PK(v − t(Tv − f))− PK(w − t(Tw − f))‖2 ≤
(
1− 2tα + t2C2

)
‖v − w‖2.
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Chapitre 2. Inéquations variationnelles elliptiques

On pose 0 < t <
2α
C2 , alors PK est une contraction, et par le théorème du point fixe

de Banach 1.15, il existe donc une solution u ∈ K.
Montrons l’unicité. En effet, soient u1 et u2 deux solutions du problème (2.1), alors

a(u1, v − u1) ≥ L(v − u1), ∀v ∈ K, ∀u1 ∈ K, (2.3)

a(u2, v − u2) ≥ L(v − u2), ∀v ∈ K, ∀u2 ∈ K, (2.4)

posons v = u2 dans (2.3) et v = u1 dans (2.4) et en additionnant les deux inéquations,
on obtient

a(u1, u2 − u1)− a(u2, u2 − u1) ≥ L(u2 − u1)− L(u2 − u1),

d’où
a(u2 − u1, u2 − u1) ≤ 0.

En utilisant la coercivité de a(·, ·), on obtient

α‖u2 − u1‖2 ≤ a(u2 − u1, u2 − u1) ≤ 0,

d’où u1 = u2.

Si de plus, a(·, ·) est symétrique alors u est caractérisé par la propriété suivante ([14], [6]).


Trouver u ∈ K telle que
J(u) = min

v∈K
J(v),

(2.5)

où J : H → R, définie par

J(v) = 1
2a(v, v)− L(v), v ∈ K,

vérifiant les propriétés suivantes

1.
lim
‖v‖→∞

J(v) = +∞,

en effet, J(v) = 1
2a(v, v)− L(v) ≥ α

2 ‖v‖
2 − ‖L‖‖v‖ → ∞.

2. J est strictement convexe. En effet, comme L est linéaire, il suffit de prouver que
v → a(v, v) est strictement convexe. Soit 0 < λ < 1 et u, v ∈ H, alors

0 < a(v − u, v − u) = a(u, u) + a(v, v)− 2a(u, v),
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ainsi on a
2a(u, v) < a(u, u) + a(v, v). (2.6)

En utilisant (2.6) on a

a(λu+ (1− λ)v, λu+ (1− λ)v) = λ2a(u, u) + 2λ(1− λ)a(u, v) + (1− λ)2a(v, v)

< λa(u, u) + (1− λ)a(v, v),

alors v → a(v, v) est strictement convexe.

3. J est continue car L et a(·, ·) sont continues.

4. Supposons J(·) est Gâteaux différentiable en u, i.e différentiable dans toutes les di-
rections v ∈ H, c.à.d.

lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)
t

= 〈J ′(u), v〉, ∀v ∈ H.

Inéquation variationnelle elliptique linéaire de deuxième espèce

Définition 2.2. On appelle inéquation variationnelle elliptique de deuxième espèce linéaire
toute inéquation de la forme

a(u, v − u) + j(v)− j(u) ≥ L(v − u), ∀v ∈ H, (2.7)

où j : H → R.

Théorème 2.2. Soit a(., .) une forme bilinéaire continue coercive, L(.) une forme linéaire
continue, j une fonctionnelle convexe semi continue inférieurement (s.c.i) et propre. Alors
le problème (2.7) a une unique solution.

Preuve.
1. Existence : Considérons le cas où a(·, ·) est symétrique, alors le problème (2.7) est

équivalent à un problème de minimisation ([14]).
 Trouver u ∈ H tel que

J(u) ≤ J(v),∀v ∈ H,
(2.8)

avec
J(v) = 1

2a(v, v) + j(v)− L(v).

Comme j(.) est propre, convexe, s.c.i, donc (voir [14])

j(v) ≥ Λ(v) + c0, ∀v ∈ H,
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où Λ est une forme linéaire continue sur H et c0 ∈ R. Donc,

J(v) = 1
2a(v, v) + j(v)− L(v) ≥ α

2 ‖v‖
2 − ‖Λ‖‖v‖ − ‖L‖‖v‖+ c0 →∞,

d’où J(v) → ∞ quand ‖v‖ → ∞. De plus, d’après les hypothèses sur a(·, ·), j(·) et
L(·), on voit que J(·) est propre, strictement convexe, s.c.i, Gâteaux différentiable.
Donc (cf. [7]) le problème (2.8) possède une solution.

2. Unicité : Soient u1 et u2 deux solutions de (2.7), alors

a (u1, v − u1) + j(v)− j (u1) ≥ L (v − u1) ∀v ∈ H, u1 ∈ H, (2.9)

a(u2, v − u2) + j(v)− j (u2) ≥ L (v − u2) ∀v ∈ H, u2 ∈ H. (2.10)

Comme j(.) est une fonctionnelle propre, on obtient que j (ui) est finie pour i = 1, 2.
Posons v = u2 dans (2.9) et v = u1 dans (2.10) et en additionnant les deux inéquations,
on obtient

α ‖u1 − u2‖2 ≤ a (u2 − u1, u2 − u1) ≤ 0.

D’où u1 = u2.

2.1.2 Inéquations variationnelles elliptiques non linéaires

Dans cette partie, on présente des théorèmes d’existence et d’unicité pour les inéquations
variationnelles d’opérateur pas forcément linéaire, les opérateurs monotones, hémicontinus
et pseudo-monotones (voir [19], [17]).

Inéquations variationnelles non linéaires de première espèce

Soit V un espace de Banach séparable et réflexif et soit K un ensemble convexe fermé de V .
On se donne un opérateur A défini seulement sur K, donc

A : K → V ′. (2.11)

On va distinguer deux cas, selon que K est borné ou non.

Cas 1 : K borné :

Lemme 2.1. Il existe une famille dénombrable de convexe fermés (Km)m∈N croissante, telle
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que chaque Km est de dimension finie inclus dans K et ⋃+∞
m=0Km dense dans K.

Preuve. Comme V est métrique et séparable, de même pour K. Alors, il existe une famille
dénombrable (wm)m dense dans K. On pose Km = conv {w0, w1, . . . , wm}, de cette façon Km

est un convexe fermé de dimension inférieur ou égale à m. Il est bien clair que

· · · ⊂ Km ⊂ Km+1 ⊂ · · · ⊂ K.

On a trivialement que ⋃+∞
m=0Km est dense dans K, puisque cet ensemble contient chaque

wm.

Théorème 2.3. On suppose que K est un ensemble convexe fermé borné non vide. Soit A
un opérateur pseudo-monotone de K −→ V ′. Alors, pour f donné dans V ′, il existe u dans
K, vérifiant

〈Au, v − u〉V ′,V ≥ 〈f, v − u〉V ′,V ∀v ∈ K. (2.12)

Preuve. On décompose cette démonstration en deux étapes
Étape 1 : D’après le lemme 2.1, il existe une suite croissante d’ensembles Km avec


· · · ⊂ Km ⊂ Km+1 ⊂ · · · ⊂ K,

Km convexe fermé contenu dans un espace de dimention finie ≤ m,⋃+∞
m=0Km dense dans K.

On commence par résoudre le problème approché suivant : Trouver um ∈ Km tel que

〈A (um) , v − um〉V ′,V ≥ 〈f, v − um〉V ′,V v ∈ Km. (2.13)

Soit Vm l’espace de dimension ≤ m contenant Km, espace que l’on munit a une
structure hilbertienne notée [·, ·] (produit scalaire dépendent de m). Si g ∈ V ′, la
forme w → 〈g, w〉V ′,V est continue sur Vm, d’après le théorème de Riesz dans Vm on
a,

〈g, w〉V ′,V = [J g, w], J g ∈ Vm, J ∈ Lc(V ′, Vm).

Avec ces notations, on a

〈Aum, v − um〉V ′,V = [JAum, v − um], 〈f, v − um〉V ′,V = [J f, v − um],

donc (2.13) équivaut à

[JA(um), v − um] ≥ [J f, v − um] ∀v ∈ Km , (2.14)
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ou encore à

[um − um − J f + JA (um) , v − um] ≥ 0, ∀v ∈ Km. (2.15)

Par définition Km est un convexe fermé borné non vide de Vm pour tout m. La
projection orthogonale sur Km pour le produit scalaire [·, ·] notée Pm est caractérisée
par Pm(v) ∈ Km et

∀w ∈ Km, [v − Pm(v), w − Pm(v)] ≤ 0.

L’équation (2.15) équivaut encore à

um = Pm (um + J f − JA (um)) , (2.16)

et l’existence de um vérifiant (2.16) résulte alors du théorème de point fixe de Brouwer
1.17. En effet, on définit alors une application Tm : Km −→ Km par

∀v ∈ Km, Tm(v) = Pm(v + J f − JA(v)),

et on montre la continuité de Tm. Pour cela, il n’y a plus qu’à montrer la continuité
de cette application de Km → V ′ faible. Or soit un → u dans Km, alors A(un) est
borné dans V ′ et on peut donc supposer par extraction éventuelle que A (un) ⇀ χ

dans V ′ faible. Alors
lim sup
n→+∞

〈A(un), un − u〉V ′,V ≤ 0,

d’après la pseudo-monotonie, on a

〈A(u), u− v〉V ′,V ≤ lim inf
n→+∞

〈A(un), un − v〉V ′,V = 〈χ, u− v〉V ′,V ,

donc
〈χ− A(u), u− v〉V ′,V ≥ 0 ∀v ∈ V,

on prend v = u± w avec w ∈ V , on obtient

〈χ− Au,w〉V ′,V = 0 ∀w ∈ V,

d’où χ = A(u), et la continuité est établie. D’après le théorème de Brouwer, Tm admet
au moins un point fixe um ∈ Km.

Étape 2 : Puisque K est borné et Km ⊂ K, (um) demeure dans un borné de K. De
plus, (Aum) demeure dans un borné de V ′. On peut donc extraire une suite un′ telle
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que
un′ ⇀ u dans V faible . (2.17)

D’autre part, on a K est convexe et fermé donc K est faiblement fermé. On en déduit
que u ∈ K. On va montrer que

lim sup
n′−→+∞

〈A(un′), un′ − u〉V ′,V ≤ 0. (2.18)

En effet, comme
+∞⋃
m=0

Km est dense dans K, on peut trouver u0 dans
+∞⋃
m=0

Km tel que

‖u− u0‖V ≤ ε, ε > 0 donné arbitrairement. (2.19)

D’après (2.13), alors

〈A(un′), un′ − u0〉V ′,V ≤ 〈f, un′ − u0〉V ′,V ,

pour n′ assez grand et de (2.19), on obtient

〈A(un′), u0 − u〉V ′,V ≤ cε, où c = ‖f‖V ′ .

Donc

lim sup
n′−→+∞

〈A(un′), un′ − u〉V ′,V

= lim sup
n′−→+∞

[〈A(un′), un′ − u0〉V ′,V + 〈A(un′), u0 − u〉V ′,V ]

≤ cε+ 〈f, u− u0〉V ′,V ≤ c1ε,

d’où (2.18).
D’après la pseudo-monotonie,

lim inf
n′−→+∞

〈A(un′), un′ − v〉V ′,V ≥ 〈A(u), u− v〉V ′,V , ∀v ∈ V. (2.20)

Si v ∈
+∞⋃
m=0

Km et d’après (2.13), on a, pour n′ assez grand

〈A (un′) , un′ − v〉V ′,V ≤ 〈f, un′ − v〉V ′,V ,

d’où
lim inf
n′−→+∞

〈A (un′) , un′ − v〉V ′,V ≤ 〈f, u− v〉V ′,V ,
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et donc
〈A(u), u− v〉V ′,V ≤ 〈f, u− v〉V ′,V ∀v ∈

+∞⋃
m=0

Km,

et comme
+∞⋃
m=0

Km est dense dans K, on en déduit (2.12).

Cas 2 : K est non borné et A est coercif :
Théorème 2.4. Soit K un ensemble convexe fermé non borné de V . Soit A un opérateur
pseudo-monotone de K → V ′, et coercif au sens suivant


il existe v0 ∈ K tel que
〈A(v), v − v0〉V ′,V

‖v‖V
→ +∞ si ‖v‖V →∞, v ∈ K.

(2.21)

Alors, pour f donné dans V ′, il existe u ∈ K vérifie (2.12).

Preuve. Soit BR = {v | v ∈ V, ‖v‖V ≤ R}, KR = K ∩ BR. Comme KR est convexe fermé
borné, il existe, d’après le Théorème 2.3, uR ∈ KR tel que

〈A (uR) , v − uR〉V ′,V ≥ 〈f, v − uR〉V ′,V ∀v ∈ KR. (2.22)

On choisit R ≥ R0, R0 tel que ‖v0‖ ≤ R0. Alors, on peut prendre v = v0 dans (2.22) d’où
l’on déduit, grâce à (2.21), que

‖uR‖ ≤ C. (2.23)

En effet, on a

〈A(uR), uR − v0〉V ′,V ≤ 〈f, uR − v0〉V ′,V ≤ ‖f‖V ′(‖uR‖V + ‖v0‖V ).

En divisant l’inégalité par ‖uR‖V (que l’on suppose non nul), on obtient

〈AuR, uR − v0〉V ′,V
‖uR‖V

≤ ‖f‖V ′
(

1 + ‖v0‖V
‖uR‖V

)
,

supposons qu’il existe une suite Rn −→ +∞ telle que ‖uRn‖V −→ +∞. Alors, on a
‖v0‖V
‖uRn‖V

−→ 0 et l’inégalité ci-dessus contredit la coercivité de A, il existe donc une constante

C vérifiant (2.23). Alors, A (uR) demeure dans un borné de V ′ et l’on peut donc extraire une
suite R → ∞ telle que uR ⇀ u dans V faible, A (uR) ⇀ χ dans V ′ faible. Puisque K est
faiblement fermé, u ∈ K.
D’autre part,

〈A (uR) , uR − u〉V ′,V ≤ 〈f, uR − u〉V ′,V ,
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dès que R ≥ ‖u‖V , et donc

lim sup
R−→+∞

〈A (uR) , uR − u〉V ′,V ,≤ 0,

et donc, d’après la pseudo-monotonie,

lim inf
R−→+∞

〈A (uR) , uR − v〉V ′,V ≥ 〈A(u), u− v〉V ′,V , (2.24)

et comme

lim inf
R−→+∞

〈A (uR) , uR − v〉V ′,V ≤ 〈f, uR − v〉V ′,V → 〈f, u− v〉V ′,V ∀v ∈ K,

on déduit de (2.24) que

〈A(u), u− v〉V ′,V ≤ 〈f, u− v〉V ′,V ∀v ∈ K,

d’où (2.12).
On peut donner une autre démonstration, soit uR une solution de (2.22), on a ‖uR‖V 6 C

et si l’on choisit R > C alors uR est solution de (2.12). En effet, si w est pris quelconque
dans K, on a (grâce au fait que ‖uR‖V < R)

v = (1− λ)uR + λw ∈ KR pour λ > 0 assez petit,

avec ce choix de v, (2.22) donne

λ〈A(uR), w − uR〉V ′,V ≥ λ〈f, w − uR〉V ′,V ,

en divisant par λ > 0, on obtient

〈A (uR) , w − uR〉V ′,V ≥ 〈f, w − uR〉V ′,V ∀w ∈ K.

D’où le résultat.

Théorème 2.5. On suppose que l’opérateur A est strictement monotone (voir Définition
1.33), alors (2.12) admet au plus une solution.

Preuve. Supposons que u1 et u2 sont deux solutions de

〈A(u1), v − u1〉V ′,V ≥ 〈f, v − u1〉V ′,V ∀v ∈ K,
〈A (u2) , v − u2〉V ′,V ≥ 〈f, v − u2〉V ′,V ∀v ∈ K,
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on prend v = u2 (resp. v = u1 ) dans la première (resp. deuxième) inéquation, et en addi-
tionnant, on obtient

〈A(u1)− A(u2), u1 − u2〉V ′,V ≤ 0,

comme l’opérateur A est strictement-monotone on obtient u1 = u2.

Inéquations variationnelles non linéaires de deuxième espèce

Soit A un opérateur non linéaire de V → V ′ et j une fonction convexe propre, trouver u ∈ V
tel que

〈A(u)− f, v − u〉V ′,V + j(v)− j(u) ≥ 0 ∀v ∈ V. (2.25)

Théorème 2.6. Soit A un opérateur pseudo-monotone de V → V ′, j une fonction convexe
propre s.c.i. On suppose que

 il existe v0 tel que j (v0) <∞ et
〈A(u),u−v0〉V ′,V +j(u)

‖u‖V
→∞ si ‖u‖V →∞.

(2.26)

Alors, pour f donné dans V ′, il existe u ∈ V solution de (2.25).

Preuve. Le Théorème 2.6 se ramène essentiellement au Théorème 2.3, en utilisant l’épi-
graphe de j comme convexe. On introduit donc :

Ṽ = V × R, K̃ = epi(j),

Ã(ṽ) = {A(v), 0} pour ṽ = {v, ξ} ∈ Ṽ .

L’opérateur Ã est pseudo-monotone. Vérifions que (2.25) équivaut à trouver ũ ∈ K̃ tel que

〈Ã(ũ)− f̃ , ṽ − ũ〉V ′,V ≥ 0, ∀ṽ ∈ K̃, (2.27)

où f̃ = {f,−1} ∈ Ṽ ′. En effet, en explicitant, (2.27) équivaut à trouver ũ = {u, α} tel que
 〈A(u)− f, v − u〉V ′,V + ξ − α ≥ 0 ∀ξ ≥ j(v),
ũ ∈ K̃ donc α ≥ j(u).

(2.28)

Mais (2.28) équivaut à
〈A(u)− f, v − u〉V ′,V + j(v)− α ≥ 0,

et on pose v = u, on trouve α ≤ j(u) donc α = j(u), d’où (2.25).
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Reste à résoudre (2.27). On introduit

K̃R =
{
ṽ | ṽ = {v, ξ} ∈ K̃, ‖v − v0‖V + |ξ − j (v0) |≤ R

}
,

alors K̃R est borné dans Ṽ et d’après le Théorème 2.3 , il existe ũR ∈ K̃R tel que

〈Ã (ũR)− f̃ , ṽ − ũR〉V ′,V ≥ 0 ∀ṽ ∈ K̃R. (2.29)

D’après la définition de K̃R, on peut prendre dans (2.29)

ṽ = ṽ0 = {v0, j (v0)} .

Si ũR = {uR, αR}, alors (2.29) donne

〈A (uR) , uR − v0〉V ′,V + αR ≤ 〈f, uR − v0〉V ′,V + j (v0) , (2.30)

et comme αR ≥ j (uR) on en déduit

〈A (uR) , uR − v0〉V ′,V + j (uR) ≤ 〈f, uR − v0〉V ′,V + j (v0) ,

d’où
〈A (uR) , uR − v0〉V ′,V + j (uR) ≤ c (1 + ‖uR‖V ) . (2.31)

D’après (2.26) et (2.31), en utilisant le même raisonnement comme dans (2.23) on obtient
que ‖uR‖V ≤ constante. Mais alors (2.30) donne αR ≤ constante. En utilisant (2.26), on a

αR ≥ j (uR) ≥ −c ‖uR‖V ,

on voit que ‖uR‖V + |αR| ≤ c1 = constante indépendante de R. On en déduit

‖uR − v0‖V + |αR − j (v0)| ≤ c2,

et on fait comme dans la deuxième démonstration du Théorème 2.4 on obtient que pour
R > c2, ũR est solution du problème cherché.
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Applications

Dans ce chapitre, on présente deux applications pour les inéquations variationnelles linéaires
et non linéaires de type premier espèce et deuxième espèce, où on a déjà donné les théorèmes
d’existence et d’unicité pour ces inéquations dans le chapitre 2. On commence par le problème
de Poisson-Signorini (voir [1]), mais dans ce travail on suppose que le deuxième membre
f = f(x, u). Puis, on prend comme une deuxième application le problème de Stokes avec des
conditions aux limites non-linéaires dans le cas stationnaire (voir [21], [2], [9]).

3.1 Problème de Signorini scalaire

Ce problème est un problème de contact sans fortement entre un solide élastique et une
fondation rigide qui est maintenant très répondue dans la littérature.

3.1.1 Description du problème

Soit Ω ⊂ Rd un domaine borné lipschitzien avec d = 2 ou 3 et n la normale extérieure à
sa frontière notée ∂Ω = ΓD ∪ ΓN ∪ ΓC . On suppose que le mesure de ΓD est non nulle, on
impose des conditions aux limites de type Dirichlet homogènes sur cette partie, sur la partie
ΓN on prend une condition de Neumann et sur ΓC , on suppose que le solide élastique soit
en contact avec un obstacle rigide. Le problème de Poisson–Signorini consiste à trouver le
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déplacement u solution du système suivant


−∆u = f(x, u), dans Ω
u = 0, sur ΓD
∂u
∂n

= g, sur ΓN
u ≥ 0, ∂u

∂n
≥ 0, u ∂u

∂n
= 0, sur ΓC ,

(3.1)

où f est une force volumique sur Ω. La dernière condition sur ΓC s’appelle la loi de contact
de Signorini.

3.1.2 Formulation variationnelle

Le cadre fonctionnel approprié pour le problème (3.1) fait intervenir le convexe fermé de
H1(Ω)

K(Ω) :=
{
ϕ ∈ H1(Ω), ϕ = 0 sur ΓD ϕ ≥ 0 sur ΓC

}
,

muni de la norme suivante ‖u‖K(Ω) = ‖u‖H1(Ω).
Supposons que g ∈ L2(ΓN) et f est Carathéodory (voir [17]) tel que il existe b ∈ L2(Ω)
vérifiant

|f(x, u)| ≤ b(x), x ∈ Ω, u(x) ∈ R. (3.2)

Proposition 3.1. La formulation faible du problème de Signorini (3.1) conduit à l’inéquation
variationnelle suivante  Trouver u ∈ K(Ω) tel que

a(u, ϕ− u) ≥ Lu(ϕ− u), ∀ϕ ∈ K(Ω),
(3.3)

où
a(u, ϕ) =

∫
Ω
∇u · ∇ϕdx, Lu(ϕ) =

∫
Ω
f(x, u)ϕdx+

∫
ΓN

gϕ ds.

Preuve. En multipliant la première équation du problème (3.1) par (ϕ− u), on intègre sur
Ω et en utilisant la formule de Green on obtient

∫
Ω
∇u · ∇(ϕ− u) dx−

∫
∂Ω

∂u

∂n
(ϕ− u) ds =

∫
Ω
f(x, u)(ϕ− u) dx, ∀ϕ ∈ K(Ω).

On peut écrire

∫
∂Ω

∂u

∂n
(ϕ− u) ds =

∫
ΓC

∂u

∂n
(ϕ− u) ds+

∫
ΓN

∂u

∂n
(ϕ− u) ds+

∫
ΓD

∂u

∂n
(ϕ− u) ds,

par ailleurs on a
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- Sur ΓD u = ϕ = 0,
∫

ΓD

∂u

∂n
(ϕ− u) ds = 0.

- Sur ΓN
∂u

∂n
= g,

∫
ΓN

∂u

∂n
(ϕ− u) ds =

∫
ΓN

g(ϕ− u) ds.

- Sur ΓC
∫

ΓC

∂u

∂n
(ϕ− u) ds ≥ 0.

Ainsi, on obtient
∫

Ω
∇u · ∇(ϕ− u) dx ≥

∫
Ω
f(x, u)(ϕ− u) dx+

∫
ΓN

g(ϕ− u) ds,

donc le résultat.

3.1.3 Résultat d’existence et d’unicité

Problème auxiliaire

Pour ũ ∈ L2(Ω), on considère le problème auxiliaire suivant
 Trouver u ∈ K(Ω) vérifiant
a(u, ϕ− u) ≥ Lũ(ϕ− u), ∀ϕ ∈ K(Ω),

(3.4)

où
Lũ(ϕ) =

∫
Ω
f(x, ũ)ϕdx+

∫
ΓN

gϕ ds.

Théorème 3.1. Le problème (3.4) admet une unique solution.

Preuve.
1) a : K(Ω) × K(Ω) −→ R est bilinéaire, symétrique. On montre qu’elle est continue.

En effet, par l’inégalité de Cauchy Schwarz on obtient

|a(u, ϕ)| = |
∫

Ω
∇u · ∇ϕdx| ≤ ‖∇u‖L2(Ω)‖∇ϕ‖L2(Ω) ≤ ‖u‖K(Ω)‖ϕ‖K(Ω).

2) a est coercive dans K(Ω), en effet,

a(u, u) =
∫

Ω
|∇u|2dx = ‖∇u‖2

L2(Ω),

d’après l’inégalité de Poincaré on a (voir la Remarque 1.9)

∀u ∈ K(Ω),
∫

Ω
|u|2 dx ≤ Cp

∫
Ω
|∇u|2 dx.
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D’où
‖∇u‖L2(Ω) ≤ ‖u‖H1(Ω) ≤

√
1 + Cp‖∇u‖L2(Ω),

donc
a(u, u) ≥ 1

1 + Cp
‖u‖2

H1(Ω) = α‖u‖2
K(Ω).

D’autre part on a Lũ est linéaire. De plus elle est continue. D’après (3.2) et l’inégalité de
Cauchy-Schwarz, on a

|Lũ(u)| =
∣∣∣ ∫

Ω
f(x, ũ)u dx+

∫
ΓN

g u ds
∣∣∣

≤
∫

Ω
|f(x, ũ)||u| dx+

∫
ΓN

|g||u| ds

≤ ‖b‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) + ‖g‖L2(ΓN )‖u‖L2(ΓN ).

En utilisant la continuité de l’application trace

∃C0 > 0, ‖u‖L2(∂Ω) ≤ C0‖u‖H1(Ω),

on obtient
|Lũ(u)| ≤ C ′‖u‖K(Ω), C ′ = ‖b‖L2(Ω) + C0‖g‖L2(ΓN ).

D’après le théorème de Stampacchia 2.1 le problème (3.4) admet une unique solution.

Théorème 3.2. [17] Si f est de Carathéodory tel que pour tout s ∈ R et p.p sur Ω, on a

|f(x, s)| ≤ c|s|+ b(x), b ∈ L2(Ω), c ≥ 0, b ≥ 0,

alors f̃(u)(.) = f(., u(.)) est continue de L2(Ω) dans L2(Ω).

Théorème 3.3. Le problème (3.3) admet au moins une solution.

Preuve. La preuve est présentée en plusieurs étapes,
- Étape 1 : Définition de l’opérateur de point fixe. Soit

S =
{
ϕ ∈ L2(Ω), ‖ϕ‖L2(Ω) ≤ R

}
,

où R > 0 sera fixé plus tard . On définit l’opérateur
 T : L2(Ω)→ L2(Ω)

ũ 7→ T (ũ) = u,

on cherche R > 0 tel que T (S) ⊂ S. Soit u ∈ L2(Ω) quelconque, on prend ϕ = 0 dans
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(3.4) on obtient
a(u, u) ≤ Lũ(u),

comme a est coercive et Lũ est continue, on obtient

α‖u‖2
K(Ω) ≤ C ′‖u‖K(Ω).

donc
‖T (ũ)‖L2(Ω) = ‖u‖L2(Ω) ≤ ‖u‖K(Ω) ≤

C ′

α
. (3.5)

Pour assurer que T (S) ⊂ S, il suffit de prendre R = C′

α
, l’ensemble S est un convexe

fermé de L2(Ω), de plus borné.
- Étape 2 : Montrons que T (S) est relativement compact. Pour cela, on doit établir
que pour toute suite (un)n de T (S) (c-à-d, il existe ũn ∈ S tel que un = T (ũn)). On
peut extraire une sous suite qui converge fortement dans L2(Ω). En effet, pour tout
ϕ ∈ K(Ω), on a

a(un, ϕ− un) ≥ Lũn(ϕ− un), (3.6)

donc, d’après ce qui précède (c.f (3.5) ), on a

‖un‖K(Ω) ≤
C ′

α
. (3.7)

D’après l’injection compacte de K(Ω) dans L2(Ω), il existe une sous-suite de (un)n
notée encore (un)n converge fortement dans L2(Ω). Ce qui montre que T (S) est
relativement compact.

- Étape 3 : Continuité de l’opérateur T . En effet, soit (ũn)n une suite dans L2(Ω) qui
converge fortement vers ũ, on doit donc montrer que T (ũn) −→ T (ũ) dans L2(Ω).
A ũn (resp. ũ), on associe un = T (ũn) (resp. u = T (ũ)) vérifiant (3.6) (resp.(3.4)). La
suite (un)n vérifie (3.7) donc elle possède des sous-suites fortement convergentes dans
L2(Ω), on considère une telle sous-suite encore notée (un)n, on prend ϕ = u dans (3.6)
on obtient

a(un, u− un) ≥ Lũn(u− un), (3.8)

et ϕ = un dans (3.4), on trouve

a(u, un − u) ≥ Lũ(un − u). (3.9)

En additionnant (3.8) et (3.9), on obtient

a(un − u, un − u) ≤ Lũn(un − u)− Lũ(un − u),
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d’où
a(un − u, un − u) ≤

∫
Ω

(f(x, ũn)− f(x, ũ)) (un − u) dx.

En utilisant la coercivité de a et l’inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient

α‖un − u‖2
L2(Ω) ≤ α‖un − u‖2

K(Ω) ≤ ‖f(·, ũn)− f(·, ũ)‖L2(Ω)‖un − u‖L2(Ω).

Donc, on a

‖un − u‖2
L2(Ω) ≤

1
2α2‖f(·, ũn)− f(·, ũ)‖2

L2(Ω) + 1
2‖un − u‖

2
L2(Ω).

Alors,

‖un − u‖2
L2(Ω) ≤

1
α2‖f(·, ũn)− f(·, ũ)‖2

L2(Ω), (3.10)

d’après le Théorème 3.2, on choisit c = 0 on obtient que u 7→ f(., u) est continue de
L2(Ω) dans L2(Ω). En passant à la limite dans (3.10), on obtient

lim
n→+∞

‖un − u‖L2(Ω) ≤ 0,

c-à-d lim
n→+∞

‖un − u‖L2(Ω) = 0, on a donc obtenu que toutes les sous-suites de (un)n
qui sont fortement convergentes dans L2(Ω) ont u = T (ũ) pour limite. Donc, avec
(3.7) on peut conclure que toute la suite (un)n est convergente vers u = T (ũ) dans
L2(Ω), ce qui montre la continuité de T .

- Étape 4 : Existence de point fixe, on voit que toutes les hypothèses nécessaires pour
le théorème de point fixe de Schauder sont satisfaites, il existe un point fixe (c-à-d
T (ũ) = ũ). Avec la notation T (ũ) = u on obtient ũ = u, et

a(u, ϕ− u) ≥ Lu(ϕ− u),

donc le problème (3.3) admet au moins une solution u ∈ K(Ω).

Théorème 3.4. On suppose qu’en autre des hypothèses précédentes, f est décroissante. Alors
la solution du problème (3.3) est unique.

Preuve. Soient u1, u2 deux solutions satisfont les inéquations suivantes

∀ϕ ∈ K(Ω) a(u1, ϕ− u1) ≥ Lu1(ϕ− u1), (3.11)

∀ϕ ∈ K(Ω) a(u2, ϕ− u2) ≥ Lu2(ϕ− u2). (3.12)
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On prend dans (3.11) ϕ = u2 et dans (3.12) ϕ = u1. En additionnant (3.11) et (3.12), on
obtient

a(u1 − u2, u1 − u2) ≤ Lu1(u1 − u2)− Lu2(u1 − u2) =
∫

Ω
(f(x, u1)− f(x, u2)) (u1 − u2) dx.

D’après la coercivité de a et comme f est décroissante on a

‖u1 − u2‖2
K(Ω) ≤ 0,

alors u1 = u2 donc on obtient le résultat.

3.2 Problème de Stokes

Dans cette partie, on prend la deuxième application qui est le problème de Stokes avec des
conditions aux limites non linéaires sur une partie du bord de type Tresca.
Soit ω un sous ensemble ouvert non vide de R3 avec une frontière lipschitzienne continue.
On considère le domaine Ω ⊂ R3 donné par

Ω =
{

(x′, x3) ∈ R3, x′ ∈ ω, 0 < x3 < h (x′)
}
,

où x′ = (x1, x2) ∈ R2, x = (x′, x3) ∈ R3. La frontière de Ω est ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, où

Γ0 =
{

(x′, x3) ∈ Ω̄, x3 = 0
}
,

et
Γ1 =

{
(x′, x3) ∈ Ω̄, x3 = h (x′)

}
∪ ΓL,

avec ΓL est la partie latérale. On suppose que h est une fonction lipschitzienne continue et

∃hmin, hmax > 0, hmin < h (x′) < hmax,∀x′ ∈ R2.

Les équations qui gouvernent l’écoulement d’un fluide sont
- La loi de conservation de la quantité du mouvement

ρ
dv

dt
− div(2µD(v)) +∇P = ρf, dans Ω×]0, τ [.

- La loi de conservation de la masse

dρ

dt
+ div(ρv) = 0, dans Ω×]0, τ [,
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où v, ρ, P désignent respectivement la vitesse, la densité et la pression du fluide, f est le
vecteur des forces extérieures donné. Le terme µ est la viscosité du fluide peut être constante
où non constante.
Le tenseur des déformations D(v) est donné par

D(v) = 1
2(∇v +∇vt).

La loi de comportement s’écrit
σ = 2µD(v)− PI,

où I est le tenseur identité et σ est le tenseur des contraintes. On peut écrire aussi

σij = 2µdij(v)− Pδij ,

où δij désigne le symbole de Kronecker

δij =

 1 si i = j,

0 si i 6= j.

D’autre part, on a
dv

dt
= ∂v

∂t
+ (v · ∇)v, dρ

dt
= ∂ρ

∂t
+ (v · ∇)ρ.

Notons également qu’un mouvement est stationnaire si , ∂
∂t

= 0. On néglige (v · ∇) v et avec
ρ = 1 dans l’équation du mouvement, on obtient le système de Stokes stationnaire suivant


− div(2µD(v)) +∇P = f dans Ω,
div(v) = 0 dans Ω,
+ conditions aux limites.

(3.13)

Conditions aux limites :

Les conditions aux limites constituent la traduction des interactions physiques avec le milieu
extérieur. D’un point de vue mathématique, elles doivent être compatibles avec la nature
des équations, de manière à assurer l’existence et l’unicité de la solution du problème. D’un
point de vue mécanique, elles doivent représenter le plus fidèlement possible le phénomène
physique que l’on souhaite modéliser. La frontière du domaine Ω peut être soumise à diffé-
rentes conditions aux limites.
On suppose que la vitesse vérifie la condition de Dirichlet homogène

v = 0 sur Γ1.
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Sur Γ0 : on note n le vecteur normal unitaire extérieur à la frontière de Ω et par u · v (resp.
|u|) le produit scalaire de deux vecteurs (resp. la norme euclidienne). On utilise dans toute
la suite la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés.
On définit les vitesses normales et tangentielles sur Γ0 par

vn = v · n = vini, vt = (vti)1≤i≤3 avec vti = vi − vnni, 1 ≤ i ≤ 3,

et la composante normale et tangentielle de σ par

σn = σijninj, σt = (σti)1≤i≤3 avec σti = σijnj − σnni, 1 ≤ i ≤ 3.

Le frottement est l’existence de forces s’exerçant sur une interface entre deux corps, et
tendant à s’opposer au mouvement tangentiel relatif entre eux. Cela se traduit par l’existence
d’une contrainte tangentielle notée σt. On modélise le frottement à l’interface fluide/paroi
(sur Γ0) par une loi de frottement non linéaire de type Tresca. On suppose que la composante
tangentielle de la vitesse sur Γ0 satisfait cette loi. Donc, on a (voir [11])

 |σt| < `⇒ vt = 0 sur Γ0,

|σt| = `⇒ ∃k ≥ 0 tel que vt = −kσt sur Γ0,

où ` est une fonction strictement positive, appelée le seuil limite pour cette contrainte tan-
gentielle.
- Lorsqu’il y a inégalité, il n’y a pas de frottement, donc la vitesse du fluide est nulle. On
parle alors d’adhérence.
- Lorsque le seuil est atteint, le fluide et la surface se déplacent tangentiellement l’un par
rapport à l’autre, il y a glissement et vt est opposée à σt.
Cette condition représente deux situations physiques qui sont l’adhérence (quand vt = 0) et
le glissement (quand vt 6= 0).
La composante normale de la vitesse sur Γ0 est nulle

vn = v · n = 0 sur Γ0. (3.14)
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Finalement, le problème (3.13) complet consiste à trouver le champ de vitesse v et la pression
P vérifiant les équations et les conditions aux limites suivantes ([9])



−2 div(µD(v)) +∇P = f dans Ω,
div(v) = 0 dans Ω,
v = 0 sur Γ1,

v · n = 0 sur Γ0,

|σt| < `⇒ vt = 0 sur Γ0

|σt| = `⇒ vt = −kσt sur Γ0.

(3.15)

3.2.1 Formulation variationnelle du problème

Afin d’obtenir la formulation variationnelle du problème, on considère le lemme suivant

Lemme 3.1. [21] La condition aux limites de Tresca est équivalente à la relation suivante.

vt · σt + `|vt| = 0, sur Γ0.

De plus, on définit les espaces fonctionnels suivants

V =
{
v ∈ H1(Ω), v = 0 sur Γ1, v · n = 0 sur Γ0

}
,

Vdiv = {v ∈ V , div(v) = 0 dans Ω} ,

L2
0(Ω) =

{
q ∈ L2(Ω),

∫
Ω
q(x) dx = 0

}
,

où X3 = X.
Les espaces V ,Vdiv sont munis de la norme

‖u‖1.2 =
(∫

Ω
| ∇u|2 dx

) 1
2
.

On définit
D(v) : D(ϕ) = dij(v)dij(ϕ),

et on note
|D(v)| = (dij(v)dij(v)) 1

2 ,

la norme euclidienne de D(v).
On va distinguer deux cas

- Cas où la viscosité est constante µ = constante, µ > 0.
- Cas où la viscosité est non constante dépend de la vitesse et le tenseur des déforma-
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tions (µ = µ(v, | D(v) |) est vérifie les hypothèses suivantes (voir [2], [9]) :

∃µ0, µ1 ∈ R , 0 < µ0 ≤ µ(y, z) ≤ µ1, ∀(y, z) ∈ R3 × R+, (3.16)

la fonction z 7−→ µ(·, z) est monotone croissante sur R+ (3.17)

la fonction (y, z) 7−→ µ(y, z) est continue sur R3 × R. (3.18)

La formulation variationnelle du problème (3.15) est donnée par la proposition suivante

Proposition 3.2. Supposons que f ∈ L2(Ω) et ` ∈ L2(Γ0), soient v et P des solutions du
problème (3.15), alors elles vérifient l’inéquation variationnelle elliptique suivante

 Trouver v ∈ Vdiv, P∈L2
0(Ω) tels que

a(v, ϕ− v)− (P, div(ϕ)) + j(ϕ)− j(v) ≥ L(ϕ− v), ∀ϕ ∈ V ,
(3.19)

avec (·, ·) est le produit scalaire dans L2(Ω),

a(v, ϕ) = 2
∫

Ω
µD(v) : D(ϕ) dx,

et
j(ϕ) =

∫
Γ0
`|v| dx′, L(ϕ) =

∫
Ω
f · ϕdx.

La forme a est bilinéaire si µ constante et non linéaire si µ = µ(v, |D(v)|).

Preuve. La première équation dans le problème (3.15) s’écrit

∂σij
∂xj

+ fi = 0 dans Ω, i = 1, 2, 3. (3.20)

Pour obtenir l’inéquation variationnelle (3.19), supposons que v et P sont suffisamment
régulières. Alors, pour ϕ ∈ V , on multiplie les deux côtés de l’équation (3.20) par (ϕi − vi)
puis en intègre sur Ω en utilisant la formule de Green, on obtient

∫
Ω
σij∂j(ϕi − vi) dx−

∫
∂Ω
σij(ϕi − vi)nj ds =

∫
Ω
fi(ϕi − vi) dx. (3.21)

Comme ϕi − vi = 0 sur Γ1 alors
∫
∂Ω
σij(ϕi − vi)nj ds =

∫
Γ0
σij(ϕi − vi)nj dx′.

Observons que σijnj est la i-ème composante du vecteur σn, qui peut être mis sous la forme
σ = σt + σn avec σt = (σt1 , σt2 , σt3) et σn = σn · n, d’où σijnj = σti + σnni. En utilisant cette
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égalité, on obtient
∫

Γ0
σij(ϕi − vi)nj dx′ =

∫
Γ0
σti(ϕi − vi) dx′ +

∫
Γ0
σnni(ϕi − vi) dx′.

Puisque (ϕi − vi)ni = 0 sur Γ0 alors
∫

Γ0
σij(ϕi − vi)njdx′ =

∫
Γ0
σti(ϕi − vi) dx′,

et (3.21) devient
∫

Ω
σij∂j(ϕi − vi) dx =

∫
Γ0
σti(ϕi − vi) dx′ +

∫
Ω
fi(ϕi − vi) dx. (3.22)

Pour utiliser la condition de Tresca on ajoute aux deux membres de (3.22) le terme
∫

Γ0
`(|ϕ| − |v|) dx′,

d’où
∫

Ω
σij∂j(ϕi − vi) dx+

∫
Γ0
`(|ϕ| − |v|) dx′ =

∫
Ω
fi(ϕi − vi) dx+A, (3.23)

avec

A =
∫

Γ0
(σti(ϕi−vi)+ `(|ϕ|− |v|)) dx′ =

∫
Γ0
σtiϕi dx

′−
∫

Γ0
viσti dx

′+
∫

Γ0
`|ϕ| dx′−

∫
Γ0
`|v| dx′.

Montrons que A est positif. On déduit de (3.14) que v = vt, sur Γ0, et d’après le Lemme 3.1
, le terme A devient

A =
∫

Γ0
(σt · ϕ+ `|ϕ|) dx′.

Or σt · ϕ ≥ −|σt||ϕ| et |σt| ≤ ` sur Γ0, on obtient

σt · ϕ+ `|ϕ| ≥ 0 sur Γ0.

Donc A est positif, et (3.23) devient
∫

Ω
σij∂j(ϕi − vi) dx+

∫
Γ0
`|ϕ| dx′ ≥

∫
Ω
fi(ϕi − vi) dx.

En remplaçant σij par son expression, on trouve l’inéquation variationnelle suivante
∫

Ω
2µdij(v)∂j(ϕi − vi) dx−

∫
Ω
P div(ϕ) dx+

∫
Γ0
`(|ϕ| − |v|) dx′ ≥

∫
Ω
fi(ϕi − vi) dx,

d’où le résultat.
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3.2.2 Étude du problème dont la viscosité est constante

Problème en vitesse

En prenant ϕ ∈ Vdiv dans l’inéquation variationnelle (3.19), on obtient
 Trouver v ∈ Vdiv tels que
a(v, ϕ− v) + j(ϕ)− j(v) ≥ L(ϕ− v), ∀ϕ ∈ Vdiv,

(3.24)

c’est une inéquation variationnelle elliptique linéaire de deuxième espèce. Pour l’existence et
l’unicité de la solution de cette inéquation on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.2.
(1). Pour tout u ∈ H1(Ω), on a [2]

∫
Ω
|D(u)|2 dx ≤

∫
Ω
|∇u|2 dx.

(2). Inégalité de Korn. Pour tout u ∈ V, il existe CKorn > 0 [16]

(∫
Ω
|D(u)|2 dx

) 1
2
≥ CKorn

(∫
Ω
|∇u|2 dx

) 1
2
.

De ce lemme, on déduit que

α‖u‖2
1.2 ≤ 2

∫
Ω
µ|D(u)|2 dx ≤ 2µ‖u‖2

1.2 où α = 2µC2
Korn. (3.25)

Théorème 3.5. Le problème (3.24) admet une unique solution.

Preuve. On a Vdiv est un espace de Hilbert. Pour appliquer le théorème de Stampacchia
2.2, on doit vérifier les hypothèses suivantes

(1). a(·, ·) est une forme bilinéaire continue et coercive sur Vdiv.
(2). j(·) est une fonction convexe, semi continue inférieurement et propre.
(3). L(·) est une forme bilinéaire continue sur Vdiv.

En effet, on commence par (1). Il est clair que a est bilinéaire. Pour la continuité, en utilisant
l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le Lemme 3.2, on a

|a(u, ϕ)| ≤ 2µ
∫

Ω
|D(u)||D(ϕ)| dx ≤ 2µ‖u‖1.2‖ϕ‖1.2, ∀u, ϕ ∈ Vdiv, (3.26)

d’où a est continue.
- La coercivité, on a

a(u, u) = 2µ
∫

Ω
|D(u)|2 dx,
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en utilisant (3.25), on obtient

a(u, u) ≥ α‖u‖2
1.2, ∀u ∈ Vdiv.

Pour la convexité de j, on a pour tout λ ∈ [0, 1], ∀v1, v2 ∈ Vdiv

j(λv1 + (1− λ)v2) =
∫

Γ0
`|λv1 + (1− λ)v2| dx′ ≤

∫
Γ0
`|λv1| dx′ +

∫
Γ0
`|(1− λ)v2| dx′

≤ λ
∫

Γ0
`|v1| dx′ + (1− λ)

∫
Γ0
`|v2| dx′ ≤ λj(v1) + (1− λ)j(v2).

Montrons que j est lipschitzienne. En effet, soient v, u ∈ Vdiv, on a

|j(v)− j(u)| =
∣∣∣∣∫

Γ0
`|v| dx′ −

∫
Γ0
`|u| dx′

∣∣∣∣ ≤ ∫
Γ0
`|v − u| dx′.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de l’application trace, on a

|j(v)− j(u)| ≤ C0‖`‖L2(Γ0)‖v − u‖H1(Ω) ≤ C‖v − u‖1.2, où C = C0

√
1 + Cp‖`‖L2(Γ0),

comme j est lipschitzienne donc continue, on déduit que j et s.c.i. De plus, on a j est propre.
La forme L est linéaire et continue. En effet, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz
et de Poincaré, on obtient

|L(v)| =
∣∣∣∣∫

Ω
f · v dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|f ||v| dx ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤

√
Cp‖f‖L2(Ω)‖v‖1.2.

Toutes les hypothèses du théorème de Stampacchia sont satisfaites, il existe un unique solu-
tion v ∈ Vdiv vérifiant le problème (3.24).

Remarque 3.1. On remarque que la forme bilinéaire a(., .) est symétrique alors v est solu-
tion du problème de minimisation suivant

 Trouver v ∈ Vdiv tels que
J(v) ≤ J(ϕ), ∀ϕ ∈ Vdiv où J(v) = 1

2a(v, v) + j(v)− L(v).

Recherche de la pression

Théorème 3.6. Soit f ∈ L2(Ω) et ` ∈ L2(Γ0), il existe un unique (à une constante près)
P ∈ L2

0(Ω) vérifiant l’inéquation variationnelle (3.19) avec µ = constante.

Preuve. Soit v solution du problème (3.24), pour tout ψ ∈ H1
0·div, on prend ϕ = v±ψ dans
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(3.24) on a (voir [9])
a(v, ψ) = L(ψ), ∀ϕ ∈ H1

0·div. (3.27)

Considérons la forme linéaire L définie sur V par

L(ψ) =
∫

Ω
f · ψ dx− a(v, ψ). (3.28)

On a

|L(ψ)| ≤ ‖f‖L2(Ω)‖ψ‖L2(Ω) + 2µ‖v‖1.2‖ψ‖1.2 ≤ (
√
Cp‖f‖L2(Ω) + 2µ‖v‖1.2)‖ψ‖1.2. (3.29)

Donc L est continue sur H1
0(Ω) et L ∈ H−1(Ω). Avec (3.27) on a

L(ψ) = 0, ∀ψ ∈ H1
0·div.

En utilisant le Lemme 1.1, on obtient

L(ψ) = 〈∇P, ψ〉H−1(Ω),H1
0(Ω), ∀ψ ∈ H1

0(Ω).

D’après le Corollaire 1.1 on obtient P ∈ L2
0(Ω).

D’autre part, on a

a(v, ϕ) = 2µ
∫

Ω
dij(u)dij(ϕ) dx = 2µ

∫
Ω
dij(v)∂jϕi dx.

Pour tout ϕ ∈ D(Ω), en utilisant la formule de Green, on obtient

a(v, ϕ) = −〈div(2µD(v)), ϕ〉D′(Ω),D(Ω).

De (3.27) on obtient
∫

Ω
f · ϕdx+ 〈div(2µD(v), ϕ〉D′(Ω),D(Ω) = 〈∇P, ϕ〉D′(Ω),D(Ω),

d’où
−〈div(σ), ϕ〉D′(Ω),D(Ω) =

∫
Ω
f · ϕdx, ∀ϕ ∈ D(Ω),

donc
− div(σ) = f dans D′(Ω),

comme f ∈ L2(Ω)
− div(σ) = f dans L2(Ω),
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ie,
−∂σij
∂xj

= fi,

on multiplie les deux côtés par (ϕi − vi) ∈ V , on fait les mêmes calculs comme dans la
Proposition 3.2, on a

∫
Ω
σij∂j(ϕi − vi) dx =

∫
Γ0
σti(ϕi − vi) dx′ +

∫
Ω
fi(ϕi − vi) dx,

d’où
a(v, ϕ− v)− (P, div(ϕ))−

∫
Ω
fi(ϕi − vi) dx =

∫
Γ0
σti(ϕi − vi) dx′,

on rajoute aux deux membres (j(ϕ)− j(v)) on obtient.

a(v, ϕ− v)− (P, div(ϕ))−
∫

Ω
f · (ϕ− v) dx+ j(ϕ)− j(v) = B(v, ϕ), (3.30)

où
B(v, ϕ) =

∫
Γ0
σti(ϕi − vi) dx′ + j(ϕ)− j(v).

D’autre part, on a ∫
∂Ω
ϕ · n ds = 0, ∀ϕ ∈ V ,

donc, d’après le Théorème 1.13, il existe ϕ̂ ∈ H1(Ω) tel que

div(ϕ̂) = 0, dans Ω et ϕ̂ = ϕ sur ∂Ω.

Donc ϕ̂ ∈ Vdiv, avec (3.30)

a(v, ϕ̂− v)−
∫

Ω
f · (ϕ̂− v) dx+ j(ϕ̂)− j(v) = B(v, ϕ̂),

or v vérifiant le problème (3.24) donc

a(v, ϕ̂− v)− L(ϕ̂− v) + j(ϕ̂)− j(v) ≥ 0,

donc
B(v, ϕ̂) ≥ 0.

Comme B(v, ϕ̂) = B(v, ϕ) car ϕ̂ = ϕ sur ∂Ω on a

B(v, ϕ) ≥ 0,
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d’où (3.30) devient

a(v, ϕ− v)− (P, div(ϕ)) + j(ϕ)− j(v) ≥ L(ϕ− v),

ce qui montre que (v, P ) ∈ Vdiv × L2
0(Ω), solution de (3.19).

3.2.3 Étude du problème lorsque la viscosité dépend de la vitesse
et le tenseur des déformations

Problème en vitesse

On définit l’opérateur non linéaire A : Vdiv −→ V ′div par

〈Av, ϕ〉 = a(v, ϕ) = 2
∫

Ω
µ(v, |D(v)|)dij(v)dij(ϕ) dx,

où 〈·, ·〉 est le crochet de dualité entre Vdiv et V ′div.
Considérons le problème suivant

 Trouver v ∈ Vdiv tels que
〈Av, ϕ− u〉+ j(ϕ)− j(v) ≥ L(ϕ− v), ∀ϕ ∈ Vdiv,

(3.31)

c’est une inéquation variationnelle elliptique non-linéaire de deuxième espèce. Pour montrer
l’existence de la solution de ce problème, on considère le problème auxiliaire suivant [9]

 Pour ṽ ∈ L2(Ω), on cherche v ∈ Vdiv vérifiant
〈Aṽv, ϕ− v〉+ j(ϕ)− j(v) ≥ L(ϕ− v), ∀ϕ ∈ Vdiv.

(3.32)

Avec
〈Aṽv, ϕ〉 = 2

∫
Ω
µ(ṽ, |D(v)|)dij(v)dij(ϕ) dx.

Théorème 3.7. L’inéquation variationnelle (3.32) admet une unique solution.

Preuve. On a la fonctionnelle j est convexe s.c.i et propre. De plus Aṽ est coercif c-à-d

∃v0 ∈ Vdiv tel que j(v0) <∞

lim
‖v‖1.2→+∞

〈Aṽ(v), v − v0〉+ j(v)
‖v‖1.2

= +∞,

vérifiant que v0 = 0 convient. On fait comme dans la coercivité de a, mais en utilisant (3.16)
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et comme j(v) ≥ 0 pour tout v ∈ Vdiv, on a

〈Aṽv, v〉+ j(v)
‖v‖1.2

≥ 〈Aṽv, v〉
‖v‖1.2

≥ 2µ0C
2
Korn‖v‖1.2, (3.33)

d’où
lim

‖v‖1.2→+∞

〈Aṽv, v〉+ j(v)
‖v‖1.2

= +∞,

donc Aṽ est coercif.
-Aṽ est borné. De même manière comme dans (3.26) mais avec (3.16) on obtient

|〈Aṽv, ϕ〉| ≤ 2µ1‖v‖1.2‖ϕ‖1.2,

d’où
‖Aṽv‖V ′div

= sup
ϕ6=0

|〈Aṽv, ϕ〉|
‖ϕ‖1.2

≤ C, où C = 2µ1‖v‖1.2.

L’opérateur Aṽ est monotone. En effet, Aṽ monotone c-à-d (voir [2], [9])

〈Aṽ(u1)− Aṽ(u2), u1 − u2〉 ≥ 0, ∀u1, u2 ∈ Vdiv.

〈Aṽ(u1)− Aṽ(u2), u1 − u2〉

=2
∫

Ω
µ(ṽ, |D(u1)|)D(u1 − u2) : D(u1) dx− 2

∫
Ω
µ(ṽ, |D(u2)|)D(u2)D(u1 − u2) dx

=2
∫

Ω
µ(ṽ, |D(u1)|)|D(u1)|2 dx− 2

∫
Ω
µ(ṽ, |D(u1)|)D(u1) : D(u2) dx

+2
∫

Ω
µ(ṽ, |D(u2)|)|D(u2)|2 dx− 2

∫
Ω
µ(ṽ, |D(u2)|)D(u1) : D(u2) dx.

Du fait que
D(u1) : D(u2) ≤ |D(u1)||D(u2)|,

on obtient

〈Aṽ(u1)− Aṽ(u2), u1 − u2〉

≥ 2
∫

Ω
µ(ṽ, |D(u1)|)|D(u1)|2 dx− 2

∫
Ω
µ(ṽ, |D(u1)|)|D(u1)||D(u2)| dx

+ 2
∫

Ω
µ(ṽ, |D(u2)|)|D(u2)|2 dx− 2

∫
Ω
µ(ṽ, |D(u2)|)|D(u1)||D(u2)| dx

≥ 2
∫

Ω
µ(ṽ, |D(u1)|)|D(u1)|2 dx+ 2

∫
Ω
µ(ṽ, |D(u2)|)|D(u2)|2 dx

− 2
∫

Ω

(
µ(ṽ, |D(u1)|) + µ(ṽ, |D(u2)|)

)
|D(u1)||D(u2)| dx,

en utilisant
2|D(u1)||D(u2)| ≤ |D(u1)|2 + |D(u2)|2,
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on trouve

〈Aṽ(u1)− Aṽ(u2), u1 − u2〉 ≥ 2
∫

Ω
µ(ṽ, |D(u1)|)|D(u1)|2 dx+ 2

∫
Ω
µ(ṽ, |D(u2)|)|D(u2)|2 dx

−
∫

Ω

(
µ(ṽ, |D(u1)|) + µ(ṽ, |D(u2)|)

)
(|D(u1)|2 + |D(u2)|2) dx

=
∫

Ω
µ(ṽ, |D(u1)|)|D(u1)|2 dx−

∫
Ω
µ(ṽ, |D(u1)|)|D(u2)|2 dx

+
∫

Ω
µ(ṽ, |D(u2)|)|D(u2)|2 dx−

∫
Ω
µ(ṽ, |D(u2)|)|D(u1)|2 dx,

d’où

〈Aṽ(u1)− Aṽ(u2), u1 − u2〉 ≥
∫

Ω

(
µ(ṽ, |D(u1)|)− µ(ṽ, |D(u2)|)

)
(|D(u1)|2 − |D(u2)|2) dx

=
∫

Ω

(
µ(ṽ, |D(u1)|)− µ(ṽ, |D(u2)|)

)
(|D(u1)| − |D(u2)|)(|D(u1)|+ |D(u2)|) dx.

D’après (3.17) on a
〈Aṽ(u1)− Aṽ(u2), u1 − u2〉 ≥ 0.

De plus l’opérateur Aṽ est hémicontinu, pour tous u, v, w ∈ Vdiv, la fonction
 S1 : R −→ R

λ 7−→ S1(λ) = 〈Aṽ(u+ λv), w〉,

est continue, on a

S1(λ) = 2
∫

Ω
µ(ṽ, |D(u+ λv)|)D(u+ λv) : D(w) dx.

D’après (3.16) et pour presque tout x ∈ Ω, la fonction

λ 7−→ S2(λ) = 2µ(ṽ, |D(u+ λv)|)D(u+ λv) : D(w),

est continue sur R, soit (λn)n une suite convergente vers λ dans R, alors

Sn = S2(λn) ∈ L1(Ω) et Sn −→ S2(λ) quand n −→ +∞ dans L1(Ω).

En effet, la suite (λn)n étant bornée, il existe N > 0 tel que |λn| < N pour n ≥ 0. Ainsi,

|Sn| ≤ 2µ1|D(u+ λnv) : D(w)| ≤ 2µ1(|D(u)|+ |λn||D(v)|)|D(w)|

≤ 2µ1(|D(u)|+N |D(v)|)|D(w)| = G ∈ L1(Ω),
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et G positive. Par le théorème de convergence dominée 1.9 S2(λ) ∈ L1(Ω) et
∫

Ω
Sn dx −→

∫
Ω
S2(λ) dx,

c-à-d
lim

n−→+∞
S1(λn) = S1(λ).

De la Proposition 1.6, l’opérateur Aṽ est pseudo-monotone. Alors, d’après le Théorème 2.6,
l’inéquation variationnelle (3.32) admet au moins une solution.
- L’unicité : supposons que l’inéquation variationnelle (3.32) admet deux solutions. Donc,
elles vérifient les deux inéquations variationnelles (voir [9])

〈Aṽv1, ϕ− v1〉+ j(ϕ)− j(v1) ≥ L(ϕ− v1), ∀ϕ ∈ Vdiv, (3.34)

〈Aṽv2, ϕ− v2〉+ j(ϕ)− j(v2) ≥ L(ϕ− v2), ∀ϕ ∈ Vdiv. (3.35)

Prenons ϕ = v2 dans (3.34) et ϕ = v1 dans (3.35) puis en additionnant les deux inéquations
variationnelles, on obtient

〈Aṽv1 − Aṽv2, v1 − v2〉 ≤ 0, (3.36)

on pose µ(y, z) = µ̃(y, z) + µ0

2 , où µ̃ est définie sur R3 × R+. Avec (3.16), on a

0 < µ0

2 ≤ µ̃(y, z) ≤ µ1 −
µ0

2 , ∀(y, z) ∈ R3 × R+.

Avec (3.17) et (3.18) on obtient aussi que µ̃ vérifie les mêmes hypothèses que µ, donc

〈Aṽ(v1)− Aṽ(v2), v1 − v2〉

= µ0

∫
Ω
D(v1) : D(v1 − v2) dx+ 2

∫
Ω
µ̃(ṽ, |D(v1)|)D(v1) : D(v1 − v2) dx

− µ0

∫
Ω
D(v2) : D(v1 − v2) dx− 2

∫
Ω
µ̃(ṽ, |D(v2)|)D(v2) : D(v1 − v2) dx.

En utilisant le même raisonnement comme dans l’étude de la monotonie de Aṽ, on a aussi

2
∫

Ω
µ̃(ṽ, |D(v1)|)D(v1) : D(v1 − v2) dx− 2

∫
Ω
µ̃(ṽ, |D(v2)|)D(v2) : D(v1 − v2) dx ≥ 0,

d’où

〈Aṽ(v1)− Aṽ(v2), v1 − v2〉 ≥ µ0

∫
Ω

(D(v1)−D(v2)) : D(v1 − v2) dx ≥ µ0

∫
Ω
|D(v1 − v2)|2 dx,

d’après l’inégalité de Korn et (3.36), on obtient

µ0C
2
Korn‖v1 − v2‖2

1.2 ≤ 0, ‖v1 − v2‖2
1.2 = 0,
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ce qui montre l’unicité.

Théorème 3.8. L’inéquation variationnelle (3.32) admet au moins une solution.

Preuve. L’existence de la solution de l’inéquation variationnelle (3.32) se démontre par
l’application du théorème de point fixe de Schauder (voir [9]). On définit l’application

Λ : L2(Ω) −→ L2(Ω)
ṽ 7−→ Λ(ṽ) = v.

On cherche R > 0 tel que Λ(Z) ⊂ Z où

Z =
{
ϕ ∈ L2(Ω), ‖ϕ‖L2(Ω) ≤ R

}
,

soit ṽ ∈ L2(Ω) quelconque, on prend ϕ = 0 dans (3.34) et comme j(v) ≥ 0, pour tout
v ∈ Vdiv, on obtient

〈Aṽv, v〉 ≤ L(v) + j(0).

D’après ce qui précède (cf. (3.33)), on a

〈Aṽv, v〉 ≥ 2µ0C
2
Korn‖v‖2

1.2.

D’autre part, on a
L(v) ≤

√
Cp‖f‖L2(Ω)‖v‖1.2

En utilisant l’inégalité de Young

ab ≤ 1
2δa

2 + δ

2b
2, a, b ∈ R, δ > 0. (3.37)

Pour δ = 2µ0C
2
korn, on obtient

L(v) ≤ 1
4µ0C2

korn

‖f‖2
L2(Ω) + µ0C

2
korn‖v‖2

1.2.

Donc,
µ0C

2
korn‖v‖2

1,2 ≤
1

4µ0C2
korn

‖f‖2
L2(Ω) + j(0),

d’où
‖v‖1.2 ≤

√
C1, où C1 =

( 1
4µ0C2

Korn

‖f‖L2(Ω) + j(0)
) 1
µ0C2

korn

. (3.38)

D’après l’inégalité de Poincaré, on obtient

‖v‖L2(Ω) ≤
√
CpC1,
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c-à-d,
‖Λ(ṽ)‖L2(Ω) ≤

√
CpC1.

Pour assurer que Λ(Z) ⊂ Z, il suffit de prendre R =
√
CpC1. L’ensemble Z est un convexe

fermé de L2(Ω) de plus borné.
Pour montrer que Λ(Z) est relativement compact, on doit établir que pour toute suite (vn)n
de Λ(Z) (c-à-d, il existe ṽn ∈ Z tel que vn = Λ(ṽn)) on peut extraire une sous suite qui
converge fortement dans L2(Ω). En effet, pour tout ϕ ∈ Vdiv on a

〈Aṽnvn, ϕ− vn〉+ j(ϕ)− j (vn) ≥ L(ϕ− vn).

D’après ce qui précède (cf (3.38))
‖vn‖1.2 ≤

√
C1. (3.39)

D’après l’injection compacte de Vdiv dans L2(Ω), il existe une sous- suite de (vn)n notée encore
(vn)n converge fortement dans L2(Ω), ce qui montre que Λ(Z) est relativement compact.
L’application Λ est continue. En effet, soit (ṽn)n une suite dans L2(Ω) qui converge vers ṽ,
On doit donc montrer que Λ(ṽn)→ Λ(ṽ), dans L2(Ω).
La suite (vn)n satisfait (3.40) donc elle possède des sous suites fortement convergentes dans
L2(Ω), on considère une telle sous-suite notée encore (vn)n.
En utilisant le même raisonnement que dans l’étude de l’unicité de la solution du problème
(3.32), on a aussi

〈Aṽnvn − Aṽv, vn − v〉 ≤ 0.

On a
〈Aṽnvn − Aṽv, vn − v〉 = 〈Aṽnvn − Aṽnv, vn − v〉 − 〈Aṽv − Aṽnv, vn − v〉.

Donc
〈Aṽnvn − Aṽv, vn − v〉 ≤ 〈Aṽv − Aṽnv, vn − v〉. (3.40)

D’autre part, on a

〈Aṽnvn − Aṽnv, vn − v〉 = 2
∫

Ω
µ(ṽn, |D(vn)|)D(vn) : D(vn − v) dx (3.41)

− 2
∫

Ω
µ(ṽn, |D(v)|)D(v) : D(vn − v) dx,
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on a µ(y, z) = µ̃(y, z) + µ0

2 . En remplaçant dans (3.41), On a

〈Aṽnvn − Aṽnv, vn − v〉

= µ0

∫
Ω
D(vn) : D(vn − v) dx+ 2

∫
Ω
µ̃(ṽn, |D(vn)|)D (vn) : D (vn − v) dx

− µ0

∫
Ω
D(v) : D (vn − v) dx− 2

∫
Ω
µ̃(ṽn, |D(v)|)D(v) : D(vn − v) dx,

d’où

〈Aṽnvn − Aṽnv, vn − v)〉 = µ0

∫
Ω
|D(vn − v)|2 dx

+ 2
∫

Ω
µ̃(ṽn, |D(vn)|)D(vn) : D(vn − v) dx

− 2
∫

Ω
µ̃(ṽn, |D(v)|)D(v) : D(vn − v) dx.

En utilisant le même raisonnement que dans l’étude de la monotonie de Aṽ on a aussi

2
∫

Ω
µ̃(ṽn, |D(vn)|)D(vn) : D(vn − v) dx− 2

∫
Ω
µ̃(ṽn, |D(v)|)D(v) : D(vn − v) dx ≥ 0.

D’où
〈Aṽnvn − Aṽnv, vn − v〉 ≥ µ0

∫
Ω
|D(vn − v)|2 dx. (3.42)

D’autre part, on a

〈Aṽv − Aṽnv, vn − v〉 = 2
∫

Ω
[µ(ṽ, |D(v)|)− µ(ṽn, |D(v)|)]D(v) : D(vn − v) dx

≤ 2
∫

Ω

∣∣∣µ(ṽ, |D(v)|)− µ(ṽn, |D(v)|)
∣∣∣|D(v)||D(vn − v)| dx.

En utilisant l’inégalité de Young (3.37), on obtient

〈Aṽv − Aṽnv, vn − v〉 ≤
2
µ0

∫
Ω
| µ(ṽ, |D(v)|)− µ(ṽn, |D(v)|) |2 |D(v)|2 dx (3.43)

+ µ0

2

∫
Ω
|D(vn − v)|2 dx.

En remplaçant (3.42) et (3.43) dans (3.40), on a

µ0

2

∫
Ω
|D(vn − v)|2 dx ≤ 2

µ0

∫
Ω
| µ(ṽ, |D(v)|)− µ(ṽn, |D(v)|) |2 |D(v)|2 dx. (3.44)

On pose
Fn =| µ(ṽ, |D(v)|)− µ(ṽn, |D(v)|) |2 |D(v)|2,

comme la suite ṽn −→ ṽ fortement dans L2(Ω) lorsque n −→ +∞ on obtient qu’il existe une
sous suite de (ṽn)n qui converge presque partout dans Ω et de (3.18) on a Fn −→ 0 presque
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partout dans Ω. De plus, de (3.16), on a

|Fn| ≤ 4µ2
1|D(v)|2 ∈ L1(Ω).

Par le théorème de convergence dominée 1.9, on en déduit que lim
n→+∞

∫
Ω
Fn dx = 0. En passant

à la limite dans (3.44), on obtient

lim
n→+∞

‖vn − v‖L2(Ω) ≤ 0,

c-à-d lim
n→+∞

‖vn − v‖L2(Ω) = 0 on a donc obtenu que toutes les sous-suites de (vn)n qui sont
fortement convergentes dans L2(Ω) ont v pour limite. Donc avec (3.39) on peut conclure que
toute la suite (vn)n est convergente vers v = Λ(ṽ) dans L2(Ω), ce qui montre la continuité
de Λ. Avec le théorème de point fixe de Schauder 1.18, on obtient que Λ admet un point fixe
(c-à-d Λ(ṽ) = ṽ). Avec la notation Λ(ṽ) = v on obtient ṽ = v et

〈Avv, ϕ− v〉+ j(ϕ)− j(v) ≥ L(ϕ− v).

Donc le problème (3.32) admet au moins une solution v ∈ Vdiv.

Théorème 3.9. Le problème (3.19) admet au moins une solution avec µ = µ(v, |D(v)|).

Preuve. D’après l’hypothèse (3.16) sur la viscosité, on obtient

|L(ψ)| ≤ (
√
Cp‖f‖L2(Ω) + 2µ1‖v‖1.2)‖ψ‖1.2.

Donc, en utilisant le même raisonnement que dans le Théorème 3.6, on obtient que (v, P ) ∈
Vdiv × L2

0(Ω), solution de (3.19) avec µ = µ(v, |D(v)|).
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Conclusion

Dans les dernières années, les inéquations variationnelles sont devenues un outil pertinent
dans l’étude des problèmes linéaires et non linéaires en physique et en mécanique.

Ce mémoire avait pour objectif de présenter de résultats d’existence et d’unicité pour les
inéquations variationnelles linéaires et non linéaires de première et deuxième espèce dans les
espaces de Hilbert et de Banach avec des exemples d’applications.

En premier lieu, on a rappelé les outils mathématiques et les concepts de base liés à ce
sujet. Ensuite, on a présenté des différents théorèmes d’existence et d’unicité de solution
d’une inéquation variationnelle linéaire et non linéaire.
Finalement, on a donné deux problèmes aux limites comme application de ces résultats : le
problème de Signorini et le problème de Stokes.
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