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Introduction

Les inéquations variationnelles représentent une classe importante de problemes non-linéaires
d’origine physique, mécanique ou autre [11]. Cette théorie a été faite a partir des résultats
concernant les problemes unilatéraux obtenus par A. Signorini en 1933 [22] ou il a formulé un
probleme de contact sans frottement entre un solide élastique et un obstacle rigide. Ce n’est
qui en 1964 que G. Fichera [12] a pu résoudre ce probléme en utilisant quelques propriétés des
inéquations variationnelles elliptiques. Les fondement mathématiques de la théorie ont été
élargis par les contributions précieuse de Stampacchia [23] Lions et Stampacchia [18], et puis

développer par 1'école frangaise et italienne Brézis [4], [5] Stampacchia [24], Lions [19],- - - ect.

En mécanique des fluides, les équations de Navier-Stokes et de Stokes sont des équations
aux dérivées partielles non linéaires qui décrivent le mouvement des fluides. Ces équations
ont été nommeées ainsi en référence a leurs découvreurs Claude Lions-Marie-Henri Navier
mathématicien et ingénieur francais et George Gabriel Stokes mathématicien et physicien
britannique. Pour la résolution de ce genre d’équations, on doit ajouter les conditions aux
limites dans le cas stationnaire (toute grandeur ne dépend pas explicitement du temps) et
on rajoute de plus la condition initiale dans le cas instationnaire (ie, tous les variables qui
décrivent le mouvement sont dépend du temps). Pour les conditions aux limites de type

frottement, on obtient une inéquation variationnelle soit de type elliptique ou parabolique.

L’objectif de ce travail est de présenter des résultats d’existence et d’unicité pour les inéqua-
tions variationnelles linéaires et non linéaires de premiere et deuxiéme espece et d’appliquer
ces résultats sur deux problemes aux limites : le probleme de Signorini scalaire [1] (méca-
nique des solides) et le probleme de Stokes avec des conditions aux limites non linéaires de
type Tresca en régime stationnaire. Ce probléeme est motivé par lubrification et aussi par

injection/extrusion.
Ce travail se compose de trois chapitres

Le premier chapitre contient les définitions et les notions fondamentales qui seront essentiels
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dans la suite.

Dans le deuxieme chapitre, on présente des théoremes d’existence et d’unicité de quelques
classes d’inéquations variationnelles linéaires et non linéaires.

Le troisieme chapitre porte sur I’application des résultats présentés dans le chapitre 2 ou on
prend deux problémes aux limites, le probleme de Signorini scalaire et le probleme de Stokes.
La formulation variationnelle du probléeme de Signorini est donnée par une inéquation va-
riationnelle de premiere espece ol on utilise le théoreme de Stampacchia et le théoreme de
point fixe de Schauder.

Pour le probleme de Stokes en régime stationnaire, on prend deux cas selon la viscosité du

fluide (elle traduit la résistance d’un fluide a ’écoulement, on la note p) :

- Viscosité constante = cst > 0 : on obtient une inéquation variationnelle elliptique

linéaire de deuxieme espece qui admet une unique solution par le théoreme de Stampacchia.

- Viscosité qui dépend de la vitesse et le tenseur des déformations (1 = pu(v, |D(v)])).
Ce choix permet également de trouver la viscosité appropriée qui répond a quelques besoins
industriels tels que par exemple la fabrication de gilet pare-balles contenant un fluide qui a
la capacité de se concentrer sur 'impact du projectile lors d’un contact avec le gilet pare-
balles ([2] [9]). Dans ce cas on obtient une inéquation variationnelle elliptique non linéaire de
deuxieéme espéece. Lorsque pu = u(0, |D(v)|) le probleme admet au moins une solution par le
théoreme de monotonie. De plus, cette solution est unique. Ensuite par le théoreme de point
fixe de Schauder, le probleme avec la viscosité dépend de plus de la vitesse admet au moins

une solution. Finalement, on construit le terme pression par le théoreme de De Rham ([9]).

On termine notre travail par une conclusion générale.

vi



Chapitre 1
Généralités

L’objectif de ce chapitre est de rappeler ’essentiel des notions et des résultats utilisés tout

au long de ce travail.

1.1 Fonction convexe et semi continue inférieurement

Définition 1.1. (Ensemble convexe) Un sous ensemble S de R? est dit convexe si
Ve,ye S, YA e€[0,1]: X+ (1—-MNyeS.

Remarque 1.1. Limage d’un ensemble convexe par une application linéaire est convexe et

l’adhérence d’une partie convexe est conveze.
Exemple 1.1. Les boules ouvertes ou fermées sont des convexes.

Définition 1.2. Soit S une partie non vide de R%. On appelle enveloppe conveze (resp.
enveloppe convexe fermé) de S et on le note conv(S) (resp. conv(S)), le plus petit convexe
(resp. conveze fermé) contenant S.

L’enveloppe conveze est défini par
d d
conv(S) = {l‘:Z)\il’i, A >0, Z)\izl, T; ES}.
i=1 i=1

Remarque 1.2. Si S est borné (resp. compact) alors conv(S) est borné (resp. compact). En

général, ’enveloppe convexe d’un fermé n’est pas fermé.
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Définition 1.3. (Fonction convexe) Soient S un sous ensemble non vide de R et f :

S — R une fonction. On dit que f est convexe si et seulement si
fAz+ 1 =Ay) <Af(x) + (L= A)f(y), Vo,y € 5, VA € [0,1].

Définition 1.4. Pour une fonction f définie sur S de R?, d valeurs dans R, I’épigraphe est
définie par
epi(f) ={(z,y) € S xR, f(z) <y} CR!xR.

On note par
domf={z € R | f(z)< +oo},

le domaine de la fonction f. Si dom f # ) alors la fonction f est dite propre. La fonction f
est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) dans R? si et seulement si

Voo € RY f(x0) < lim inf f(2).

T—T0

Autrement dit, la fonction f est s.c.i. si et seulement si son épigraphe est un fermé de R¢.
De plus, la fonction f est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) si la fonction —f est
(s.c.i.) ie,

limsup f(z) < (o).

T—T0

Remarque 1.3.
- Une fonction est convexe si et seulement si son épigraphe est une partie conveze.
- Une fonction est continue en un point si et seulement si elle est semi-continue supé-

rieurement et inférieurement en ce point.

1.2 Notions sur les opérateurs linéaires

Dans toute la suite K = R ou C.

1.2.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.5. Soit E et F, deux K-espaces vectoriels normés, un opérateur T défini sur

E dans F est dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes. Pour tout u,v dans E et a,b
dans K on a Tu € F et T(au + bv) = aTu + bTv.

Définition 1.6. Un opérateur linéaire de E — F, (T € L(E, F)) est dit continu au point
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xo € E si pour toute suite (x,,), de E converge vers xy, la suite T'(x,) converge vers T (xg)

c’est a dire nl_l)I_iI_loo T(x,) =T (o).
Notation. L’ensemble de tous les opérateurs linéaires et continus de F dans F' est noté par
L.(E,F).

Définition 1.7. Un opérateur linéaire T' défini sur E dans F' est dit borné s’il existe une

constante positive C, telle que :
[Tullp < Cllulle, YuekE.

Remarque 1.4. Le plus petit de nombres C vérifiant cette inégalité s’appelle norme de

Uopérateur T et se note || T,
1T = inf{C >0,z € E,|[T(x)||r < Cllz] g}

Théoréeme 1.1. [20] Soit T € L(E, F) alors les assertions suivantes sont équivalentes
(1) T est borné.
(2) T est continu sur E.

(3) T est continu en 0.

Exemple 1.2. L'opérateur T : (C([0,1]), | - llo) — (C([0, 1)), ] - |loc) défini par

Tf@)= [ .

est un opérateur linéaire et borné. Il est clair que T est linéaire. Montrons que T est borné.
En effet, on a

Ts@) < [0l <l fl
d’ou
ITf oo < 1l

donc T est borné.

1.2.2 Opérateurs compacts

Définition 1.8. (Partie compact) Soit U un ensemble de E, U est dit compact de tout

recouvrement de U par des ouverts de U, on peut extraire un sous-recouvrement fini i.e.

vv}?] €J (Ouvert)v UcC UjGJ‘G: Elv;(k) ) .](k) - 1727 cees tel que UC UZ:O‘/J(k)

3
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Définition 1.9. Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son

adhérence est compacte.

Définition 1.10. Une famille (f;); de fonctions continues sur le compact U est dite équi-

continue st
Ve,y e U, Ve > 0,30 >0,Vi: |z —yl <o= |fi(z)— fi(y)| <e

Théoréme 1.2. (d’Ascoli) [20] Soient U un espace compact et A C C(U, E). Alors A est

relativement compact si, et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites
(1) A est borné.

(2) A est équicontinue.

Théoréme 1.3. (Heine) [15] Soit deux espaces métriques X et'Y, tel que X soit également
compact. Alors toute application continue de X dans Y est uniformément continue. Cela
implique notamment que toute fonction continue de I = [a,b] dans R est uniformément

continue sur 1.

Définition 1.11. Une application T € L(E, F) est un opérateur compact si T(Bg) est un

compact de F, ot By est la boule unité fermée de E.

Remarque 1.5. Un opérateur T' : E — F compact est un opérateur borné, la réciproque

est fausse. En effet, soit la boule unité fermée

B(0,1) ={z € E, ||z||g < 1},
alors, T(B(0,1)) est relativement compact d’ot

|Tx||r < C, Vxe B(0,1).

Alors T' est borné. Réciproquement, l'opérateur identique Idg de E dans E est borné, mais

il n'est pas compact car Idg(B(0,1)) = B(0,1), nest pas relativement compacte sauf si E

est de dimension finie.

1.3 Espace fonctionnels

1.3.1 Espace réflexif et séparable

Dans toute la suite E sera un espace de Banach (méme si la complétude sera souvent inutile).
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Définition 1.12. (Espace dual) Le dual topologique de E est l’ensemble des applications
linéaires continues sur K (E' = L.(E,K)). L’espace E" est le bidual de E c-d-d est le dual
de F'.

L’espace E' muni de cette norme

fle = sup Lzesl
veBelp<t  ||lle

est un espace normé et l'action de f € E’ sur un élément z € E est notée par f(z) ou

(f,z)p p. De méme pour l'espace E”, muni de la norme

[9ller = sup (@, f)er el

fEE I fllpr <1

On consideére I'injection canonique J de E dans E” par

J:E— E"
r J(z) = Jyy

ou J, est définie par

R
[ Je(f) = {Jo, e e = (f,2)p .

L’application J est une isométrie injective de E dans E”.

Définition 1.13. (Espace réflexif) Soit J l'injection canonique de E dans E" on dit que
E est réflexif si J(E) = E".

Proposition 1.1. [6] Soit M un sous espace vectoriel fermé de E, alors M muni de la

norme induite par E est réflexif.

Définition 1.14. (Partie dense) On dit qu’une partie A C E est dense si pour touty € E,
il existe une suite (x,), C A telle que x,, — y dans E autrement dit A=E.

Définition 1.15. (Espace séparable) Un espace métrique séparable est un espace métrique

qui contient une partie dense et dénombrable.

Théoréme 1.4. [6] Soit E un espace de Banach telle que E' soit séparable. Alors E est

séparable.

Définition 1.16. (Convergence faible) Soit (x,), une suite d’éléments de E. On dit que

(xy)n converge faiblement dans E vers x € E si

<f7 xTL)E',E — <f7 x>E’,E vf € E/7

5
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on utilise alors la notation : x, — x.

Remarque 1.6.
- Si la limite faible d’une suite existe, elle est unique.
- On appelle convergence forte, la convergence au sens de la norme ||z, —z||p — 0 ce
qu’on écrit x, — x.
Proposition 1.2. [6]
1.z, o= 2x,— 1.
2. x, = x = (x,), est borné.
3. (x, =z et f, — [ dans E') = (fu,2n)pr 5 — (f,2)p g, (convergence forte-

faible).

Proposition 1.3. Soit A C E une partie de E faiblement fermée. Alors A est aussi forte-

ment fermée.

Preuve. Soit (z,), une suite d’éléments de A telle que z,, — x. Montrons que z € A. En
effet, comme la convergence forte implique la convergence faible, z,, — = et puisque A est

faiblement fermée, © € A. Donc A est fortement fermée. 0

La réciproque de la proposition ci dessus est vraie si A est convexe (voire [17]).

Théoréme 1.5. [6] Soit E un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée (x,,), dans

E on peut extraire une sous suite faiblement convergente.

1.3.2 Espace de Hilbert

Dans cette partie, on présente un type particulier d’espace normé, le quel la norme est définie

d’une maniere spéciale.

Définition 1.17. (Produit scalaire) Soit H un espace vectoriel sur K. Un produit scalaire

sur H est une application (-,-) : H x H — K, telle que, pour tous z,y,z € H et a, € K,
(1) {(z,x) > 0.

(2) (z,z) =0< x=0.

(3) (x,y) = (y,2).

(4) {ox + By, 2) = ofz, z) + By, 2) .

Définition 1.18. (Espace préhilbertien). Un espace préhilbertien est défini comme un

espace vectoriel réel ou complexe muni d’un produit scalaire.

6
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Définition 1.19. (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien
complet pour la norme hilbertienne ||z|| = +/(z,z). C’est donc un cas particulier d’espace de

Banach.

Exemple 1.3. L’espace I*(N) des suites complezes (ou réelles) (x,)n>0 telle que

0 |xn|2 < 0o muni de
o0
<(:L‘n)n20 ) (yn)n20> = Z TnUn,
n=0

est un espace de Hilbert.

Définition 1.20. (Orthogonalité) On dit que deux vecteurs x ety d’un espace préhilbertien

H sont orthogonauz, si {x,y) =0 on note x L y.

Théoréme 1.6. (Projection sur un convexe fermé) [6] Soit H un espace de Hilbert, et
soit S une partie conveze et fermée, non vide de H. Alors, pour tout x € H, il existe un
unique y € S tel que

|z =yl = dist(w, §) = inf [z — 2.

D’autre part y est caractérisé par
1). y € S. On dit que y = Ps(x) est la projection de x sur S.
2). Pour tout z € S, (x —y,z —y) < 0. De plus pour tous x1,xs € S
| Pszy — Psa|| < |1 — 2.

Théoréme 1.7. (Représentation de Fréchet-Riesz) [6] Soit H un espace de Hilbert.
Pour tout ® € H', il existe un (unique) y € H tel que

O(x) = (z,y), VreH.

1.3.3 Espaces de Lebesgue L?(f2)

Dans toute la suite, 2 sera un domaine (ouvert et connexe), borné et lipschitzien de R? muni

de la mesure de Lebesgue dx, et 92 =T est la frontiere de €.

Définition 1.21. (Domaine lipschitzien). Le domaine Q C R? est dit lipschitzien s’il
existe une famille de boules ouvertes (Bi>z’=1,2,---,k telle que I' C UleBi, de plus sur chaque
B, il eziste un systéme de cordonnées (z1,--- ,xq) et une fonction V; lipschitzienne telle
que

QUB; ={(z1,-+ ,x2q) € B, xq<V; (21, ,24-1)}-

7
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Cela signifie que la frontiére de ) peut-étre vue comme le graphe d’une fonction lipschit-
zienne. La plupart des domaines classiques (en particulier les polygones en dimension 2 et
presque tous les polyédres en dimension 3) sont lipschitziens. Des exemples de domaines
non-lipschitziens sont ceux dont la frontiére présente des points de rebroussement, ou une

fissure rentrant dans le domaine.

Définition 1.22. Soit 1 < p < +oo (p € R), lespace LP(2) est l’ensemble des fonctions
mesurables f: Q — R telle que : [o|f(x)|P dz < 00.0On note

11, = ([ 15@par)”.

- L>°(9) est ensemble des fonctions mesurables f :  — R telles qu'il existe une constante

¢ > 0 telle que |f(z)] < ¢ p.p sur 2. On note :

I f lloo=inf{c, [f(z)| <c pp. sur Qf

Théoréme 1.8. [6] L’espace LP(Q)) est un espace de Banach pour tout 1 < p < 0o, un espace

réflexif pour tout 1 < p < oo et un espace séparable pour tout 1 < p < oco.

Théoréme 1.9. (Convergence dominée de Lebesgue). [6] Soit (f,), une suite de fonc-
tions de L*(2). On suppose que
a. fu(x) = f(x) p.p. sur .
b. Il existe une fonction g de L'(Q) telle que pour chaque n, |f,(z)| < g(z) p.p. sur .
Alors, f € LX), |fu— fllero) — 0.

Définition 1.23. Soient (X, || - ||x) et (Y,|| - |ly) deuz espaces normés. La notation X — Y

signifie X CY avec l'injection continue, c’est-a-dire il existe une constante C' telle que
[ully < Cllullx Vu e X.

En outre, on écrit X — compacte Y St de toute suite bornée dans X on peut extraire une sous

suite qui converge fortement dans Y. On note par X <> gense Y si X est dense dans'Y .

Définition 1.24. Soit 1 < p < +o00, on dit que q est [’exposant conjugué de p si % —I—é =1.

L’exposant conjugué de 1 est oo.
Proposition 1.4. (Inégalité de Holder) [6] Soient f € LP(Q) et g € LI(Q). Alors,
fg e LY(Q) et

| 1£gldz < £l

Remarque 1.7. Le cas particulier ou p = q = 2 dans ['inégalité de Holder, donne ['inégalité

de Cauchy-Schwarz.
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Théoréme 1.10. [6] Supposons que |Q| :/da: < 00. Alors L™(2) — LP(S) pour tout
Q

1 <p<r<oo, ie., i existe une constante C' (dans notre cas, C = (|Q|)%_%) telle que

[oll ooy < Cliollzry, Wo € L(9).

1.3.4 Dérivation au sens faible et espace de Sobolev H!(2)

On note D(2) = C(Q) : 'espace des fonctions de classe C*°(Q2) a support compact, avec
le support d'une fonction v € D(Q2) est défini par : supp(v) = {z € Q,v(z) # 0}.

Définition 1.25. Une distribution est une forme linéaire continue sur D(S2), ’ensemble des

distributions est donc le dual topologique de D(Q) on la note D'(Q).

Définition 1.26. On dit qu’une fonction u € L2(Q) admet une dérivée au sens faible dans

L2(Q) par rapport a la variable z; si il existe — € L*(Q) telle que

835]
/a% _ /u—da: . Yo € D(9).

Espace de Sobolev H'(Q)

Définition 1.27. On définit l’espace de Sobolev d’ordre 1 sur €2 comme suit

ou

H'(Q) = {u € L(Q). 5

€ L*(0),i= 1,2,...,d},
ot les dérivées g“ 1=1,2,...,d sont prises au sens des distributions.

L’espace H'(Q2) muni de produit scalaire

ou 31}

(u, )0 :/Q z) dz + Z/ 9, 0,

La norme associée est définie par

ou |?

lull ey = ((w )i ey) (/ | dx—i—Z/

[+)

Exemple 1.4. Soit Q =] —1,1], la fonction u(x) = |z| est dans H'(Q). En effet, la fonction
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valeur absolue u est continue sur ). De plus, u € L*(Q) ie,

1 2
Yo = [ e = < oo
/Qu(m) v= | idr=3<o0

Prenons une fonction ¢ € D(2)

0 1
/u(x)go’(x) dr = / —x¢ () da:—i—/ z¢' (z) dx
Q -1
1
= st [ elaydn + el [ ola)dr
0
- / Pl >dx—/ plr) da
-1 0
= —/ sign(z)p(x) d.
Q
La fonction signe est dans L*(Q2). On en déduit que sign est la dérivée faible de u et donc
que u € H'(Q).
Théoréme 1.11. [10] L’espace (Hl(Q), || - ||H1(Q)) est un espace de Hilbert séparable et
réflexif.
Remarque 1.8. [10] On a toujours linjection suivante H'(Q) <= compacte L*().

Théoréme 1.12. (de trace) [17] On peut définir de facon unique la trace vo(v) de v €

HY(Q) sur T de fagon que vo(v) coincide avec la définition usuelle
Yo(v(x)) =v(x), €T,
siv € CY(Q). De plus Uapplication o : H'(Q) — L*(T'), est linéaire et continue.

L’image de 7o est notée Hz(T) (c-a-d Hz(T') = vo(H'(€2))) est un espace de Sobolev d’ordre

fractionnaire.

Théoréme 1.13. [13] Pour g € (H2(I'))? avec /g -nds = 0, il existe une fonction u €
r
(HY(2))? tel que div(u) =0 dans Q et u= g surT.

Proposition 1.5. (Formule de Green) Pour tous u,v € H*(2) [13]

a@ :_/ “or,

ol (ni)?zl sont les composantes de n avec n est le vecteur unitaire de la normale extérieur a
r.
De plus, pour tout u € H'(Q) et v € (H' () on a (voir [3])

u)yo(v) - n; ds, (1.1)

/Qu div(v) dz = —/QU -Vudr + /F%(u) (7o(v) - n) ds,

10
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d ‘ d
ou div(v) = Z a—z, qui désigne la divergence de v et v-n = sznl Pour simplifier, on
écrit u et v au liew vo(u) et vo(v).

Définition 1.28. L’espace H}(Q) est I’adhérence de D(Q) dans (H'(Q)), || - HHI(Q)) ('adhé-

rence dans H'(Q) muni de sa norme || - HHI(Q))
H(Q) = {gp e D(Q)HI(Q)} .

L’espace Hj () est défini aussi par
Hy(Q) = {v e H'(Q) : vr =0},

Théoréme 1.14. (Inégalité de Poincaré) [6] I existe une constante C, > 0 telle que

pour toute fonction v € H (), on a

J @i < €, [ Vo) P

ot C,, ne dépend que de Q. Cette inégalité est fausse dans lespace H(Q), prendre par exemple

v=1.

Puisque D(2) est dense dans H}(Q2), le dual H~1(Q) de H}(2) s’identifie & un sous-espace
de D'(Q2)
D(Q) C Hy(2) C L*(Q) c HH(Q) C D'(Q),

avec injections continues et denses.
Remarque 1.9. [8] Soit l’espace de Sobolev des fonctions nulles sur une partie de bord

Hp (Q) = {u € H'Y(Q),u=0 sur Fl},

ou I'y est une partie de I' On suppose que I'y de mesure non nulle (mes (I'y) = |I'y| # 0)
Vespace Ht (Q) est fermé dans H'(Q2). De plus, si mes (I'1) > 0, alors l'inégalité de Poincaré

reste valable dans cet espace.

1.4 Formes bilinéaires

Définition 1.29. Soit F' et G deuz espaces vectoriels sur R, une forme bilinéaire sur F' x G

est une application a : F' x G — R telle que

11
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1. Pour tout u € F fizé, lapplication v — a(u,v) est une forme linéaire sur G, c’est-a-

dire une application linéaire de G dans R.

2. Pour tout v € G fizé, lapplication u — a(u,v) est une forme linéaire sur F', ¢’est-a-

dire une application linéaire de F dans R.

Définition 1.30. Soit F' un espace vectoriel sur R, une forme bilinéaire a : FF X F — R

est dite symétrique si
Y(u,v) € F?, a(u,v) = a(v,u).

Définition 1.31. Soient (F,||.||r) et (G,||.|lc) deux espaces normés. Une forme bilinéaire

a: F x G — R est dite continue sur F' x GG, s’il existe une constante C > 0, telle que

V(u,v) € Fx G, |a(u, v)| < Cllull vl

Définition 1.32. Soit (F,|.|r) un espace normé. On dit qu’une forme bilinéaire a : F X

F — R est coercive (ou F-elliptique), s’il existe une constante o > 0, telle que
Vu € F, a(u,u) > allul3.
Exemple 1.5. Soit

a: HY}(Q) x HY(Q) — R

(u,v) — a(u,v) = /Qb(x)Vu -Vudz,

ol

L’espace H}(Q) muni de la norme

s = (/Q |Vu|2dx>é, (1.3)

(car d’aprés Uinégalité de Poincaré on obtient que || - |12 ¢’est une norme dans HL(Q) équi-
valente da la norme HY(Q) avec | - | désigne la norme euclidienne dans R?),

La forme a est bilinéaire continue et coercive. En effet, il est facile de vérifier que a est
bilinéaire.

- Pour la continuité, en utilisant (1.2) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

|a(u, v)| =

/Qb(x)Vu Vo dw' < buflullra][v] .
Maintenant, on montre la coercivité, en effet

a(uw) = [ @)V Vude = by [ [Vuf? de > bollul,

12
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d’ou le résultat.

1.5 Opérateur monotone et pseudo-monotone d’un es-

pace de Banach dans son dual topologique

Soient V un espace de Banach réflexif séparable, V’ son dual topologique, (-, -)y+ 1 le crochet

de dualité entre V et V' et A:V — V’ un opérateur (en général non linéaire)
Définition 1.33. On dit que
1. A est monotone si

Vu,v € V, (A(u) — A(v),u — v)yry > 0.

2. A est strictement monotone si de plus (A(u) — A(v),u — v)y v = 0 implique u = v.

3. A est hémicontinue si pour tous u,v,w € V, Uapplication A — (A(u+ Av), w)y v est

continue de R dans R.
Définition 1.34. Un opérateur A est dit pseudo-monotone si

1. A et borné s’il existe C' > 0 tel que

|Aully: < Cllully, VueV.

2. lorsque u; — w dans V' (faible) pour j — 400, et

jgrgloo sup(Au;, u; —u)yry <0,

alors

ljiriljgf(Auj,uj —v)vyv > (Au,u — o)y y, Yo € V.

Proposition 1.6. Soit A:V — V' un opérateur. Alors

A est monotone, borné et hémiocontinu implique que A est pseudo-monotone.

Preuve. Soit A monotone, borné est hémiocontinu et soit (u,), C V une suite vérifiant :
U, —u dans V,

lim sup(Auy,, u,, — w)yry < 0. (1.4)

n—o0

13
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Par monotonie de A, on a
(A, up — w)vry > (Au, up — w)yr .

La convergence faible de (u,,), donne

hﬁggf(Aun, Up — U‘>V’,V > 0. (15)
De (1.4) et (1.5), on a
JLnOlO(Aun,un —u)yry = 0. (1.6)

Soit v € V' et on définit w := Av + (1 — A)u, (A €]0, 1[). Par monotonie,

<Aun7 Up — >V’ vV = Auna Up — >V’ Vv + <Auna w)V’,V
Aty un — w)vr v + MAug, u — v)yry

Aw y Uy, — >V’,V

{
=
>
= (Aw, u, — u)vr v + AAw,u — v)yr y.
Puisque u,, — u et en utilisant (1.6), on obtient

liTrnglf(Aun, u—v)yry > (AAv+ (1 = Nu),u —v)yy.
Pour A — 0, en utilisant 'hémicontinuité de A, on obtient,

liminf (Au,, u — v)y v > (A(u),u — v)yry.

n—oo

Donc, A est pseudo-monotone. 0O

Dans toute la suite de ce travail, on utilise la convention de sommation d’Einstein sur les

indices répétés (par exemple, on écrit a;b; au lieu Zle a;b;).

Exemple 1.6. Soit Q un ouvert borné de RY, V. = H}(Q) muni de la norme || - |12 et
be R4\ {0}. On pose
Au) = —Au+b- Vu.

L opérateur linéaire A envoie bien V = H(Q) dans son dual V' = H=Y(Q). 1l est pseudo-

monotone. En effet, on a

(A(u),v)yry = /QVU -Voudx + /Q(b -Vu)vdz,

14
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pour tous u,v € V.
(A(u) — A(v),u —v)yry = /QV(u —v)-V(u—v)dr+ /Q(b -V(u—v))(u—wv)de.
On pose w = u — v, alors l’équation précédente devient
(A(w), w V,V_/ |Vw|2dx+/ (b- Vw)w dz, (1.7)

et on a d’aprés la formule de Green (1.1)

/Q(b-Vw)wdx—/( g;i)wdx— b/waxl dr =0,
donc 'équation (1.7) devient
(A(w), w)yry = /Q IVwl|? de > 0.
Donc, A est monotone. De plus, on a
(A, vy | = ]/QVu-Vvdx—i—/Q(b-Vu)vdx].
En utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwarz et de Poincaré, on obtient
(Au, o)y v| < Julliallvllia + 116 Vaull 2 0]l 2@ < /Collb - Vull 2@ V]|

D’autre part, on a

Ib- Vaull g2 = (/ b- Vu|2d93> </ b2 |Vu|2dx> = o)l 2o

ot |b| est la norme euclidienne de b € R%. Donc,
(A, v)yrv] < ([ullr2 +/Colbl [ullr2)[[v]12,

Au, v
sup’< vl < (14 /C,)0]) ]| 1.2-

070 [v]l12

Alors, ||Aully: < Cl|ul|1.2, tel que C =14 /C,|b| d’ot A est borné.

D’autre part, l'opérateur A est hémicontinu, on montre que pour tous u,v,w € Hy(Q)

B(A) = (A(u + Mw),v)v v est continue.

15
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En effet, on a

B\ = /QV(quAw)-de+/ﬂb-V(u+Aw)vdl~

= /Vu-Vvdx+/\/Vw-Vvdm—l—/(b-Vu)vdx+/\/((b-Vw)vd:p.
Q Q Q Q

Donc, la fonction B est continue (car si A, — X\ alors B(\,) — B(X)). D’aprés la Propo-

sition 1.6 on déduit que A est pseudo-monotone.

1.6 Théoreme de point fixe de Banach, Brouwer et

Schauder

La notion de point fixe est d’une importance triviale dans presque tous les domaines des
mathématiques. Nous présentons le théoreme de point fixe de Banach, Brouwer et Schauder.
Le théoreme de Banach donne l’existence et 'unicité d’un point fixe mais le théoreme de
type Brouwer donne seulement ’existence d’un point fixe pour une fonction continue sur une
boule fermée dans un espace de dimension finie. Le théoréme de point fixe de Schauder est

une généralisation du théoréme de Brouwer.

Définition 1.35. Soit T une application d’un ensemble X dans lui méme, on appelle point

fize tout point x tel que T(x) = .
Exemple 1.7.

- Soit g : R — R tel que g(x) = 1+ 2x. Alors, la fonction g admet un point fize en x = —1
et on a g(—1) = —1.

- Soit h une fonction définie sur R dans R tel que h(xz) = v+ § — arctan(x). Alors h n’admet
7
pas un point fize car h(x) = r <= arctan(x) = 5 ce qui est impossible puisque la fonction

tangente n’est pas définie au point 7.

Théoréme 1.15. (de point fixe de Banach) [6] Soit (E, || -||g) un espace de Banach. Soit
K un sous-ensemble non vide fermé de E. Supposons que T : K — K est une contraction,

c’est-a-dire il existe une constant C € [0,1) telle que
|Tu —Tv|lg < Cllu—v||g Yu,veK.
Alors, il existe unique point fize.

On considere les théoremes de point fixe de type Brouwer suivants [17]

16
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Théoréme 1.16. Toute application continue de la boule unité fermée de R¢ dans elle méme

admet un point fize.

Théoreme 1.17. Soit K un compact, convere non vide d’un espace vectoriel normé de
dimension finie E et T : K — K wune application continue. Alors T admet un point fize
dans K.

Théoréme 1.18. (de point fixe de Schauder) [17] Soit K un sous ensemble fermé non
vide et convexre d’un espace vectoriel normé E et T : K — K une application continue telle
que T'(K) est relativement compact. Alors T' posséde un point fize.

Plus généralement, si K est un compact convexe alors toute fonction continue de K sur K

posséde un point fize.

Exemple 1.8. (Solution de l’équation intégrale) On applique le théoréme de point fize
de Schauder pour montrer l’existence de la solution de l’équation intégrale (c’est une équation
ot la fonction inconnue est a l'intérieur d’une intégrale).

Soit X un espace compact (et séparé) muni de la mesure fini, et K : X x X — X continue.
Alors, l'équation

fla) = [ Koy () duly).

admet toujours une solution dans C'(X). En effet, on définit l'opérateur linéaire

T:C0(X)— C(X)
= T(f).
Avec,
T(f): X =-C
o= T(f)(@) = [ K(e.y)fy) duty).

On voit facilement grace aux hypothéses que T est bien définie. On montre que T' admet un
point fize. Soient f € C'(X) et x € X,

T(£)(@)| = | [ K ) F@) di)| < NN oY),
Pour simplifier, on choisit u(X) pour que ||K||uw(X) =1. Alors [|T(f)]lec < ||fllec €t T est

une application linéaire continue. On note B la boule unité de C(X). Montrons que T(B)

vérifie les hypotheses du théoréeme de Schauder.

La boule unité B est convexe et T est linéaire donc T(B) est également conveze. De plus,
T(B) est conveze. (Voir la Remarque 1.1)

Pour montrer sa compacité nous allons utiliser le théoréme d’Ascoli 1.2. L’espace X est

compact et IC est continue donc, par théoréeme de Heine 1.3, elle est uniformément continue.

17
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Soit € > 0, il existe donc § > 0 tel que
Ve, o' e X,Vy e X, |z —2||x <0 = |K(x,y) — K(z',y)| <e.
Soient alors 2',x € X tels que ||z — 2'||x <J. On a

T(f) (@) =T())] < /X K (. y) = K, p)I1f ()] dp(y) < ellflloo

ce qui montre que T'(B) est équicontinue et || T(f)||oco < || flloo assure qu’il est uniformément

borné, d’ot la compacité de T(B) par théoréme d’Ascoli et aussi que T(B) C B, or B est

fermé donc T(B) C B d’ou

T(T(B)) Cc T(B) C T(B),

et T(B) est T-stable donc le théoréeme de Schauder donne [’existence d’un point fize

feT(B)cC BcCC(X),

d’ou le résultat.

1.7 Théoréme de De Rham

On pose
W= {ue (D))", div(u) =0},

et
Hy.g, = {u € (Hy(Q))",  div(u) = 0}.
Théoréme 1.19. (de De Rham) [13] Soit £ € (D'(Q))? satisfait

Vo eW (L, ¢>((D/(Q))d,(D(Q))d) =0

Alors, il ezxiste une distribution P € D'(Q) telle que L = V P.
Lemme 1.1. [13] Soit £L € (H7*(Q))? telle que

V¢ S H&-div? <‘C7 ¢>(H_1(Q))d,(H5(Q)d) = O’

si et seulement si, il existe un unique P € L*(2) (a une constante prés car € connexe) tel
que L = VP.

Corollaire 1.1. ([25], [13]) L’opérateur gradient V est un isomorphisme de L3() dans
H7(Q).
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Inéquations variationnelles elliptiques

Le but de ce chapitre est de présenter quelques résultats d’existence et d’unicité pour des
inéquations variationnelles elliptiques linéaires et non linéaires du premiere et deuxieme

espece. Ces résultats seront nécessaires dans la suite de ce travail.

2.1 Théoremes d’existence pour les inéquations varia-

tionnelles elliptiques

2.1.1 Inéquations variationnelles elliptiques linéaires

Dans cette partie, on donne quelques théoremes d’existence et d’unicité pour les inéquations
variationnelles linéaires (voir [14], [6]).

Soit H un espace de Hilbert (sur le corps R des réels) avec H' son dual. Le produit scalaire
dans H est noté (-,-) et la norme associée || - ||z. Soit K un ensemble non vide, convexe et
fermé de H.

Inéquation variationnelle elliptique de premieéere espece :

Définition 2.1. On appelle inéquation variationnelle elliptique de premiére espéce linéaire

toute inéquation de la forme
a(u,v —u) > Llv—u), YveEK, (2.1)

ota:HxH—ReL: H—R.
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On considere le théoreme d’existence et d’unicité de Stampacchia pour cette inéquation, ce

théoreme est le point de départ de la théorie des inéquations variationnelles.

Théoréme 2.1. (Stampacchia) Soit a une forme bilinéaire, continue et coercive, soit

L: H— R une forme linéaire continue. Alors, le probléme : trouver u € K vérifiant (2.1)

a une unique solution u € K.

Preuve.

- On commence par l'existence de solution u. On transforme le probleme (2.1) & un
probleme de point fixe, pour cela on utilise le théoreme de représentation de Riesz
1.7 pour les espaces de Hilbert, il existe un opérateur différentiel 7' € L.(H, H) et un
élément f € H' tels que

{ a(u,v) = (Tu,v) Vu,v € H, (2.2)

L(v) = {(f,v) Yv € H,
ainsi, le probleme (2.1) est équivalent a

Trouver u € K telle que
(Tu— f,v—u) >0, YveK.

Soit t > 0, alors
(=t(Tu— f),v—u) <0, veEK,

d’ou
(u—t(Tu—f)—u,v—u) <0, veK.

On définit Py : H — K comme la projection orthogonale de H sur K. Alors, d’apres

le Théoréme 1.6 le probléeme (2.1) est équivalent & un probleme de point fixe

Trouver u € K telle que
u= Pg(u—t(Tu— f)), pour t > 0.

Alors, il suffit de montrer que Py est une contraction sur H. Soit v,w € H, d’apres

le Théoreme 1.6, on a

[Prc(v = t(Tv = f)) = Px(w —t(Tw = I < (v = t(Tv = f)) = (w = t(Tw = /))]*
=[[(v—w) —tT(v—w)|* = |lv—w|* = 2ta(v —w,v —w) + ||T(v —w)|*

En utilisant le fait que a(-,-) est coercive et continue on obtient

1P (v = t(Tv = f)) = Pc(w — t(Tw — f))|* < (1 = 2ta + £2C%) [lv — w|.
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2c
On pose 0 <t < —, alors Pk est une contraction, et par le théoreme du point fixe
de Banach 1.15, il existe donc une solution u € K.

Montrons 'unicité. En effet, soient u; et uy deux solutions du probléme (2.1), alors
a(uy, v —uy) > L(v —uy), Yve K,Vu, € K, (2.3)

a(ug, v —ug) > L(v —ug), Yv €& K,Vuy € K, (2.4)

posons v = uy dans (2.3) et v = uy dans (2.4) et en additionnant les deux inéquations,

on obtient
CL(’Ul, Uo — U1> — CL(UQ,’UQ — Ul) Z L('LLQ — U1> — L(UQ — U1>,

d’ou

a(ug — up,ug —uy) < 0.

En utilisant la coercivité de a(-,-), on obtient
allug — w||* < alug — uy, uy — ug) <0,

N
d’oul u; = us.

O
Si de plus, a(-, ) est symétrique alors u est caractérisé par la propriété suivante ([14], [6]).

Trouver u € K telle que

J(u) = min J(v), (2:5)

ouJ: H— R, définie par
1
J(v) = §a(v,v) —L(v), veK,

vérifiant les propriétés suivantes

1.
lim J(v) = +o0,

llv]|—o0
en effet, J(v) = %a(v,v) — L(v) > 2|w|]? = [|IL||||v|| — oo
2. J est strictement convexe. En effet, comme L est linéaire, il suffit de prouver que

v — a(v,v) est strictement convexe. Soit 0 < A < 1 et u,v € H, alors

0<a(v—u,v—u)=alu,u)+a(v,v) — 2a(u,v),
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ainsi on a

2a(u,v) < a(u,u) + a(v,v). (2.6)

En utilisant (2.6) on a

a(Au+ (1= Nv, du+ (1 — M) = Na(u,u) + 2M(1 — Na(u,v) + (1 — N)?a(v,v)
< Aa(u,u) + (1 — Na(v,v),

alors v — a(v, v) est strictement convexe.
3. J est continue car L et a(-,-) sont continues.

4. Supposons J(-) est Gateaux différentiable en u, i.e différentiable dans toutes les di-
rections v € H, c.a.d.
J(u+tv) — J(u)

lim
t—0

= (J'(u),v), Vv € H.

Inéquation variationnelle elliptique linéaire de deuxiéme espece

Définition 2.2. On appelle inéquation variationnelle elliptique de deuxieme espéce linéaire

toute inéquation de la forme

a(u,v —u) 4+ j(v) — j(u) > L(v —u), Vv € H, (2.7)
ouj: H—R.
Théoreme 2.2. Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue coercive, L(.) une forme linéaire

continue, j une fonctionnelle convexe semi continue inférieurement (s.c.i) et propre. Alors

le probléme (2.7) a une unique solution.

Preuve.
1. Existence : Considérons le cas ou a(-,-) est symétrique, alors le probleme (2.7) est

équivalent a un probleme de minimisation ([14]).

{ Trouver u € H tel que (2.8)

J(u) < J(v),Yv € H,
avec X |
J(v) = ia(v, v) + j(v) — L(v).

Comme j(.) est propre, convexe, s.c.i, donc (voir [14])

J(0) > A@W) + o, Vo€ H,
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ou A est une forme linéaire continue sur H et ¢y € R. Donc,
1 ‘ Qo
J(v) = a(v,v) +j(v) = L(v) = Slloll” = [1Allllol] = [ L{[lv]l + co = o0,

d’ou J(v) — oo quand ||v|| — oo. De plus, d’apres les hypotheses sur a(-,-), j(-) et
L(-), on voit que J(-) est propre, strictement convexe, s.c.i, Gateaux différentiable.
Donc (cf. [7]) le probleme (2.8) posséde une solution.

2. Unicité : Soient uy et uy deux solutions de (2.7), alors
a(up,v—uy)+jw)—j(u)>Lv—w) VYveHu €H, (2.9)

a(ug, v —uz) +j(v) —j(ug2) > L (v —u2) Yv e H,uy € H. (2.10)

Comme j(.) est une fonctionnelle propre, on obtient que j (u;) est finie pour i = 1, 2.
Posons v = uy dans (2.9) et v = u; dans (2.10) et en additionnant les deux inéquations,
on obtient

alu; — u2H2 < a(ug —up,ug —up) < 0.

)
D’ou u; = us.

2.1.2 Inéquations variationnelles elliptiques non linéaires

Dans cette partie, on présente des théoremes d’existence et d’unicité pour les inéquations
variationnelles d’opérateur pas forcément linéaire, les opérateurs monotones, hémicontinus

et pseudo-monotones (voir [19], [17]).

Inéquations variationnelles non linéaires de premiere espece

Soit V' un espace de Banach séparable et réflexif et soit K un ensemble convexe fermé de V.

On se donne un opérateur A défini seulement sur K, donc
A KV, (2.11)
On va distinguer deux cas, selon que K est borné ou non.

Cas 1 : K borné:

Lemme 2.1. [l existe une famille dénombrable de conveze fermés (K., ), oy croissante, telle
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que chaque K, est de dimension finie inclus dans K et U:;O:oo K, dense dans K.

Preuve. Comme V est métrique et séparable, de méme pour K. Alors, il existe une famille
dénombrable (wy, )., dense dans K. On pose K, = conv {wy, w1, ..., w, }, de cette fagon K,,

est un convexe fermé de dimension inférieur ou égale a m. Il est bien clair que
- C Ky CKpyp C--- CK.

On a trivialement que U/, K,, est dense dans K, puisque cet ensemble contient chaque

W - O

Théoreme 2.3. On suppose que K est un ensemble convexe fermé borné non vide. Soit A
un opérateur pseudo-monotone de K — V'. Alors, pour f donné dans V', il existe u dans
K, vérifiant

(Au,v —u)yvry > (fv—u)yy YveK. (2.12)

Preuve. On décompose cette démonstration en deux étapes

Etape 1 : D’apres le lemme 2.1, il existe une suite croissante d’ensembles K, avec

...CKmCKm+1 C "'CK,
K,, convexe fermé contenu dans un espace de dimention finie < m,
U,szoo K, dense dans K.

On commence par résoudre le probleme approché suivant : Trouver u,, € K,, tel que
<A (um) , U — um>\//’v > <f, v — Um>V’,V v e K,,. (213)

Soit V,, l'espace de dimension < m contenant K,,, espace que l'on munit a une
structure hilbertienne notée [-,-] (produit scalaire dépendent de m). Si g € V', la
forme w — (g, w)y v est continue sur V,,, d’aprés le théoreme de Riesz dans V;, on

a,

<g7w>V’,V - [Jg,w], jg € Vm> J e L0<vl7vm)'

Avec ces notations, on a
<Auma U= um>V’,V = [jAum,v - Um], <fa U= um)V’,V = [jf,’U - Um],
donc (2.13) équivaut a

[(TA(Up),v — uy] > [Tfv—uy,] Yve K,, (2.14)
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ou encore a
(U, — Uy — T+ TA (), 0 — up) >0, Vv € Ky, (2.15)

Par définition K,, est un convexe fermé borné non vide de V,, pour tout m. La
projection orthogonale sur K, pour le produit scalaire [-, -] notée P,, est caractérisée

par P, (v) € K, et
Vw € Ky, [v—Pn(v),w— P,(v)] <0.

L’équation (2.15) équivaut encore a

U, = Py (U + Tf — T A (u)) (2.16)

et existence de u,, vérifiant (2.16) résulte alors du théoréme de point fixe de Brouwer

1.17. En effet, on définit alors une application 7T,, : K,, — K,, par

Vo € Ky, Tn(v) = Pu(v+Jf — TA®W)),

et on montre la continuité de 7T,,. Pour cela, il n’y a plus qu’a montrer la continuité
de cette application de K,, — V"’ faible. Or soit u, — w dans K,,, alors A(u,) est
borné dans V' et on peut donc supposer par extraction éventuelle que A (u,) — x

dans V' faible. Alors
lim Sup<A(un)a Up — u)V’,V S 07

n—-+4o0o

d’apres la pseudo-monotonie, on a

<A(u)7 u— U>V/7V < 17111_{1_'125(14(”71)7 Up — U>V’,V = <X7 U= U>V/,V7

donc
(x —A(u),u —v)yry 20 YveV,

on prend v = u £+ w avec w € V, on obtient
(x —Au,w)y vy =0 YweV,

d’ott x = A(u), et la continuité est établie. D’apres le théoreme de Brouwer, T,,, admet
au moins un point fixe u,, € K,,.
Etape 2 : Puisque K est borné et K,, C K, (ty,) demeure dans un borné de K. De

plus, (Au,,) demeure dans un borné de V’. On peut donc extraire une suite w,, telle
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que
U, — u dans V faible . (2.17)

D’autre part, on a K est convexe et fermé donc K est faiblement fermé. On en déduit

que u € K. On va montrer que

lim sup (A (up ), up — u)yr v < 0. (2.18)
n’ —4o00
+00 +oo
En effet, comme U K,, est dense dans K, on peut trouver ug dans U K,, tel que
m=0 m=0
llu —uglly <€, €>0 donné arbitrairement. (2.19)

D’apres (2.13), alors
(A(tn ), = uo)yry < (fy U — uo)vr v,
pour n’ assez grand et de (2.19), on obtient

(A(up),up — uyyry < ce, ouc=I|f|v.

Donc
lim sup (A (), U — w)yry
n'—s+o00
= lim sup[(A(up), tp — uo)vr,v + (At ), uo — w)vr v]
n'—s4o00
S ce + <fa u— uO)V’,V S C1€,
dott (2.18).

D’apres la pseudo-monotonie,

lim lJIrlf <A(Un/), Up — U>V’,V > <A<U), u— U>V/,\/, Yo e V. (220)
n/—+4o00
+o0
Sive U K,, et d’apres (2.13), on a, pour n’ assez grand
m=0

<A (un/) y Upr — U>V’,V S <f7 Uy — U>V/,Va

d’ou

lim inf (A (up) s Uy — )y v < (fyu—v)yry,
n’—-+oo
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et donc .
(Aw),u —v)yry < {(fiu—vhviy Yve | Kn,
m=0
400
et comme | J K, est dense dans K, on en déduit (2.12).
m=0

Cas 2 : K est non borné et A est coercif :

Théoreme 2.4. Soit K un ensemble convexe fermé non borné de V. Soit A un opérateur

pseudo-monotone de K — V', et coercif au sens suivant

il existe vy € K tel que

A — / 2.21
< <U>"1’) H vo)vv — +o00 s |jv||y = oo,v € K. ( )
vi|lv

Alors, pour f donné dans V', il existe u € K wvérifie (2.12).

Preuve. Soit B = {v |v e V,||v|y < R}, Kr= K N Bg. Comme Ky est convexe fermé

borné, il existe, d’apres le Théoreme 2.3, urp € Kg tel que
<A (UR) , U — uR)V’,V > <f,’U — UR>V’,V Vv € Kg. (222)

On choisit R > Ry, Ry tel que ||vg]| < Rp. Alors, on peut prendre v = vy dans (2.22) d’ou
I'on déduit, grace a (2.21), que
lug|l < C. (2.23)

En effet, on a

(A(ur),ur —vo)vv < (f,ur —vo)vrv < || fllve(lurllv + llvollv).

En divisant 'inégalité par ||ug||y (que 'on suppose non nul), on obtient

<AUR7UR - UO>V/,V ||Uo||v
<|[fllv |1+ :
v lurllv

supposons qu’il existe une suite R, — 400 telle que |lug,|[y — +oo. Alors, on a
[[vollv

lum | — 0 et I'inégalité ci-dessus contredit la coercivité de A, il existe donc une constante
UR, ||V
C' vérifiant (2.23). Alors, A (ugr) demeure dans un borné de V' et 1’'on peut donc extraire une

suite R — oo telle que ug — u dans V faible, A (ug) — x dans V' faible. Puisque K est
faiblement fermé, u € K.
D’autre part,

(A (ur) ,ur —wyyrv < (f,ur —uw)v v,
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des que R > ||ully, et donc

limsup(A (ug) ,ur — u)vv, <0,
R—+00

et donc, d’apres la pseudo-monotonie,
liminf (A (ug),ur — v)yry > (A(u),u — vy v, (2.24)

R—+o00
et comme
lim inf <A (UR) ,Urp — U>V’,V S <f, UR — U>V’,V — <f, u — U>V’,V Yv € K,
R— 400
on déduit de (2.24) que

(A(u),u —v)yry < (fu—v)yy YvekK,

doit (2.12).
On peut donner une autre démonstration, soit ug une solution de (2.22), on a |lugl|,, < C
et si I'on choisit R > C alors ug est solution de (2.12). En effet, si w est pris quelconque

dans K, on a (grace au fait que |lugl|;, < R)
v=(1—=MANug+ Mw € Kg pour A > 0 assez petit,
avec ce choix de v, (2.22) donne
MA(ur), w — ur)vrv > Mf,w —ur)y v,
en divisant par A > 0, on obtient
(A(ug) ,w —ur)vy > (f,w—ur)yy Vwe€K.
D’ou le résultat. 0

Théoréme 2.5. On suppose que lopérateur A est strictement monotone (voir Définition

1.33), alors (2.12) admet au plus une solution.

Preuve. Supposons que u; et us sont deux solutions de

(Alur), v —u)vr v > (fiv —w)vy Yo €K,
(A(ug) v —ug)vry > (f,v—ug)vry YveK,
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on prend v = uy (resp. v = u; ) dans la premiere (resp. deuxiéme) inéquation, et en addi-
tionnant, on obtient
<A(U1) - A(Uz),ul - U2>V',V <0,

comme l'opérateur A est strictement-monotone on obtient u; = us. 0

Inéquations variationnelles non linéaires de deuxieme espéce

Soit A un opérateur non linéaire de V' — V"’ et j une fonction convexe propre, trouver u € V'
tel que
(A(u) — fiv—uw)yry +j(v) —ju) >0 YoeV. (2.25)

Théoréme 2.6. Soit A un opérateur pseudo-monotone de V.— V', j une fonction convexe

propre s.c.i. On suppose que

(A(u),u—vo)y v +3j(u) (2.26)

l[ullv

il existe vy tel que j (vg) < oo et
— 00 st ||ully — oo.

Alors, pour f donné dans V', il existe w € V' solution de (2.25).

Preuve. Le Théoreme 2.6 se ramene essentiellement au Théoreme 2.3, en utilisant 1’épi-

graphe de j comme convexe. On introduit donc :

V=VxR, K =epi(j),
A(v) = {A(v),0} pour & = {v,£} € V.

L’opérateur A est pseudo-monotone. Vérifions que (2.25) équivaut a trouver @ € K tel que
(A(@) — f,o— )y >0, VoeK, (2.27)
ou f ={f,—1} € V'. En effet, en explicitant, (2.27) équivaut & trouver @ = {u, a} tel que

{ () = foo— vy +E—a 20 VE = j(v), (228

Mais (2.28) équivaut a
(Alu) = fv—uhyry +j(v) —a >0,

et on pose v = u, on trouve a < j(u) donc a = j(u), d’out (2.25).
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Reste a résoudre (2.27). On introduit
Kp={0]0={v,6} € K, ool + 1€ = j (v0) |< R}
alors Kg est borné dans V et d’apres le Théoreme 2.3 | il existe iz € Kg tel que
(A(@g) — f,0—ap)yy >0 Vi€ Kg. (2.29)
D’aprés la définition de Ky, on peut prendre dans (2.29)
0 = o = {vo, j (vo)} -
Si ur = {ug, agr}, alors (2.29) donne

(A (ur) ,ur —vo)yvr v +ar < (f,ur —vo)v,v +j (vo), (2.30)

et comme ap > j (ug) on en déduit

(A(ugr),ur —vo)vv +J(ur) < (f,ur —vo)vr,v + Jj (vo),
d’ou

(A(ugr) ,ur —vo)vrv + j (ur) < c(1+ [Juglly). (2.31)

D’apres (2.26) et (2.31), en utilisant le méme raisonnement comme dans (2.23) on obtient

que ||ugl|,, < constante. Mais alors (2.30) donne ap < constante. En utilisant (2.26), on a
ar > j(ur) > —c|lurlly,
on voit que |Jug|ly + |ar| < ¢ = constante indépendante de R. On en déduit
lur = volly + o — j (v0)] < 2,

et on fait comme dans la deuxieme démonstration du Théoreme 2.4 on obtient que pour

R > ¢y, g est solution du probleme cherché.
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Applications

Dans ce chapitre, on présente deux applications pour les inéquations variationnelles linéaires
et non linéaires de type premier espece et deuxieme espece, ou on a déja donné les théoremes
d’existence et d’unicité pour ces inéquations dans le chapitre 2. On commence par le probléme
de Poisson-Signorini (voir [1]), mais dans ce travail on suppose que le deuxiéme membre
f = f(z,u). Puis, on prend comme une deuxieme application le probleme de Stokes avec des

conditions aux limites non-linéaires dans le cas stationnaire (voir [21], [2], [9]).

3.1 Probleme de Signorini scalaire

Ce probleme est un probleme de contact sans fortement entre un solide élastique et une

fondation rigide qui est maintenant tres répondue dans la littérature.

3.1.1 Description du probleme

Soit 2 C R? un domaine borné lipschitzien avec d = 2 ou 3 et n la normale extérieure &
sa frontiere notée 02 = I'p UT'y UT'¢. On suppose que le mesure de I'p est non nulle, on
impose des conditions aux limites de type Dirichlet homogenes sur cette partie, sur la partie
'y on prend une condition de Neumann et sur I'c, on suppose que le solide élastique soit

en contact avec un obstacle rigide. Le probleme de Poisson—Signorini consiste a trouver le

31



Chapitre 3. Applications

déplacement u solution du systéme suivant

—Au = f(x,u), dans Q

u=20, surlp

% =g, surly

u > 0, %20, u%zo, sur ['¢q,

(3.1)

ou f est une force volumique sur 2. La derniere condition sur I'c s’appelle la loi de contact

de Signorini.

3.1.2 Formulation variationnelle

Le cadre fonctionnel approprié pour le probleme (3.1) fait intervenir le convexe fermé de
H'(Q)
K(Q) = {gp e H'(Q), po=0suwrTp ¢>0sur Fc},

muni de la norme suivante ||u||x @) = [|ul| 1 (0)-
Supposons que g € L*(T'y) et f est Carathéodory (voir [17]) tel que il existe b € L*(Q)
vérifiant

|f(x,u)| <b(z), x€Q, ulzr)eR. (3.2)

Proposition 3.1. La formulation faible du probléme de Signorini (3.1) conduit a l'inéquation

variationnelle suivante

(3.3)

Trouver u € K() tel que
CL(U,QO—U) ZL“(()O_UJ)7 VSOE K<Q)>

ot

a(u, @) :/QVU-V(deZ, L.(p) :/Qf(x,u)godqu/FNggpds.

Preuve. En multipliant la premiére équation du probléme (3.1) par (¢ — u), on intégre sur

) et en utilisant la formule de Green on obtient

ou
/QVU-V(go—u)dx—/ma—n(gp—u)ds:/Qf(x,u)(go—u)dx, Vo € K(Q).
On peut écrire
ou ou ou ou
/m&n(gp—u)ds/Fcan(go—u)ds—l—/FNan(go—u)dst/FDan(go—u)ds,

par ailleurs on a
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ou
-Surl'p u=¢=0, /FD(()n(go—u)dS—O
ou ou
- Sur I'y =9 /FNan(go—u)ds:/rNg(go—u)ds
ou
- —(p — >
Sur I'c /Fc an(go u)ds >0

Ainsi, on obtient

/QVU-V(cp—u)dx2/Qf(x,u)(go—u)da:—l—/FNg(go—u)ds,

donc le résultat.

3.1.3 Résultat d’existence et d’unicité
Probléme auxiliaire

Pour @ € L?(f2), on considere le probléeme auxiliaire suivant

Trouver u € K () vérifiant
a(u7(p_u) > Lﬂ(SO_U)a VQOGK(Q)v

ou
La(e) = [ fleipde+ [ gods

Théoréme 3.1. Le probléme (3.4) admet une unique solution.

Preuve.

(3.4)

1) a: K(Q) x K(©2) — R est bilinéaire, symétrique. On montre qu’elle est continue.

En effet, par 'inégalité de Cauchy Schwarz on obtient

la(u, p)| = |/QVU -Vodr| < ||Vull 2| Vel @) < lullk@llell k@)

2) a est coercive dans K (f), en effet,
a(w.u) = [ [Vultde = |Vullfa),
d’apres l'inégalité de Poincaré on a (voir la Remarque 1.9)

Vu € K(Q), /Q|u|2d:p < Cp/Q Vul? da.
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D’ou
[Vullz20) < lullar@) < 1+ CpllVull L2,

donc

a(u,u) > 1T CpHUH%Il(Q) = aflull% @)

D’autre part on a Lz est linéaire. De plus elle est continue. D’apres (3.2) et I'inégalité de

Cauchy-Schwarz, on a

=
I3
—~
£
I

‘/Qf(x,ﬂ)udx—i—/rlvguds‘
J 7l de+ [ gljul ds

< [bllz@llullz2@) + llgll2@m lull 2y -

IN

En utilisant la continuité de ’application trace
3Co > 0, ||ullz200) < Collull 1),

on obtient

[ La(u)] < Clullk@), € = [1bll2@) + Collgllzry)-

D’apres le théoreme de Stampacchia 2.1 le probleme (3.4) admet une unique solution.

Théoreme 3.2. [17] Si f est de Carathéodory tel que pour tout s € R et p.p sur 2, on a
[f(x, 8)] < cls| +b(x), b€ L*(2), ¢ 20,5 >0,

alors f(u)(.) = f(.,u(.)) est continue de L*(Q) dans L*(12).

Théoréme 3.3. Le probléme (3.3) admet au moins une solution.

Preuve. La preuve est présentée en plusieurs étapes,

- Etape 1 : Définition de Popérateur de point fixe. Soit

§={e € L) il < R},

ou R > 0 sera fixé plus tard . On définit 'opérateur

on cherche R > 0 tel que T'(S) C S. Soit u € L*(Q) quelconque, on prend ¢ = 0 dans
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(3.4) on obtient
a(u, u) < La(u),

comme a est coercive et L est continue, on obtient
aflulli @) < Cllullk@-

donc o

1T(@)] 20y = [Jull2) < [Jullx@) < - (3.5)
Pour assurer que T'(S) C S, il suffit de prendre R = %, I'ensemble S est un convexe
fermé de L?(2), de plus borné.
Etape 2 : Montrons que T (S) est relativement compact. Pour cela, on doit établir
que pour toute suite (u,), de T'(S) (c-a-d, il existe @, € S tel que u,, = T(u,)). On
peut extraire une sous suite qui converge fortement dans L?(€2). En effet, pour tout
p e K(Q), on a

a(tp, p — uy) > La, (@ — uy), (3.6)

donc, d’apres ce qui précede (c.f (3.5) ), on a

Cl
[unll k(@) < o (3.7)

D’apres l'injection compacte de K (§2) dans L%(Q), il existe une sous-suite de (u,),
notée encore (uy,), converge fortement dans L?(2). Ce qui montre que T(S) est

relativement compact.

Etape 3 : Continuité de 'opérateur 7. En effet, soit (i,), une suite dans L*(Q) qui
converge fortement vers , on doit donc montrer que T'(@,,) — T() dans L?(Q).
A 1, (resp. ), on associe u,, = T(1,) (resp. u = T'(u)) vérifiant (3.6) (resp.(3.4)). La
suite (uy,), vérifie (3.7) donc elle possede des sous-suites fortement convergentes dans
L?(Q), on considére une telle sous-suite encore notée (u,,),, on prend ¢ = u dans (3.6)
on obtient

a(Up, u — up) > Lg, (0 — uy), (3.8)

et ¢ = u, dans (3.4), on trouve
a(u, uy, —u) > Lg(u, — u). (3.9)
En additionnant (3.8) et (3.9), on obtient

a(u, —u,u, —u) < Lg, (up, —u) — Lg(un, — ),
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d’ou
a(uy, — u,u, —u) < /Q (f(x,ay,) — f(z,0)) (uy, —u) dz.

En utilisant la coercivité de a et I'inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient

allun =l < allun — ulli@) < IFC ) = FO @) 2@ lun — ull 2.

Donc, on a

1 . . 1
l|wn — UH%?(Q) < nguf(wun) - f(wU)H%%Q) + §HUn - UH%%Q)-

Alors,

1 N -
ltn = ullzzi@) < S 17Co @) = FC DNz (3.10)

d’apres le Théoreme 3.2, on choisit ¢ = 0 on obtient que u — f(.,u) est continue de
L*(Q) dans L*(Q). En passant a la limite dans (3.10), on obtient

S {fun =l p29) <0,

c-a~d nl_l)riloo |%n — u||2() = 0, on a donc obtenu que toutes les sous-suites de (uy)y
qui sont fortement convergentes dans L?(2) ont u = T'(@) pour limite. Donc, avec
(3.7) on peut conclure que toute la suite (u,), est convergente vers u = T'(u) dans
L*(9), ce qui montre la continuité de 7T'.

- Etape 4 : Existence de point fixe, on voit que toutes les hypothéses nécessaires pour
le théoreme de point fixe de Schauder sont satisfaites, il existe un point fixe (c-a-d

T(u) = u). Avec la notation T'(@) = u on obtient & = u, et

a(u, o —u) > Ly(p — u),

donc le probleme (3.3) admet au moins une solution u € K ().

O

Théoréme 3.4. On suppose qu’en autre des hypothéses précédentes, f est décroissante. Alors

la solution du probléme (3.3) est unique.

Preuve. Soient u;, us deux solutions satisfont les inéquations suivantes
VSO € K(Q) a(ulﬂp_ul) > Lul(QO—Ul), (311)

Vo e K(Q) alug,p —uz) > Ly, (o — ug). (3.12)
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On prend dans (3.11) ¢ = ug et dans (3.12) ¢ = uy. En additionnant (3.11) et (3.12), on
obtient

a(u; — ug, uy — ug) < Ly, (ug — ug) — Ly, (ug — ug) = /Q (f(z,u1) — fx,uz)) (ug — ug) dx.
D’apres la coercivité de a et comme f est décroissante on a
[ur = us |7y <0,

alors u; = us donc on obtient le résultat. 0

3.2 Probléeme de Stokes

Dans cette partie, on prend la deuxiéme application qui est le probleme de Stokes avec des
conditions aux limites non linéaires sur une partie du bord de type Tresca.
Soit w un sous ensemble ouvert non vide de R? avec une frontiére lipschitzienne continue.

On considere le domaine €2 C R3 donné par
Q= {(x',xg) cR} 2 cw 0<a3< h(a;’)},
ol ¥’ = (r1,79) € R?, z = (2/, 23) € R3. La frontiere de Q est 9Q =Ty UT, ot
Iy = {(x’,ajg) €Oz = O},

et

Iy = {(a',23) € Qas = h(2)} ULy,

avec 'y, est la partie latérale. On suppose que h est une fonction lipschitzienne continue et
Fhmin, Pmax > 0, Anin < h (2') < hax, V' € R?.

Les équations qui gouvernent 1’écoulement d’un fluide sont

- La loi de conservation de la quantité du mouvement

d
pCT: —div(2uD(v)) + VP = pf, dans Qx]0, 7],

- La loi de conservation de la masse

fli + div(pv) = 0, dans Qx]0, 7],
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ou v, p, P désignent respectivement la vitesse, la densité et la pression du fluide, f est le
vecteur des forces extérieures donné. Le terme p est la viscosité du fluide peut étre constante
ol non constante.

Le tenseur des déformations D(v) est donné par
1 t
D(v) = §<VU + Vu').

La loi de comportement s’écrit
o =2uD(v) — PI,

ou [ est le tenseur identité et o est le tenseur des contraintes. On peut écrire aussi
0ij = 2pd;(v) — Poy;
ou d;; désigne le symbole de Kronecker
1 sii=j
0ij = { o
0 sii#j.

D’autre part, on a

dv  Ov dp Op
- = — Vv, —=— -V)p.
i "o TV g =gy TV
Notons également qu'un mouvement est stationnaire si , % = 0. On néglige (v - V) v et avec

p = 1 dans I’équation du mouvement, on obtient le systeme de Stokes stationnaire suivant

—div(2uD(v)) + VP = f dans(),
div(v) =0 dans(Q, (3.13)

+ conditions aux limites.

Conditions aux limites :

Les conditions aux limites constituent la traduction des interactions physiques avec le milieu
extérieur. D’un point de vue mathématique, elles doivent étre compatibles avec la nature
des équations, de maniere a assurer l’existence et 'unicité de la solution du probleme. D’un
point de vue mécanique, elles doivent représenter le plus fidelement possible le phénomeéne
physique que I'on souhaite modéliser. La frontiere du domaine €2 peut étre soumise a diffé-
rentes conditions aux limites.

On suppose que la vitesse vérifie la condition de Dirichlet homogene

v=0sur I'y.
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Sur I’y : on note n le vecteur normal unitaire extérieur a la frontiere de Q et par u - v (resp.
|u]) le produit scalaire de deux vecteurs (resp. la norme euclidienne). On utilise dans toute
la suite la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés.

On définit les vitesses normales et tangentielles sur I'g par

Up =V -1 =N, vy = (Uy,)1<i<3 aVeC vy, = U; — Uy, 1 <0 < 3,
et la composante normale et tangentielle de o par

On = 04NiNG, O = (Uti)1§i§3 avec oy = 0451 — anni,l S 1 S 3.

Le frottement est l'existence de forces s’exercant sur une interface entre deux corps, et
tendant a s’opposer au mouvement tangentiel relatif entre eux. Cela se traduit par I’existence
d’une contrainte tangentielle notée o;. On modélise le frottement a l'interface fluide/paroi
(sur T'g) par une loi de frottement non linéaire de type Tresca. On suppose que la composante

tangentielle de la vitesse sur I'y satisfait cette loi. Done, on a (voir [11])

loy| < €= v, =0 sur [y,
loy| = ¢ = 3k > 0 tel que v, = —koy sur Ty,

ou / est une fonction strictement positive, appelée le seuil limite pour cette contrainte tan-
gentielle.

- Lorsqu’il y a inégalité, il n’y a pas de frottement, donc la vitesse du fluide est nulle. On
parle alors d’adhérence.

- Lorsque le seuil est atteint, le fluide et la surface se déplacent tangentiellement 1'un par
rapport a 'autre, il y a glissement et v; est opposée a ;.

Cette condition représente deux situations physiques qui sont 'adhérence (quand v; = 0) et
le glissement (quand v; # 0).

La composante normale de la vitesse sur I'y est nulle

v, =v-n=0sur [y (3.14)
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Finalement, le probleme (3.13) complet consiste a trouver le champ de vitesse v et la pression

P vérifiant les équations et les conditions aux limites suivantes ([9])

—2div(uD(v)) + VP = f dans Q,
div(v) =0 dans €,

=0 r
v sur Ty, (3.15)

v-n=0 sur [,

los] <= v, =0sur Iy

loy| =€ = v, = —koy sur T.

3.2.1 Formulation variationnelle du probléme

Afin d’obtenir la formulation variationnelle du probleme, on considere le lemme suivant

Lemme 3.1. [21] La condition auz limites de Tresca est équivalente a la relation suivante.

vy - o + L] =0, sur Ty.

De plus, on définit les espaces fonctionnels suivants

V:{UEHI(Q),vzosurfl,v-n:OsurFO},
Vaiw = {v € V, div(v) = 0 dans Q},
13 = {a € L), [ q(w)do =0}

0

ot X? =X.

Les espaces V, Vg, sont munis de la norme

fullz = ([ | Vuldo)”.
Q

D(v) : D(¢) = dij(v)di; (),

On définit

et on note

[NIES

|D(v)| = (dij(v)di;(v))?2,

la norme euclidienne de D(v).
On va distinguer deux cas
- Cas ou la viscosité est constante p = constante, p > 0.

- Cas ou la viscosité est non constante dépend de la vitesse et le tenseur des déforma-
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tions (u = p(v, | D(v) |) est vérifie les hypotheses suivantes (voir [2], [9]) :

Jpo, n €R 0 < o < ply, 2) <, Yy, 2) € R X Ry, (3.16)
la fonction 2z —— p(-, 2) est monotone croissante sur R (3.17)
la fonction  (y, z) — u(y, 2) est continue sur R* x R. (3.18)

La formulation variationnelle du probleme (3.15) est donnée par la proposition suivante

Proposition 3.2. Supposons que f € L*(Q) et £ € L2(I'y), soient v et P des solutions du

probléme (3.15), alors elles vérifient l'inéquation variationnelle elliptique suivante

Trouver v € Vg, PELE(Q) tels que (3.19)
a(v, ¢ = v) = (P,div(p)) + () = j(v) = L{p —v), Vo €V, |
avec (-,-) est le produit scalaire dans L*(S2),
a(v,¢) =2 [ uD(v) : D(y) dr,
et
je) = [ telde', Lg)= [ frpde
Ty Q
La forme a est bilinéaire si p constante et non linéaire si = (v, |D(v)]).
Preuve. La premiere équation dans le probleme (3.15) s’écrit
80’@‘ .
—2 + f;=0dans Q, i=1,2,3. (3.20)
81’]’

Pour obtenir I'inéquation variationnelle (3.19), supposons que v et P sont suffisamment
régulieres. Alors, pour ¢ € V, on multiplie les deux cotés de I'équation (3.20) par (¢; — v;)

puis en integre sur €2 en utilisant la formule de Green, on obtient
170 i_id_/ ij i_i'd:/ii_id- 3.21
[ oststei—v)da— [ oo —vinyds = [ filgi—vi)da (3:21)
Comme ¢; — v; = 0 sur I'y alors
iq i — U ndSZ/ T i — U; TL'diL'/.
/89‘7J(90 )n; FOUJ(QO )n;

Observons que o;;n; est la i-éme composante du vecteur o,,, qui peut étre mis sous la forme

o = oy + 0, avec 0y = (04, 0,, 01,) €t 0, = 0, -0, d’OU 04n; = 0y, + o,n,;. En utilisant cette
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égalité, on obtient

/F 0ij (@i — vi)n; dr = /F oy, (i — v;) da’ + onni(p; — v;) da'.
0 0

o

Puisque (¢; — v;)n; = 0 sur T'y alors
/ Uij(%—vi)ny‘dfﬁ':/ o1, (i — v;) d’,
Fo 1—‘0
et (3.21) devient
/O'Z‘jaj<(70i_vi> dl':/ O-t1< dI +/ fz Pi z) xX. (322)
Q To
Pour utiliser la condition de Tresca on ajoute aux deux membres de (3.22) le terme
| el = ol do’,
o

d’onr

/ 00 (¢ i) dx —|—/ (o] = |v]) dx’ = / filpi —v;) dx + A, (3.23)

Q

avec

A= / o, (i —vi) + (|| — |v])) da’ _/r oy, p; da’ —/F v;oy, da’ —|—/ || da’ —/ lv| dz’.

Montrons que A est positif. On déduit de (3.14) que v = vy, sur [y, et d’apres le Lemme 3.1

, le terme A devient

A=/FO<at-so+z|sar>da:

Or ;- ¢ > —|oy||¢| et |o¢| < € sur Iy, on obtient
ot - @+ Lg| > 0 sur Iy.
Donc A est positif, et (3.23) devient
/Qa”@( dx+/ Ul dx’ >/fz wi — v;) dz
En remplacant o;; par son expression, on trouve 'inéquation variationnelle suivante
| 2y )0,(01 = vi) de — | Paiv(g)dr + [ t(lgl = ol)da’ > [ fili— v do.

d’ou le résultat. O
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3.2.2 Etude du probléme dont la viscosité est constante
Probléme en vitesse

En prenant ¢ € Vg, dans 'inéquation variationnelle (3.19), on obtient

{ Trouver v € Vy;y tels que (3.24)

a(v, —v)+j(p) —j(v) > L(p —v), Yo € Vi,

c’est une inéquation variationnelle elliptique linéaire de deuxieme espece. Pour I'existence et

I'unicité de la solution de cette inéquation on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.2.
(1). Pour tout u € H'(Q), on a [2]

/|D(u)|2dx§/|Vu|2dx.
Q Q

(2). Inégalité de Korn. Pour tout u € V, il existe Ckopy > 0 [16]

(/Q | D(u)]? dx)é > Ckorn (/Q |VUI2dx>é |

De ce lemme, on déduit que
allull, < 2/ pID(w)]* dz < 2plullf, ot & = 2uC,,. (3.25)
Q

Théoréme 3.5. Le probléme (3.24) admet une unique solution.

Preuve. On a Vg, est un espace de Hilbert. Pour appliquer le théoreme de Stampacchia
2.2, on doit vérifier les hypotheses suivantes

(1). a(-,-) est une forme bilinéaire continue et coercive sur Vgi,.

(2). j(+) est une fonction convexe, semi continue inférieurement et propre.

(3). L(-) est une forme bilinéaire continue sur Vyy.
En effet, on commence par (1). Il est clair que a est bilinéaire. Pour la continuité, en utilisant

I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le Lemme 3.2, on a

|a(u, p)| < 2/1/Q [ D()[[D(@)l de < 2pllullizll@lli,  Vu, o € Vai, (3.26)

d’ou a est continue.

- La coercivité, on a

a(u,u) = 24 | D) da,
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en utilisant (3.25), on obtient
a(u,u) > allully,  Yu € V.
Pour la convexité de j, on a pour tout A € [0, 1], Yui, v9 € Vi

j(AU1+(1—A)U2>:/ E!)\vl—i—(l—)\)vﬂdm/g/ £|)\v1\dx’+/ O1(1 = A)vs| da’
T'o To o

< A/F Cor| da’ + (1 — A)/F Cvs| da’ < Aj(v) + (1 — A)si(vs).

Montrons que j est lipschitzienne. En effet, soient v, u € Vy;,, on a

) = )| =| [ ol da’ ~ [ tulds’
T'o To

S/ llv —u|dz'.
To

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de 'application trace, on a

7() = J(W)] < Colllllzryllv = ullae) < Cllv = ulli2, ot € = Coy/T+ Cpl[€fleary),

comme j est lipschitzienne donc continue, on déduit que j et s.c.i. De plus, on a j est propre.
La forme L est linéaire et continue. En effet, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz

et de Poincaré, on obtient

L] =|[ f-vds

< /Q [fllvlde < [flle2 @ llvllez@) < Ol fllez@llvllie:

Toutes les hypotheses du théoreme de Stampacchia sont satisfaites, il existe un unique solu-

tion v € Vg;y vérifiant le probleme (3.24). 0O

Remarque 3.1. On remarque que la forme bilinéaire a(.,.) est symétrique alors v est solu-

tion du probleme de minimisation suivant

Trouver v € Vy;y tels que
J) < J(p), Vo € Vaiy ou J(v) = %a(v,v) + j(v) = L(v).

Recherche de la pression

Théoréme 3.6. Soit f € L*(Q) et ¢ € L*(I), il existe un unique (d une constante pres)

P € L3(Q) vérifiant l'inéquation variationnelle (3.19) avec u = constante.

Preuve. Soit v solution du probléme (3.24), pour tout ¢ € H} 4., on prend ¢ = v 1) dans
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(3.24) on a (voir [9])
a(v,gﬁ) = L(w)’ VQO S Hol-div'

Considérons la forme linéaire £ définie sur V par

= [ fwda—a(v,0).

On a

L@)] < [ flez@llelez@ + 20llvliallvlhe < (VO 2y + 2ol o)l

Donc L est continue sur Hj(Q) et £ € H™ (). Avec (3.27) on a
£(¢) = 07 Vl/} S H&div'
En utilisant le Lemme 1.1, on obtient

L) =(VP )z~ 1(Q),HL(Q)> Vi) € HY(Q).

D’apres le Corollaire 1.1 on obtient P € LZ(Q).

D’autre part, on a

a(v,p) = 2ﬂ/ﬂdij(u dij () dx = 2:“/ dij(v)0;pi d.

Pour tout ¢ € D(Q2), en utilisant la formule de Green, on obtient

a(v, p) = —(div(2uD(v)), >D/(Q) D(Q)-

De (3.27) on obtient

| £+ pde + (div2uD(v), $)oie) pie) = (VP @)ia)pie:
d’ou
—(div(o), p)p(0),p() = /f pdx, Ve eD(Q),

donc
—div(c) = f dans D'(Q),

comme f € L*(Q2)
—div(c) = f dans L*(Q),

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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ie,
(901]

G = o

on multiplie les deux cotés par (¢; — v;) € V, on fait les mémes calculs comme dans la

Proposition 3.2, on a

/ Jijﬁj(goi — Ui) dl’ = / Oy, (C,OZ — Ui) dl’/ —|—/ fZ(QOZ — Ui) dl’,
Q To Q
d’ou
a(v,p —v) — (P, div(ep / filpi —v;) dx = / oy, (i — v;) da’,
o
on rajoute aux deux membres (j(p) — j(v)) on obtient.
a(v, o —v) — (P,div(p / f-(p—v)dr+jlp) —jv) = Bv, ), (3.30)
ou

B(v.9) = [ oulpi—v)da’ +5(9) ~ i(v).

0

D’autre part, on a
/ p-nds=0, Vpel,
o0

donc, d’apres le Théoréme 1.13, il existe ¢ € H' () tel que
div(¢) =0, dans Q et ¢ = ¢ sur 09.
Donc ¢ € Vgiy, avec (3.30)
v) = [ (@ =v)dr+ (@) - () = B, ),

or v vérifiant le probleéme (3.24) donc

donc
B(v,9) > 0.

Comme B(v,9) = B(v, @) car ¢ = ¢ sur 02 on a

B(v,¢) >0,
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d’ou (3.30) devient

a(v,p —v) — (P, div(p)) + j(p) — j(v) = L(p —v),

ce qui montre que (v, P) € Vgi, X L3(€), solution de (3.19). 0O

3.2.3 Etude du probléme lorsque la viscosité dépend de la vitesse

et le tenseur des déformations
Probléme en vitesse

On définit I'opérateur non linéaire A : Vg, — Vi, par

(Av, ) = alv.¢) = 2 | (v, |D())dss (0)dss () da

ou (-,-) est le crochet de dualité entre Vg, et VY, .

Considérons le probleme suivant

{ Trouver v € Vy;y tels que (3.31)

<AU790 - U) +.7(90) —j(U) > L(QD - U)? ng € Vdiw

¢’est une inéquation variationnelle elliptique non-linéaire de deuxieme espece. Pour montrer

'existence de la solution de ce probléme, on considére le probleme auxiliaire suivant [9)

{ Pour ¢ € L?(Q2), on cherche v € Vy;, vérifiant (3.32)

(Agv, 0 —v) + j() — j(v) > L(p — v), Voo € Vaiv-

Avec

(Asv. @) =2 [ u(®,1D(0) )i (0)ds () da

Théoréme 3.7. L’inéquation variationnelle (3.32) admet une unique solution.

Preuve. On a la fonctionnelle j est convexe s.c.i et propre. De plus A; est coercif c-a-d

Jvg € Vaiy tel que j(vg) < oo
(Ag(v),v — o) + j(v)

1m
l[v]l1.2—+00 v|l1.2

= +OO,

vérifiant que vy = 0 convient. On fait comme dans la coercivité de a, mais en utilisant (3.16)
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et comme j(v) > 0 pour tout v € Vg, on a

(Asv,v) +5) o (Asv,v)

||U”1.2 ||U||1.2

> ZNOC?(OTH||UH1.27 (333)

d’ou
(Agv,v) + j(v)

1m
[[o]l1.2—+00 v|l1.2

= +OO,
donc Aj est coercif.

-A; est borné. De méme maniere comme dans (3.26) mais avec (3.16) on obtient

[(Asv, )| < 2u||v][12]|e]lr2,

d’ou

A{,U, 90
lAsully, = sup K202 o

ot C' = 2 [|v||1.2.
»#0 ez

L’opérateur A; est monotone. En effet, A; monotone c-a-d (voir [2], [9])

(As(ur) — Ag(ug),ug —ug) >0,  Vauy, ug € Vaiy-

(Ap(ur) — As(uz), ur — uz)
:gé (@, |D(uw))D(us — us) : D mwm—Q/ 3, | D(u2)|) D(us) D (uy — us) dt
=2 [ (@, 1D(u) D) P dw =2 | 1u(3,1D(w))D(wn) : D{uz) do
+2/ \Du2|Dmm%m—2/ 3, [D(us)|) D(uwr) : D(us) da.
Du fait que
D(uy) : D(uz) < [D(u1)||D(uz)l,

on obtient

(As(u1) — Ag(uz), ur — us)

>2 [ (o, D) )| D) dr =2 [ (@, 1D(ur) DD ()| D(w)] dx
+2 [ (@, D)) Dwa) o =2 [ (. D) )| Dwn)||Dwr)] d
>2/ |Du1|Dmm(m+2/ 7, [D(us)|)| D (us)|? da

=2 [ (u(@, |D(wn)]) + (5, D () D) || D(u2)] da

en utilisant
2| D(u) || D(usz)| < |D(ur)|* 4 |D(ug)]?,
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on trouve

(As(un) = Ap(ua),un = wz) > 2 | (o, (D) )ID(w) o +2 [ (@, D)) | D(uz)|? da
- / (1(®, 1 D)) + (@, [D(u2)])) (| D(w) [* + | D(ua) ) da
= | 1@ D)D) de — [ (@, |D(u) DD ()| da
+ | 1, 1D() ) D(uz) o = [ (@, 1D (wa) )| D) ?

d’ou

(Aa(ur) = As(z) w = us) = | (u(@, D)) = (@, [ D)) (1D () = | D (o) ) da

= [ (w(@. D)) = u(3, 1D(2))) ([ Dwn)| = D) ) (|Dwn)| + | D(ow))

D’apres (3.17) on a
(As(uq) — As(ug), uy — ug) > 0.

De plus 'opérateur A; est hémicontinu, pour tous u, v, w € Vg, la fonction

Si:R— R
A— S1(A) = (As(u+ ), w),

est continue, on a
_2/ 0, |D(u+ Av)|)D(u + \v) : D(w) dx.
D’apres (3.16) et pour presque tout x € €, la fonction
A So(A) = 2u(v, |D(u+ \)|)D(u + Av) : D(w),
est continue sur R, soit (\,), une suite convergente vers A dans R, alors
S, = So(A\,) € LY() et S, — S5()\) quand n — +oo dans L'(Q).
En effet, la suite (A,), étant bornée, il existe N > 0 tel que |\,| < N pour n > 0. Ainsi,

|Sn| < 2 [D(u + M) = D(w)| < 2 (|D(w)] + [An][D(0)[)| D(w)]

< 21(|D(u)] + NID(v))|D(w)| = G € L'(Q),
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et G positive. Par le théoréme de convergence dominée 1.9 Sy(\) € LY(Q) et
/ S, dr — / So(N) dar
Q 0

lim Sl()\ ) Sl(/\)

n—s—+oo
De la Proposition 1.6, 'opérateur A; est pseudo-monotone. Alors, d’apres le Théoréme 2.6,
I'inéquation variationnelle (3.32) admet au moins une solution.

- L’unicité : supposons que 'inéquation variationnelle (3.32) admet deux solutions. Donc,

elles vérifient les deux inéquations variationnelles (voir [9])
(Agvr, 0 —v1) +4(p) —j(v1) = Llp —v1), Ve € Vi, (3.34)

(Agva, o — va) +j(p) — j(v2) = Lp — v2), Ve € Vaiy. (3.35)

Prenons ¢ = vy dans (3.34) et ¢ = v; dans (3.35) puis en additionnant les deux inéquations

variationnelles, on obtient

<A@U1 - A@Ug, V1 — U2> S 07 (336)

on pose u(y, z) = f(y, z) + %, ol fi est définie sur R® x R, . Avec (3.16), on a

0<L <ily.) Sm—"2 V(y,2) R xR,

Avec (3.17) et (3.18) on obtient aussi que fi vérifie les mémes hypotheses que u, donc

(Ag(v1) — Ag(va), v1 — v2)
= ,uO/QD<U1) : D(vy — vg) dx + 2/9/1(17, |D(v1)])D(v1) : D(vy — vg) dx

- MO/QD(@ - D(v1 — vy) dar — Q/Q[L(ﬁ, 1D (v2))D(v2) : D(v1 — vs) da.
En utilisant le méme raisonnement comme dans I’étude de la monotonie de Az, on a aussi
2/ 0,|D(v1)])D(vy) : D(vy — v9) dx — 2/ 0, |D(v9)|)D(v2) : D(vy — vy) dx > 0,
d’ou
(As(v1) — Ag(v2), 01 —v2) 2 MO/Q(D(Ul) — D(v2)) : D(v1 — v2) d > MO/Q |D(v1 — vs)|* da,
d’apres l'inégalité de Korn et (3.36), on obtient

110Ck grnllvr — v2||75 <0, [log —vel[f, =0,
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. e s
ce qui montre I'unicité. 0O

Théoréme 3.8. L’inéquation variationnelle (3.32) admet au moins une solution.

Preuve. L'existence de la solution de l'inéquation variationnelle (3.32) se démontre par

I'application du théoréme de point fixe de Schauder (voir [9]). On définit I’application

A L*(Q) — L*(Q)
0 — A(D) = .

On cherche R > 0 tel que A(Z) C Z ou

Z ={p e LAQ), Il < R},

soit & € L*(Q) quelconque, on prend ¢ = 0 dans (3.34) et comme j(v) > 0, pour tout
v € Vgiv, ON obtient
(Agv,v) < L(v) + 5(0).

D’apres ce qui précede (cf. (3.33)), on a

(Agv,v) > 200Ch o l|V17 5

D’autre part, on a
v) < VOl fllezeyllvll2

En utilisant 1'inégalité de Young

1 )
ab<2—5a + 62 a,beR, §>0. (3.37)

Pour § = 244C%,,,,, on obtient

1
L) < eI iz + ooV
Donc,
:uoclzornHUH%,Z C ”fHL2 (O)a
HoC korn
d’otr |
</C uCy = 0 3.38
lolliz < /Cr ot Cr = (mg— C%(Om\lva 30) 5 — (3.38)

D’apres I'inégalité de Poincaré, on obtient

[v]lL2(0) < /CuCh,
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c-a-d,
[A(D) |2y < /CpCr-

Pour assurer que A(Z) C Z, il suffit de prendre R = m . L’ensemble Z est un convexe
fermé de L*(Q) de plus borné.

Pour montrer que A(Z) est relativement compact, on doit établir que pour toute suite (v, ),
de A(Z) (c-a-d, il existe 0, € Z tel que v, = A(?,)) on peut extraire une sous suite qui

converge fortement dans L*(Q). En effet, pour tout ¢ € Vg, on a

(A, 0,0 — vn) +5(0) = J (V) = L(p — vp).

D’apres ce qui précede (cf (3.38))
||Un||1.2 S Cl. (339)

D’apres I'injection compacte de Vy;,, dans LQ(Q), il existe une sous- suite de (v, ),, notée encore
(vp)n converge fortement dans L?*(2), ce qui montre que A(Z) est relativement compact.
L’application A est continue. En effet, soit (%,), une suite dans L*(Q) qui converge vers %,
On doit donc montrer que A(%,) — A(?), dans L*(Q).

La suite (v,), satisfait (3.40) donc elle possede des sous suites fortement convergentes dans
L*(Q), on consideére une telle sous-suite notée encore (v, ),,.

En utilisant le méme raisonnement que dans 1’étude de 1'unicité de la solution du probléme

(3.32), on a aussi
(A, vn — Azv, v, —v) < 0.

On a
(Ag, vy — Agv, v, — v) = (Ag, v — Ag, 0,0, — v) — (A5 — Ag, v, v, — V).
Donc
(Ag, vn — Agv, v, —v) < (Agv — Ag v, 0, — V). (3.40)
D’autre part, on a
(Ap v — Ag 0, 0n — V) = 2/ 1@, D)) D(vy) : Dlvn —v)dz  (3.41)
Q

= 2 [ wlEn, D)D) : D(v, =) da,
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on a u(y,z) = p(y, z) + %. En remplagant dans (3.41), On a

(Ag,vn — A, 0,0, — V)
= ,uo/QD(vn) : D(v, —v)dx + Q/Q/fL(@n, |D(v,)])D (vy,) = D (v, —v) dx

— Lo /Q D(v): D (v, —v) dz — Q/Qﬂ(ﬁn, |D(v)|)D(v) : D(v, —v)dz,
d’ou
(Ag, v — Ag, 0,0, — V) = ,uo/Q |D(v, —v)|* dx
+2/Q,a(17n,\D(vn)])D(vn) . D(v, —v) da

_2/ i, | D)) D(w) : D(vy — v) du.
Q
En utilisant le méme raisonnement que dans I’étude de la monotonie de A; on a aussi
2/ [(0p, |D(v)|) D (vy) : D(v,, — v) dx — 2/ f(On, | D()|)D(v) : D(vy, —v)dz > 0.
Q Q

D’ou
(Ag, vn — A, 0,0, — V) > uo/ |D(v,, — v)*du. (3.42)
Q

D’autre part, on a
(Agv — Ay, 0,00 —v) = Q/Q[M(??’ [D()]) = 1(0n; |D(0))]D(v) : D(vy — v) dx
<2 [ |u@.10)]) - e ID@D] D@D (w, — 0)] da-
En utilisant I'inégalité de Young (3.37), on obtient
(oo = As, 00, =0) < 2 [ (@ DO ~ o D)) D) de - (3.43)
+ % /Q D(v, — v)|? dz.

En remplagant (3.42) et (3.43) dans (3.40), on a

% [ 1D, = o) de <= [ | n(@ D@D = on, D@D FIDWE dz. (.44
On pose
Fo =] 10, |D(©)]) = (@, | D(v)]) [ |D(w)?,

comme la suite @, — ¥ fortement dans L?(£2) lorsque n — 0o on obtient qu’il existe une

sous suite de (9y,), qui converge presque partout dans 2 et de (3.18) on a F,, — 0 presque
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partout dans €2. De plus, de (3.16), on a
[Fol < 4pi|D()[* € LH(Q).

Par le théoreme de convergence dominée 1.9, on en déduit que lir+n / Fndxr = 0. En passant
—+00 JO

a la limite dans (3.44), on obtient

Jm v, —vf|gzg) < 0,

c-a~d ngrfw [vn = vl12(q) = 0 on a donc obtenu que toutes les sous-suites de (v,), qui sont
fortement convergentes dans L*(€2) ont v pour limite. Donc avec (3.39) on peut conclure que
toute la suite (v,), est convergente vers v = A(¥) dans L*(€2), ce qui montre la continuité
de A. Avec le théoreme de point fixe de Schauder 1.18, on obtient que A admet un point fixe

(c-a-d A(D) = 7). Avec la notation A(?) = v on obtient o = v et
(Avv, 0 —v) + () — j(v) = Lp — v).
Donc le probleme (3.32) admet au moins une solution v € Vy;y. 0O

Théoreme 3.9. Le probléme (3.19) admet au moins une solution avec = p(v,|D(v)]).

Preuve. D’apres 'hypothese (3.16) sur la viscosité, on obtient

L) < (JOollF 2@ + 2uallvll) 1]

Dong, en utilisant le méme raisonnement que dans le Théoréme 3.6, on obtient que (v, P) €
Vaiv X LE(Q), solution de (3.19) avec p = p(v, |D(v)]). 0O
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Conclusion

Dans les dernieres années, les inéquations variationnelles sont devenues un outil pertinent

dans I'étude des problémes linéaires et non linéaires en physique et en mécanique.

Ce mémoire avait pour objectif de présenter de résultats d’existence et d’unicité pour les
inéquations variationnelles linéaires et non linéaires de premiere et deuxiéme espece dans les

espaces de Hilbert et de Banach avec des exemples d’applications.

En premier lieu, on a rappelé les outils mathématiques et les concepts de base liés a ce
sujet. Ensuite, on a présenté des différents théoremes d’existence et d’unicité de solution
d’une inéquation variationnelle linéaire et non linéaire.

Finalement, on a donné deux problemes aux limites comme application de ces résultats : le

probléme de Signorini et le probleme de Stokes.
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