
République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministère de l'Enseignement Supérieur et de la Recherche

Scienti�que

Université Mohammed El Bachir El Ibrahimi , Bordj
Bou-Arriridj

FACULTÉ des Mathématique et de l'informatique

DÉPARTEMENT DES MATHÉMATIQUES

Mémoire présentée en vue de l'obtention du Diplôme de

Master en Mathématiques

Option : Analyse Mathématique et applications

Présentée par

Tamimount Rania

Titre

Sur la résolution numérique des équations aux dérivées
partielles

Soutenue devant le jury composé de :

Hadjer Adimi MCB Univ.BBA Président
Ismahene Sehili MCB Univ.BBA Encadreur
Taib Salhi MCA Univ.BBA Examinateur

2023



Remerciement

Avant tout, je remercie DIEU, le tout puissant, pour m’avoir accordØ
santØ, courage et patience a�n d’accomplir ce travail

Je tiens à remercier vivement ma promotrice Dr.Sehili Ismahane d’avoir
acceptØ de diriger ce projet de �n d’Øtude, sa gentillesse, sa disponibilitØ et

ses prØcieux conseils

Je remercie les membres du jury pour leur prØsence, pour leur lecture
attentive de ce mØmoire, ainsi que pour les remarques qu’ils m’adresseront

lors de cette soutenance a�n d’amØliorer mon travail.

Je tiens à remercier, tous ceux qui mon enseignØs durant toutes mes annØes
du primaire jusqu’à l’universitØ, en particulier Madame Ben Aissa Soraya

et Monsieur Belkacem Nazih Eddinne

Je tiens aussi à remercier tous les personnes qui m’ont encouragØ pendant la
rØalisation de ce travail : mes parents, ma famille, mes amis et mes collŁgues.



DØdicace

Avec un Ønorme plaisir, que je dØdie ce modeste travail à mes chers,
respectueux et magni�ques parents qui m’ont soutenus tout au long de ma

vie

´ mes chers frŁres " Abd el hakim" et "ALi Abd E-rrahim"

A ma s�urette Hanan

´ mes chŁres copines Linda, Sarah, Ibtissem, Rabiha, et Chahra

´ tous ceux qui m’ont aidØ de prŒt on de loin pour la rØalisation de travail.

Merci !

T�a�m�i�m�o�u�n�t R�a�n�i�a��



Table des matières

1 Notions préliminaires 9

1.1 Équations di�érentielles partielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Conditions initiales et aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.1 Conditions initiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.2 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Classi�cation des équations partielles linéaires du second ordre . . . . . . . 11

1.4 Dérivées numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4.1 Expression discrète pour les dérivées premières . . . . . . . . . . . . 13

1.4.2 Dérivée d'ordre supérieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.4.3 Dérivées croisées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.5 Discrétisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.6 Maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Méthode des di�érences �nies 18

2.1 Principe de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Résolution d'un problème elliptique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.1 Approximation directe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2.2 Méthode de relaxation deLeibmann . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3 Résolution d'un problème parabolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.1 Méthode directe (explicite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3.2 Méthode deCrank-Nicolson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4 Résolution d'un problème hyperbolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4.1 Résolution numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 Introduction à la méthode des éléments �nis 34

3.1 Pourquoi la méthode des éléments �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2 Éléments et types d'éléments �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3 Axes normaux de la méthode des éléments �nis . . . . . . . . . . . . . . . 35

4



3.4 Résolution d'un problème elliptique parMEF . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.5 Résolution d'un problème elliptique par MATLAB . . . . . . . . . . . . . . 46

3.6 Codes sources MATLAB pour la résolution d'un problème elliptique . . . . 52

3.6.1 Code source pour la méthode directe . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.6.2 Code source pour la méthode deLiebmann . . . . . . . . . . . . . 52

3.7 Codes sources MATLAB pour la résolution d'un problème parabolique . . 52

3.7.1 Code source pour la méthode directe explicite . . . . . . . . . . . . 52

3.7.2 Code source pour la méthode deCrank-Nicolson . . . . . . . . . 53

3.8 Codes sources MATLAB pour la résolution d'un problème hyperbolique . . 54

Bibliographie 56

5



Table des �gures

1.1 Exemple d'une discrétisation par la méthode di�érences �nies. . . . . . . . . . 16

1.2 Exemple d'une discrétisation par la méthode des éléments �nis. . . . . . . . . 16

1.3 Exemple de maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1 Représentation d'une formule à5 n÷uds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2 Maillage pour h = 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Maillage pour h = 2 :5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4 Approximation directe du 2.1 pour di�érentes valeurs de h . . . . . . . . . . . 24

2.5 Approximation du 2.1 par la méthode de Liebmann pour di�érentes valeurs de h 26

2.6 Approximation explicite pour r = 1
4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.7 Approximation explicite pour r = 0 :625. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.8 Approximation implicite pour r < 1
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.9 Approximation implicite pour r > 1
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.10 Solution par MDF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6



Introduction générale

Dans le domaine de l'ingénierie, l'analyse des problèmes se termine souvent par déve-
lopper un modèle mathématique (une équation ou un système d'équations aux dérivées
partielles, auxquelles sont ajoutées des conditions aux limites) pouvant représenter d'une
manière aussi réaliste que possible le problème recherché, en appuyant sur des théories de
base et des hypothèses simpli�catrice.

La résolution analytique des équations aux dérivées partielles pose parfois des di�cultés
insurmontables, et une solution exacte décrivant bien le problème étudié n'est pas toujours
facile à trouver, en fait, elle n'est possible que pour des cas très simples. Du fait de la
complexité de la géométrie, ainsi que de la variation dans le temps ou dans l'espace des
conditions aux limites, ces équations aux dérivées partielles ne peuvent en général pas
être résolues de façon exacte. Elles sont résolues de façon approchée, à laide des méthodes
numériques.

Les méthodes numériques de la résolution des équations aux dérivées partielles jouent
un rôle très important dans plusieurs domaines scienti�ques. Avec l'avantage des machines
de computation numérique, notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues au-
jourd'hui un outil essentiel pour résoudre les di�érent problèmes fondamentaux de notre
assimilation des phénomènes scienti�ques qui était di�ciles a résoudre dans le passé.

Il existes plusieurs méthodes numériques pour la résolution des problèmes que rencontres
l'ingénieur, parmi ces méthodes, on a la méthode des di�érences �nies, la méthode des
éléments �nis et la méthode des volumes �nies.

Mais sachez que nous n'étudierons ici que la méthode des di�érences �nies et une intro-
duction pour la méthode des éléments �nis.

La méthode des di�érences �nies est due aux travaux de plusieurs mathématiciens du
18Łme siècle (Euler, Taylor, Leibniz . . . ). et la méthode des éléments �nis depuis son
introduction au milieu du XX Łme siècle, cette méthode est devenue un outil de base
dans la résolution des équations aux dérivées partielles qui interviennent dans les études
scienti�ques ou techniques.

Dans notre travail on a essayé d'illustré et de clari�é comment les méthode numérique
facilitent la résolution des équations aux dérivées partielles.

Suivant ces axes normaux, ce travail est partagé en trois partiesLe premier chapitre
représente un petit rappel sur les équations aux dérivées partielles. Ce chapitre est une
introduction à la terminologie et à la classi�cation des équations di�érentielles aux dérivées
partielles de second ordre, qui a pour objectif, de familiariser le lecteur de ce travail avec
le concept d'équation di�érentielles aux dérivées partielles.

Ainsi, nous y exposons certains modèles typiques pour voir où de telles équations sont
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issues. Il est destiné aussi à fournir les outils de base nécessaire à la recherche sur les
méthodes de résolution approchée.

Dans le deuxième chapitre , on décrit une des techniques de résolution numérique des
di�érentes classes des problèmes aux limites (elliptiques, paraboliques et hyperboliques)
la résolution comprendra la méthode des di�érences �nies.
Le principe général de cette technique numérique est décrit dans la première section de
ce chapitre.
Pour les autres sections, l'accent sera mis sur la programmation des schémas numériques
appliqués à des problèmes de la physiques, (problème elliptique présenté par l'équation
de Laplace , problème parabolique présenté par l'équation de la chaleur et problème
hyperbolique présenté par l'équation des ondes) successivement, la résolution comprendra
la méthode des di�érences �nies.
Pratiquement, elles sont implémenté sur MATLAB, c'est ce que nous avons mis dansl'
Annexe indiqué à la �n de ce travail. Nous avant terminer ce chapitre en mentionnant
les avantages et les inconvénients de la méthode des di�érences �nies.

Le dernier chapitre c'est une introduction à la méthode des éléments �nis. Il est sub-
divisé en quatre sections. Les sections (un, deux et trois) va nous amener à la présentation
des avantages de la méthode, les éléments et les types d'éléments �nis et les grades lignes
de la méthode successivement.
La quatrième section vouée à la résolution numérique d'un problème aux limites elliptique
par la méthode des éléments �nis, on utilisant la boit à outilPDE de MATLAB comme
un exemple de logiciels qui utilisent les éléments �nies pour la résolutions des problèmes
aux limites.

8



C
ha

pi
tr

e

1 Notions préliminaires

Nous présentons dans ce premier chapitre le bagage mathématique nécessaire pour
le traitement du problème considéré dans ce mémoire. Il s'agit de quelque dé�nitions,
exemples et des résultats de base associés aux équations aux dérivées partielles.

1.1 Équations di�érentielles partielles

Une équation di�érentielle partielleEDP (Partial di�erential equation PDE en anglais)
est une équation de fonction inconnue de deux variables ou plus, variables indépendantes
(temps et espace pour lesEDP de l'ingénieur), ainsi que les dérivées partielles de la
variable dépendante par rapport a ces variables indépendantes qu'on peut écrire sous la
forme

F
 

x; y; : : : ;
@U
@y

;
@U
@x

;
@2U
@y2

;
@2U
@x2

; : : : ;
@nU
@xn

!

= f (x; y) (1.1)

Bien que de telles équations devraient être appelées "équations aux dérivées partielles", le
terme "équations di�érentielles partielles" initié parLeibniz en 1676 est universellement
utilisé.

@U
@x

+ �
@U
@y

= f (x; y) (1.2)

l'équation (1.2) est uneEDP . La variable dépendante estU, les variables indépendantes
sont le tempst et l'espacex. La grandeur � (homogène à une vitesse) peut (ou non) être
fonction de y,x et U.

� L'ordre de la dérivation le plus élevé est appelé l'ordre de l'EDP .

k Une EDP d'ordre 1 s'écrit comme suit

F
 

x; y; U(x; y);
@U
@x

;
@U
@y

!

= f (x; y) (1.3)

k Une équation du second ordre s'écrit comme suit

F
 

x; y; U(x; y);
@U
@x

;
@U
@y

;
@2U
@x2

;
@2U
@y2

;
@2U
@x@y

!

= f (x; y) (1.4)
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k Une équation d'ordren s'écrit comme suit

F
 

x; y; U(x; y);
@U
@x

;
@U
@y

;
@2U
@x2

;
@2U
@y2

;
@2U
@x@y

; : : : ;
@nU
@xn

;
@nU
@yn

!

= f (x; y) (1.5)

� Si la fonction f est nulle, on dit que l'équation est homogène.

� Si U et ses dérivées apparaissent séparément dans l'EDP , celle ci est dit linéaire.

� Si U n'est pas linéaire en au moins une dérivée dans l'EDP , alors l'EDP est non
linéaire.

Exemple 1.1.

I) L' EDP suivante
@U
@x

+
@U
@y

= 0

est uneEDP linéaire et homogène du premier ordre.

II) L' EDP suivante

@U
@x

+ �
@2U
@y2

= f; avecU est non linéaire

est uneEDP non linéaire du second ordre.

III) L' EDP suivante
@U
@x

+ U
@2U
@y2

= f; avecU est linéaire

est uneEDP non linéaire.

1.2 Conditions initiales et aux limites

1.2.1 Conditions initiales

En physique et en mathématique, on dé�nit comme conditions initiales les éléments
nécessaires à la détermination de la solution complète et si possible unique d'un pro-
blème, les éléments qui décrivent l'état du système à l'instant initial, c'est-à-dire l'état
de départ. Plus formellement, on appelle "condition initiale" l'espace d'état d'un système
étudié à l'instant initiale. C'est ce qui permet de déterminer les coe�cients des solutions
des équations aux dérivées partielles, par exemple les équations de mouvement des corps.
Si l'EDP modélise un problème d'évolution, on ajoute la condition initiale qui dépend du
temps.

1.2.2 Conditions aux limites

Soient U et une EDP valide sur un ouvert 
 , les trois principaux types de conditions
aux frontières sont :

10



Condition de Dirichlet On impose la valeur deU sur le bord � D de 
 , comme suit

U = f; sur � D � @
 (1.6)

Condition de Neumann On impose la valeur deU sur une partie � N de @
 , comme
suit

@U
@n

= f; sur � N � @
 (1.7)

où,
@U
@n

= h
���!
grad U; �! n i , avec �! n normal extérieur unitaire à 


Condition de Fourier (ou de Robin ou mixte) Ou on impose les deux conditions
précédentes, comme suit

@U
@n

+ �U = f; sur � F � @
 (1.8)

Remarque 1.1.

� Si U est une fonction nulle, on dit que les conditions aux bord dé�nies ci-dessus
sont homogènes.

� Si l'EDP est valide dans tout l'espace, il n'y a pas de frontière, on impose souvent
des conditions à l'in�nie.

� (EDP + condition aux limites) ) problème aux limites.

1.3 Classi�cation des équations partielles linéaires du
second ordre

Une EDP du second ordre représente une classe importante desEDP du monde de
l'ingénierie et de la mécanique des �uides en particulier.

On poseX = ( x1; x2; � � � ; xn ) 2 Rn , une équation aux dérivées partielles du second
ordre sera de la forme :

nX

i =1

nX

j =1
A i;j (X )

@2U
@xi @xj

(X ) +
nX

i =1
B i (X )

@U
@xi

(X ) + CU = G(X ) (1.9)

avec A i;j ; B i ; C; G sont des fonctions indépendantes deU ne s'annulant pas toutes si-
multanément dansRn . Si nous nous limitons dansR2, c'est à dire (x; y) 2 R2 l'égalité
précédemment posé prend la forme de

A
@2U
@x2

+ B
@2U
@x@y

+ C
@2U
@y2

+ D
@U
@x

+ E
@U
@y

+ FU = G(x; y) (1.10)

où A; B; C; D; E; F; et G sont considérés constants pour simpli�er. On peut alors classer
les EDP de ce type en trois catégories dépend du signe suivant

� = B 2(x0; y0) � 4A(x0; y0)C(x0; y0)

� Si � > 0, alors l'EDP est dite hyperbolique.
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Équation des ondes
L'équation des ondes est équation aux dérivées partielles du second ordre décrivant
les phénomènes de propagation d'onde comme les ondes sonores, les ondes lumi-
neuses ou les vagues� � � etc. Cette équation apparait dans les nombreux domaines
comme par exemple l'acoustique, l'électromagnétisme ou la dynamique des �uides.

� Si � = 0 , alors l'EDP est dite parabolique.

Équation de la chaleur
L'équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles décrivant le phéno-
mène physique de conduction thermique. Elle à été initialement introduit parJean
Baptiste Joseph Fourier . On considère une barre de longueurL dont la tem-
pérature est �xée à zéro aux extrémités. L'équation de la température au cour du
temps s'écrit :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

@U
@t

(x; t ) =
@2U
@x2

(x; y) + f (x; t ); 8x 2 [0; L ] et t 2 [0; T ]

U(x; 0) = U0(x) C:I

U(0; t) = U(L; t ) = 0 C:L

� Si � < 0, alors l'EDP est dite elliptique.

Équation de poisson
Soit l'équation aux dérivées partielles du seconde ordre suivante :

@2U
@x2

+
@2U
@y2

= f (x; y)

est appelée équation deLaplace si la fonction f (x; y) = 0 et équation de pois-
son sinon. Introduit pour les besoins de la mécanique newtonienne, ces équations
apparaissant aussi en astronomie, électrostatique, mécanique quantique, mécanique
des �uides, propagation de la chaleur,: : : ; etc. Sous l'action def chaque point de la
membrane subit un petit déplacement le déplacement transversal, perpendiculaire
au plan de
 est l'inconnueU de ce problème et véri�e l'équation

8
>>>><

>>>>:

@2U
@x2

+
@2U
@y2

= f (x; y) 8x; y 2 


U(x; y) = 0 sur �

1.4 Dérivées numériques

Les formules pour les dérivées peuvent être établies en utilisant les développements en
série deTaylor . (Cas d'un pas constant).
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1.4.1 Expression discrète pour les dérivées premières

Di�érences �nies en avant (progressives "forward") : En limitant le développement
à l'ordre un, on peut tirer une première expression discrète de la dérivée à partir de
l'équation (1.4) :

@U
@x

(x; t ) =
U(x + hx ; t) � U(x; t )

hx
+ o(hx ) (1.11)

avec o(hx ) est l'erreur de troncature :o(hx ) = �
hx

2
f 00(� ); x < � < x + hx Ou en

notation indicielle

 
@U
@x

! j

i
=

U j
i +1 � U j

i

hx
+ o(hx )

De même par rapport au temps. On a

@U
@t

(x; t ) =
U(x; t + ht ) � U(x; t )

ht
+ o(ht )

ou en notation indicielle :
 

@U
@t

! j

i
=

U j +1
i � U j

i

ht
+ o(ht ) (1.12)

Ce schéma est dit d'Euler explicite.

Di�érences �nies en arrière (régressives "backward") : Il est possible de construire
un autre schéma d'ordre un, appelé"arrière"

@U
@x

(x; t ) =
U(x; t ) � U(x � hx ; t)

hx
+ o(hx ) (1.13)

ou en notation indicielle
 

@U
@x

! j

i
=

U j
i � U j

i � 1

hx
+ o(hx )

Et pour le temps on a

@U
@t

(x; t ) =
U(x; t ) � U(x; t � ht )

ht
+ o(ht ) (1.14)

ou en notation indicielle
 

@U
@t

! j

i
=

U j
i � U j � 1

i

ht
+ o(ht )

Di�érences �nies centrée Le schéma centré c'est la somme des deux schémas précé-
dents, on a :

U(x + hx ; t) � U(x; t )
hx

+
U(x; t ) � U(x � hx ; t)

hx

13



qui nous donne le schéma suivant

@U
@x

(x; t ) =
U(x + hx ; t) � U(x � hx ; t)

2hx
+ o(hx ) (1.15)

ou en notation indicielle
 

@U
@x

! j

i
=

U j
i +1 � U j

i � 1

2hx
+ o(hx )

C'est la même chose pour le temps, on a

@U
@t

(x; t ) =
U(x; t + ht ) � U(x; t � ht )

2ht
+ o(ht ) (1.16)

ou en notation indicielle
 

@U
@t

! j

i
=

U j +1
i � U j � 1

i

2ht
+ o(ht )

En résumé, on a les trois approximations suivantes pour la dérivée partielle première de
U(x; t ) par rapport à x avec la formule deTaylor :

@U
@x

=

8
>>><

>>>:

U (x+ h;t ) � U (x;t )
h schéma avant

U (x;t ) � U (x � h;t )
h schéma arrière

U (x+ h;t ) � U (x � h;t )
2h schéma Centré

1.4.2 Dérivée d'ordre supérieur

Le principe est identique et repose sur les développements deTaylor au voisinage de
x i . Par exemple pour construire un schéma d'approximation de la dérivée second deU,
on écrit :

@2U
@x2

=
U (x+ h;t ) � U (x;t )

hx
� U (x;t ) � U (x � h;t )

hx

hx
=

U(x + h; t) � 2U(x; t ) + U(x � h; t)
h2

x
+ o(h)

(1.17)
ou en notation indicielle

 
@2U
@x2

! j

i
=

U j
i +1 � U j

i
hx

� U j
i � U j

i � 1
hx

hx
=

U j
i +1 � 2U j

i + U j
i � 1

h2
x

+ o(hx ) (1.18)

Et pour le temps on a :

@2U
@t2

=
U (x;t + ht ) � U (x;t )

ht
� U (x;t ) � U (x;t � ht )

ht

ht
=

U(x; t + ht ) � 2U(x; t ) + U(x; t � ht )
h2

t
+ o(ht )

(1.19)
ou en notation indicielle

 
@2U
@t2

! j

i
=

U j +1
i � U j

i
ht

� U j
i � U j � 1

i
ht

ht
=

U j +1
i � 2U j

i + U j � 1
i

h2
t

+ o(ht ) (1.20)
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1.4.3 Dérivées croisées

Déterminons une approximation de la dérivée croisée
@2U
@x@y

de la fonction de deux

variables U(x; y). La discrétisation du domaine de calcul est bidimensionnelle et fait in-
tervenir deux pas d'espace supposée constantshx et hy dans la directionx et y.

Le principe est toujours basé sur le développement deTaylor :

U(x i + l ; yj + m ) = U(x i ; yj ) + lhx

 
@U
@x

!

i
+ mhy

 
@U
@y

!

j
+

(lhx )2

2

 
@2U
@x2

!

i

+
(mhy)2

2

 
@2U
@y2

!

j
+

2mlh xhy

2

 
@2U
@x@y

!

i;j
+ � � �

Au voisinage du point(i; j ) :

Ui +1 ;j +1 = Ui;j + hx

 
@U
@x

!

i
+ hy

 
@U
@y

!

j
+ hxhy

 
@2U
@x@y

!

i;j
+

h2
x

2

 
@2U
@x2

!

i
+

h2
y

2

 
@2U
@y2

!

j

Ui � 1;j � 1 = Ui;j � hx

 
@U
@x

!

i
� hy

 
@U
@y

!

j
+ hxhy

 
@2U
@x@y

!

i;j
+

h2
x

2

 
@2U
@x2

!

i
+

h2
y

2

 
@2U
@y2

!

j

Ui +1 ;j � 1 = Ui;j + hx

 
@U
@x

!

i
� hy

 
@U
@y

!

j
� hxhy

 
@2U
@x@y

!

i;j
+

h2
x

2

 
@2U
@x2

!

i
+

h2
y

2

 
@2U
@y2

!

j

Ui � 1;j +1 = Ui;j � hx

 
@U
@x

!

i
+ hy

 
@U
@y

!

j
� hxhy

 
@2U
@x@y

!

i;j
+

h2
x

2

 
@2U
@x2

!

i
+

h2
y

2

 
@2U
@y2

!

j

En e�ectuant une combinaison linéaire des quatre équations précédentes((1) + (2) �
(3) � (4)), nous obtenons une approximation de la dérivée croisée à l'ordre un :

 
@2U
@x@y

!

i;j
=

Ui +1 ;j +1 � Ui � 1;j � 1 � Ui +1 ;j � 1 + Ui � 1;j +1

4hxhy
(1.21)

1.5 Discrétisation

En mathématique la discrétisation est la transposition d'un état continu (fonction, mo-
dèle, variable, équation,. . . , en un équivalent discret. Ce procède constitue en général une
étape préliminaire à la résolution numérique d'un problème ou sa programmation sur ma-
chine. Un cas particulier est la dichotomie où le nombre de classe discrètes est deux, où on
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peut approcher une variable continue en une variable binaire. La discrétisation est aussi
reliée aux mathématiques discrètes, et compte parmi les composantes importantes de la
programmation granulaire. Dans le contexte, la discrétisation peut renvoyer à la modi�-
cation de la granularité, quand plusieurs variables discrètes sont réunies ou des catégories
discrètes fusionnées.

Soit N 2 N� . On appelle discrétisation régulière de l'intervalle[a; b] à N pas ouN + 1

points l'ensemble des pointsa + nh; n 2 [0; N ] où le pash est donné parh =
b � a

N
.

La résolution numérique d'une équation aux dérivées partielles nécessite une discréti-
sation du domaine de dé�nition de la solution (espace ou temps, voire les deux). Ainsi,
d'une fonction U(x; t ) dé�nie sur un domaine 
 et un intervalle de temps[0;T ], on ne
calculera que des valeurs(U(x i ; tn )) , où lesx i sont des points de
 et tn des instants de
[0;T ]. Pour cela, les opérateurs di�érentielles sont également approches par des version
discrète, comme les dérivées numériques du section précédente. La méthode de résolution
(di�érences �nies, éléments �nis,. . . , pour citer les plus courantes) permet de construire
un problème discret dont la solution est une approximation de la solution du problème
continu.

Figure 1.1 � Exemple
d'une discrétisation par la
méthode di�érences �nies.

Figure 1.2 � Exemple
d'une discrétisation par la
méthode des éléments �nis.

1.6 Maillage

On appelle maillage un ensemble de points du domaine de dé�nition sur lequel on va
appliquer la méthode des di�érences �nies. Pour une application dé�nie sur un segment de
R, on ajoutera en général les deux extrémités du segment ; pour un maillage en dimension
supérieure, on sera amené à choisir, éventuellement, des points du contours du domaine
de dé�nition. On appelle le pas du maillage la distance entre deux points successifs du
maillage voisins. En dimension un, cela se simpli�e en di�érence des abscisses. Ce pas n'est
pas nécessairement constant, il peut même être judicieux de ne pas le �xer comme tel.
Le pas globale de l'approximation peut être dé�nie comme le plus grand pas du maillage.
Ainsi, si ce pas global tend vers zéro, cela veut dire que la répartition des points du
maillage dans l'intervalle choisi tend à se faire sur tout le domaine d'étude par densité.
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Figure 1.3 � Exemple de maillage

Remarque 1.2. Constatons quex i +1 = a + ( i + 1) hx = ( a + ih x ) + hx = x i + hx . Dans
la suite nous remplaçons chaque foisx i + hx ; x i � hx ; yj + hy; yj � hy successivement par
x i +1 ; x i � 1; yj +1 ; yj � 1.
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2 Méthode des di�érences �nies

En analyse numérique, la méthode des di�érences �nies représente une technique de
recherche des approximations pour les problèmes aux limites, Elle consiste à résoudre
un système de relations (schéma numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en
certains points su�samment proches les uns des autres.

2.1 Principe de la méthode

Une première étape pour résoudre numériquement un problème aux limites par la
méthode des di�érences �nies consiste à discrétiser l'EDP en di�érences �nies.
Plaçons nous en dimension un pour simpli�er. Pour une corde de longueurL , on choisit
une discrétisation régulière (pas constant) de[0;L ] en intervalles de longueurhx tels que
L = Mh x .
Notons x i le point ih x et Un

i la valeur de la solution approchée au pointx i .

La deuxième étape est la construction d'un schéma numérique. L'idée fondamentale
de cette étape est l'utilisation de la dérivée numérique (supposer exister) de la fonction
U en un point x 2 R, par exemple écrivant

f (x; y) =
@U
@x

(x) = lim
h! 0

U(x + h) � U(x)
h

et on déduire, lorsqueh est petit (sans être nul), que le quotient

[U(x + h) � U(x)]
h

constitue une bonne approximation de la dérivée
@U
@x

. Dans le sens où l'erreur commise

dans cette approximation (on remplaçant la dérivée par ce quotient di�érentiel) tend vers
zéro quandh tend vers zéro. Si la fonction est un peut plus régulière au voisinage du
point x, on peut même préciser cette erreur grâce à un développement deTaylor . On a
en e�et, en supposant queU est de classeC2 au voisinage dex :

U(x + h) = U(x) + h
@U
@x

+
h2

2
U00(� )
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où � est un point de l'intervalle ]x; x + h[. On en déduit qu'il existe une constante positive
K telle que, pour tout h > 0 su�samment petit, h � h0 (h0 > 0 est donnée), on ait, en

notant K = sup
y2 ]x;x + h0 [

jU00(y)j
2

:

�����
U(x + h) � U(x)

h
� U0(x)

����� � Kh

en d'autre termes, l'erreur commise en remplaçant la dérivéeU0(x) par le quotient di�é-
rentiel

[U(x + h) � U(x)]
h

est d'ordre h : on dit qu'on a dé�ni une approximation consistante d'ordreun de U0 au
point x.
On dit de manière générale qu'on a une approximation consistante d'ordren(n > 0) s'il
existe une constanteK positive, indépendante deh, telle que cette erreur soit majorée
par Kh n .
D'autres approximations consistante sont possibles ; par exemple, le quotient di�érentiel

[U(x) � U(x � h)]
h

dé�nit encore une approximation consistante d'ordreun de la dérivée première. Une tech-
nique pour améliorer la précision consiste à centrer l'approximation, en faisant intervenir
les pointsx + h et x � h, en considérant le quotient di�érentiel

[U(x + h) � U(x � h)]
(2h)

On a en e�et, en supposantU de classeC3 au voisinage dex :

U(x + h) = U(x) + hU0(x) +
h2

2
U00(x) +

h3

6
U(3) (� + )

U(x � h) = U(x) � hU0(x) +
h2

2
U00(x) �

h3

6
U(3) (� � )

où � + 2 ]x; x + h[ et � � 2 ]x � h; x[. Par di�érence on obtient, grâce au théorème des valeurs
intermédiaires

U(x + h) � U(x � h)
2h

= U0(x) +
h2

6
U(3) (� )

où � est un point de l'intervalle ]x � h; x+ h[. On en déduit l'estimation suivante de l'erreur
commise en remplaçantU0(x) par

[U(x + h) � U(x � h)]
(2h)

pour tout h 2 ]h; h0[, on a :
�����
U(x + h) � U(x � h)

2h
� U0(x)

����� � Kh 2
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avec

K = sup
y2 ]x � h0 ;x+ h0 [

jU(3) (y)j
6

On a dé�nit ainsi une approximation consistante d'ordre deux deU0. Remarquer que
cette approximation est uniquement d'ordreun si U n'est que de classeC2, la précision
de l'approximation dépend donc de la régularité deU. [2]
Troisièmement en écrivant ce problème sous forme matricielle, on pose

U = ( u11; : : : ; u1n ; u21; : : : ; unn )t

Alors, le problème s'écrit
AU = b

où A 2 Rn2 � Rn2
et b2 Rn2

sont donnés par :

A =
1
h2 =

0

BBBBBB@

B C 0 � � � 0
C B C � � � 0
� � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � C
0 � � � � � � C B

1

CCCCCCA
; et b=

0

BBBBBBB@

f 1
f 2
f 3
...

f n

1

CCCCCCCA

avec

B =

0

BBBBBB@

� 4 1 0 � � � 0
1 � 4 1 � � � 0

� � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � 1
0 � � � � � � 1 � 4

1

CCCCCCA
2 Rn � n et C = I n 2 Rn � n

2.2 Résolution d'un problème elliptique

LesEDP elliptiques expriment en générale un régime permanent, elles ne font donc pas
le temps. En revanche, elles impliquent deux ou trois dimensions d'espace.

Dans cette section nous présentons une méthode directe (explicite) des di�érences �nies
puis une technique d'amélioration qui sera représentée par la méthode deLiebmann (im-
plicite) pour résoudre un problèmeLaplace- Dirichlet comme un exemple de problème
aux limites de type elliptique

8
>>>>>><

>>>>>>:

� U = 0 dans le domaine(x; y) 2 [0; 20] � [0; 10]

U(x; 0) = U(x; 10) = U(0; y) = 0 et U(20; y) = 100

hx = hy = h 2 f 5; 2:5; 1:25; 0:625; 0:3125g

(2.1)

On commençant par la discrétisation de l'équation deLaplace , on a

� U = 0 ,
@2U
@x2

+
@2U
@y2

= 0 (2.2)

On prendra hx et hy les pas de discrétisation des intervalles[a; b] et [d; c] respectivement.
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1. Discrétisation de l'interval le [a; b] :

hx =
b � a

nx
(nx étant le nombre des sous intervalles dans[a; b]), et on a

x(i ) = x i = a + i � hx ; i = 0 ; 1; : : : ; nx

2. Discrétisation de l'interval le [c; d] :

hy =
d � c

ny
(ny étant le nombre des sous intervalles dans[c; d]), et on a

y(j ) = yj = c + j � hy; j = 0 ; 1; : : : ; ny

Maintenant on rapportant les approximations (1.18) et (1.20) et on les remplaçons dans
l'équation (2.2), on obtient

� U = 0 ,
Ui +1 ;j � 2Ui;j + Ui � 1;j

h2
x

+
Ui +1 ;j � 2Ui;j + Ui � 1;j

h2
y

= 0

Dans ce cas particulier oùhx = hy = h, donc, nous avons �nalement :
8
><

>:
� U = 0 ,

Ui +1 ;j + Ui;j +1 � 4Ui;j + Ui � 1;j + Ui;j � 1

h2

i = 0 ; 1; � � � ; nx et j = 0 ; 1; � � � ; ny

(2.3)

Remarque 2.1. A chaque étape, nous remarquons que pour calculer la valeur deUi;j au
point (x i ; yj ) nous avons besoin de connaître les pointsUi � 1;j ; Ui;j � 1; Ui +1 ;j et Ui;j +1 comme
indique le dessin ci-dessous

Figure 2.1 � Représentation d'une formule à5 n÷uds

C'est pour cela que nous appelons cette formule la formule à cinq points qui peut être
représentée comme suit :

� U = 0 )
1
h2

8
><

>:

1
1 � 4 1

1

9
>=

>;
Ui;j = 0 (2.4)
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2.2.1 Approximation directe

Cas où h = 5

On a : hx =
b � a

nx
) nx =

b � a
hx

=
20 � 0

5
= 4 et ny =

d � c
hy

=
10 � 0

5
= 2 , la grille

maillée contient alors(nx + 1) � (ny + 1) mailles vu que nous avons à rajouter les points
où x i = 0 et ceux oùyj = 0 c'est à dire les points intersection de la courbe avec les axes,
mais comme les conditions aux limites nous donnent des images sur les bords, alors les
points inconnus restent seulement ceux de l'intérieur du quadrillage comme suit

Figure 2.2 � Maillage pour h = 5

Ce qui fait donc que le nombre d'inconnues est alors(nx � 1) � (ny � 1) = 3 � 1 = 3,
nous obtenons donc un système de trois inconnues

8
><

>:

� 4u1;1 + u2;1 + 0u3;1 = 0
u1;1 � 4u2;1 + u3;1 = 0
0u1;1 + u2;1 � 4u3;1 = � 100

Il nous reste maintenant à résoudre le système matriciel :A � U = B avec :

A =

0

B@
� 4 1 0
1 � 4 1
0 1 � 4

1

CA ; B =

0

B@
0
0

� 100

1

CA et U =

0

B@
u1;1
u2;1
u3;1

1

CA

avec une méthode de(résolution des systèmes linéaires), nous obtenons la solution :

U =

0

B@
1:786
7:143
26:786

1

CA :

Cas où h = 2 :5

Nous avons aussinx =
b � a

hx
=

20 � 0
2:5

= 8 et ny =
d � c

hy
=

10 � 0
2:5

= 4 , ceux qui nous

donne un système àn = ( nx � 1) � (ny � 1) = 7 � 3 = 21 équation à21 inconnues de la
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forme :
8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

� 4u1;1 + u2;1 + � � � + u1;2 + � � � � � � = 0
u1;1 � 4u2;1 + u3;1 + � � � + u2;2 + � � � = 0
...
� � � + u6;1 � 4u7;1 + � � � � � � � � � = � 100
u1;1 � � � + � � � � 4u2;1 + u2;2 + � � � = 0
...

Les conditions aux limites nous ont ramené à avoir la grille suivante dans laquelle nous
allons chercher les inconnues de l'équation

Figure 2.3 � Maillage pour h = 2 :5

Nous transformons la matriceU en un vecteur�! v pour pouvoir bien résoudre le système
(avec un script MATLAB) sans erreur puisque la résolution du systèmeAU = B exige
que U soit un vecteur.
Ce qui nous donne après le système :

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

� 4v1 + v2 + � � � + v8 + � � � � � � = 0
v1 � 4v2 + v3 + � � � + v9 + � � � = 0
...
� � � � � � + v6 � 4v7 + � � � � � � = � 100
v1 + � � � � 4v8 + v9 + � � � � � � = 0
...
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Il nous reste maintenant à résoudre le système matriciel suivant :A � �! v = B , avec

A =

0

BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

� 4 1 1
1 � 4 1 1
0 1 � 4 1 1

. . . . . . . . .
1 � 4 0 1

1 0 � 4 1 1

0 . . . . . . 1 . . . . . . . . .
...
0 1 1 � 4

1

CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

et B =

0

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0
...
...

� 100
...
...

� 100
...
...

� 100

1

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

L'utilisation de la méthode de Jacobi ou Gauss-Seidel pourrait nous donner les so-
lutions du système. Toutefois, nous allons adapter la résolution directe comme le titre
l'indique pour résoudre ce système.
Tout en variant les valeurs du pash dans le script MATLAB [Voir Annexe ], on obtient
les représentations graphiques suivantes :

h = 5 h = 2 :5

h = 1 :25 h = 0 :625 h = 0 :3125

Figure 2.4 � Approximation directe du 2.1 pour di�érentes valeurs de h

Inconvénients

Malgré que cette méthode ait pu nous donner une solution approchée à l'équation (2.1),

celle-ci est obtenue par une approximation des
@2U
@x2

et
@2U
@y2

par l'utilisation de la formule

de Taylor tronquée à l'ordre deux. Nous avons donc commis une erreur de l'ordre de
h2. Non seulement cette erreur commise est considérable mais le calcul des éléments du
vecteurs�! v est de plus en plus couteux en mémoire. Par exemple pourhx = hy = h = 1 :25,
la matrice A 2 m(105). La résolution de ce système matriciel avecA une matrice carrée
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(105; 105)nécessite une mémoire de14000bytes (octets) dans la machine. Or, pour a�ner
beaucoup plus la solution numérique vers la solution analytique, nous devons faire tendre
h vers zéro pour qu'il soit très proche de la limite approximée par la méthode deTaylor .
Ce qui augmentera encore la nécessité de mémoire et qui risquera de planter la machine
sinon nous devons avoir des machines à mémoire gigantesque (qui ne sont pas à la portée
de tout le monde !).

2.2.2 Méthode de relaxation de Leibmann

Pour remédier le problème précédemment posé,Leibmann a pensé à la méthode itéra-
tive de Gauss-Seidel puisque la matriceA est à diagonales dominantes, c'est à dire :

jA i;i j >
nX

j =1
j 6= i

jA i;j j; pour tout 1 � i � n

Le schéma numérique obtenue dans la section précédente nous donne :

Ui � 1;j + Ui;j � 1 � 4Ui;j + Ui +1 ;j + Ui;j +1 = 0 (2.5)

alors
Ui;j =

Ui � 1;j + Ui;j � 1 + Ui +1 ;j + Ui;j +1

4
Et on a

Uk+1
i;j =

Uk+1
i � 1;j + Uk+1

i;j � 1 + Uk
i +1 ;j + Uk

i;j +1

4

Cette méthode est appelée méthode itérative deLiebmann . Une condition initiale exi-
gée, comme pour toute autre méthode itérative, pour pouvoir commencer le processus.
Pour cette méthode, on ait besoin de seulement6000 bytes (octets) pour résoudre le
système au lieu de14000bytes pour la méthode directe, pourh = 1 :25. On peut aussi
écrire :

Uk+1
i;j = Uk

i;j +
"

Uk+1
i � 1;j + Uk+1

i;j � 1 + Uk
i +1 ;j + Uk

i;j +1

4

#

(2.6)

Le terme entre crochets est appelé résidus connue comme un ajustement de la valeur
précédenteUk

i;j pour avoir la valeur Uk+1
i;j .

L'idée générale derelaxation est au lieu d'ajouter exactement le résidus, on ajoute un
terme un peu plus grand en introduisant un facteur de relaxation! compris entre1 et 2
pour avoir la nouvelle relation :

Uk+1
i;j = Uk

i;j + ! �
"

Uk+1
i � 1;j + Uk+1

i;j � 1 + Uk
i +1 ;j + Uk

i;j +1

4

#

! est appelé un optimum, et il est obtenu, dans les conditions deDirichlet , par une
estimation plus raisonnable comme étant la plus petit valeur des solutions de l'équation

 

cos
�
nx

+ cos
�
ny

! 2

! 2 � 16! + 16 = 0
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La résolution de cette équation du second degré nous donne :

! opt =
4

2 +
q

4 � (cos �
nx

+ cos �
n t

)2

Nous reprenons ici le problème (2.1) et on le résoudre en utilisant cette nouvelle relation.
voici les résultats de l'exécution d'un script MATLAB pour la valeur h = 0 :625. Pour
avoir les autres représentations, il su�t de changer la valeur deh par les autres valeurs,
voir Figure 2.5.

h = 5 h = 2 :5

h = 1 :25 h = 0 :625 h = 0 :3125

Figure 2.5 � Approximation du 2.1 par la méthode de Liebmann pour di�érentes valeurs de
h

Conclusion

Noter qu'avec la méthode de relaxation le problème de mémoire qui à été un �éau dans
la méthode explicite est résolu puisqu'on est passé d'un besoin en mémoire de14000bytes
pour la méthode directe à6000bytes pour la méthode deLiebmann pour h = 1 :25. Cette
même méthode de relaxation deLiebmann converge plus vite que la méthode directe,
ceci se voit par comparaison simple des �gures. [1]

2.3 Résolution d'un problème parabolique

La méthode des di�érences �nies s'étend sans di�culté aux problèmes d'évolution
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Soit à résoudre le problème de la propagation de la chaleur donné par l'équation

@U
@t

= �
@2U
@x2

avec � 2 R

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

@U
@t

=
�
c�

@2U
@x2

U(x; 0) =
(

100x si x 2 [0; 1]
100(2� x) si x 2 [1; 2]

U(0; t) = U(2; t) = 0

(2.7)

On prend � = 0 :13, c = 0 :11, � = 7 :8g=cm3, hx = 0 :25. ht sera donné par les conditions

de stabilité dé�nie par l'inéquation : r =
�
c�

ht

h2
x

<
1
2

.

La solution analytique est donnée par :

Uexact (x; t ) = 800 �
1X

n=0

1
� 2(2n + 1) 2 � cos

 
� (2n + 1)( x � 1)

2

!

� e� 0:3738(2n+1) 2 t (2.8)

Pour résoudre cette équation on utilisant la méthode directe et la méthode deCrank-
Nicolson .

2.3.1 Méthode directe (explicite)

En supposantr >
1
2

puis r <
1
2

, la première étape de cette méthode est de faire une

discrétisation de l'espace et du temps. Pour l'espace nous devons résoudre notre équation
dans l'espace compris entre0 et 2 avec un pashx , pour passer donc trouver le pointx i
à partir du point x i � 1, nous devons ajouter à ce dernier le termehx , de sorte que nous
avons :

)

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

x i = x i � 1 + hx
x i � 1 = x i � 2 + hx
...
x2 = x1 + hx
x1 = x0 + hx

en sommant membre à membre les équations obtenus et après simpli�cations, on aura

x i = x0 + ( i � 1 + 1)hx = x0 + ih x = x0 + ih x

or x0 n'est autre que le pointa de l'intervalle [a; b], donc, �nalement :

x i = a + ih x et 1 � i � nx

avec

nx =
b � a

hx
=

2
hx
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Et pour la variable du temps, le processus de résolution doit se refaire dans un intervalle
de temps égale àht jusqu'à arriver à Tmax .
Pour passer det j à t j +1 nous devons à chaque fois ajouterht à t j et par un raisonnement
par récurrence comme précédemment, nous tirons :t j = jh t car t0 = 0 et correspond à
l'instant t = 0 .

t j = jh t ; 1 � j � nt avec nt =
Tmax

ht

On rapportant les équations (1.18) et (1.20), et on les remplaçons dans l'équation (2.7)
on aura

U j +1
i � U j

i

ht
�

�
c�

U j
i +1 � 2U j

i + U j
i � 1

h2
x

) U j +1
i � U j

i =
ht

h2
x

�
�
c�

� (U j
i +1 � 2U j

i + U j
i � 1)

Posonsr =
ht

h2
x

�
�
c�

, l'équation devient :

U j +1
i = rU j

i +1 + (1 � 2r )U j
i + rU j

i � 1 (2.9)

Ceci c'est l'équation discrétisé de l'équation de la chaleur avec la méthode des di�érences
�nies, on l'appelle équation de la méthode directe .

Quand on �xe j et on varie i de 1 à nx � 1, on obtient le système linéaire denx � 1
équations ànx � 1 inconnues suivant :

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

U j +1
1 = rU j

2 + (1 � 2r )U j
1 + rU j

0

U j +1
1 = rU j

2 + (1 � 2r )U j
1 + rU j

0
... ,

(
U j +1 = M � U j + N
0 � j � nt � 1

...
U j +1

nx � 1 = rU j
nx

+ (1 � 2r )U j
nx � 1 + rU j

nx � 2

Avec U j
0 la condition aux limites ena, notée parU j

0 = cla et U j
nx

la condition aux limites
en b qui sera notéeU j

nx
= clb. Nous avons donc

M =

0

BBBBBBBBBBBB@

1 � 2r r 0 � � � � � � � � � 0

r 1 � 2r r . . .
...

0 r 1 � 2r r . . .
...

. . . . . . . . . . . . . . . 0
...

. . . r 1 � 2r r
0 � � � � � � 0 r 1 � 2r

1

CCCCCCCCCCCCA

et N =

0

BBBBBBBBBBBBBB@

rU j
0

0
...
...
...
0

rU j
nx

1

CCCCCCCCCCCCCCA

:

Remarque 2.2. On remarquant que sir > 1
2 , la méthode présente des failles et la courbe

ne converge même pas. L'allure obtenue dans ce cas est totalement en désaccord avec celle
de la solution exacte.
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Figure 2.6 � Approximation ex-
plicite pour r = 1

4.
Figure 2.7 � Approximation ex-
plicite pour r = 0 :625.

2.3.2 Méthode de Crank-Nicolson

En mathématique et plus précisément en analyse numérique, la méthode deCrank-
Nicolson est un algorithme simple permettant de résoudre des systèmes d'équations
aux dérivées partielles. cette méthode utilise les di�érences �nies pour approcher une
solution du problème : elles est numériquement stable quadratique pour le temps. On
peut facilement la généraliser à des problèmes à deux ou trois dimensions. Cette méthode,
publiée en 1947, est le résultat des travaux de la mathématicienne britanniquePhyllis
Nicolson (1917 ;1968) et du physicienJohn Crank (1916 ;2006). Ils l'utilisèrent dans la
résolution de l'équation de la chaleur. Mais, peu après la méthode est devenue usuelle
dans plusieurs problèmes numériques.

Principe de la méthode

Pour assurer une résolution numérique stable et ce dans toute la région de l'étude,
Crank-Nicolson ont proposé de prendre la moyenne des dérivées partielles spatiales de
U entre les instantst j et t j +1 eu lieu de considérer seulement la dérivée spatiale à l'instant
t j , c'est à dire :

@U
@t

(x i ; t j ) =
�
2

"
@2U
@x2

(x i ; t j ) +
@2U
@x2

(x i ; t j +1 )
#

Maintenant on va résoudre notreEDP numériquement, nous remplaçons les dérivées
partielle par leurs approximations déjà établies pour avoir l'équation numérique suivante :

1
2

 
U j

i +1 � 2U j
i + U j +1

i � 1

h2
x

+
U j +1

i +1 � 2U j +1
i + U j +1

i � 1

h2
x

!

=
c�
�

�
U j +1

i � U j
i

ht

) 2(U j +1
i � U j

i ) =
ht

h2
x

�
c�

(U j
i +1 � 2U j

i + U j
i � 1 + U j +1

i +1 � 2U j +1
i + U j +1

i � 1 )

Posonsr =
ht

h2
x

�
c�

, on trouve l'équation :

� rU j +1
i � 1 + (2 + 2 r )U j +1

i � rU j +1
i +1 = rU j

i � 1 + (2 � 2r )U j
i + rU j

i +1

Ceci le schéma numérique deCrank-Nicolson , lorsque nous �xonsj faisons varieri ,
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nous obtenons le système linéaire suivant :

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

� rU j +1
0 + (2 + 2 r )U j +1

1 � rU j +1
2 = rU j

0 + (2 � 2r )U j
1 + rU j

2

� rU j +1
1 + (2 + 2 r )U j +1

2 � rU j +1
3 = rU j

1 + (2 + 2 r )U j
2 + rU j

3

� rU j +1
2 + (2 + 2 r )U j +1

3 � rU j +1
4 = rU j

2 + (2 + 2 r )U j
3 + rU j

4
...
...
� rU j +1

nx � 2 + (2 + 2 r )U j +1
nx � 1 � rU j +1

nx
= rU j

nx � 2 + (2 + 2 r )U j
nx � 1 + rU j

nx

) M 1U j +1 + N1 = M 2U j + N2

avec

M 1 =

0

BBBBBBBBBBBB@

2 + 2r � r 0 � � � � � � � � � 0

� r 2 + 2r � r . . .
...

0 � r 2 + 2r � r . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . � r 2 + 2r � r

0 � � � � � � 0 � r 2 + 2r

1

CCCCCCCCCCCCA

; N1 =

0

BBBBBBBBBBBBBB@

� rU j +1
0

0
...
...
...
0

� rU j +1
nx

1

CCCCCCCCCCCCCCA

M 2 =

0

BBBBBBBBB@

2 � 2r r 0 � � � � � � � � � 0

r 2 � 2r r . . .
...

0 r 2 � 2r r . . .
...

...
. . . r 2 � 2r r

0 � � � � � � 0 r 2 � 2r

1

CCCCCCCCCA

; N2 =

0

BBBBBBBBBBBBBB@

rU j
0

0
...
...

. . .
0

rU j
nx

1

CCCCCCCCCCCCCCA

alors
U j +1 = M � 1

1 [M 2U j + ( N2 � N1)]

ce système est linéaire d'ordrenx � 1.

Commentaires
Nous remarquons ici que la méthode deCrank-Nicolson est inconditionnellement

stable, tout fois quand r >
1
2

la méthode converge plus vite vers0 que si c'est le ces

contraire. Il faut aussi savoir qu'on paie cette stabilité par la résolution, à chaque instant
t j d'un système linéaire qui nécessite une inversion de la matriceM 1 tridiagonale, soit [3] :

M 1U j +1 + N1 = M 2U j + N2 ) U j +1 = M � 1
1 [M 2U j + ( N2 � N1)]
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Figure 2.8 � Approxima-
tion implicite pour r < 1

2.
Figure 2.9 � Approxima-
tion implicite pour r > 1

2 .

2.4 Résolution d'un problème hyperbolique

Soit l'équation des ondes sous sa forme générale
8
>>><

>>>:

@2U
@t2

(x; t ) � � 2 @2U
@x2

= f x 2 R; t > 0

U(x; 0) = U0(x) CI

avecU : R � R ! R et � la vitesse d'onde (positive).

On considère une corde de longueurL (L = 5m) �xée aux extrémités. L'équation de
déplacement transversal au cours de temps s'écrit :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

@2U
@t2

(x; t ) � � 2 @2U
@x2

(x; t ) = f (x; t ) x 2 [0; 5] et t 2 [0; 2]

U(x; 0) = 0 ; @U
@t(x; 0) = v0

i = 1 C.I

U(0; t) = U(5; t) = 0 C.L.

(2.10)

On prend � = 1m=s; hx = 0 :5; ht = 0 :4. Alors
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

Un+1
i � 2Un

i + Un+1
i

h2
t

=
Un

n+1 � 2Un
i + Un

i � 1

h2
x

U0
i = 0 ; et U1

i = U0
i + htv0

i = 0 :4; i = 0 ; : : : 9 C.I

Un
0 = Un

11 = 0 ; 8n = 0 ; 1; 2; 3; 4; 5 C.L

(2.11)

La condition initiale
@U
@t

(x; 0) = 1 .

On va utiliser le schéma des di�érences �nies en avant, on obtient

U1
i � U0

i

ht
= v0

i = 1 ) U1
i = ht = 0 :4
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Maintenant notre schéma est à deux pas, car pour calculerUn+1 il faut utiliser les valeurs
de Un et Un � 1. On a

Un+1
i = 2

0

@�
 

�h t

hx

! 2
1

A Un
i +

 
�h t

hx

! 2

(Un
n � 1 + Un

n+1 ) � Un � 1
i

on poser = �
ht

hx
, alors

Un+1
i = 2(1 � r 2)Un

i + r 2(Un
n � 1 + Un

n+1 ) � Un � 1
i (2.12)

m

Un+1 = BU n � Un � 1

tel que

B =

0

BBBBB@

2(1 � r 2) r 2 � � � 0

r 2 2(1 � r 2) . . . 0
...

. . . . . . r 2

0 � � � r 2 2(1 � r 2)

1

CCCCCA

où bien :
Un+1 = (2 I � r 2A)U2 � Un � 1

tel que

A =

0

BBBBB@

2 � 1 � � � 0

� 1 2 . . . 0
...

. . . . . . � 1
0 � � � � 1 2

1

CCCCCA

C'est une matrice tridiagonale symétrique et dé�nie positive, alors la matriceB l'est aussi.

2.4.1 Résolution numérique

Les composantes de vecteur solutionU est donnée à partir du schéma suivant et on
prend :

a = 0 ; b= 5 ; T = 2 ; hx = 0 :5; ht = 0 :4
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� ! N÷uds intérieures où en chercheun
i .

� ! N÷uds où la valeur deu1
i est connue à partir des conditions initiales et aux limites.

Figure 2.10 � Solution par MDF

Avantages et inconvénients des di�érences �nies

Avantages Inconvénients
Méthode simple, un faible coût de calcule Forte régularité des solutions nécessaire
Rapidité et performance des algorithmes Peu de souplesse de maillage

Facilité de monter en ordre Conditions de type Neumann di�ciles à gérer
Grand nombre d'EDP approchables
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3 Introduction à la méthode des
éléments �nis

Dans ce dernier chapitre, on va essayer de donner les axes normaux de la méthode des
éléments �nies qui représente un vrai remède d'un problème majeur, Ce problème sera
lorsqu'une EDP résolue en remplaçant les dérivées partielles par des di�érences �nies,
Dans cette techniqueMDF , les n÷uds doivent être dans des tableaux rectangulaires.
par contre pour la méthodeMEF , les n÷uds peuvent être espacés dans n'importe quelle
orientation souhaitée a�n qu'une région de n'importe quelle forme puisse être adaptée.

À la �n de ce chapitre, nous expliquant l'utilisation d'une boite à outilsPDE de MAT-
LAB, qui représente une interface utilisateur graphique permet de dessiner des régions
2D sur l'écran de l'ordinateur.

3.1 Pourquoi la méthode des éléments �nis

La complicité (voir l'impossibilité) de trouver une solution analytique d'un problème en
mécanique des solides (dans la majorité des cas) revient à deux causes

Le champs à modéliser est inconnu : Le champs de déplacement à recherché est in-
connue. La stratégie proposée laMEF consiste à supposer une allure générique
du champ inconnu, cette allure est complètement déterminée à partir d'un certain
nombre de paramètre (n÷uds). Donc la résolution est obtenue par la détermination
de cas paramètres (discrets) au lieu de connaitre le champ lui-même (continue et
donc en nombre in�ni).

La géométrie est trop complexe : pour laquelle il est di�cile de décrire une seule
allure du champ inconnue. Il faut donc découper le système en formes plus simples
ou les champs locaux sont à déterminer à travers les caractéristiques locales.

3.2 Éléments et types d'éléments �nis

Nous nous limitons aux éléments (courant) employée dans les logiciels généraliste et
considérons d'un point de vue pratique, qu'un tel élément est dé�ni par quatre données :
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I) Un domaine géométrique dont la dimension dépend de la théorie considérée, comme
par exemple un polyèdre, un polygone ou un segment.

II) Un ensemble de points situés dans ce domaine ou sur son bord, nommés n÷uds.

III) Un ensemble de fonction, chacune associée à un n÷ud, dé�nies sur le domaine et à
valeurs réelles, nommées fonctions de base.

3.3 Axes normaux de la méthode des éléments �nis

La résolution d'un problème physique par éléments �nis suit les étapes suivantes :

Étape 1 : Recherche d'une fonctionnelle
Trouver la fonction qui correspond à l'équation aux dérivées partielles. Cette étape
est bien connue pour une grande classe de problèmes.

Étape 2 : La discrétisation
Subdiviser la région en sous régions (éléments) ; Les éléments doivent couvrir l'en-
semble de la région et s'approcher relativement prés de la frontière. Chaque n÷ud
(les sommets de nos éléments) et chaque côté d'élément doit être commun avec les
éléments adjacents, à l'exception des côtés situés sur les limites.

Étape 3 : L'interpolation
Écrire une relation d'interpolation qui donne les valeurs de la variable dépendante à
l'intérieur d'un élément sur la base des valeurs aux n÷uds. Nous écrirons la fonction
d'interpolation comme une somme de termes ; chaque terme implique une quantité
c de la valeur dev(x; y) à un n÷ud.

Étape 4 : Substitution et Minimisation
Substituer la relation d'interpolation dans la fonctionnelle et mettre à zéro les déri-
vées partielles de la fonctionnelle par rapport à chaquec. On obtient des équations,
les c étant des inconnues pour chaque élément.

Étape 5 : Assembler les équations ; Ajuster les conditions aux limites ; Résoudre

Combinez (assemblez) les équations des éléments de la quatrième étape pour ob-
tenir un ensemble d'équations du système. Ajustez-les en fonction des conditions
aux limites du problème, puis résolvez-les. Cela donnera les valeurs pour les valeurs
nodales inconnues, lesc qui sont des approximations deU(x; y) aux n÷uds, nous
pouvons obtenir des approximation deU(x; y) à des points intermédiaires dans la
région en utilisant les relations d'interpolation.

Voici quelques exemples simples pour illustrer les étapes précédentes.

3.4 Résolution d'un problème elliptique par MEF

Nous appliquons les étapes précédentes sur une équation elliptique
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Étape 1 : Soit l'équation elliptique suivante

@2U
@x2

+
@2U
@y2

+ ’ (x; y)U = f (x; y) (3.1)

pour l'équation (3.1), la fonction est bien connue

I [U] =
ZZ

region

2

4
 

@U
@x

! 2

+
 

@U
@y

! 2

� ’U 2 + 2 fU

3

5 dxdy �
I

L 2

[�U 2 + 2 �U ]dL (3.2)

Étape 2 : Nous utiliserons des éléments triangulaires, qui seront dé�nis par notre choix de
n÷uds. Le placement des n÷uds est en partie un art. En général, nous plaçons les
n÷uds à proximité les uns des autres dans les sous-régions où l'on s'attend à ce que
la solution varie rapidement.
Il est avantageux de placer les côtés dans la direction du plus grand gradient. Le
long des parties incurvées de la frontière, les n÷uds doivent être placés de manière
à ce qu'un côté du triangle se rapproche de la frontière.

Certaines de ces recommandations dépendent de la connaissance préalable de la
nature de la solution. Souvent, cependant, le placement des n÷uds peut être réalisé
après quelques calculs préliminaires ou après des essais préliminaires utilisant la
méthode des éléments �nis avec des n÷uds placés arbitrairement.

La dé�nition des coordonnées des n÷uds est facilités par des programmes infor-
matiques qui permettent à l'utilisateur de placer les n÷uds à l'aide d'un dispositif de
pointage sur une représentation graphique de la région. Ces programmes permettent
même de faire tourner des régions en3D ou de visualiser des coupes transversales.
Une fois les n÷uds localisés, le programme les relie pour créer les éléments.

Étape 3 : Nous utiliserons une relation linéaire. laFigure 3.1 est esquisse d'un réseau typique
(e) dont les n÷uds sont numérotésr ; s et t dans le sens inverse des aiguilles d'une
montre. Les valeurs nodales sontcr ; cs et ct comme l'indique la Figure 3.1. le
triangle ombré montre commentv(x; y) varie à l'intérieur de l'élément.

Dans l'élément type(e), nous écrivons

v(x; y) = N r cr + N scs + N t ct =
P

j = r ;s;t N j cj

= ( N r N sN t )

8
><

>:

cr
cs
ct

9
>=

>;
= N f cg (3.3)

où lesN (appelées fonctions de forme) seront dé�nis de telle sorte quev(x; y) en
un point intérieur soit une interpolation linéaire des valeurs nodales, lesc. Nous
avons montré dans l'équation (3.3) quev(x; y) peut être exprimé comme le produit
des vecteurs(N ) et f cg. (Dans cette section nous utilisons des parenthèses pour
entourer un vecteur ligne et des crochets pour entourer des vecteurs colonne). La
notation vectorielle et matricielle sera utile. Nous indiquerons la matriceM par M .

Figure 3.1 suggère quev(x; y) se trouve sur le plan au-dessus de l'élément qui
passe par les valeurs nodales. L'équation (3.3) ne dé�nit pasv(x; y) en dehors de
l'élément (e) ; il y aura une expression similaire pour les autres éléments, mais leurs
N et c seront di�érents.
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Figure 3.1

Un croquis de la région entière ne montrerait pasv(x; y) comme un plan. Il s'agirait
plutôt d'une surface composée de facettes planes, chacune dans un plan au-dessus
d'un élément.v(x; y) pour toute la région est continue, maisv0(x; y) l'est pas (c'est
l'une des faiblesses de notre choix d'élément). Un autre nom pour lesN de l'équation
(3.3) est la fonction pyramidale. La raison de ce choix est illustrée dans laFigure
3.2, oùN s de la Figure 3.1 est dessinée. sa hauteur au n÷uds est égale à l'unité
et nulle aux autres n÷uds. Elle ressemble à une pyramide an-symétrique dont la
base est l'élément et dont le sommet se trouve directement au dessus du n÷uds.
Les deux autresN sont similaires. Il est évident que lesN sont des fonctions dex
et y. Nous allons maintenant développer des expressions pour lesN .

Figure 3.2

Comme v(x; y) varie linéairement en fonction de la position dans l'élément, une
autre façon d'écrire la relation linéaire est la suivante

v(x; y) = a1 + a2x + a3y = (1 x y)f ag (3.4)

qui doivent correspondre aux valeurs nodales lorsque(x; y) = ( x j ; yj ); j = r ; s; t .
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D'où
v à r : cr = a1 + a2xr + a3yr
v à s : cs = a1 + a2xs + a3ys
v à t : ct = a1 + a2x t + a3yt

(3.5)

il s'agit d'un système d'équations

M f ag = f cg (Les parenthèses courbes indiquent une colonne vecteur) (3.6)

où

M =

2

64
1 xr yr
1 xs ys
1 x t yt

3

75 ; f ag =

8
><

>:

a1
a2
a3

9
>=

>;
; f cg =

8
><

>:

cr
cs
ct

9
>=

>;

pour la résolution def ag :
f ag = M � 1f cg

l'inverse de la matriceM n'est pas di�cile à trouver

M � 1 =
1

2(Région)

2

64
(xsyt � x t ys) (x t yr � xr yt ) (xr ys � xsyr )

(ys � yt ) (yt � yr ) (yr � ys)
(x t � xs) (xr � x t ) (xs � xr )

3

75 (3.7)

avec2(Région) = det(M ). La valeur du déterminant est la somme des éléments de
la ligne 1 de l'équation (3.7) entre parenthèses. L'aire est l'aire de l'élément trian-
gulaire. Vous devez véri�er queM � 1M = I pour nous assurer que l'équation (3.7)
donne vraiment la matrice inverse.
Pour appliquer la fonction d'interpolation à la minimisation de la fonction quadra-
tique, l'équation (3.2), nous préférons écrirev(x; y) en termes de fonctions de forme
de l'équation (3.3). Cette tâche est facile. Nous avons à partir des équations (3.3)
et (3.4)

v(x; y) = a1 + a2x + a3y
= (1 x y)f ag

= (1 x y)M � 1f cg

Cependant, en termes deN (d'après l'équation (3.3)),

v(x; y) = ( N )f cg (3.8)

En comparant les deux expressions, on obtient

N = (1 x y)M � 1 (3.9)

où M � 1 est donné par l'équation (3.7).
Observez attentivement que l'équation (3.9) indique que chaqueN est une fonction
linéaire dex et y de la forme

N j = A j + B j x + C j y; j = r ; s; t (3.10)

et que les coe�cients se trouvent dans la colonnej de M � 1.
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Etape 4 : Nous continuons à travailler avec l'élément type(e) dont les n÷uds sont r ; s et t .
En répétant l'équation (3.8), notrev(x; y) est la suivante

v(x; y) = ( N )f cg = N r cr + N scs + N t ct (3.11)

où les N données par les équations (3.9) et (3.7), rappelons que chaqueN est
A j + B j x + C j y avec les coe�cients donnés par les éléments de la colonnej de la
matrice M � 1. Notre objectif est de développer un ensemble de trois équations pour
l'élément (e), c'est à dire sous forme de matrice comme suit

K f cg = f bg (3.12)

et qui est un prototype d'équation similaires pour tous les autres éléments.
Lorsque nous substituionsv(x; y) pour l'élément (e) dans la fonction de l'équation
(3.2), nous obtenons

I (cr ; cs; ct ) =
ZZ

element (e)

2

4
 

@v
@x

! 2

+
 

@v
@y

! 2

� ’ v2 + 2F v

3

5 dxdy�
I

L 2
[� v2+2 � v2]dL

(3.13)
[ I est maintenant une fonction ordinaire desc. L'intégrale ne porte que sur la
surface de l'élément(e) car lesN qui dé�nissent v(x; y) dans l'élément(e) sont nuls
à l'extérieur de (e). Le dernier terme n'apparaît que si l'élément(e) a un côté sur
la frontière. En fait, nous allons reporter le traitement de ce dernier terme pour
l'instant et le traiter comme un ajustement des équations après qu'elles aient été
développées]. Nous minimisonsI en �xant les trois partiels (par rapport à chacun
des trois c) à zéro. Nous allons maintenant développer des expressions pour ces

partiels. Considérons d'abord
@I
@cr

.

Pour le premier terme dans l'intégrant :

@
@cr

2

4
 

@v
@x

! 2
3

5 = 2
 

@v
@x

!  
@

@cr

 
@v
@x

!!

(3.14)

Cependant

@v
@x

=
 

@N r

@x

!

cr +
 

@N s

@x

!

cs +
 

@N t

@x

!

ct

= B r cr + B scs + B t ct (3.15)

Par virtuel de l'équation (3.10). (LesB proviennent de la ligne2 de la matriceM � 1).

De plus,
@

@cr

 
@v
@x

!

= B r car cs et ct sont indépendants decr .

D'où
@

@cr

2

4
 

@v
@x

! 2
3

5 = 2( B 2
r + B r B s + B r B t )

Le résultat pour le second terme est similaire :

@
@cr

2

4
 

@v
@y

! 2
3

5 = 2( C2
r + C r Cs + C r C t )
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où lesC viennent de la ligne trois de la matriceM � 1.

Nous examinons ensuite le terme’ . ’ est indépendant decr , alors

@
@cr

(� ’ v2) = � ’
"

2v
 

@v
@cr

!#

� 2’ (N r cr + N scs + N t ct )(N r )

En�n, nous travaillons avec le termeF . F est indépendant decr , donc

@
@cr

(2F v) = 2 F
 

@v
@cr

!

= 2F (N r )

Si l'on met tout cela bout à bout, on obtient

@I
@cr

= 0 =
ZZ

(e)
2[B 2

r cr + B r B scs + B r B t ct ]dxdy

+
ZZ

(e)
2[C2

r cr + C r Cscs + C r C t ct ]dxdy

�
ZZ

(e)
2’ [N 2

r cr + N r N scs + N r N t ct ]dxdy

+
ZZ

(e)
2F N r dxdy (3.16)

L'équation (3.16) est vraiment une formulation avec lesc inconnue :

K rr cr + K rs cs + K rt ct = b r (3.17)

où

K rr =
ZZ

(e)
2B 2

r dxdy +
ZZ

(e)
2C2

r dxdy �
ZZ

(e)
2’ N 2

r dxdy

K rs =
ZZ

(e)
2B r B sdxdy +

ZZ

(e)
2C r Csdxdy �

ZZ

(e)
2’ N r N sdxdy

K rt =
ZZ

(e)
2B r B t dxdy +

ZZ

(e)
2C r C t dxdy �

ZZ

(e)
2’ N r N t dxdy

b r = �
ZZ

(e)
2F N r dxdy (3.18)

[Rappelant que nous avons reporté le traitement de la dernière partie de l'équation
(3.13)].

Nous savons maintenant que lesB et lesC de l'équation (3.17) sont des constantes,
et nous pouvons donc les faire sortir du signe de l'intégrale. Si nous utilisons des
valeurs moyennes pour’ et F à l'intérieur de l'élément, nous pouvons également les
faire ressortir en tant que valeurs moyennes ( la meilleure valeur moyenne à utiliser
est la valeur de’ et F au centre de l'élément triangulaire).

Cela signi�e que nous devons évaluer ces cinq intégrales :

I 1 :
ZZ

(e)
dxdy

I 2 :
ZZ

(e)
N 2

r dxdy I3 :
ZZ

(e)
N r N sdxdy I4 :

ZZ

(e)
N r N t dxdy
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I 5 :
ZZ

(e)
N r dxdy

La première est facile :I 1 = RØgion de l'élément, que nous connaissons déjà grâce
au calcul deM � 1. Les autres intégrales sont di�ciles à calculer directement, mais
il existe une formule utile pour l'intégrale du produit de puissances de fonctions
linéaires sur un triangle :

ZZ

(triangle )
N r

lN s
mN t

ndxdy =
2l !m!n!

(l + m + n + 2)!
(RØgion)

En utilisant cette méthode avec les valeurs appropriées pour les exposantsl; m et
n, on obtient

I 2 =
(RØgion)

6
; I 3 =

(RØgion)
12

; I 4 =
(RØgion)

12
; I 5 =

(RØgion)
3

Les termes de l'équation (3.17) sont alors

K rr cr + K rs + K rt ct + b r (3.19)

où

K rr = 2( RØgion)
�

B 2
r + C2

r �
’ av

6

�

K rs = 2( RØgion)
�

B r B s + C r Cs �
’ av

12

�

K rt = 2( RØgion)
�

B r B t + C r C t �
’ av

12

�

b r = � 2(RØgion)
� Fav

3

�

Si nous faisons de même avec
@I
@cs

et
@I
@ct

, nous obtenons deux équations supplé-

mentaires dans lesc pour l'élément (e). Au total, nous avons trois équations, que
nous appelons les équations d'éléments. Nous simpli�ons ces équations en omettant
le facteur commun de2 pour chacune d'entre elles pour obtenir

K

8
><

>:

cr
cs
ct

9
>=

>;
=

8
><

>:

b r
bs
b t

9
>=

>;

où

(diagonals) K jj = RØgion
�
B 2

j + C2
j �

’ av

6

�
; j = r ; s; t

(hors diagonales ) K jk = RØgion
�
B j B k + C j Ck �

’ av

12

�
8
><

>:

j 6= k
j = r ; s; t
k = r ; s; t

(rhs) b j = � RØgion
� Fav

3

�
; j = r ; s; t

Observer que la matriceK est symétrique :K ij = K = ji .
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Étape 5 : Cette étape comporte trois opérations distinctes :

L'assemblage :
Comme nous l'avons vu, il existe trois équations pour chaque éléments. Cepen-
dant, certains ou tous les n÷uds de l'élément(e) sont partagés avec d'autres
éléments ; la valeurc d'un n÷ud partagé apparaît alors dans les équations de
tous les éléments qui partagent le n÷ud. La combinaison de toutes les équations
des éléments créera une matrice globale des coe�cients du système avec autant
de lignes et de colonnes qu'il y a de n÷uds dans le système. Nous combinons
(assemblons) la matrice du système de la manière suivante
Supposons que le système comporten n÷uds. Numérotez les n÷uds dans
l'ordre de 1 à n. Associe le numéro de chaque n÷ud à la ligne et à la colonne
de chaque élément de la matrice où lec de ce n÷ud apparaît sur la diagonale.
Associe également les numéros de n÷uds aux lignes et colonnes de la matrice
du système de la même manière. Nous obtenons l'entrée dans la ligne(i ) et
la colonne(j ) de la matrice du système en ajoutant les valeurs de la ligne(i )
de chaque élément de la matrice qui a la ligne(i ), puis en les ajoutant dans
les colonnes où les numéros de colonne-n÷ud correspondent. Nous ajoutons
également lesb i de ces lignes pour obtenir leb i de la matrice du système.

Ajustement des conditions aux limites :
Il existe deux types de conditions aux limites : des conditions nonDirichlet
sur certaines parties de la frontière(L2) et des conditionsDirichlet sur
d'autres parties (L1). Nous sélectionnerons toujours les n÷uds de manière à
ce qu'un seul des deux types de conditions s'applique à n'importe quel côté
de l'élément. Il y aura donc toujours un n÷ud au point où les deux types de
conditions aux limites nécessites deux ajustements distincts. Nous préférons
appliquer d'abord les ajustements pour une condition limite inclut la dérivées
normale sortante aux équations du système, puis e�ectuer les ajustements pour
les conditions deDirichlet .

Obtention de la solution :
Nous résolvons le système de la manière habituelle, en préférant éventuellement
une procédure itérative si le système est important.

Exemple 3.1.
Pour l'élément triangulaire illustré à la Figure 3.3 avec les n÷udsr ; s et t dans l'ordre
inverse des aiguilles d'une montre, trouvezf ag; N et v(0:8; 0:4).

n÷ud x y c
r 0 0 100
s 2 0 200
t 0 1 300
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Figure 3.3

Avant de faire des calcules, nous pouvons trouverv(0:8; 0:4) par inspection (voir la Fi-
gure 3.3). Le point (1) est situé à(0; 0:4), donc v y est de 180 par interpolation linéaire
entre les n÷udsr et t . De même,v au point (2) est de 240. Le point(0:8; 0:4) est à 2

3
de la distance entre les points 1 et 2, doncv(0:8; 0:4) = 180 + 2

3(240� 180) = 220. Nous
obtenons le même résultat en interpolant entre les points 3 et 4, et entre le n÷udr et (5).
Pour obtenir f ag, nous calculons d'abordM � 1 :

M =

2

64
1 0 0
1 2 0
1 0 1

3

75 ; M � 1 =

2

64
1 0 0

� 0:5 0:5 0
� 1 0 1

3

75

Nous calculons ensuite

f ag = M � 1f cg =

2

64
1 0 0

� 0:5 0:5 0
� 1 0 1

3

75

8
><

>:

100
200
300

9
>=

>;
=

8
><

>:

100
50
200

9
>=

>;
;

ce qui donnev(x; y) = 100+50x+200y.(Nous devons con�rmer que cela donne les valeurs
correctes à chacun des n÷uds.) Si nous remplaçonsx = 0 :8; y = 0 :4, nous obtenons
v = 220, comme il se doit. de l'équation (3.9), on a

N = (1 x y)M � 1 = (1 � 0:5x � y; 0:5x; y)

En d'autre termes, nous avons

N r = 1 � 0:5x � y
N s = 0 :5x
N t = y

(Nous devons con�rmer que ces valeurs sont également correctes pour chacun des n÷uds.)
Il est important de noter que les coe�cients desN [les A i ; B i et C i de l'équation (3.10)]
peuvent être lus directement à partir de colonnes deM � 1. On trouvant les équations

de l'élément de l'exemple 6 siQ(x; y) =
(xy)

2
et F (x; y) = x + y. Les n÷uds sont
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(x; y) = (0 ; 0); (2; 0); et (0; 1). Et nous avons pourM � 1, RØgion = 1 . Le centre est situé

à x =
(0 + 2 + 0)

3
=

2
3

; y =
(0 + 0 + 1)

3
=

1
3

; Qav =

�
2
3

� �
1
3

�

2
=

1
9

; Fav =
2
3

+
1
3

= 1 :
En utilisant l'équation (3.17), nous trouvons que les équations des éléments sont les sui-
vantes : 2

64
1:2315 � 0:2592 � 1:0092

� 0:2592 0:2315 � 0:0093
� 1:0092 � 0:0093 0:9815

3

75

8
><

>:

cr
cs
ct

9
>=

>;
=

8
><

>:

� 0:3333
� 0:3333
� 0:3333

9
>=

>;

Supposons qu'il y ait cinq n÷uds (voir laFigure 3.4 dé�nissent les matrices à trois
éléments des équations (3.20),(3.21) et (3.22) ci dessous. Consultez la matrice du système
sans tenir compte des conditions aux limites.

L'élément [1]
(1)
(2)
(4)

!
!
!

2

64
K 11 K 12 K 13
K 21 K 22 K 23
K 31 K 32 K 33

3

75

8
><

>:

c1
c2
c4

9
>=

>;

=
=
=

8
><

>:

b1
b2
b3

9
>=

>;
(3.20)

" " "
(1) (2) (4)

L'élément [2]
(2)
(3)
(4)

!
!
!

2

64
K 11 K 12 K 13
K 21 K 22 K 23
K 31 K 32 K 33

3

75

8
><

>:

c2
c3
c4

9
>=

>;

=
=
=

8
><

>:

b1
b2
b3

9
>=

>;
(3.21)

" " "
(2) (3) (4)

L'élément [3]
(4)
(5)
(1)

!
!
!

2

64
K 11 K 12 K 13
K 21 K 22 K 23
K 31 K 32 K 33

3

75

8
><

>:

c4
c5
c1

9
>=

>;

=
=
=

8
><

>:

b1
b2
b3

9
>=

>;
(3.22)

" " "
(4) (5) (1)

Figure 3.4
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Les lignes et les colonnes des équations (3.20),(3.21) et (3.22) auraient pu être placées
dans un ordre di�érent, bien que nous fassions toujours le tour de l'élément dans le sens
inverse des aiguilles d'une montre pour sélectionner les n÷uds.

La région illustrée dans laFigure 3.5 comporte quatre n÷uds. Elle est divisée en eux
éléments seulement. Les valeurs deU sont spéci�ées aux n÷uds (3) et (4), et le gradient
normal vers l'extérieur est spéci�é sur trois côtés comme indiqué. L'équation que nous
devons résoudre est la suivante

@2U
@x2

+
@2U
@y2

�
� y

10

�
U =

x
4

+ y � 12

Figure 3.5

On trouvant la solution par la méthode des éléments �nis. L'élément matrice inverse est

L'inverse M pour Région L'inverse M pour Région

de l'élément (1) est de 11.5 de l'élément (1) est de 11.5
2

64
1:000 0:000 0:000

� 0:043 0:174 � 0:130
� 0:261 0:043 0:217

3

75

2

64
1:000 0:000 0:000

� 0:250 0:250 0:000
0:083 � 0:417 0:333

3

75

(2) (4) (1) (2) (3) (4)

Qav = � 0:233 Fav = � 9:333 Qav = � 0:1 Fav = � 10:25

A partir de là, nous obtenons les équations d'éléments suivantes :

Équations d'éléments pour l'élément (1)

(2)
(4)
(1)

!
!
!

2

64
1:2516 0:0062 � 0:3633 35:7778
0:0062 0:8168 0:0714 35:7778

� 0:3633 0:0714 1:1864 35:7778

3

75

(2) (4) (1)

Équations d'éléments pour l'élément (2)
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(2)
(3)
(4)

!
!
!

2

64
0:5167 � 0:5333 0:2167 20:5000

� 0:5333 0:2167 � 0:7833 20:5000
0:2167 � 0:7833 0:7667 20:5000

3

75

(2) (3) (4)

Ces equations s'assemblent pour donner cette matrice de système non ajusté :

2

6664

1:186 � 0:363 0:000 0:071 35:778
� 0:363 1:768 � 0:533 0:223 56:278
0:000 � 0:533 1:517 � 0:783 20:500
0:071 0:223 � 0:783 1:583 56:278

3

7775

Nous avons besoin des longueurs des côtés4 � 1; 1 � 2 et 2 � 3. Elles sont

côté 4 � 1 : 6:083; côté 1 � 2 : 4:123; côté 2 � 3 : 4

Maintenant, nous ajustons les conditions dérivées pour obtenir le système modi�e :

2

6664

1:049 � 0:432 0:000 0:003 43:922
� 0:432 1:631 � 0:533 0:154 64:422
0:000 � 0:533 1:517 � 0:783 20:500
0:003 0:154 � 0:783 1:446 64:422

3

7775

Le second ajustement pour les valeurs connues aux n÷uds(3) et (4), ce qui donne :

"
1:049 � 0:432 43:650

� 0:432 1:631 102:339

#

que nous résolvons pour obtenir des estimations deU1 et U2 :

U1 = 75:71 U2 = 82:80

3.5 Résolution d'un problème elliptique par MAT-
LAB

La version professionnelle de MATLAB dispose une boîte à outils pour les equations
aux dérivées partielles, qui permet de résoudre les trois types d'équations aux dérivées
partielles.
Dans cette section, on ne présente que les bases. En particulier, on ne pourra traiter que
des géométries simples, et pour desEDP linéaires répertoriées. Pour des géométries plus
spéci�ques (autres que faites de morceaux d'ellipses ou de segments de droite), on renvoie
au paragraphe suivant,

Ouvrez MATLAB, puis au prompt >> de MATLAB, tapez pdetool :

>> pdetool
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Cela ouvre un GUI (Graphical User Interface), celui donnant l'environnement graphique
permettant de résoudre des problèmes d'EDP dans des géométries simples.
Nous décrivons ici comment elle résout un problème elliptique. Cet exemple illustre les
étapes de la résolution de l'équation de Laplace sur une région qui est un rectangle dont
la largeur est le double de sa hauteur et dont le coin supérieur droit à été amputé d'un
quart de cercle.

Le long de la base de la �gure, la température est de100� ; sur l'arc, elle est de0�

(conditions de Dirichlet). Tous les autres bords sont isolés (conditions de Neumann,
@U
@n

).

Nous souhaitons connaître la distribution de la température en régime permanent.

Nous obtiendrons la solution en six étapes :

1. Dessiner la région La boîte à outils propose deux façons di�érentes d'y parve-
nir : avec une interface utilisateur graphique(GUI) (Graphical User Interface) ou
par le biais de commandes saisies dans l'écran de commande. Nous ouvrez MAT-
LAB, puis au prompt >> de MATLAB, tapez pdetool :

>> pdetool

Cela ouvre un(GUI) , celui donnant l'environnement graphique permettant de ré-
soudre des problèmes d'EDP dans des géométries simples. Notre région sera compo-
sée de deux parties : le rectangle et un cercle qui lui est soustrait. Nous commençons
par le rectangle. Nous utilisons la commande :

>> pderect([-1 1 -.5 .5])

Le paramètre est un vecteur des coordonnéesx suivies des coordonnéesy de deux
coins opposés. [Une fois la commande entrée, le rectangle apparaît dans une fenêtre
séparée que nous appellerons la "fenêtre de la �gure".

Cette fenêtre comporte une barre de menu ainsi qu'une autre barre contenant des
icônes, ces icônes permettent d'appeler rapidement de nombreuses commandes de
menu. Nous allons maintenant créer le cercle.

Nous retournons à la fenêtre de commande et entrons.

>> pdecirc(1, 0.5, 0.5)

Elle superpose au rectangle un cercle dont le centre estx = 1 ; y = 0 :5 et le rayon
0.5, que nous pouvons visualiser dans la fenêtre de la �gure, comme le montre la
�gure suivante
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Figure 3.6

La fenêtre de la �gure comporte une case intitulée "set formula " qui indiqueR1+ C1,
que nous remplaçons parR1-C1en cliquant sur la case et en utilisant le clavier pour
e�ectuer la modi�cation, mais celle-ci est e�ective. A partir de maintenant, chaque
étape est e�ectuée dans la fenêtre de la �gure.

2. Sauvegarder la région Il est toujours bon de sauvegarder la description de
la région. Cela permet de la retrouver ultérieurement. La sauvegarde s'e�ectue en
invoquant le �chier Files/Save As dans la fenêtre de la �gure. Nous lui donnons
un nom, par exemple FIGA, et elle est ajoutée à la liste des �chiers M.

3. Dé�nir les conditions limites Il s'agit d'imposer les conditions aux limites.
Dire s'il s'agit de CL deDirichlet , ou deNeumann , ou mixtes, et d'entrer les va-
leurs imposées pour ces CL. Pour ce faire, nous allons dansBoundary/Boundary Mode
et voyons la région distribuée, le rectangle déformé est maintenant visible comme
suit

Figure 3.7
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Son contour est rouge et les �èches indiquent un ordre dans le sens inverse des
aiguilles d'une montre. Nous établissons les conditions limites en double-cliquant
sur une limite, puis en entrant les paramètres dans une boîte de dialogue.

Nous commençons par la base de la �gure. Après avoir double-cliqué sur la base,
nous voyons la boîte de dialogue. SélectionnezDirichlet (en fait, c'est la valeur
par défaut), et donnez une valeur der = 100. Cliquez surOKet nous revenons à la
fenêtre de la �gure. Nous double-cliquons sur l'arc et sélectionnonsDirichlet , et
mettons r = 0 ( les deux sont des valeurs par défaut).

Nous devons établir une condition deNeumann sur chacun des autres côtés du
rectangle. C'est facile à faire, double-cliquez sur le côté sélectionnezNeumann, réglez
g = 0 ; q = 0 (valeur par défaut), cliquez surOK.

Les conditions aux limites sont maintenant établies.

4. Créer un mail lage d'éléments triangulaires Il s'agit de choisir un maillage
et son degré de ra�nement. On commencera toujours par un maillage grossier, ce
qui permettra de véri�er qu'on ne s'est pas trompé dans les coe�cients ou d'avoir
une première idée de la solution.

On cliquant sur Mesh/initialize Mesh dans la barre de menu, on crée un maillage
grossier d'éléments triangulaires :

Figure 3.8

Nous pouvons a�ner ce maillage à l'aide deMesh/Refine Mesh, mais nous conser-
vons le maillage actuel pour l'instant.
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