République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de ’enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Mohamed El Bachir El Ibrahimi de Bordj Bou Arrérid]
Faculté des Mathématiques et de 'Informatique
Département de Recherche Opérationnelle.

u B Faculté des
[} I I Mathématiques et
d’Informatique
ld °
Mémoire
Présentée par :

Ghanem khaled

Pour I'obtention du diplome de :

Master

Filiere : Des Mathématiques appliquées
Spécialité : Méthodes et outils pour la recherche Opérationnelle

Theéme :

Résolution d’un probleme de sac a dos bi-objectif

Soutenu publiquement le 15/07/ 2023 devant le jury composé de

M. .Hillal touati... .... M.A.A. Président
M. Brahmi boualem M.C.B. Encadrant
M.Zauache djaafar .A.A. Examinateur

Promotion 2022/2023



Kerperciergents

Nous remercions "Allah” tout puissant de nous avoir donné la force, le courage
et la patience pour I’élaboration de ce modeste travail.

Nous remercions notre encadreur Dr Brahmi boualem, Maitre de Conférence a
I'université Mohamed El Bachir El Ibrahimi, Bordj Bou Arréridj pour son
encadrement de qualité, sa motivation professionnelle, ses conseils et critiques
constructives, ses correction, sa gentillesse et sa patience ainsi pour le temps
qu’elle a cosacré a la réalisation de ce travail.

Nous remercions les membres du jury pour leur présence, pour leur lecture
attentive de ce mémoire, ainsi que pour les remarques qi’ils m’adresseront lors
de cette soutenance afin d’améliorer mon travail.

Nous remercions tous les enseignants de la faculté des Mathématiques et
Informatique de I'université Mohamed El Bachir El Ibrahimi de Bordj Bou
Arréridj. de Recherche Opérationnelle 2022-2023.

Plerci a tous



oDéc/L'cach

Je dédie ce travail a...

A celui qui m’a donné I’éducation de la connaissance et de la religion et m’a
soutenu dans mon épreuve
Mon pére...
A qui les nuits sont-elles restées éveillées pour étre avec moi et m’inclure dans
ses priéres de toutes les maniéres heure et quand

Ma meére...
IIs sont acquittés et comblés
A ceux qui m’ont donné un amour fraternel pur et sincére, mes fréres et

A tout ami qui exprime sincérement une position authentique, un mot de

soutien ou une priére
Invisible est apparu avec une intention pure Je dédie le fruit de cet humble effort

XKhyaled



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION GENERALE 1
1 Le probleme de sac a dos(knapsack) 4
1.1 Introduction . .. ... ... ... ... .. ... . 4

1.2 Historique . . . . .. . . . . ... 5

1.3 Le probleme de sac a dos classique (knapsack) . .. ... ....... 6

1.4 Variantes autour du probleme . . . . .. ... ... ... 0L 7
1.4.1 Variablescontinues . . . . . ... .. ... ... ... 7

142 Sacados multi-dimensionnel . . . . ... ... ... ...... 8

143 Sacadosmultiple . ... ... ...... .. ... ....... 9

144 Sacados multi-objectif . . . . ... ... .. .. .. .. .. ... 9

1.4.5 Sac a dos multidimensionnel multi-objectif . . . . ... .. .. 10

1.5 Meéthodes de résolution pour Le probleme de sac a dos (knapsack) . 10
1.5.1 Méthodes approchées . . . ... .. ... ... ... . ..., 11

1.5.2 Calcul de bornes supérieures . . . . . ... ... ... ... ... 12

153 Méthodesexactes . . . . .. ... ... ... L, 13



TABLE DES MATIERES

2 PROBLEMES D’OPTIMISATION MULTI-OBJECTIF

2.1

2.2

2.3

24

2.5
2.6

Probleme d’optimisation . . . . ... ... ... .. ... .. ...,
211 Unprobléeme combinatoire . . .. ... .............
2.1.2 Classification des problemes d’optimisation . . .. ... ...

2.1.3 Optimisation mono ou multi-objectifs . . . .. ... ... ...

Formulation générale d"un probleme d’optimisation multi-objectif

Notions de dominance . . .. ... ... .. ... .. ... . ......
2.3.1 Propriétés de la relation de dominance . . ... ... .. ...
232 OptimalitédePareto . . . . .. ........ ... .......
233  Efficacité . . . . .. ...
Front de Pareto et La surface de compromis . . . . .. ... ... ...
241 Lespoints caractéristiques . . . . . .. ... ... L.
242 Fonctionsscalarisantes . . . . . . ... ... oL oL
Convexité . . . .. . .. . ...
Les Méthodes de résolution des problémes multi-objectives . . . . . .
2.6.1 Lesméthodesexactes . ... ...................

2.6.2 Lesméthodes approchées . . . ... ... .. ... .......

3 Résolution du probleme de sac a dos bi-objectif

3.1 Laméthodeendeuxphases . ... ....................

3.1.1 Phase 1: détermination des solutions supportées . .. .. ..

3.1.2 Phase 2 : détermination des solutions non supportées . . . . .

3.2 Implémentation logiciel . ... ... ... ... ... ... .. ... ..
Conclusion

II

17
17
18
19
20
20
22
23
24
25
26
26
28
29
30
31
36

42
42
43
45
48

52



1.1
1.2

21
2.2

2.3

24
2.5
2.6
2.7
2.8

3.1
3.2
3.3
34

TABLE DES FIGURES

Probleme dusacados. . . . . . . . . ... 4
Schéma de la méthode de Branchand Bound . . .. .. ... ... .. 14
Représentation d’un probleme multi-objectif . . . .. ... ... ... 21
Relationde dominance . . . . . . . . . . . . ... 23

Représentation des solutions supportées et non supportées, point idéal

etpointdeNadir . ... .... ... ... ... ... .. .. ..., 25
LefrontdePareto . . . . ... ... ... . ... ... . ... 26
Point idéal et relaxation, point nadir, borne inférieure . . . .. .. .. 27
Illustration des différentes étapes de la méthode deux phases. . . .. 33
Interprétation graphique de la méthode € contrainte. . . ... .. .. 36
Classification des méthodes de résolution multi-objectif . . . . . . . . 41
Les deux cas de la recherche dichotomique. . . . ... ... ... ... 44
Représentation des triangles. . . . . .. ... .. ... ... ...... 46
Représentation des bornes du triangle. . . . . .. ... ... ... ... 46
Principe de séparation. . . . . .. ... ... ... L L L 47

11



LISTE DES ALGORITHMES

Heuristique gloutonne pourleKP . . .. ... .............. 12
Algorithme de branch-and-bound en profondeur pourle KP . . . . . . 15
Algorithme de colonie de fourmis [16] . . . . . ... ... .. ... ... 38
Recuit Simulé [7,25] . . . . . . . . . . 39
Recherche Tabou [10] . . . . . . . . . . . . . . . .. i 40
Phasel . . . . . . . . . 44
Phase2 . . . . . . . . e 47

1A%



INTRODUCTION GENERALE :

La recherche opérationnelle (RO) est la discipline des mathématiques appliquées
qui traite des questions d’utilisation optimale des ressources dans 'industrie et dans
le secteur public. Depuis une dizaine d’années, le champ d’application de la RO s’est
élargi a des domaines comme 1’économie, la finance, le marketing et la planification
d’entreprise. Plus récemment, la RO a été utilisée pour la gestion des systémes de
santé et d’éducation, pour la résolution de problemes environnementaux et dans

d’autres domaines d’intérét public.

L’optimisation est une branche des mathématiques appliquées et de la recherche
opérationnelle.
Un probleme d’optimisation est défini comme étant un probleme de recherche, qui
consiste a explorer un espace contenant 1’ensemble de toutes les solutions poten-
tielles réalisables, dans le but de trouver la solution optimale, sinon la plus proche
possible de I'optimum, permettant de minimiser ou maximiser une fonction dite
objectif, les variables de décision peuvent étre soit continues et on parle alors de

probléme continu, soit discretes et on parle donc de probléme combinatoire.

Un probleme d’optimisation combinatoire (COP : Combinatorial Optimisation
Problems) comprend un ensemble fini de solutions, ou chaque solution doit res-
pecter un ensemble de contraintes relatives a la nature du probleme. On associe

a chaque solution une valeur, nommele valeur de l'objectif qui est evalue a 'aide
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d’une fonction objective. les problemes d’optimisation combinatoire peuvent étre
mono-objectifs qui consistent a optimiser une seule fonction objective, ou multi-

objectifs qui optimisent plusieurs fonctions objectives.

L'optimisation combinatoire regroupe une large classe de problemes ayant des
applications dans de nombreux domaines applicatifs parmi eux on peut citer (le

probléme du voyageur de commerce et le probléme de sac a dos).

Le probléme de sac a dos : il modélise une situation analogue au remplissage
d’un sac a dos, ne pouvant supporter plus d'un certain poids, avec tout ou par-
tie d’'un ensemble donné d’objets ayant chacun un poids et une valeur. Les objets
mis dans le sac a dos doivent maximiser la valeur totale, sans dépasser le poids
maximum. Ce probleme sera décrit d’'une maniere plus accentué dans le premiere

chapitre.

L’optimisation multi-objectifs est un domaine d’étude important en recherche
opérationnelle, a cause de la nature multi-objectifs de la plupart des problémes
réels. Les premiers travaux menés sur les problemes multi-objectifs furent réalisés
au 19éme siecle sur des études en économie par Francis Y. Edgeworth (1845-1926) et
elle a été utilisée de maniére plus formelle par 1’économiste italien Vilfredo Pareto
(1848-1923).En effet, L'optimisation multi-objectifs permet de saisir de maniere adé-
quate les caractéristiques essentielles des problemes du monde réel et d’améliorer

leur perception par les décideurs.

Il existe plusieurs méthode de résolution pour les problemes d’optimisation com-
binatoire multi-objectif, Ces méthodes appartiennent a deux grandes familles :
— les méthodes exactes (Branch and bound, Programmation dynamique, les
méthodes des coups, la méthode en deux phases...)
— les méthodes approchées (le recuit simulé, la recherche tabou, les algorithmes
génétique et colonies de fourmis. . .)
La méthode en deux phases est un cadre de résolution général qui a été popularisé
par Ulungu en 1993 avec comme idée centrale d’exploiter la structure spécifique
des problémes d’optimisation combinatoire pour leur résolution dans un contexte

multi-objectif. Elle a depuis été appliquée sur un grand nombre de problemes, en
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se limitant toutefois au contexte bi-objectif [38]. Comme son nom l'indique, cette
méthode est décomposée en deux étapes : la premiere consiste a trouver toutes les
solutions supportées du front Pareto, puis la deuxiéme phase cherche parmi ces

solutions les solutions Pareto non supportées.

Ce mémoire est organisé et congu comme suit :

En commengant, par une introduction qui explique et motive le choix du sujet.

— Le premier chapitre : On présenté le probléme du sac a dos et les méthodes
de résoudre exactes et approchées pour ce probleme.

— Le deuxieme chapitre : nous essayons d’aborder quelques notions de base en
optimisation et on définit le probleme d’optimisation MultiuObjectif , avec
ses concepts fondamentaux : (la domination, Front de Pareto et La surface de
compromis, la convexité...). Puis on décrit les méthodes de résolution.

— Le troisiéme chapitre : est le coeur de ce travail, ils décrivent la méthode en

deux phases appliquée a un probleme de sac a dos bi-objectif.

Finalement, on terminera le mémoire par une conclusion.



CHAPITRE 1

LE PROBLEME DE SAC A
DOS(KNAPSACK)

1.1 Introduction

Les probleme du knapsack classique (sac-a-dos) est un probleme de sélection qui
consiste a maximiser un critére de qualité sous une contrainte linéaire de capacité
de ressource. Il doit son nom a I’analogie qui peut étre faite avec le probléme qui
se pose au randonneur au moment de remplir son knapsack : il lui faut choisir les

objets a emporter de facon a avoir un sac le plus utile possible, tout en respectant

FIGURE 1.1 — Probléme du sac a dos.
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son volume, la question qui se pose est de savoir quels objets il doit mettre dans le
sac. Il existe plusieurs variantes du probleme du knapsack. Elles different dans la
distribution des objets et des sacs. Dans le probleme du knapsack en variables bi-
naires, chaque objet peut étre pris dans le sac au plus une fois. En revanche, dans
un probleme du knapsack borné, nous avons une quantité bornée de chaque type
d’objet. Dans le probléme du knapsack a choix multiple, les objets sont a choisir
a partir de classes disjointes. S'il existe plusieurs sacs a remplir simultanément, le
probléme du knapsack est multidimensionnel. Notons que toutes les variantes de
probleme du knapsack sont NP-difficiles. Les problemes knapsacks ont été intensi-
vement étudiés depuis le travail de Dantzig [9] a la fin des années cinquante. Leur
importance dans les applications industrielles ainsi qu’en planification financiere
ont aussi nécessité la recheche des méthodes de résolution efficaces. Ces problemes
sont aussi d'une grande importance théorique vu qu’ils interviennent comme sous-
problemes dans plusieurs problemes en nombres entiers. En effet, le probleme du
knapsack unidimensionnel intervient, par exemple, comme sous-probléme dans le
probléme de découpe (voir Gilmore et Gomory [4]) lors de la génération d'un pivot
du Simplexe. Il intervient également dans la résolution du probléme d’affectation
généralisée [29]. Par ailleurs, les différentes variantes de probleme du knapsack,
bien qu’elles semblent trés proches, ne font pas du tout appel aux mémes méthodes
de résolution (exactes ou approchées) pour une variante donnée. Dans ce chapitre,
nous rappelons quelques méthodes de résolution du knapsack unidimensionnel et
nous présentons une de ses variantes que nous avons étudiée ainsi que 1'essentiel

des approches de résolution qui lui ont été dédiées.

1.2 Historique

Ce probleme fait partie des 21 problemes NP-complets identifiés par Richard
Karpen 1972. Ces 21 problémes sont réputés comme les problémes les plus difficiles
en optimisation combinatoire. Un grand nombre d’autres problemes NP-complets
peuvent se ramené a ces 21 problemes de base. Nous pouvons retrouver le probleme

du sac a dos dans de nombreux domaines :
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» en cryptographie, ot il fut a I'origine du premier algorithme de chiffrement
asymétrique en 1976.

» dans les systemes financiers, ot 'idée est la suivante : étant donné un certain
montant d'investissement dans des projets, quels projets choisir pour que le
tout rapporte le plus d’argent possible.

» pour la découpe de matériaux, afin de minimiser les pertes dues aux chutes.

» dans le chargement de cargaisons (avions, camions, bateaux ...).

» ou encore, des qu’il s’agit de préparer une valise ou un sac a dos.

1.3 Le probleme de sac a dos classique (knapsack)

On considére un ensemble d’objets étiquetés de 1 a n. Chaque objet j € {1, ..., n},
dispose d"un poids w; de valeur entiére et d"un profit v; (réel a priori). On dispose
d’un sac dont le contenu ne peut excéder une capacité C entiere. On désire le remplir
de facon a maximiser le profit total des objets emportés, en respectant la contrainte
de capacité. Plus formellement, le probleme, noté (KP) peut s’écrire de la fagon sui-
vante :

max Z(x) = Yj_, 0jx;

(KP) = s.cC. ;‘:1 wixj < C,

x; € {0,1},7 € {1,..,n}
On appelle une instance d"un probleme du knapsack, la donnée des n profits v; pour
j =1,..,n,des n poids w; pour j = 1,...,n et de la capacité C.
Le vecteur x:= (x7,0 < j <n) € {0,1}" est une solution du probleme avec x; =1, si
l'objet j est emporté dans le sac et x; = 0 sinon. Le probleme consiste donc a choisir
un sous-ensemble d’objets parmi la collection d’objets initialement prévue en vue

de maximiser la fonction objectif :

n
Z(x) = Z VjX;
j=1
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Nous formulons I’hypothése suivante :

n
Vi€ {1,..,n}, w; < Cet 2 w; > C.
j=1
On dit qu'une solution est réalisable, notée ¥, si elle vérifie la contrainte de capacité,c’est-
a-dire } i, wjx; < C. La solution est dite optimale, notée x*, si elle est 4 la fois réa-
lisable et si elle maximise la somme des valeurs profits des objets mis dans le sac. En

d’autres termes, pour toute solution réalisable x, on a :
n n
= *
Y v% <), UjXg-
j=1 j=1

On peut illustrer le probleme KP dans un exemple pratique trés simple. Supposons
que n projets s’offrent a un investisseur qui dispose d'un fond de "C euros". Sachant
que le profit du j™¢ projet est p;, (j = 1,...,n) et qu'investir dans ce projet cotite w;
. Alors, un investissement optimal peut étre trouvé en résolvant un probleme du

knapsack en 0-1.

1.4 Variantes autour du probleme

Il existe de nombreuses variantes du probleme de sac a dos, selon le domaine
des variables (valeurs binaires, entieres ou réelles), le nombre de contraintes (unidi-
mensionnel, bi-dimensionnel ou multi-dimensionnel), le nombre de profits associés
a chaque objet (mono-objectif ou multi-objectif), le nombre de sacs, etc. Du fait de
la quantité des parametres intervenant dans la formulation, les variantes sont nom-

breuses. On présente dans cette section quelques unes d’entre elles.

1.4.1 Variables continues

Le probléeme de sac a dos en variables continues (LKP) est une variante dans la-
quelle il est possible de ne prendre qu'une fraction des objets. Sa résolution s’appuie

sur les concepts d’efficacité d’un objet et d’élément bloquant, définis ci-dessous.
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Définition 1.1. (efficacité d'un objet) On appelle efficacité d'un objet le rapport de son

A~ . 5 . C_]
cofit sur son poids, noté e; = W)

Définition 1.2. (élément bloquant) On appelle élément bloquant le premier objet ne pou-
vant tenir dans le sac lorsque les objets sont ajoutés par ordre décroissant d’efficacité. Son

indice sera noté

k
s =min{k: Z w; > C} pour les ej tris en orde dcroissant
j=1

La valeur optimale z*(LKP) d"une instance est obtenue en prenant les objets dans

I'ordre décroissant de leur efficacité, jusqu’a 1’élément bloquant puis en ajoutant la

fraction de cet élément permettant de saturer le sac.
s—1 s—1 Vs
z*(LKP) = ) vj+ (C— ) wj)—
j=1 j=1 =~ Ws

Le probleme (LKP) est un probléeme relaxé de (01-KP). Il s’obtient en remplacant la
contrainte x; € {0,1}, par x; € [0;1],Vj{1,....n}.

11 est définit ainsi :

Max z(x) = Yi_4vjx; vj €N*

S.C:

27=1 wjx; <cC Cw; e N*

| % € [0,1], Vje{1,..n}

(LKP)

1.4.2 Sac a dos multi-dimensionnel

Le probleme de sac a dos multi-dimensionnel (d-KP), est une variante du pro-
bleme ayant plusieurs contraintes de capacité. Il est a la frontiere entre I'optimisation
combinatoire et la programmation linéaire en nombres entiers. Son champ d’appli-

cation est large, ce qui a grandement contribué a sa popularité.
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)
Max z(x) = Yi_4vjx; ©vj €EN*

s.c:

(d — KP)

2}1:1 w;:x]- <w; wiw;€ Ni,i € {1,..,d}

| xj€{01}, Vie{1,..,n}

1.4.3 Sac a dos multiple

Le probléeme du sac a dos multiple (MKP) est une généralisation du probleme
standard du sac a dos en variable (0-1), o1 on essaie de remplir plusieurs sacs a dos
de différentes capacités au lieu de considérer un seul sac a dos [31], Le (MKP) peut

étre formulé de la maniére suivante :

Max z(x) = Y} Y/t 0% v € N*
S.C:

(MKP) ¢ Y wixji <w; i€ {1,..,m}
yrixi <1 Vje{1,..,n}

Xji € {0,1}, Vje{1,..,n}ie{1,..m}

On peut citer le chargement de conteneurs sur les navires comme application du
monde réel du MKP. Le probleme est de choisir certains conteneurs dans un en-
semble de n conteneurs a charger dans m navires de différentes capacités de char-

gement.

1.4.4 Sac a dos multi-objectif

Le probleme du sac a dos multi-objectif (MOKP) en varibale binaire (0-1), est une

variante du probleme ou plusieurs objectifs sont a maximiser simultanément
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( .
Max zi(x) = Yiqvjxj i€ {L.,p},v; € N%
s.c:

27:1 wjx; <C C,wje N*

| xj€{01}, Vie{l..,n}

(MOKP)

Dans ce cas la notion d’optimalité laisse place a la notion d’efficacité, comme on la
déja vu dans le chapitre 2, I’objectif est donc de trouver 1’ensemble des solutions du

probleme non dominées.

1.4.5 Sac a dos multidimensionnel multi-objectif

Le probleme de sac a dos multi-objectif multidimensionnel (MMOKTP) consiste a
sélectionner un sous-ensemble d’objets maximisant une fonction multi-objectifs ex-
primée en fonction des valeurs de profit, tout en respectant un ensemble de contraintes
de type sac a dos. Le probleme du (MMOKRP) peut étre défini plus formellement de

la maniére suivante :

( .
Max zi(x) =i qvjxj i€ {1,..,p},v; € NL
s.c:
(MMOKP)¢ " )
imwixi <G le{l.,q}Cw; €N

| % € {0,1}, Vje{1,..,n}

1.5 Méthodes de résolution pour Le probléme de sac a

dos (knapsack)

Il est difficile de développer un algorithme polynomial pour le probleme du
knapsack (KP) vu que ce dernier appartient a la classe NP-difficile. Malgré cette

difficulté, plusieurs instances de grande taille peuvent étre résolues en une fraction

10
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de seconde. Ce résultat impressionant est la récolte de plusieurs décennies de re-
cherche qui ont exposé les différentes propriétés du probleme KP et qui ont rendu
sa résolution moins difficile. Nous présentons dans les sections 1.5.1 et 1.5.3 quelques
méthodes de résolution approchée et exacte pour le KP. Pour plus de détails, nous
invitons le lecteur a voir Fayard et Plateau [13], Martello et Toth [21], [22] et Pisinger

[27] ou diverses approches aussi bien exactes qu’approchées sont présentées.

1.5.1 Meéthodes approchées

Parmi les méthodes heuristiques utilisées pour résoudre le probleme (KP), on
peut citer la méthode dite gloutonne. Cette derniére consiste a construire une so-
lution de maniére incrémentale, en faisant a chaque pas, le choix qui semble loca-
lement le meilleur. Autrement dit, faire un choix localement optimal, dans 1’espoir
que ce choix menera a une solution optimale globale.

Comme il existe plusieurs variantes pour ces méthodes gloutonnes, nous présentons
ici une des versions. Tout d’abord, les objets sont ordonnés selon I’ordre décroissant

du rapport (profit par poids), c’est-a-dire :

L’algorithme glouton que nous présentons dans 1’algorithme 1 consiste donc a sé-
lectionner a chaque étape un élément selon ’ordre précédemment défini. Si le poids
de l'élément séléctionné ne dépasse pas la capacité restante (dite résiduelle) apres
fixation des autres éléments, alors il est mis dans le sac. Dans le cas contraire, 1’élé-
ment sélectionné se situe juste apres et ainsi de suite jusqu’a épuisement de tous les

objets pouvant étre mis dans le sac.

11
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Algorithme 1 : Heuristique gloutonne pour le KP

Entrée : Une instance du KP.

Sortie : Une solution réalisable ¥ = (¥7, ..., X;)-
1. C:=C;

2. pouri=1jusqu’a n faire
Si (w; < C) alors
x<+——1;
C+— C—w
Sinon
x<+—0;
finsi
. finpour

3. Sortir avec une solution réalisable x

1.5.2 Calcul de bornes supérieures

Calculer des bornes supérieures ou inférieures permet d’encadrer la valeur de
la solution optimale pour les problemes que 1’on tente de résoudre et de réduire
ainsi 'espace de recherche des solutions. Ces bornes sont ensuite, utilisées pour le
développement de méthodes de résolution exacte s’appuyant sur des procédures
d’énumération implicite (ou méthodes de séparation et évaluation).

Dantzig [6] proposa une méthode efficace et élégante pour résoudre la relaxation
continue du probleme KP et donc determina aussi une borne supérieure pour le
KP. Le probleme relaché est obtenu en éliminant les contraintes d’intégrité sur les
variables x; en les relachant dans l'intervalle [0, 1]. Il s’écrit de la fagon suivante :
max Z(x) = Y j_, 0jX;
R(KP) = s.c. Yimqwixj < C,
xj € {0,1},j € {1,...,n}

En supposant que les objets sont ordonnés selon I'ordre ( I.1), la résolution du pro-

bleme R(KP) consiste alors a remplir le knapsack objet apres objet et de proche en

12



Chapitre 1. Le probleme de sac a dos(knapsack)

proche jusqu’a sa saturation. Ensuite, le premier objet, noté x;(1 < I < n), ne pou-
vant étre mis en totalité dans le sac est repéré. Ce dernier est appelé I'élément cri-

tique. Il vérifie la propriété suivant :
I-1 l
2w SC< ) wj

Plus formellement, la solution ¥ de R(KP) peut se se présenter selon la propriété de

Dantzig [9] comme suit :

1 si j=1.,1—1
sij=1
0 si j=141,..,n,

et la valeur de la solution optimale de R(KP) est donnée par :

-1
Z(x)_Zv] C—ouC C—) w;
wi j=1
Sachant que les valeurs des v; et x; sont entieres, la partie entiere inférieure de U (x),
notée UB,, définit une borne supérieure pour le KP. Cette derniere, communément

appelée borne de Dantzig, s’écrit de la fagon suivante :

-1

UBd—Zv]+LC J
j=1

Une amélioration de cette borne a été proposée par Martello et Toth [23].

1.5.3 Meéthodes exactes

Plusieurs approches de résolution exacte pour le probleme du KP ont été éla-
borées. La plupart de ces méthodes sont basées sur les techniques énumératives
s’appuyant, généralement, sur une méthode par séparation et évaluation (Branch

, Bound). Il s’agit d’énumérer d"une maniere implicite les solutions et d’en choisir

la meilleure parmi toutes. Le premier algorithme par séparation et évaluation a été
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Chapitre 1. Le probleme de sac a dos(knapsack)

introduit par Kolesar [19] pour résoudre le KP mais nécessitait un large temps de
résolution. Un peu plus tard, d’autres versions de 'algorithme par séparation et
évaluation ont vu le jour tels que l'algorithme de Greenberg and Hegerich [15] et
I'algorithme de Horowitz and Sahni [17] que nous présentons dans ce qui suit.
»Meéthode par séparation et évaluation

La méthode par séparation et évaluation utilise deux concepts : le branchement ou
la séparation du probléme en sous-problemes (représentés par des nceuds) et 1'éva-
luation de ceux-ci a I’aide d"une relaxation (continue ou lagrangienne par exemple).
L’évaluation d"un nceud consiste a borner les solutions et élaguer les nceuds inutiles,
comme illustré dans la figure 1.2. Notons que 1'efficacité de la méthode par sépara-
tion et évaluation dépend essentiellement de la stratégie de développement qui peut
étre en largeur, en profondeur ou meilleur d’abord. De plus, la méthode du branche-
ment employée et la nature de la fonction d’évaluation utilisée influencent fortement
cette méthode. L'algorithme par séparation et évaluation développé par Horowitz
et Sahni considére les éléments ordonnés selon 1’ordre décroissant du rapport profit
par poids. Ensuite, la séparation se fait sur I’élément suivant. Depuis chaque noeud
de I'arborescence, et pour un élément j pris dans 'ordre prédéfini, on développe
deux branches : la premiere branche, x; = 1 correspondant a I'élément j mis dans le

sac et la deuxiéme branche xj = 0 cor

‘ Séparation & évaluation

N

‘ Séparation ‘ [ Evaluation ‘
/JT
| <1
7
.. g .

Diviser un ensemble < | Bomer les solutions et
de solutions en sous ¢laguer les noeuds

ensembles // inutiles

(nozuds)”

FIGURE 1.2 — Schéma de la méthode de Branch and Bound



Chapitre 1. Le probleme de sac a dos(knapsack)

respond a 1’élément j qui n’est pas mis dans le sac. Le développement de 1’arbo-

rescence
Algorithme 2 : Algorithme de branch-and-bound en profondeur pour le KP

Entrée : Une instance d"un probléme du knapsack.

Sortie : Une solution optimale x*;

1. j:=1; Meilleure Valeur :=0;
2. Calcul de la borne supérieure UBd que 1'on peut atteindre depuis j;
3. Si (UBd> MeilleureValeur) alors;
Développer une branche de I’arborescence en profondeur d’abord
pour obtenir une solution réalisable x’;
j=i+
Si (Z(x") > MeilleureValeur) alors
x=x
MeilleureValeur := Z(x');
FinSi
. FinSi
4.j:=max{l:1 <jetx;=1}
Tant que j existe faire
xj:=0;

Allera2;. Fin Tant que

5x :=x

se fait en profondeur, en privilégiant les branches pour lesquelles les éléments
sont mis dans le sac. La fonction d’évaluation utilisée est la borne de Dantzig UB,
présentée dans la section 1.5.2 Un élément n’est sélectionné que si son poids ne dé-
passe pas la capacité restante ou encore disponible du sac. Ainsi, a chaque déve-
loppement d"une branche complete de 1’arborescence, la solution obtenue reste réa-
lisable. Le calcul des bornes de Dantzig se fait uniquement au niveau des nceuds
développés par une branche correspondant a un élément j non sélectionné, c’est-a-
dire correspondant a x; = 0. Pour les nceuds développés par une branche corres-
pondant a x; =1, la valeur de la borne de Dantzig n’est autre que celle du nceud

pére. Celle-ci est comparée a la valeur de la meilleure solution obtenue jusque la. Si

15



Chapitre 1. Le probleme de sac a dos(knapsack)

la valeur de la borne est inférieure a la valeur de cette meilleure solution, alors il est
évident qu’on ne pourra jamais atteindre une meilleure solution a partir de ce nceud.
Dong, la troncature au niveau de cette branche courante est possible. L'algorithme
2 représente les principales étapes de cet algorithme. Notons qu’il existe d’autres
méthodes de résolution exacte pour les problemes de type knapsack. En particulier,
pour le probléme du knapsack classique (KP), on trouve la programmation dyna-
mique (Elkihel [2], Kellerer [18]) ainsi que les méthodes hybrides (voir, par exemple
Boyor [5], Plateau [26]).
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CHAPITRE 2

PROBLEMES D’OPTIMISATION
MULTI-OBJECTIF

Avant de parler d’optimisation multi-objectifs, il faut définir d’abord le domaine
d’optimisation. Les problemes d’optimisation cherchent le meilleur rendement pos-
sible. Selon la nature de l'espace de recherche, des contraintes et des objectifs, on

définit plusieurs types d’optimisation.

2.1 Probleme d’optimisation

Un probléme dans le point de vue informatique (Computational Problem) veut
dire comment faire relier un ensemble de données par un ensemble de résultats, o
les données vont subir un ensemble d’opérations dont on les appelle le traitement.
Donc il est congu comme une relation IT C £xS entre les entrées ou instances, et
les sorties ou solutions. Pour qu'une instance d"un probléme soit compréhensible
par un ordinateur numérique, elle doit étre décrite comme une séquence finie de
symboles d'un ensemble fini arbitraire appelé alphabet. De méme, la solution d'une

instance d’un tel probléme est émise dans ce format. Généralement, 1 est infini alors
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Chapitre 2. PROBLEMES D’OPTIMISATION MULTI-OBJECTIF

que S peut étre fini. [28]

L’optimisation est un nom féminin qui définit une action du verbe optimiser.
C’est la démarche consistant a rendre optimal le fonctionnement d’un systéme :
Donner a quelque chose (a une machine, a une entreprise, etc.) le rendement optimal
en créant les conditions les plus favorables ou en tirant le meilleur parti possible.
L’optimisation appartient au domaine de la Recherche Opérationnelle qui repré-
sente la science de prise de décision. Un probléme d’optimisation en mathématique

consiste a trouver la meilleure solution possible pour un probleme donné.

Définition 2.1. Probleme d’optimisation

Soit n € IN* un entier strictement positif,

X C R" un sous-ensemble non vide

f : X = R une fonction a valeur réelle.

Un probleme d’optimisation consiste a trouver la meilleure solution x € X appelée solution

globale.

La meilleure solution du probleme varie selon 'objectif. On parle d’une mini-

misation ou une maximisation de la fonction f sur I'ensemble X. On note : ¥ =

minyex f(x) ou X = maxyexf(x).

2.1.1 Un probleme combinatoire

Un probleme combinatoire est toute situation dont on cherche d’avoir une solu-
tion tout en respectant la présence d'un ensemble de contraintes. La solution c’est
un résultat de faire combiner ces contraintes ensemble d’une maniére qu’on maxi-
mise quelques uns et on minimise les autres, ces contraintes ont une caractéristique
primordiale, c’est que chaque contrainte influe sur les autres soit quand on mini-
mise sa valeur ou on la maximise, dans un autre terme on dit que les contraintes
sont conflictuelles.

Par exemple, le schéma suivant présente une situation de probleme combinatoire :
ot on veut acheter une voiture dans la mode et en méme temps avec un prix raison-

nable qui ne peut pas dépasser certaine limite. Si on maximise la premiere contrainte
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(une bonne voiture) on va avoir un prix maximale, dans le contraire on va aboutir a
une mauvaise voiture mais avec un prix minimale dans les limites; on constate dans

cet exemple que c’est difficile d’arranger ces deux contraintes dans nos besoins.

La qualité 4

Prix

Figure 1 : une figure illustrant un probléme combinatoire.

2.1.2 Classification des problémes d’optimisation

Les problemes d’optimisation que 1’on rencontre au monde réel sont classifiés
selon leurs caractéristiques. Nous distinguons ainsi les problemes selon :
— Le nombre de variables de décision :
» Mono-variable.
» Multi-variables.
— Le type de variables de décision :
» Variables continues : ot les valeurs sont des nombres réels.
» Variables discrétes : ot les valeurs sont nombres entiers.
» Variables combinatoires : oul les valeurs sont des permutations sur un en-
semble fini de nombre.
— Le type de la fonction-objectif :
» Fonction linéaire.
» Fonction non linéaire.
» Fonction quadratique.
— La formulation du probleme :
» Probléme sans contraintes.

» Probléme avec contraintes.

19



Chapitre 2. PROBLEMES D’OPTIMISATION MULTI-OBJECTIF

2.1.3 Optimisation mono ou multi-objectifs

Un probleme d’optimisation peut avoir un ou plusieurs objectifs. Un probleme
monoobjectif est défini par une unique fonction objectif. S’il se trouve plusieurs ob-
jectifs qui génerent une contradiction entre eux, on parle alors d"un probléme multi-
objectifs. Pour des raisons de simplification, un probleme multi-objectif peut étre re-
formulé avec une seule fonction objectif ou en transformant des objectifs sous forme

de contraintes.

2.2 Formulation générale d’un probléme d’optimisation

multi-objectif

Un probleme d’optimisation multi-objectifs (multicritéres) (MOP) consiste a op-
timiser (minimiser) simultanément plusieurs fonctions objectifs f1, f2,..., fp, p > 2
sur un domaine R".

Mathématiquement, ce probleme peut s’écrire comme suit :

”min”(ou)”max”(fl (x),fz(x),...,fp(x))T, P >2

(MOP) =
g](x) S Ol] - 1,2,...,1’]’1

Tel que :
— x = (x1,x2,..., xn)T est le vecteur de n variables de décision.
— On pose F(x) = (f1(x), f2(x), ..., fp(x))T est le vecteur de p > 2 fonctions
objectifs & optimiser.

Ou

fi:R" > R,i=1,2,..,p
x — fi(x)

— Notons par S = {x € R": gi(x) < 0} 'ensemble de décision .
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Considérons l'application suivante :

F:S —- R?P

x — F(x)

L'image d’une solution x dans 1’espace des criteres est le point y = (y1, ..., ym) avec
y; = fi(x),i = 1.m, et Y = F(S) représente les points réalisables dans 1’espace des
objectifs. On impose sur cet ensemble une relation d’ordre partiel appelée relation

de dominance que nous allons définir dans la section suivante.

o Espace des variables de décision Espace des fonctions objectif
3

N4

S_i__.---*-"""""“ """" el T __T/M;Y—q._x\l

L4
¥

Xa ['I

FIGURE 2.1 — Représentation d’un probléme multi-objectif

La recherche de la solution optimale pour un probleme d’optimisation multi-
objectif souleve quelques réflexions par rapport a la notion méme de l'optimalité.
En effet, il est impossible de trouver une solution optimale unique pour un pro-
bleme multi-objectif, car il n'y a aucune combinaison des variables de décisions qui
minimise (ou maximise) toutes les composantes du vecteur F simultanément. Les
problemes multi-objectif ont en général un ensemble de solutions optimales dont les
valeurs des fonctions sont en fait les meilleurs compromis possibles dans 1’espace
des fonctions objectif. Il faut donc utiliser une autre définition de la "meilleure solu-
tion", afin de déterminer exactement quelle solution peut étre considérée meilleure
par rapport a une autre. Le concept de "l'optimalité de Pareto" (Pareto, 1896) est ainsi

utilisé pour établir une hiérarchie entre les solutions d"un probleme multi-objectif en
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vue de déterminer si une solution appartient réellement a I'ensemble des meilleurs

compromis.

2.3 Notions de dominance

La présence de plusieurs objectifs dans le probleme d’optimisation multi-objectif
modifie la terminologie employée, on ne parle plus de « d’optimum », mais de «

Notion de domination »

Définition 2.2. (La relation de dominance)

On dit que le vecteur y = (y1,Y2, ..., Yx ) domine le vecteur z = (21,22, ..., 2 ) Si
— y est au moins aussi bon que z sur tous les objectifs et,
— y est strictement meilleur que z sur au moins un objectif.

D’une maniere équivalente nous avons

Définition 2.3. La solution y domine une autre solution z, si les conditions suivantes sont

vérifiées

fiy) < filz)VIie{1,. ,k}et3l € {1,...k} tq fi(y) < fi(z)

Si la solution y domine la solution z, nous allons écrire y < z.

Notons que pour toute paire de solutions y et z, une et seulement une des
affirmations suivantes est vraie
— y domine z.
— y est dominé par z.
— y et z sont équivalentes au sens de la dominance (appelées aussi solutions
Pareto-équivalentes)
Lorsque 1'on applique la définition de la dominance, on peut avoir quatre régions

auxquelles on peut attribuer des niveaux de préférence.

Définition 2.4. Soient y,z € RP on dit que le vecteur y domine le vecteur z si
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— Dominance faible i tel que

i=12,..,p:y() < z(i)

— Dominance forte 3i

i=12,..,p:y(i) < z(i)

2.3.1 Propriétés de la relation de dominance

La relation de dominance telle qu’elle est définie ci-dessus :
— n’est pas réflexive, car une solution ne se domine pas elle méme.
— n’est pas symétrique, car onn’ajamaisy < zetz <y

— est transitive, carsiy < zetz <walorsy < w

-
o
o 0
o H (]
L= =
folx)
/1 u]
*
Fa & L=
o
& A
o = 3

falx]
FIGURE 2.2 — Relation de dominance
Un exemple illustratif du principe de domination est donné par la figure suivante :
En observant la figure ci-dessus, on peut dire que 1’étoile :
— domine chaque carré.

— dominé par chaque triang]le.

— équivalente a chaque anneau au sens de la dominance.
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2.3.2 Optimalité de Pareto

Soit P un ensemble de solutions candidates d"un probleme d’optimisation mul-
tiobjectif. L'ensemble P’ C P, composé de tous les éléments de P qui ne sont dominés
par aucun élément de P est dit sous-ensemble non dominé de 1’ensemble P.

— Optimalité locale au sens de Pareto : Une solution y est optimale localement

au sens de pareto s’il existe un réel § > 0 telqu’il n’y ait pas une solution z
dominant y et vérifiant ||z — y|| < ¢

— Optimalité globale au sens de Pareto : Une solution y est optimale globale-

ment au sens de pareto, ou optimale au sens de Pareto, ou encore Pareto-
optimale s’il n’existe aucun point de l'espace faisable D qui la domine. L'en-
semble des solutions Pareto optimale est appelé 1’ensemble de Pareto ou éga-
lement I’ensemble des compromis optimaux. L'image de l’ensemble de Pareto
dans l'espace des critéres est appelé la surface de Pareto (ou le front de Pareto

pour le cas bi-objectif) ou encore la surface des compromis optimaux.

Solutions supportées / non supportées

Sur le front Pareto, deux types de solutions peuvent étre différenciées :
les solutions supportées et les solutions non supportées. Les premieres sont celles
situées sur 'enveloppe convexe de 'ensemble des solutions (voir la figure 2.3) et
peuvent donc étre trouvées a l’aide d’une agrégation linéaire des objectifs [32]. Elles
sont donc plus simples a obtenir que les solutions non supportées qui elles, sont

plus difficile a trouver.
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QO Solution Pareto non supportée
* Foint de Nadir

@ Solution Pareto supportée
+  Pointidéal

9 Solution dominée

S

ynad

FIGURE 2.3 — Représentation des solutions supportées et non supportées, point idéal
et point de Nadir

2.3.3 Efficacité

Définition 2.5.
Une solution x* € S est une solution efficace ou pareto optimal s’il n’existe pas de x € S tel

que F(x) domine F(x*).

Définition 2.6. (Efficacité faible)
Une solution x* € S est dite faiblement efficace s’il n’éxiste pas de x € S telle que
F(x) < F(x*).

Une solution est faiblement efficace si son vecteur critére n’est pas fortement dominé.

Définition 2.7. (Efficacité forte)

Une solution x* € S est dite fortement efficace s’il n’éxiste pas de x € S telle que

x # x* et F(x) < F(x*).

Une solution x* est fortement efficace s'il n’éxiste pas une autre solution telle que le vecteur

critére, qui lui est associé soit aussi bon que celui x*.
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2.4 Front de Pareto et La surface de compromis

Définition 2.8. (Front de Pareto)
le front de Pareto est I'ensemble généralement non convexe constitué par l'image des solu-

tions efficaces dans I'espace des criteres. En effet, le front de Pareto est I'ensemble Ynp =

F(XE).

La figure suivant montre le front de Pareto pour les différentes situations envi-
sageables pour un probleme deux criteres. Notons que, le front de Pareto de chaque

cas et la partie en gras de I'ensemble.

fo

A

min(f1),max(f2) e max(f1),max(f2)

o =

SO
7 h
ok

fi

FIGURE 2.4 — Le front de Pareto

2.4.1 Les points caractéristiques

Nous présentons quelques points caractéristiques tres utilisent dans 1’optimisa-
tion multiobjectif notamment le point idéal, le point nadir, la matrice des gains.
Point idéal

Le vecteur idéal y* = (y7,.,y,,) est obtenu en optimisant séparément chaque

fonction objectif f;,i.e.y = f*(x),x € S . Généralement ce vecteur n’appartient pas
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a I’espace objectif réalisable mais il est dans certains cas utile en tant que référence,

par exemple, pour normaliser les valeurs des objectifs.

Point de Nadir

A la différence du vecteur idéal qui représente les bornes inférieures de chaque
objectif dans I’espace faisable, le vecteur de Nadir correspond a leurs bornes supé-
rieures sur la surface de Pareto, et non pas dans tout I'espace faisable . Ce vecteur
sert a restreindre 1'espace de recherche; il est utilisé dans certaines méthodes d’op-

timisation interactives.

E 3 : :
1 1
1 1
| ™ ™ . . |
1 1
1 1
1 1 i ) .

R R ki - A Point ideal
' |
1 1
: L ] L ] ] [ ] [ ] :
1 1
1 1
| . * - - .
I I
o |
. - . . . +
I I
1 1
1 1
! . . . - # Point nadir
i i
1 1
1 [ ] [ ] L ]
1 1
| |
j -
! o ’ Point o
! ! de la borne inférieure
1 1
L TP R . ST T

1 T
i I

FIGURE 2.5 — Point idéal et relaxation, point nadir, borne inférieure
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Matrice des gains

(Matrice des gains) soit &’ une solution optimale du critere f; . La matrice des

gains p X p est formée des éléments z;'- = f;(&7) tels que

o my eom
G=|ziy - zf Zik
k

_zp]. e e e zk] o e e zp-

Les coordonnées du point idéal apparaissent sur la diagonale principale de cette
matrice et les coordonnées du point Nadir apparaissent sur la diagonale opposée.
Lorsqu’un criteére j possédé plusieurs solutions optimales, la colonne j de la matrice
des gains dépendra de la solution &’ choisie (la matrice des gains est univoquement

déterminée si, pour tous les critéres j, la solution ¥’ est unique).

2.4.2 Fonctions scalarisantes

Le choix d"une solution efficace parmi toutes les solutions réalisables exige une
certaine connaissance de la structure de préférence. Cette information est obtenue
directement ou indirectement et peut parfois se traduire en terme de parametre de
préférence. Les plus courantes sont :

1) Les poids Ak, k = 1,2,...,p qui refletent I'importance relative de chaque cri-

tere.

2) Le point de référence qui est défini par des niveaux de réservation (valeurs

souhaitables) sur chaque critéere .
3) Le point de réservation qui est défini par des niveaux (valeurs non souhai-
tables) sur chaque critere.
La fonction scalarisante est défine par s(z,A) : R X A — R o1 A est 'ensemble des

parameétres. Les fonctions scalarisantes les plus courantes sont les suivantes :
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Fonctions linéaires :

p p p
s1(z,A) = Z Akzk avec Z Ak =1,Ar > 0,Vketsy(z,A) = Z Aklzk — Zk
k=1 k=1 k=1

Norme L, pondérée :
1
14 q
s3(z,A) = [Z Aklzk — Zqu]
k=1

Norme L, de Tchebycheff pondérée :

s4(z,A) = maxy<k<p{Ak|zk — Zk|}

Norme Tchebycheff pondérée augmentée :

%
s5(z,A) = maxi<k<,{Ak|zk — Zk|} +p ) Aklzi — Zkl;p > 0.
k=1

Ici Zj désigne une valeur de référence de zj.
Les fonctions scalarisantes ne peuvent engendrer que des vecteurs non dominés.

Dans ce cas, elles caractérisent completement I’ensemble des solutions efficaces.

2.5 Convexité

Comme nous le verrons plus tard, certaines méthodes d’optimisation multiob-

jectif nécessitent de travailler sur un espace Y des valeurs de F qui soit convexe

Définition 2.9. Un ensemble Y est convexe si, pour n’importe quels deux points distincts

de cet ensemble, le segment qui relie ces deux points est contenu dans I'ensemble S.
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2.6

CONCAVE CONVEX
]

@ grammarly

Les Méthodes de résolution des problemes multi-

objectives

La résolution d"un probleme multi-objectif menant a la détermination d’un en-

semble de solutions Pareto, il est nécessaire de faire intervenir I’humain a travers un

décideur, pour le choix final de la solution a garder. Ainsi, avant de se lancer dans la

résolution d'un probleme multi-objectif, il faut se poser la question du type de mé-

thode d’optimisation a utiliser. En effet, on peut répartir les méthodes de résolution

de problemes multi-objectif en trois familles, en fonction du moment ot intervient

le décideur.

Ainsi nous pouvons trouver les familles suivantes :

— Les méthodes d’optimisation a priori : dans ce cas, le compromis que l'on

désire faire entre les objectifs a été défini avant 'exécution de la méthode.
Ainsi une seule exécution permettra d’obtenir la solution recherchée. Cette
approche est donc rapide, mais il faut cependant prendre en compte le temps
de modélisation du compromis et la possibilité pour le décideur de ne pas
étre satisfait de la solution trouvée et de relancer la recherche avec un autre
compromis.

Les méthodes d’optimisation progressives : ici, le décideur intervient dans
le processus de recherche de solutions en répondant a différentes questions
afin d’orienter la recherche. Cette approche permet donc de bien prendre en
compte les préférences du décideur, mais nécessite sa présence tout au long

du processus de recherche.
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— Les méthodes d’optimisation a posteriori : dans cette troisieme famille de
méthodes, on cherche a fournir au décideur un ensemble de bonne solutions
bien réparties. Il peut ensuite, au regard de 1’en- semble des solutions, sélec-
tionner celle qui lui semble la plus appropriée. Ainsi, il n’est plus nécessaire
de modéliser les préférences du décideur (ce qui peut s’avérer étre tres dif-
ficile), mais il faut en contre partie fournir un ensemble de solutions bien
réparties, ce qui peut également étre difficile et requérir un temps de calcul

important (mais ne nécessite pas la présence du décideur).

2.6.1 Les méthodes exactes

Les méthodes exactes cherchent a trouver de maniere certaine la solution op-
timale en examinant de maniere explicite ou implicite la totalité de 1'espace de re-
cherche. Elles ont I’avantage de garantir la solution optimale néanmoins le temps de
calcul nécessaire pour atteindre cette solution peut devenir tres excessif en fonction
de la taille du probleme (explosion combinatoire) et le nombre d’objectifs a optimi-
ser. Ce qui limite l'utilisation de ce type de méthode aux problemes bi-objectifs de
petites tailles. Les références existantes et qui présentent la plupart des méthodes
exactes sont Ulungu [30] et Ehrgott [11].

Ces méthodes sont basées principalement sur les procédures de Branch and Bound,
Cut ou Price et la programmation dynamique. Une approche particuliere pour 1'op-

timisation multi-objectif est la programmation par but.

» La recherche dichotomique :
La recherche dichotomique offre un schéma d’application de 1’agrégation linéaire
permettant d’obtenir les solutions non supportées. Cette méthode consiste a ex-
plorer de facon dichotomique des intervalles de front de plus en plus petits. Tout
d’abord les solutions extrémes sont recherchées. Puis une recherche est menée entre
ces solutions r et s suivant une direction perpendiculaire a la droite (r,s). En interdi-
sant de ré-obtenir les solutions r et s et en éliminant les solutions dominées par ces

solutions, cette recherche trouve la meilleure solution Pareto relativement a cette
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direction de recherche, solution qui peut alors étre non supportée. Cette nouvelle
solution crée deux nouveaux intervalles qu’il faut explorer de la méme fagon. Cette
méthode, dédiée au bi-objectif, est intéressante mais nécessite de 'ordre de 2" re-

cherches, si n est le nombre de solutions du front Pareto.

» Méthode en deux-phases :
La méthode deux-phases a initialement été proposée par Ulungu et Teghem pour la
résolution d’un probléeme d’affectation bi-objectif. Comme son nom l'indique, cette
méthode est décomposé en deux étapes : la premiere consiste a trouver toutes les
solutions supportées du front Pareto, puis la deuxieme phase cherche entre ces so-
lutions les solutions Pareto non supportées. Cette méthode travaille donc essentiel-

lement dans ’espace objectif.

1). Premiere phase
L’objectif de la premiére phase est d’obtenir I’ensemble des solutions Pareto sup-
portées. Comme nous l’avons vu précédemment, ces solutions ont I’avantage d’étre
relativement faciles a trouver puisqu’elles optimisent une certaine combinaison li-
néaire des objectifs. Ainsi, durant la premieére phase de la méthode, les deux solu-
tions extrémes (solutions optimisant chacune un des deux objectifs) sont recherchées
(voir figure 2.6.a). Puis, de fagon récursive, dés que deux solutions supportées r et s
sont trouvées, la méthode recherche d’éventuelles autres solutions supportées entre
r et s, al’aide de combinaisons linéaires bien choisies des objectifs (voir figure 2.6.b
et 2.6.c). A la fin de la premiere phase 1’ensemble des solutions supportées est donc
trouvé (voir figure 2.6.d). Cette premiere phase rappelle la méthode dichotomique,
mais ici seules les solutions supportées sont recherchées. Pour cela, lors de I'explo-
ration entre deux solutions, on s’autorise a retrouver 1'une de ces deux solutions,

lorsqu’il n’existe pas d’autre solutions supportées dans l'intervalle.

2). Deuxiéme phase
La deuxieme en phase consiste alors en la recherche des solutions non supportées

appartenant au front Pareto. Ces solutions ne peuvent étre obtenues par combinai-
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sons d’objectifs. Alors on utilise les solutions supportées trouvées pour réduire l'es-
pace de recherche puisque les solutions Pareto non supportées restantes sont forcé-
ment dans les triangles rectangles basés sur deux solutions supportées consécutives
(voir figure 2.6.e). Ainsi, une recherche de type deuxiéme phase est exécutée entre
chaque couple de solutions supportées adjacentes (voir figure 2.6.f et 2.6.g). La mé-
thode de recherche au sein de ces triangles dépend du probleme étudie. A la fin de

la deuxieme phase, toutes les solutions Pareto sont trouvées.

|

f:u:j.__ l T

1
f
o i@ ) 0 £ o !

&l g

FIGURE 2.6 — Illustration des différentes étapes de la méthode deux phases.

» Méthode des sommes pondérées :

Cette méthode de résolution d’un probleme d’optimisation multi-objectif est la
plus évidente et, probablement, la plus largement utilisée en pratique. Elle consiste
a ramener le probléme multi-objectif au probleme de I’optimisation d"une combinai-
son linéaire des objectifs initiaux. Ainsi, il s’agit d’associer a chaque fonction objectif

un coefficient de pondération et a faire la somme des fonctions objectifs pondérées
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pour obtenir une nouvelle et unique fonction objectif. Un probleme multi-objectif se

transforme alors de la maniére suivante :
m
min Y Aifi(x) m>2
i=1

ott les poids A; > Osonttelsque: Y ;2 ;A; =1

Les résultats obtenus avec de telles méthodes dépendent fortement des para-
metres choisis pour le vecteur de poids. Les poids A; doivent également étre choisis
en fonction des préférences associées aux objectifs, ce qui est une tache délicate. Une
approche généralement utilisée consiste a répéter I'exécution de l'algorithme avec
des vecteurs poids différents. Cette méthode est trés efficace du point de vue algo-
rithmique, mais son principal inconvénient est qu’elle ne permet pas de trouver les

solutions enfermées dans des concavités (surface de compromis non-convexe).
» La méthode de programmation par but, (Goal programming) :

Cette méthode est également appelée target vector optimisation, le décideur fixe
un but G; a atteindre pour chaque fonction objectif f;. Ces valeurs sont ensuite ajou-
tées au probleme comme des contraintes supplémentaires. La nouvelle fonction ob-
jectif est modifie de fagcon a minimiser la somme des écarts entre les résultats et les

buts a atteindre :
k
min Z |fi(x) — G; |
i=1

G; represente le but a atteindre pour le i,me objectif. Cette méthode est facile a
mettre en oeuvre mais la définition des poids et des objectifs a atteindre est une
question délicate qui détermine 1'efficacité de la méthode. dans des concavités (sur-

face de compromis non-convexe).

» Méthode € contrainte :
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Cette méthode permet de transformer le probléme d’optimisation multi- objectif
en un probleme mono-objectif. La méthode consiste a convertir m — 1 des m objectifs
du probléme en contraintes et d’optimiser séparément 1’objectif restant [8].

La démarche est la suivante :

— Nous choisissons un critere a optimiser prioritairement.

— Nous transformons le probleme conservant 1’objectif prioritaire et nous trans-

formons les autres objectifs en des contraintes d’'inégalité.

Le probleme peut étre reformulé de la maniere suivante :

Min f;(x)
tq:
fix) < e

fi—1(x) <e€iq

fir1(x) < e€itq

fn(x) < €m
et queg(x) <0
avecx € R", f(x) € R",g(x) € R1

L’approche par e-contrainte doit aussi étre appliquée plusieurs fois en faisant varier
le vecteur € pour trouver un ensemble de points Pareto optimaux. Cette approche
a l’avantage de ne pas étre trompée par les problemes non convexes. Ainsi la figure
2.7 illustre, en dimension 2, le cas olt un point (€; fimin), de la partie non convexe,
est trouvé. La figure 2.7 montre aussi comment cette approche procede. En trans-

formant des fonctions objectifs en contraintes, elle diminue la zone réalisable par
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paliers. Ensuite, le processus d’optimisation trouve le point optimal sur 1’objectif
restant. L'inconvénient de cette approche réside dans le fait qu’il faille lancer un
grand nombre de fois le processus de résolution. De plus, pour obtenir des points
intéressants et bien répartis sur la surface de compromis, le vecteur € doit étre choisi
judicieusement.

f2.

— Front Pareto
Zone non réalisable

Zone réalisable

fl min ’ Jr]

FIGURE 2.7 — Interprétation graphique de la méthode € contrainte.

2.6.2 Les méthodes approchées

Meéthodes souvent inspirées de mécanismes d’optimisation rencontrés dans la
nature. Elles sont utilisées pour les problémes o1 on ne connait pas d’algorithmes de
résolution en temps polynomial et pour lesquels on espere trouver une solution ap-
prochée de I'optimum global. Elles cherchent & produire une solution de meilleure
qualité possible dictée par des heuristiques avec un temps de calcul raisonnable en
examinant seulement une partie de I'espace de recherche. Dans ce cas 'optimalité
de la solution n’est pas garanti ni I’écart avec la valeur optimal. Parmi ces heuris-
tiques, on trouve les métaheuristiques qui fournissent des schémas de résolution

généraux permettant de les appliquer potentiellement a tous les probléemes.

Plusieurs classifications des métaheuristiques ont été proposées, la plupart dis-
tinguent globalement deux catégories : celles se basant sur une solution unique et

celles se basant sur une population de solution [20].
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» Métaheuristiques :
Les métaheuristiques les plus utilisées
Reconnues depuis de nombreuses années pour leur efficacité, les métaheuristiques
sont une famille de méthodes stochastiques qui consistent a la résolution des pro-
blemes d’optimisation. Elles exploitent généralement des processus aléatoires dans
I’exploration de 1’espace de recherche pour faire face a ’explosion combinatoire en-
gendrée par 'utilisation de méthodes exactes.
Leur particularité réside dans le fait qu’elles sont adaptables a un grand nombre
de problemes sans changements majeurs dans leurs algorithmes, d’ou le qualifica-
tif "méta". L'un des avantages de celles-ci est leur capacité a optimiser un probleme
a partir d'une quantité minimale d’information, cependant elles n’offrent aucune
garantie quant a 1'optimalité de la meilleure solution trouvée. Seule une approxi-
mation de l'optimum global est donnée. Les métaheuristiques sont des méthodes
qui ont un comportement itératif, c’est-a-dire que le méme schéma est reproduit
un certain nombre de fois au cours de I'optimisation, et elles sont directes, dans le
sens ou elles ne font pas appel au calcul du gradient de la fonction. L'utilisateur
est certes, demandeur de méthodes rapides et efficaces, mais il est aussi demandeur
de méthodes simples d’utilisation. Un enjeu majeur des métaheuristiques est donc
de faciliter le choix des méthodes et de simplifier leurs réglages, afin de les adapter
au mieux aux problemes posés. Les métaheuristiques sont en évolution permanente.
De nombreuses méthodes sont proposées chaque année pour améliorer la résolution
des problémes les plus complexes. Du fait de cette activité permanente, un grand
nombre de classes de métaheuristiques existe actuellement. Les méthodes les plus
courantes sont le recuit simulé, la recherche tabou, les algorithmes de colonies de
fourmis. La section suivante est dédiée a la présentation de ces méthodes [16].
1). Méthode de colonies de fourmis
Le principe de la méthode provient analogiquement avec les comportements collec-
tifs des insectes, les algorithmes de colonies de fourmis sont nés d'une constatation
simple : les insectes sociaux, et en particulier les fourmis, résolvent naturellement
des problemes complexes. Un tel comportement est possible car les fourmis com-

muniquent entre elles de maniere indirecte par le dép6t de substances chimiques,
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appelées phéromones, sur le sol et le suivi de pistes observés dans les colonies de
fourmis et construisent ainsi une solution a un probleme en tenant compte de leur
expérience collective. Au fait, elles adoptent pour la recherche de la solution la no-
tion du plus court chemin.

D’une maniere simplifiée, les fourmis commencent par se déplacer au hasard. Puis,
lorsqu’elles trouvent de la nourriture, elles retournent vers leur colonie, en mar-
quant leur chemin a I’aide de phéromone. Si d’autres fourmis rencontrent ce chemin,
il y a de fortes chances qu’elles arrétent leurs déplacements aléatoires et qu’elles re-
joignent le chemin marqué, en renfor¢ant le marquage a leur retour, s’il mene bien
vers la nourriture. Par conséquent, le chemin le plus court sera davantage parcouru,
et donc plus renforcé et plus attractif. Par conséquent, le nombre de fourmis suivant
cette trajectoire augmente. Au fil du temps, la quantité de phéromones déposée sur
le plus long chemin diminue et finit par disparaitre. Toutes les fourmis suivent alors
le chemin le plus court.

L’algorithme de colonies de fourmis a été principalement utilisé pour produire des
solutions quasi-optimales au probléeme du voyageur de commerce, puis, plus géné-
ralement, aux problémes d’optimisation combinatoire. Récemment, son emploi s’est
généralisé a plusieurs domaines, depuis l'optimisation continue jusqu’a la classifi-

cation, ou encore le traitement d’image [16].

Algorithme 3 : Algorithme de colonie de fourmis [16]

1. Initialisation

Initialiser les pistes de phéromone

2. Construction de la solution

Pour chaque fourmi répéter

Construction de la solution en utilisant les pistes de phéromone
3. Mise a jour des pistes de phéromone

Jusqu’a atteindre la condition d’arrét

2). Méthode de recuit simulé
L'origine de la méthode du recuit simulé provient de la métallurgie, ot1, pour at-
teindre les états de basse énergie d'un solide on chauffe celui-ci jusqu’a des tempé-

ratures trés élevées, apres on le laisse refroidir lentement [16].
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Lorsque le solide est a une température, chaque particule possede une tres grande
énergie et peut effectuer de grands déplacements aléatoires dans la matiére. Au fur
a mesure que la température est abaissée, chaque particule perd de I'énergie et sa
capacité de déplacement se réduit. Les différents états transitoires de refroidisse-
ment permettent d’obtenir des matériaux trées homogenes et de bonne qualité. Ce
processus est appelé le recuit. Cette méthode repose sur 1'algorithme de Metropo-
lis en 1953 [24]. Cet algorithme nous permet de sortir des minima locaux avec une
probabilité élevée si la température T est élevée, et de conserver les états les plus

probables pour de trés basses températures.
Algorithme 4 : Recuit Simulé [7, 25]

1. Générer aléatoirement une configuration initiale s = s dont correspond

I'énergie initiale E = E,,

2. Initialiser la température T = Tj en fonction du schéma de
refroidissement,

3. Générer d'une maniere aléatoire une configuration voisine sy de la
configuration actuelle s, en déplacant au hasard un atome quelconque,

4. Calculer la variation de 1’énergie AE = f(s’) — f(s)

Si AE < 0, alors la nouvelle solution améliore la fonction objectif et
diminue I’énergie, donc elle est acceptée.

Sinon, elle sera acceptée avec une probabilité égale a eAE/T

5. Répéter 3. et 4. jusqu’a ce que la configuration optimale soit atteinte.

6. Décroitre la température et répéter jusqu’a ce que le systeme se solidifie.

3). Recherche Tabou
La recherche tabou est une méthode de recherche locale introduite dans les années
80 par Fred Glover. Elle est basée sur des mécanismes inspirés de la mémoire hu-
maine. Elle se distingue des méthodes de recherche locale simples par 1'utilisation
d"une mémoire appelée liste tabou de taille k, qui enregistre les k dernieres solu-
tions visitées vers lesquelles il est interdit de se déplacer (d’ot1 le nom attribué a la
méthode par Glover). Cette liste est utilisée lors de déplacements dans le voisinage
dans le but de favoriser une large exploration de I'espace des solutions et d’éviter

d’y retourner trop rapidement a des solutions déja visitées. En effet, a partir d'une
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configuration courante s, on choisit une solution s’ € N(s) en dehors des éléments
de cette liste tabou T, méme si elle dégrade la fonction objectif £, puis on ajoute s” a
T. Quand le nombre k est atteint, chaque nouvelle solution sélectionnée remplace la

plus ancienne dans la liste [1, 6, 10].
Algorithme 5 : Recherche Tabou [10]

1. Générer une solution s,

2. Choisir une nouvelle solution s qui minimise f(s”) dans le voisinage de
s et qui ne figure pas dans la liste tabou T,

3.5i f(s") < f(s) alors :

s<+—s’,

4. Poser s = s’ et mettre a jour T,

5. Répéter 2. 3. et 4. jusqu’a ce que le critere d’arrét soit atteint.

Le critere d’arrét peut étre le nombre maximal d’itération sans amélioration

de la solution s ou le temps limite de fonctionnement de I’algorithme qui

sont fixés a ’avance.

4). Algorithmes Génétiques

Les algorithmes génétiques ont été largement utilisés dans la communauté multi-
objectif. Ils sont tres appropriés pour résoudre des (PMO) grace a 1'utilisation d'une
population de solutions. Ils peuvent chercher plusieurs solutions Pareto-optimales
dans la méme exécution. Les algorithmes génétiques (AGs) ont été introduits par
Holland comme un modeéle de méthode adaptative. Ils s’appuient sur un codage
de I'information sous forme de chaines binaires de longueur fixe et d"un ensemble
d’opérateurs génétiques : la sélection, la mutation, le croisement. Un individu sous
ce codage, appelé un chromosome, représente une configuration du probleme.

Des exemples d’algorithmes évolutionnaires sont donnés par VEGA (Vector Evalua-
ted Genetic Algorithm , MOGA (Multiple Objective Genetic Algorithm ), (NSGA)
(non dominated sorting genetic algorithm ), SPEA (Strength Pareto evolutionary
algorithm ) ou encore M-PAES (memetic Pareto archived evolution strategy algo-

rithm).
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Les Methodes multi-objectives

a prior prograssives a postenon
Les methodes Les méthodes
Exactes approcheées
La recherche Heuristiques Metaheuristiques
dichotomique
Methode en Methode de colonies
dew-phases de: fourmis
Methode des recuit simule
sommes ponderees
. Recherche Tabou
La methade de
programmation
par but Algorithmes
Genetiques
Methode e
contrainte

FIGURE 2.8 — Classification des méthodes de résolution multi-objectif
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CHAPITRE 3

RESOLUTION DU PROBLEME DE
SAC A DOS BI-OBJECTIF

Ce chapitre est consacré a la résolution approchée du probleme du sac a dos
bi-objectif. Nous proposons a ce propos la méthode en deux phases proposée par
Ulungo et Teghem [30] ,pour la résolution exacte des problemes d’optimisation com-

binatoire multi-objectif .

3.1 La méthode en deux phases

La méthode en deux phases est un schéma général de résolution pour les pro-
blemes d’optimisation combinatoire bi-objectif. La phase 1 varie trés peu en général

et la phase 2 doit étre spécifique au probléme.
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Soit le probleme de sac a dos bi-objectif (bi-KP) :

max zj(x) = i, v;:xj, i€ {1,2},v; € N?
tq:
2;-1:1 wijx; <C, Cw; e IN*
x; € {0,1},7 € {1,..,n}

(bi(KP)) =

3.1.1 Phase 1: détermination des solutions supportées

La premiere phase est une variante de la méthode dichotomique de Aneja et Nair
[34]. Elle consiste a calculer les solutions efficaces supportées Xgg,, [35].
On note S I'ensemble des solutions efficaces supportées initialisé par les deux solu-
tions lexicographique optimales correspondantes a (z1(x),z2(x)) et (z2(x),z1(x))
respectivement.
Le calcule des ses solutions revient a I’optimisation a un seul objectif, nous résolvons

donc les deux probleme mono-objectif pj et p, pouri =1eti =2:

;

max z;(x)
tq:
Z?:l wix; <C, C,w;€N*
x; € {0,1},j € {1,..,n}

(bi(KP)) =

Les solutions trouvées x! et x? sont les solutions optimales des problemes p1 et p2
respectivement .

Apres la génération des deux solutions lexicographique optimales, nous appliquons
la recherche dichotomique .

La recherche dichotomique est initialisée par les deux solutions lexicographique op-
timales x! et x2 qu’on notera x" et x° respectivement.

Par la suite on considere deux points consécutifs y" et y* tel que y" = (z1(x"),z2(x"))
et y° = (z1(x%),z2(x%)) et le segment reliant ces deux points est noté y"ys.

On associe alors un probléeme (p,) dont la pondération :

A = (y5 —y5,y; — y}), un point y* est obtenu lors de la résolution de (p,) et deux
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cas sont alors a considérer :

— Siy' Ny™ys = @ alors y' n’est pas sur le segmant reliant les deux points y" et
y® (voir figure 3.1.b), ce qui signifie que deux nouveaux intervalles qu’il faut
explorer sont crée, nous avons donc deux problémes pondéré a résoudre.

— Sinon, y! se trouve sur le segment, donc aucun nouveau probleme pondéré
n’est généré, par conséquent la recherche dichotomique est terminé (voir fi-

gure 3.1.a).

(a) (b)

FIGURE 3.1 - Les deux cas de la recherche dichotomique.

Algorithme 6 : Phase 1

Entrée : C, wj, vj.

Sortie : Une solution supportées y", y*,y'.
1. Début

2. Résoudre p1, p2 , obtenir x", x°;

3.7 = (21(x), 2(x") , ¥ = (21(x%), 22(+"))

4.8 {y"y°};

5. Choisir 2 point supportée adjacent y”, y*;

6. Résoudre p, avec A = (v — y5,y5 — y}), obtenir y*;
7.S5iA -yt £ Ay, S«—SU{y'};

8. S’il reste des adjacences non traiter revenir a (5);

9.5i A - y' = A - y" et les adjacences sont toutes traitées aller a phase 2;

10. Fin
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3.1.2 Phase 2: détermination des solutions non supportées

Lors de la deuxieme phase, on détermine les solutions efficaces non supportées.
Les solutions obtenues dans la premiére phase sont utilisées pour diminuer 1'espace
de recherche ol se trouvent potentiellement d’autres solutions efficaces. L'espace de
recherche est ainsi découpé en plusieurs zones de recherches. Chaque zone de re-
cherche est un triangle délimité par deux solutions efficaces adjacentes, qui contient

tous les points qui ne sont dominés par aucunes des deux solutions [36].

Donc, chaque couple (y",y°) de points consécutifs est utilisé pour définir un tri-
angle rectangle dont ils forment I’hypoténuse qu’on note A (y", y°).
L’autre sommet de ce triangle est (y},y3) et est appelé point nadir local de y" et y*
. Ensuite, chaque triangle est visité un a un a la recherche de nouvelles solutions.
L’exploration de chaque triangle se fait au moyen d’un algorithme d’énumération,
nous utiliserons 'algorithme de séparation et évolution (Branch and Bound).

La partie évaluation consiste a définir les bornes qui décrivent chaque triangle.

1 Les bornes z4,2, :
Comme le triangle A(y",y°) est définit par les deux points y" et y° alors
zq = yj est une borne inférieur par rapport au premier objectif et z, = y;

pour le second.

2 Laborne inférieur pour (p,) :
La borne inférieure du probléeme (P,) est donnée par z* = Ay", ot1 yV est le
point nadir local défini par yN = (y1,y3).

Cette borne est mise a jour au fur et a mesure que de nouvelles solutions
potentiellement efficaces sont trouvées dans le triangle. Soit {y%,...,y™} les
points réalisables potentiellement non dominés connus dans le triangle, tels
m—+1

que y{ < y{_H pour tout j € {1,...,m — 1}. En renommant yO =",y =y,

e . ' i1
la valeur de cette borne inférieure est z* = minc (o, .m—1} (My) + Azyf— ).
L'évaluation des noeuds se fait en calculant séparément une borne supérieure
sur chacun des objectifs z1,z et z). Si une de ces bornes est inférieure ou

égale a la borne inférieure correspondante, alors le noeud est fermé [37].
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Chapitre 3. Résolution du probleme de sac a dos bi-objectif

FIGURE 3.2 — Représentation des triangles.

FIGURE 3.3 — Représentation des bornes du triangle.

Dans la partie séparation on suit les étapes suivantes :

1). Le noeud Sp de 'arbre est initialisé par 1'une des solutions x” ot x° , suppo-

sons x°.

2). Soit {i/x; =1} 'ensemble des indices des variables égale a 1 dans cette solu-

tion.

3). On crée alors q sous noeud Sy, ...,S; qui sont caractérisés par 1 jusqu’a q va-

riables fixes.

4). Toute les solutions non supportée obtenue sont affectées a la liste S ,qui au

début est vide.
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Chapitre 3. Résolution du probleme de sac a dos bi-objectif

FIGURE 3.4 - Principe de séparation.

Algorithme 7 : Phase 2

Entrée : x".

Sortie :L'ensemble de solutions supportées et non supportées S.

1. Début

2. Initialiser x = x";

3. Calculerz; =yj, z, =y3,z* = A- (YL, y3);

4 Tant que z1(x) > z et zp(x) > z, et z* (x) > z faire;
5 Déterminer I'ensemble J* = {i/x} =1} = {p1,... ps};
6. Si J1 = @ terminer;

7 Sinon

8 Pour j allant de p1 & p, tel que j € J* faire;

9 xj=0;

10. x;j=1,i € Jteti <jeti> pyrésoudre (p,);
11. Si p) admet une solution x alors

12. Calculer z1,z2,z; ;

13. S=SU{(z1(x),z2(x)) } = {y1, . y"};

14. Y=y y" =y

15. 2 = mi"je{o,...,m}}\ly{ + Azy;Jrl ,aller en 3
16. Fin si

17. Fin pour

18. Fin si

19.  Fin tant que
20. Fin
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, Nous nous sommes intéressés a la résolution exacte de sac a
dos bi-objectif unidimensionnel en variables binaires. Ce dernier étant un probleme
classique de I'optimisation combinatoire, présent en tant que sous probléme dans
de nombreux problémes d’optimisation. Notre travail porte sur 1’application de la

méthode en deux phases pour sa résolution.

Pour cela, nous avons présenté le probléme de sac a dos et ses différentes va-
riantes en premier lieu, puis nous avons donné les outils de bases de I'optimisation
multi- objectif et dans la derniére partie nous avons présenté la méthode en deux
phases a été appliquée pour la résolution du probleme de sac a dos bi-objectif uni-
dimensionnel en variables binaires.

Finalement, nous avons appliqué la méthode sur un exemple numérique.
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e Résumé:

Dans ce travail, on s’est intéressé a la résolution d’un probléme d’optimisation combinatoire
avec une méthode éxacte qui est la méthode en deux phase cas : sac a dos bi-objectif . On a
rappelé d’abord le probleme du sac a dos et les méthodes de résoudre exactes et approchées
pour ce probleme, de la méme fagon, on a donné quelques notions de base en optimisation
et on définit le probleme d’optimisation MultiuObjectif , avec ses concepts fondamentaux : (
la domination, Front de Pareto et La surface de compromis, la convexité...). Puis on décrit les
méthodes de résolution.

Enfin, nous décrivons la méthode en deux phases appliquées a notre probléme.

e Mots clés : optimisation multi-objectif, sac a dos, méthode en deux phases.

e Abstract:

In this work, we are aiming to solve combinatorial optimsation issue, the case of bi-creteria
knapsack problem . We first recalled the problem of the backpack and the exact and approx-
imate methods of solving for this problem, in the same way, we gave some basic concepts in
optimization and we denied the problem of multi-objective optimization, with its fundamen-
tal concepts : (Domination, Pareto forehead and compromise surface, convexity...). Then we
describe the resolution methods.

Lastely, to archive our mentioned aim and in order to describe the methode in two phases.

e Keywords : Multi-objective optimization, Knapsack, method two phases.
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