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INTRODUCTION

En 1934, Marty a introduit les superstructures en tant qu’extension des structures al-
gébriques [15]. Depuis lors, d’'importants progres ont été réalisés dans ce domaine, comme
en témoignent divers chercheurs. Le concept de cyclicité détient un grand pouvoir dans
I’étude des groupes, et Wall a été un pionnier dans l'investigation des hypergroupes cy-
cliques. Plusieurs approches ont été développées et étudiées par différents chercheurs suite
a l'exploration de la périodicité des hypergroupes. Une approche a été largement exami-
née par De Salvo, Freni et Corsini [6, 9, 10, 11], tandis qu'une autre a été étudiée par
Vougioknis, Cougetsoff, Kessoglide et Spartalis [13, 17, 18, 19]. Novak et al. ont réalisé
une étude approfondie sur les hypergroupes périodiques [6, 9, 10, 11], examinant les deux
définitions de la périodicité. Gu a introduit le concept de l'indice d'un générateur dans
le domaine cyclique, et des chercheurs ultérieurs se sont plongés dans le sujet en détail.
Malgré I'importance et les progres réalisés, I’étude des hypergroupes cycliques pose encore
de nombreuses questions sans réponse.

A la fin de 'année 1966, Imai et Iseki [7] ont proposé le concept d’algebre BCK. Plus
récemment, Barzuei, Jun, Zadi et d’autres [19] ont appliqué les superstructures a leur
algebre BCK, introduisant la notion de super K-algebre étendue aux (quasi) groupes.
L’idée des hypergroupes quasi-standard, désignés comme polygroupes par Comer [3], a
également été introduite en 1982 par Bonansiniga et Corsini [1].

L’objectif de I'étude des hypergroupes est de comprendre les structures mathéma-
tiques abstraites qui généralisent les propriétés des groupes. Les hypergroupes permettent
de modéliser des opérations binaires non nécessairement associatives, ce qui les rend utiles
pour représenter des phénomenes complexes dans divers domaines mathématiques et ap-
pliqués. L’analyse des hypergroupes aide a explorer des concepts mathématiques avancés
et a résoudre des problemes qui dépassent les limites des groupes traditionnels. En ré-

sumé, I’étude des hypergroupes vise a étendre et a approfondir notre compréhension des
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structures algébriques.

L’organisation de ce mémoire est la suivante : Nous commencons par fournir des dé-
finitions fondamentales et des résultats relatifs aux superstructures et aux supergroupes
cycliques qui sont utilisés dans cette étude. Dans la Section 2, nous approfondissons les
questions non résolues concernant les sous-hypergroupes des hypergroupes circulaires.
Nous donnons un apergu concis des concepts de base des hypergroupes et des hyper-
groupes circulaires, avec des informations complémentaires disponibles dans les références
citées [5], [7] et [8]. Nous passerons également en revue les travaux antérieurs sur les hyper-
algebres et introduirons de nouvelles idées. En plus de présenter de nouveaux résultats,

comme mentionné dans le résumé.




Généralités sur les groupes

1.1 Généralités

Définition 1.1 (Groupe) Un groupe est un couple (G,*) constitué d’un ensemble G et

d’une loi de composition interne x sur G de sorte que :

e x est associative,

e il y a dans G un élément neutre pour *,

o tout élément de G admet un symétrique pour la loi *.
C’est-a-dire :

e Va,y,2 €G, (xxy)xz=1xx*(yx*2z2),

e ceGVreG,xxe=¢exr=ur,

e VzeG,dyeGrxy=y*xx =e.

Remarque 1.1 Si (G,*) est un groupe, il y a unicité du neutre (déja vu en cas plus
général).

Si de plus x est commutative, on dit que (G,*) est un groupe commutatif.

1.2 Exemples

e (N, +) n’est pas un groupe.
e (Z,+) est un groupe.
e (Z, x) n’est pas un groupe.
e (Q, x) n’est pas un groupe, mais (Q*, x) en est un.
e Créons un groupe a trois éléments G = {a, b, c}, de loi © définie par la table de Pythagore

donnant zQy :
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2 la b c
ala b c

1.1
b |b ¢ a (1.1)
clc a b

On pose a comme élément neutre, et on choisit b&c = cQb = a.

1.3 Regles de calcul

1.3.1 En notation « multiplicative »

Dans le groupe (G, x) avec les notations suivantes :
e Le neutre 15 appelé aussi élément unité.

1 appelé aussi inverse de x.

e Le symétrique de € G est noté x~
e L’itéré n fois est noté x™.

e Le symbole X est souvent omis : x X y est noté aussi xy.
Les regles précédentes donnent, avec ces notations :

o (z7H) 1l =u,

o (zy)~ =yl
ey =21 =2y ",
yr = z <= v =y 'z,
® 12 =yz=— 1=y,
2 =2y = x =1,
o' =1q, 2! =1,

Vn € N,z = gnp Vn € Nz7! = (27 )n = (zn) 7},

Vn,p€Z a"a? = 2P Yn p € Z, (a)P = 2™*P,

1.3.2 En notation « additive » (réservée aux groupes commuta-
tifs)

Dans le groupe (G, +), avec les notations suivantes :
e Le neutre Og est appelé ’élément nul de G.
e Le symétrique de x € G est noté —x, appelé aussi opposé de .
e L’itéré n fois est noté n.x ou nx.
e On suppose de plus que le groupe (G,+) est commutatif, c’est-a-dire que Vz,y €
Gr+y=y+ux.
Les reégles donnent alors : @ —(—z) = z,
o« —(0+y) = (—y) + (~2) = (~2) + (~y).
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e (ytr=)r+y=z<=x==z2+(—y),

z + (—y) est noté aussi z — y,

e rt+z=yYy+z=—1x=1Y,

e 0.x =0g,1.z =z,

VneNn+1l)az=nzx+z, YneN,(—n)x=n(—z)=—(n.x), noté aussi —n.x
n,p € Z,n.x+px=(n+p)z,p(nz)=(pxn).r.

1.4 Tables de multiplication

Si (G, %) est un groupe et si G a un nombre fini, n, € N), d’éléments, (G, *) est dit
groupe fini, d’ordre n.

Pour un groupe fini, d’ordre n suffisamment petit, on peut dresser la Table de composition.

Par exemple, soit 'ensemble F = {e, z,y, 2} muni de la loi de composition *, détermi-
née par le tableau ci-contre, dans lequel le composé x *xy est I’élément situé a 'intersection
de la ligne de z et de la colonne de y. On vérifiera que (F, %) est un groupe commutatif.
C’est le groupe de Klein. Une représentation en est donnée en géométrie par ensemble
(muni de la loi o) ayant pour éléments : la transformation identique e, et les symétries

x,y, 2 par rapport a trois axes concourants, orthogonaux deux a deux, OX,0Y,0Z.

xle|x|y| =z

elelx|y| =z

rlxzlel|z|y
ylylz|elx
zlzly|lxz|e

1.5 Autres exemples de groupe

1.5.1 Groupes de nombres

(C,+), (R, +),(Q,+), (Z,+), (C, x), (R*, x), (@7, x) sont des groupes.

1.5.2 Groupes de permutation

Soit E un ensemble non vide quelconque. On note &(FE) I'ensemble des permutations
sur E (ensemble des bijections de E dans E). Alors o constitue une loi de composition
interne sur &(FE), et (B(FE), o) est un groupe, appelé groupe des permutations de E. Ce

groupe est non commutatif des que E a au moins trois éléments.
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Démonstration :

e On peut composer deux bijections de E dans E, et on obtient une bijection de E dans
E.

e La loi o est associative : V f,g,h € &(F), fo(goh) = (fog)oh (c’est vrai dans un cas
plus général et pas seulement pour les bijections).

e Neutre : Id € B(E).

e Tout f € B(FE) a un symétrique pour o, a savoir f~1.

Donc (B(FE), o) est un groupe.

Montrons que, pour un ensemble E de plus de trois éléments, (&(FE), o) n’est pas commu-
tatif :

Soient a, b, ¢ trois éléments de E distincts, et soient f,g: F — E définies ainsi :

fla)=b g(b) =c
f(b) =a g(c)=1b (1.2)
Ve E\{a,b}, f(z) ==z, Vr € E\{b,c},g(x) =

Alors f et g sont dans &(F), puisque ce sont des applications de E dans E et inversibles

d’inverse elles-mémes (elles sont involutives). Et on a alors fog# go f :

(fog)a) = f(g(a)) = fla) =D, (1.3)
(go f)a) = g(f(a)) = g(b) = c. (1.4)

Exemple 1.1 On note &,, le groupe (B(E),o) lorsque E = {1,2,3,...,n}. Ainsi, &, est
un groupe fini de cardinal n!.

Table de Pythagore de &4 : By = {Id, 7}, ou Id: {1,2}, . — {1,2} , et 7: {1,2} —
{1,2} est définie par 7(1) =2,7(2) = 1.

Tableau donnant x oy :

(1.5)

Table de Pythagore de &3 : &3 = {Idg,T12,T23,T31,5,5'}, ot :
Id:{1,2,3}, ., — {1,2,3},
b1 {1,2,3} — {1,2,3} défini par 7,(a ) b, Tap(b) = a, T, p(x) = 2 sinon,
s : {123}—>{123}deﬁmepa7"s() ()—35() 1,
s {1,2,3} — {1,2,3} définie par s'(1) =3,5'(2) =1,5(3) =

Tableau donnant x oy :
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xy 1d T2 T1,3 T23 S Sl

1d Id T2 T13 T23 S 8/
T1,2 | T1,2 Id 8/ S T23 T1,3
T3 | 71,3 S Id s 7 T3 (1.6)
72,3 72,3 S/ S 1d 713 T1,2

S S T173 7'273 7'172 S/ 1d

S/ S/ T23 Ti12 T13 Id S

1.6 Sous-groupes (notation multiplicative)

Définition 1.2 Soit (G, x) un groupe, et soit H une partie de G. On dit que H constitue

un sous-groupe de (G, xX) lorsque :
1. 1 € H
2. H est stable par x :Vx,y € Hyx xy € H

3. H est stable par passage a linverse : Vo € H,x7' € H

Proposition 1.1

Si H est un sous-groupe de (G, X), alors X constitue une loi de composition interne sur

H, et (H, x) est un groupe.

Démonstration :
e X est bien une loi de composition interne sur H d’apres 2.
o L’associativité n’est pas perdue par restriction.
e Neutre : c’est 14, qui est dans H d’apres 1.

o Existence d'un inverse pour tout x de H d’apres 3.

1.6.1 Exemples

e R* est un sous-groupe de (C*, x),Q* de (R*, x) (et aussi de (C*, x));{2",n €
Z},{—1,1},Q% sont des sous-groupes de (Q*, x).
e U est un sous-groupe de (C*, x)(U = {z € C,|z| = 1}),U, est un sous-groupe de
(U, x)(U, ={z € C, 2" =1}).
e Des sous-groupes de (C,+) sont : Z,Q,R, {0} U {z € C*,arg(z) = «a|r]}. (Le dernier
est une droite du plan complexe passant par 0).
e Pour n € N, nZ est un sous-groupe de Z.
e Si (G, x) est un groupe, alors {1} et G sont des sous-groupes de G (les autres sous-

groupes sont appelés les sous-groupes propres de G).

10
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e {Id,s,s'} est un sous-groupe (commutatif) de &3 qui n’est pas commutatif.

e Soit n € N*, A une partie de {1,2,...,n} non vide. Soit H = {0 € &,,,0(A) C A}, ’est-
a-dire que H est I'ensemble des permutations qui laissent stable A (remarque : si 0 € &,,
comme o est bijective, 0(A) a le méme cardinal que A, donc 0(A) C A = o(A) = A).

Alors H est un sous-groupe de (.5, 0)

1.6.2 Les sous-groupes de (Z, +)

Les nZ, ou n € N, sont des sous-groupes de mbZ. Y en a-t-il d’autres?
Soit G un sous-groupe de Z autre que {0}. Il contient donc un élément non nul de Z, et
son opposé (I'un d’eux étant alors dans N*). Donc 'ensemble G N N* est non vide et est
une partie de N. il admet donc un plus petit élément, disons n > 1. Alors G = nZ.
Démonstration :
Déja, une récurrence rapide montre que V k € N, kn € G, puis comme G est stable par
passage a 'inverse, Vk € Z, kn € GG, donc nZ C (. L’autre inclusion maintenant :

Soit x € G. La division euclidienne de x par n donne x = nqg+r,ouq € Z et r € [0,n—1].

Donc r = x —ng = Zt (—ng). Donc r € G. Comme n est le plus petit élément de
€G e

G N N* on a nécessairement 7 = 0 (car r < n). Donc x € nZ. Ainsi, les sous-groupes de

7 sont exactement les nZ, ou n € N.

1.6.3 Une caractérisation condensée des sous-groupes

Proposition 1.2
Soit (G, x) un groupe, H une partie de G. Alors H est un sous-groupe de (G, x), si et

seulement si

lee H
“ (1.15)
Vo,y e Hyazy ' € H

Démonstration :
lee H

La premiere implication est évidente. Pour I'autre : supposons que
Ve,y€ Hyxy 't € H

Alors déja 15 € H...
En prenant x = 1¢, on a, pour tout y € H,y~! € H.
Pour tout x,y € H,y~! € H, donc z(y~')~' € H c’est-a-dire zy € H.

11
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1.6.4 Intersections de sous-groupes

Théoreme 1.1
Soit (G, x) un groupe. Alors toute intersection de sous-groupes de G est un sous-groupe
de G.

Démonstration :

Soit (H;)ser une famille de sous-groupes de G indexée par I. Notons H = N;er H;.

Alors 15 € H, puisque Vi € 1,15 € H;.

Soient x,y € H. Alors, pour tout i € I,x € H;,y € H; donc xy~' € H;. Donc vy~ ' € H.

Donc H est un sous-groupe de (G, x).

1.6.5 Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, x) un groupe, A une partie de G. On appelle sous-groupe engendré par A le
plus petit sous-groupe de G contenant A. Il y en a bien un, puisque déja G contient A.
Donc I'ensemble ¢ des sous-groupes de G contenant A n’est pas vide.

Considérons alors Nye. H. C’est un sous-groupe de G, il contient A et est contenu dans
tout sousgroupe de G contenant A. On note alors (A) = Npe-H.

Cas particulier :

Un sous-groupe engendré par un singleton {a} est noté (a), et on parle du sous-groupe

engendré par I’élément a.

Exemple 1.2

e Dans Z./67Z : (2) = {0,2,4}, (3) = {0,3}, (5) = Z/67Z (on dit que 5 est un générateur
de Z.J67), ({2,3}) = Z/6Z({2,3} est une partie génératrice de Z./6Z).

e Dans (R,+) : (2m) = 27Z.

e Dans B3 : (s) = {Id,s,s'},(s') ={ld,s,s'}, (tia={Id, 712}, (S, Tap) = B3

1.6.6 Groupe monogene

Définition 1.3
Soit (G, x) un groupe. On dit que G est monogéne lorsqu’il admet un générateur, c’est-

da-dire lorsqu’il existe a € G tel que (a) = G, c’est-a-dire : Ja € G, (a) = G.
Remarque 1.2

(a) = {a" k € Z} (1.16)

12
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Démonstration :

e Soit H un sous-groupe de G contenant a. Alors, comme H est stable par x et passage
a I'inverse, une récurrence évidente montre qu’alors H contient {a*, k € Z}.

e L’ensemble {a* k € Z} est effectivement un sous-groupe de G contenant a :

Il contient 14 = a°.

Il est stable par x, puisque pour tous x,y € {a*, k € Z}, x 'écrit & = o,y s’écrit y = a¥
(o k, k' € Z) et xy = d*a* = a"** € {d*, k € Z}.
Il est stable par passage a l'inverse puisque pour tout = € {a*, k € Z}, z s’écrit x = a* ou

keZ, etz =(ab)t =a7" e {d" k€ Z}.
C’est donc un sous-groupe de G.
e Enfin il contient a puisque a = a'.

Donc {a*, k € Z} est un sous-groupe de G qui contient a, et c’est le plus petit.

Remarque 1.3

Plus généralement, (A) est I’ensemble des produits de puissances d’éléments de A.

Définition 1.4

Un groupe G est dit cyclique lorsqu’il est monogéne et fini.

Exemple 1.3

(Z,+) est monogéne infini : Z = {k.1,k € Z} = (1) (Attention, notation additive).
Tous les sous-groupes de Z sont monogénes (infinis) : nZ = {k.n,k € Z} = (n).
(Z/nZ,+) est cyclique, engendré par 1 (qui n'est généralement pas le seul).

2im

(Un, x) est aussi cyclique : U, = {w* k € Z} = (w) olw=¢e"n .

1.7 Morphismes de groupes

Définition 1.5
Soient (G, 1) et (H,Q) deuz groupes. Un morphisme de (G,) vers (H,Q) est une appli-
cation ¢ : G — H telle que Vz,y € G, p(zty) = p(2)Vp(y).

Exemple 1.4

e cxp est un morphisme de (R, +) vers (R*, x).
oz — /x vers (R*, x) (ou vers (R, x) aussi).
z — ax de (R,+) vers (R, +).

o 0 e de (R, x) vers (C*, x).

o L’ensemble S.(N,R) des suites réelles convergentes est un sous-groupe de (RN, +), et

Uapplication u — lim(u) est un morphisme de S.(N,R) vers (R, +).

13



Généralités sur les groupes

1.8 Propriétés (notation multiplicative)

Proposition 1.3 Soit ¢ un morphisme d’un groupe (G, X) vers un groupe (H, x). Alors :
Y,y € Gp(zy) = o(z)e(y)

- o(lg) =1m

3. Vr € G,o(xz7) = (o(z) ™!

4. Vo € G,Vn € Z,p(a") = (p(z))"

~

NS

Démonstration :

Le point 1 vient de la définition.

Pour 2 : ¢(1g) = p(lg X 1g) = ¢(1g) X ¢(1g). L’élément a = ¢(1g) de H vérifie donc
axa=a. Donca=axa't=1g.

Pour 3 : soit x € G. Alors p(x™Hp(z) = p(z7'z) = ¢(1g) = 1x. De méme, ¢(z)p(z™!) =
1. Done ¢(z~) = ((x)) .

Pour 4 : soit x € G. Montrons par récurrence que ¥n € N, ¢p(z") = (p(z))" :

Pour 1 = 0, p(%) = ¢(1a) = Ly = ((2))".

Soit n € N, supposons que ¢(z") = (p(x))". Alors p(z"™) = p(z"z) = p(z")p(z) =
(e(x))"p(x) = (p(x))" .

On passe aux n négatifs avec le point précédent.

1.9 Noyau et image d’un morphisme

Définition, proposition :
Soit ¢ un morphisme d’un groupe (G, x) vers un groupe (H, x). L’image de ¢, notée Im
o, cest p(G),
c’est-a-dire {¢(x),z € G}. Alors Im ¢ est un sous-groupe de H.
Démonstration :
e Im ¢ contient 1y car 1y = p(1lg).
e Im ¢ est stable par x :
Soient u,v € I'mgp. Alors u s’écrit p(z) ot z € G, v s’écrit ¢(y) ou y € G. Donc u x v =
p(x) x (y) = p(zy) € Imo.
e Im ¢ est stable par passage a l'inverse :

Soit u € Imep. Alors u s'écrit ¢(z) otz € G, et u™' = (p(z))™' = p(z™!) € Imyp

Définition 1.6 Soit ¢ un morphisme d’un groupe (G, X) vers un groupe (H, X). Le noyau

de ¢, noté ker ¢ est par définition :

kerp ={z € G,p(z) =1} (1.17)

14
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Proposition 1.4 ker ¢ est un sous-groupe de G.

Démonstration :
o 1o € kerp car p(lg) = 1.
» Pour tous z,y € kery, on a p(zy) = p(z) X ¢(y) = 1g X 1y = 1y, donc zy € kerep.
« Pour tout x € kerg, p(z7') = (p(x)) ™' = (1g)~! = 1, donc 27! € kere.

Théoréme 1.2

Soit ¢ un morphisme d’un groupe (G, X) vers un groupe (H, x). Alors :
1. Pour tous x,y € G, o(x) = p(y) <= xy~ ' € keryp

2. @ est injective si et seulement si kero = {1g}.

Démonstration :

On a les équivalences :

p(x) = p(y) <= o(@)(p) " =1y <= p@)ely™") =1g <= ey ") =1y < zy ' € kery
(1.18)

Supposons ¢ injective :

Soit x € kery. Alors p(z) = 1y = ¢(1g). Donc, comme ¢ est injective, z = 1. Donc ker
¢ C {1g}. De plus, ker ¢ est un sous-groupe de G, donc 1g € kerp, donc {1g} C keryp,
d’ou I'égalité.

Réciproquement, supposons que ker ¢ = {15} :

Soient alors x,y € G. Supposons que p(x) = ¢(y). Alors xy~! € kery. Donc zy~! = 1.
Donc z = y.

Donc ¢ est injective.

Exemple 1.5
L’application

¢:R—C" (1.19)

0 — e

est un morphisme de (R,+) vers (C*, x) de noyau 2nZ et d’image U.
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Dans ce chapitre, je commence par présenter les définitions essentielles ainsi que
les résultats associés aux hyperstructures et aux hypergroupe cycliques, dont nous be-
soin. Ensuite, dans la 2éme partie, j’explose les questions en sufens concernant les sous-
hypergroupes des hypergroupes cycliques. Je propose également une vue d’ensemble concise

des concepts fondamentaux velatifs aux hypergroupes et aux hypergroupes cycliques.

2.1 Notions de base sur les hypergroupes

Définition 2.1
Un hyperegroupe est une structure mathématiques qui généralisent les groupes en intro-

duisant des opérations non commutatives.

Définition 2.2 (Opération Hyper)
Un hyperegroupe est défini par une opération binaire appelée opération hyper ou opération

de multiplication non commutative. Cette opération est notée généralement comme *(axb).

Définition 2.3 (Hypergroupe)
(F.Marty[18]) (H,.) est un hypergroupe si (.): H x H — (H) est une hyperopération
associative pour laquelle ’axiome de reproduction hH = Hh = H est valide pour tout h

de H.

Définition 2.4 (définition de filtre)
Un filtre F de L est défini comme un sous-ensemble de L qui satisfait les conditions

sutvantes :
i) a,b € F= a\Nb€ F,
i) Sia€ Fetbe L tels que a <b, alorsb e F.
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Définition 2.5 Le filtre principal de L généré par a est noté F(a), pour chaque a € L.

C’est-a-dire
F(a)={z € L|a<z}.

Soit H un ensemble non vide et P*(H) l'ensemble de tous les sous-ensembles non vides
de H. Alors une hyperopération sur H est une application o : H x H — P*(H) et le
couple (H, o) est appelé un hypergroupoide.

Remarque 2.1 Pour tout deux sous-ensembles non vides A et B de H et x € H, les

ensembles Ao B, Aox et x o A sont définis comme suit :

AoB=|J{aoblae A, be B},
Aox = Ao{x},
roA={x}oA

Le produit hyper de ensembles A et B est désigné par I’ensemble A o B.

Définition 2.6 (Semi-hypergroupe)
Un semi-hypergroupe est un type d’hypergroupoide (H, o) qui satisfait la propriété suivante

pour tous les éléments a, b et ¢ de H :
ao(boc)=(aob)oc.
Preuve

aoH={a,H} CaoH

Hoa={H,a} CHoua
= {a,H} CoHNa
=aoH=H

Un semi-hypergroupe est un autre type d’hypergroupoide (H,o) qui satisfait la propriété

sutvante pour tout élément a de H :
aoH=Hoa=H.

Remarque 2.2 Un hypergroupe est un hypergroupoide qui est a la fois un semi-hypergroupe

et un quasi-hypergroupe.
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Sur les hypergroupes des hypergroupes cycliques

Définition 2.7 (H,o) est appelé un hypergroupe commutatif de H si x oy = y o x pour
tous z,y € H.

2.1.1 Sous hypergroupe

Définition 2.8 Un sous-ensemble non vide K d’un hypergroupe (H, o) est appelé un sous-
hypergroupe de H si K o K C K et K est un hypergroupe selon l’hyperopération o. Au-
trement dit, il est un hypergroupe selon 'hyperopération sur H. K satisfait les conditions

suivantes :
1. aobC K pour tous a,b € K.

2. a0 K =Koa=K, pour tous a € K.

Définition 2.9 Un sous-hypergroupe K d’un hypergroupe (H, o) est appelé fermé si pour
tout a,be K etz e H, A partir dea € zob eta e bow, il en découle que x € K.

Définition 2.10 Un semi-hypergroupe est une structure mathématique définie sur un en-
semble avec une loi de composition interne qui satisfait l'associativité partielle, c’est-da-dire
que pour tous éléments a,b, et ¢ de l'ensemble, I’équation (axb)*xc = ax (bxc) est vérifiée

pour au moins un triplet (a,b,c).

Définition 2.11 Un quasi-hypergroupe est une structure mathématique définie sur un
ensemble muni-d’une loi de composition interne qui satisfait [’associativité partielle gé-
néralisée, Cela signifie que pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de l’ensemble, il existe au
moins un élément x tel que (axx)*xb = cxb. En d’autres termes, l'opération x ne nécessite
pas d’étre totalement associative, mais il existe une certaine souplesse dans la maniere

dont elle peut étre associée.

Définition 2.12 Un morphisme d’hypergroupe est une application entre deux hypergroupes
qui préserve la structure hypergroupe. Plus formellement, soit (H,x) et (K, o) deux hy-
pergroupes. Un morphisme de hypergroupe est une application ¢ : H — K telle que, pour

tout a,b € H, l’équation suivante est satisfaite :

¢(axb) = ¢(a) @ ¢(b)

Cela signifie que l'image de la composition dans 'hypergroupe H est équivalente a I, |

composition dans ['ypergroupe K appliquée a l'image des.
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Définition 2.13 En mathématiques, un bon homomorphisme, souvent appelé "homomor-
phisme de groupes’, est un morphisme de groupes qui est surjectif, c’est-a-dire que [’ap-
plication couvre tout l’ensemble d’arrivée. Formellement, soit ¢ : G — H un homomor-
phisme de groupes entre les groupes G et H. On dit que ¢ est un bon homomorphisme si,

pour tout h € H, il existe au moins un élément g € G tel que ¢(g) = h.

Lemme 2.1 [7] Soit f : (Hy,0) — (Ha, %) un bon homomorphisme et K le sous-hypergroupe
de Hy. Dans ce cas, f(K) est le sous-hypergroupe de Ho.

Pour commencer, dans le travail de Wall [20], les hypergroupes cycliques ont été introduits
et définis. Un hypergroupe H est dit cyclique s’il est engendré par un seul élément a
appartenant a H. Cette notion de cyclicité, telle que décrite par Vougiouklis, permet

d’englober divers types de cyclicité de maniere complet.

Définition 2.14 [18] Un hypergroupe (H, o) est appelé cyclique si pour certains h € H,

on a
H=h'URPUR U...UR"U .. (infini) (2.1)

ouh'!=heth™ =hoho..oh.

m

S’il existe un entier n > 0, le plus petit avec la propriété suivante

H=hUh*URPU..UL", (finie) (2.2)

Dans le cas ou la condition (2.1) est vraie, nous désignons H comme un hypergroupe
cyclique avec une période finie, et nous désignons h comme le générateur de H avec une
période de n. Cependant, s’il n’existe aucune valeur de n qui satisfait (2.1) mais que (2.2)
est toujours vraie, nous classifions H comme ayant une période infinie pour h. Dans le
scénario ou tous les générateurs de H ont la méme période, nous désignons H comme
cyclique avec une période. Dans le cas ou il existe un entier positif n, le plus petit avec la

propriété suivante :
H=h", (2.3)

Dans un tel cas, nous désignons H comme un hypergroupe cyclique a puissance unique,
tandis que h est désigné comme le générateur de H avec une période de n. Si (2.1) est
valable et aussi pour tout n € N\ {0} et n > ng, pour une constante ny € N\ {0}, la

condition suivante est valable

H=h'Ur*u..uh™tChn", (2.4)
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alors nous appelons H un hypergroupe cyclique a puissance unique avec période infinie
pour h.
Nous définissons ’ensemble généré par un élément a comme étant < a >= {a}Ua*U...U

a" U ..., pour tout a € H.

Exemple 2.1 Supposons (Z,+, <), avec l'addition et ’ordre habituels des entiers. Puisque
(Z,+,<) est un groupe partiellement ordonné, (Z,x), ou axb={x € Zla+b < x} est
un hypergroupe.

L’hypergroupe (Z,*) est classé comme un hypergroupe cyclique a puissance unique, ot il
présente des périodes infinies pour un nombre non borné de générateurs (a l’exception de
tous les entiers non négatifs).

Par exemple, nous pouvons voir que :
<5>={b}uU{zr e Z|10 < z}.

10 e<b >etl0x <5 >={x € Z|15 < x}. Puisque 5 ¢ 10x < 5 >, nous obtenons
10% <5 >#<hH > .

Ainsi < 5 > n’est pas un sous-hypergroupe.

Définition 2.15 [16] Une hyperopération o sur H est appelée étendue si pour tout a,b €
H on a {a,b} C aob. Un hypergroupoide étendu est noté (H,o), o H représente le

hypergroupoide, et il est caractérisé par une hyperopération étendue.

Lemme 2.2 D’aprés [16], tout semi-hypergroupe qui présente une hyperopération étendue

peut étre considéré comme un hypergroupe.

Théoréme 2.1 Considérons un semi-hypergroupe étendu noté (H,o). Sous cette condi-
tion, l’ensemble formé par les éléments engendrés par un seul élément est classé comme

un sous-hypergroupe.

Preuve

L’ensemble des éléments engendrés par un seul élément a forme un semi-hypergroupe.
Puisque H est étendu, il découle du Lemme (2.2) que (a) est un sous-hypergroupe pour
chaque a € H.

Il est important de noter, comme mentionné dans le théoreme mentionné précédem-
ment, qu'une caractérisation complete n’est pas fournie. Cela implique que dans un hy-
pergroupe, méme dans le cas d’un hypergroupe cyclique, H n’a pas nécessairement besoin
d’étre un hypergroupe étendu pour que (a) soit un sous-hypergroupe pour tout a € H.

Un exemple illustrant ce scénario est fourni ci-dessous.
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Sur les hypergroupes des hypergroupes cycliques

Exemple 2.2 Soit (H,o) d’ordre 6 comme suit :

ol 1l2| 3 J 5 6
11112 3 J 5 6
20 2(1] 3 J 5 6
31 3ls| {12 | 4 5 6
e 6 |{123] &
505150 5 | {1,235 6 y
61 6|6| 6 5 /| {1.2.3)

Ilya<4>=<5>=H. Donc, (H,o) est un hypergroupe cyclique. Bien que H ne soit
pas un extensif hypergroupe, chaque ensemble d’éléments générés par un seul élément est

un sous-hypergroupe .

<1>={1}.
<2>={1,2}.
<3>=1{1,2,3}.

<6 >={1,2,3,6}.

Dans un hypergroupe extensif, il est important de noter que si tout ensemble formé par les
éléments générés par un seul élément est un sous-hypergroupe, il n’est pas nécessairement
lifier comme un hypergroupe cyclique. Cette observation peut étre démontrée par les

éléments suivants :

Exemple 2.3 Définissons l’hyperopération suivante sur H = {a,b,c,d, e}.

Dl a b c d e

a | a | becl|bec| d e

b | bc| d d e a

Done, (H,®) est un hypergroupe commutatif.
H=<b>=<c>=<d>=<e>.

Par conséquent, ’hypergroupe (H,®) peut étre identifié comme un hypergroupe cyclique

avec un nombre infini période ; cependant, il ne présente pas la propriété d’étre extensif.
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Remarque 2.3 Si H est un hypergroupe extensif, alors le set < a >, pour tout a € H
est sous-hypergroupe. Mais, l'inverse peut ne pas étre vrai, en général. Bien que L\ {0}

soit un sous-hypergroupe du vaste hypergroupe cyclique (L, o), il n’est pas cyclique.

Bien que chaque groupe d’ordre premier soit cyclique, il est important de noter qu'un
hypergroupe d’ordre premier n’est pas nécessairement cyclique. Un exemple illustratif

mettant en évidence ce fait est présenté ci-dessous.

Exemple 2.4 L’hyperopération o sur H = {1,2,3,4,5,6,7} est définie par :

ol 1 2 3 y 5 6 7
1] 1 2 3 y 5 {67 | {67
2] 2 1 5 {67 3 J J
3 8 | {67]| 1 5 4 2 2
il 4 5 {67 | 1 2 3 3
50 5 4 2 3 {67 | 1 1
61{67| 3 4 2 1 5 5
71 {67 | 3 4 2 1 5 5

(H,o) est l’hypergroupe [1]. Nous pouvons obtenir,

<1>=A{1},

<2>=/{1,2},
<3>=1{1,3},
<4>=1{1,4},

<5>=<6>=<7>={1,5,6,7},

Par conséquent, on peut observer que H n’est engendré par aucun de ses éléments. Par
conséquent, malgré un ordre premier, H n’est pas considéré comme un hypergroupe cy-

clique.

Soit, ) # K C G. . L’intersection de tous les sous-groupes de G contenant K est appelé
le sous-groupe produit par K et noté < K >.

<K>= () L.

KCL
L<G

Comme le montre la définition, le sous-groupe < K > est le plus petit sous-groupe qui

contient K. Si K = {a} est singleton, < K >=<a >= {a"|n € Z} et cette définition est

la méme comme la définition du sous-groupe généré par un élément.
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Dans un groupe, les ensembles < a >= {a"|n € Z} et < a >= N{Lla € L,L < G}
coincident.

Or, dans un hypergroupe H, 'ensemble < a >= {a} Ua? U...Ua™ ne coincide pas avec le
ensemble N{L|a € L,L € Sub(H)}. Un exemple de cette situation peut étre vu dans ce

qui suit.

Lemme 2.3 Soient (H,o) et (K, x) des hypergroupes et f : H — K une bonne homo-
morphie. Dans ce cas, f(< s >) =< f(s) > pour chaque s € H.

Preuve

Soit x € f(< s >). Alorsil existe y €< s > tel que z = f(y). Ici, il existe un n € N* tel que
y € s". Puisque x € f(s") et f f est une bonne homomorphie, on obtient, = € f(s)™ Ainsi,
xr € < f(s) >. On obtient que f(< s >) C< f(s) > et de méme < f(s) >C f(< s >).

Le lemme mentionné ci-dessus n’est pas valable pour les homomorphismes non-bons f.

Pour illustrer cela, un exemple peut étre fourni comme suit.

Exemple 2.5 L’hyperopération définie sur Z est la suivante : x oy = {x + vy, |x — y|}.
Cet hypergroupe est désigné par (H(Z),0). L’homomorphisme

0, 2|n,
1, 24n

est un homomorphisme non-bon [8].
Dans Uhypergroupe (H(Z), o), nous obtenons < 3 >= 3N donc f(< 3 >) = {0,1}. D’autre
part,

< f(3) >=<1>=N.
Etant donné que f n’est pas un bon homomorphisme, f(< 3 >) #< f(3) >.

Théoréme 2.2 Considérons deuzr hypergroupes notés (H,o) et (K, %), ainsi qu'un bon
homomorphisme f : H — K. Dans ces conditions, l'image homomorphique bonne du

sous-hypergroupe cyclique dans H est équivalente au sous-hypergroupe cyclique dans K.

Preuve

Soit < a > représente un sous-hypergroupe dans H, ou a est un élément de H. Puisque
f est un bon homomorphisme, il découle du lemme 2.1 que f(< a >) est également un
sous-hypergroupe. De plus, selon le lemme 2.3 f(< a >) est égal a < f(a) >, 'établissant

comme un sous-hypergroupe cyclique.
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Corollaire 2.1 En considérant les hypergroupes (H,o) et (K,x), et en supposant que
H =< h > est un hypergroupe cyclique, [’énoncé suivant est vrai : S’il existe un épimor-

phisme f: H — K, alors K peut étre classifié comme un hypergroupe cyclique.

24



Hyper l-algebres et polygroupes

Dans cet chapitre, nous allons présenter quelque théorie des structures hyperalgé-
briques. Tout d’abord, nous introctierons le concept d’algebre, ensuite expheresons I'ap-
plication des hypercttructures aux Algebre super-K, qui seront étendues aux (quasi) grou-
per, en fin nous discuterons de la notion d’hypergroupe a jonge de quasi, que 1’on appelle

le polygroupe par comer.

Définition 3.1 Une hyperstructure (H,o) est appelée hypergroupe si :
(i) (xoy)oz==xo0(yoz) pourtout z,y,z € H,
(ii) ao H=Hoa= H pour tout a € H,

(¢’est-a-dire pour tout a,b € H il existe ¢,d € H tels que b€ coa et b€ aod).

Définition 3.2 Une hyperstructure (H, o) est appelée quasi-canonical hypergroupe ou po-

lygroupe si elle satisfait les conditions suivantes :
(i) (roy)oz=wxo(yoz) pour tout xz,y,z € H (loi associative),
(i) il existe e € H tel que eox = {x} =xo0e pour tout x € H (élément neutre),

(1ii) pour tout x € H il existe un élément unique ' € H tel que e € (xox')N (2’ ox),
nous notons ' par x' (élément inverse),

1:>y€x*102

(iv) ) pour tout x,y,z € H nous avons z € roy — xr € 20y~
(propriété de réversibilité).
Si (H, o) est un polygroupe et que x oy = yox pour tout x,y € H, alors nous disons

que H est un polygroupe commutatif.

Si A C H, alors par A™' nous entendons l’ensemble {a™' : a € A}.

Proposition 3.1 Dans un polygroupe laissez (H, o) étre un hypergroupe. Alors, pour tout

x,y € H, nous avons :
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(i) (x71) ! =u,
(ii) e = et

111) e est unique
(i) que,

(iv) (xoy)t =y Lozl

Proposition 3.2 Considérez un polygroupe (H, o). Dans ce cas, la propriété d’associati-
vité (Ao B)o C = Ao (BoC) est vraie pour tous les sous-ensembles non vides A, B et

C de H.

3.1 Hyper I-algebre

Définition 3.3 Une hyperstructure (H, o) est classée comme une hyper I-algébre si elle

comprend une constante o € H et adhére a l'ensemble d’axiomes suivant :

(HK1) (xoz)o(yoz)<xoy,
(HK2) (zoy)oz=(roz)oy,
(HK3) z < z,

(HK}) » < y,y <z = x =1y,
(HI5) x < 0= 2 =0,

pour tous x,y,z € H, ou x <y est défini par 0 € x oy et pour chaque A,BC H A< B
est défini par da € A,3b € B tels que a < b.

Un exemple illustratif d’une hyper L-algebre peut étre trouvé dans une BCl-algebre
(H,*,0), ou 'hyperopération o est définie comme z oy = {x * y}. On peut facilement
observer qu’une hyper I-algebre sert de concept plus large, englobant les hyper K-algebres
discutées dans [2] et [9]. De plus, 'exemple suivant sert de preuve que certaines hyper

[-algebres ne relévent pas de la catégorie des hyper K-algebres mentionnées.

Exemple 3.1 Soit H = {0,1,2}. Les tableaux suivants montrent les structures d’hyper

I-algebre sur H.

o 1 2
{oy {0y {2}

o 0 1 2
0 {0y {0,1} {2}
{1y {op {2} {1} {0y {2}
21{2v {2} {02} {2} {0} {0,1,2}

Remarquez que aucune des hyper I-algébres ci-dessus n’est une hyper K-algebre, car 0 £ 2.

D ~ |0
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Théoréme 3.1 Soit (H,o0,0) une hyper I-algébre. Alors, pour tous x,y,z € H et pour

tous les sous-ensembles non vides A, B et C' de H, les affirmations suivantes sont vraies :
(i))roy<z<=zoz<y,
(ii) (xoz)o(zoy) <yoz,
(iii) x o (xoy) <y,
(iv) (Ao B)oC = (Ao(C)o B,
(vVACB=A<B,
(vi) A < A,
(vii) (Ao C)o(AoB) < BoC(C,
(viii) (Ao C)o (Bo(C) < Ao B,
(ir) Ao B< (C <= Ao(C < B.

Exemple 3.2 Soit H = {0,1,2}. Le tableau suivant montre une structure d’hyper I-
algébre sur H telle que roy £ x, car 102 =2 £ 1.

o| 0 1 2
0{0; {0} {2}
{1y {01} {2}
21{2y {2} {0}

Lemme 3.1 énonce que dans une hyper I-algebre H, pour n’importe quel élément x de

H, les affirmations suivantes sont vraies :

(i) ©o0 <z,
(i) v € xol.
Preuve

(i) Nous avons 0 € 000 C (xox)o0 = (x 00)ox. Donc il existe t € x 00 tel que
0€ tox. Ainsit < x, et donc z00 < x.

(ii) Par (i) zo0 < z. Il existe donc ¢t € x00 tel que t < x. Comme ¢t € £00, alors z00 < t
et donc z ot < 0, selon le Théoreme 3.1(i). Il existe donc h € x ot tel que h < 0, et par
(HI5) nous avons h = 0. Par conséquent 0 € z ot et donc x < t. Comme t < x, alors par

(HK4), nous obtenons t = x. Donc, x € z 0 0.

Définition 3.4 Dans le contexte d’une hyper I-algebre (H,o,0), nous établissons la défi-

nition suivante :
H"={re H|0€ 0ox}.

Remarquez que H" # (0 car 0 € 000.
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Proposition 3.3 Soit (H,o,0) une hyper I-algébre. Alors, (H*,0,0) ) est une hyper K-

algébre si et seulement si x oy C H™, pour tous x,y dans H™.

Exemple 3.3 (i) Soit H = {0,1,2}. Dans le contexte d’une hyper I-algébre (H,o,0),
nous établissons la définition suivante :
0 1 2 ol 0 1 2
{oy {0y {2} o1 {oy {0} {2}
{1y {01} {2} {1}y {01} {02}
Py {01} 2l 2y ) (01,2

Nous pouvons voir que HT = {0,1} et ¢’est une hyper K-algébre.

S ~ S| O

(ii) Le tableau suivant montre une structure d’hyper I-algébre sur H = {0,1,2}, ou H™ =
{0,1} et ce n'est pas une hyper K-algébre, car 1 € H™ mais 101 € HT car elle est vérifie

par le théoreme 3.1.

o 0 1 2

op{o} {o} {2}
11 {1} {o0,2} {0,2}
21 {2} {2t {0,2}

Théoréme 3.2 Soit (H,o,¢) un polygroupe commutatif. Alors (H,o,e) est une hyper I-

algébre, ou 'hyperopération o est définie par v oy =x oy !,

De plus, nous avons :

(i) H = {e},

(ii) e o (e o x) = x pour tout x dans H.

Preuve

(HK1) Soit A= (zoy)o(zoy). En utilisant le Lemme 2.3, nous avons

A=(zoy)o(zoy)= |J acb= [J aob'= |J aob’!

acroy aczoy~! a€zxoy~!
bezoy bczoy! b~ leyoz~1!

En utilisant le Lemme 2.4, nous pouvons en déduire que.

-1

A=(zoy o(yoz )=zo(y to(yoz ")) =zo((y oy oz,

En appliquant le Lemme 2.3, il en découle que

Ao(zoz)= |J acb= |J aob'=Ao(z0z™").

a€A acA
bexoz bexoz~ L
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1

Puisque e € y Loy, donceoz7t C (y~Loy) ozt donc

ro(eoz ) Coo((ytoy)ozt)=A
Par conséquent, le résultat obtenu est que
(roz No(zox )= (zo(eoz))o(zox ) CAo(zox )= Ao (z02).
En se basant sur la Définition 2.2 et le Lemme 2.4, nous pouvons conclure que

zo((zloz)ox)=zo(zlo(zox™))=(roz o(zox™ ') C Ao (xo2).

1 1

Puisque e € z7'ozet e € xoz ! alors e € Ao (z02), et A < z ¢ z. Par conséquent,
(xoy)o(zoy) <zo2z.

(HK2) Selon la Définition 2.2 et ’hypothése, nous avons

-1 1

(zoy)oz = (zoy oz = (zwoy 1oz ™! = zo(ytoz™) = zo(z oy ™) = (zoz—1)oy™! = (z02)oy.

Ainsi, (HK2) est vérifié.
(HK3) Puisque ¢ € zoz™! = z ox , nous en concluons que z < z et donc (HK3) est
vérifié.
(HK4) Pour montrer que (HK4) est vérifié, nous prouvons que x < y implique = = y.
Supposons que z < y. Alors e € z oy = z oy . Selon la Définition 2.2 (vi), nous avons
y€elor=cox={x}, doncy=nu.
(HI5) Soit o < e. Alors selon la preuve de (HK4), nous obtenons que e = z, et donc (HI5)
est vérifié.

Par conséquent (H, o, e) est un hyper I-algebre.

Les démonstrations pour les énoncés (i) et (ii) sont simples.

3.1.1 Catégorie des polygroupes commutatifs : CPG

Considérons la classe de tous les polygroupes. Pour tout deux polygroupes (Hj, 01, €1)
et (Ha, 09, €5) nous définissons un morphisme f : Hy — H,; comme un homomorphisme
fort entre Hy et Hy (c’est-a-~dire f(zoyy) = f(x)os f(y)Va,y € H), qui satisfait f(e;) = es.
Alors il peut étre facilement vérifié que la classe de tous les polygroupes et les morphismes

ci-dessus construisent une catégorie qui est désignée par CPG.

Remarque 3.1 Il est bien connu que si f € CPG(Hy, Hs), alors f(z™) = (f(z))™" pour
tout v € Hj.

29
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3.1.2 Catégorie des hyper I-algebres ZALG

Considérons la classe de toutes les hyper I-algebres. Pour tout deux hyper I-algebres
(Hy,01,01) et (Hay,09,09) nous définissons un morphisme f : H1 — H2 comme un
homomorphisme fort entre H; and Hj, qui satisfait la condition f(0;) = 0,. Alors il
peut étre facilement vérifié que la classe de toutes les hyper I-algebres et les morphismes

ci-dessus construisent une catégorie qui est désignée par ZALG.

Théoréme 3.3 F : CPG — ZALG est un foncteur fidéle, ou F(H,o,e) = (H,o,¢e) et
F(f) = f pour tout H € CPG et f € CPG(H, Hs).

Preuve

Soit (H,o,e) ) un polygroupe. Alors, d’apres le Théoreme 3.9, (H,¢,e) est une hyper
I-algebre, donc F'(H) est un objet dans ZALG. Maintenant, soit f € CPG(Hy, Hs), nous
prouvons que Ff € TALG(F(H,), F(Hs)). D’apres le Théoreme 3.9, nous avons :

Ff(zowy) = fzory) = flwory™") = f(2)o2f(y™") = f(2)o2(f(y)) " = f(@)orf(y) = (Ff)(x)o2(Ff)

Il est maintenant facile de voir que F satisfait aux autres conditions d’un foncteur. Etant
donné que F mappe CPG(H;, Hy) de maniére injective vers ZALG(F Hy, F H,), donc F
est fidele.

Définition 3.5 Un semi-polygroupe (H, o) est un type d’hyperstructure qui adhére a un

ensemble de principes ou d’axiomes spécifiques :
(i) (xoy)oz=uao(yoz) pour tout z,y,z € H,
(ii) il existe e € H tel que eox = {x} =z oe pour tout v € H,

111) pour tout r € 1 existe un element unique ' € el quee € (roxw xrox),
tout H il exist lé t ) "e H tel NN(a

nous notons x' par x71.

Exemple 3.4 Soit H = {0,1,2} et l’hyperopération o sur H est donnée par le tableau

sutvant :

0 1 2
{0y {1} {2
{1 {2 {o1
{2v {01} {1,2}

Alors H est un semi-polygroupe, mais ce n’est pas un polygroupe car la réversibilité n’est
pas vérifiée. En effet, 1€ 102={0,1} but 1 ¢ 10271 =101 = {2}.

® ~ S| o

Lemme 3.2 Indique qu’il est possible de considérer tout groupe comme un semi-polygroupe.
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Lemme 3.3 Soit (H,0,0) une hyper I-algébre. Si H* # {0}, alors 0o (0o x) # = pour

tous les éléments non nuls v € HT.

Preuve
Soit x # 0 dans H™. Alors 0 € (0o x). Ainsi, 0 € (000) C0o(0ox),dou0 € 0o (0ox).
Puisque x # 0, alors 0o (0o x) # x. Notez que I'exemple suivant montre que si HT = {0},

alors il peut étre vrai ou faux que I’égalité 0 o (0 o x) = z tien ou ne tient pas.

Exemple 3.5 (i) Soit H =1{0,1,2}. Le tableau ci-dessous présente une structure d’hyper
I-algébre sur H de maniére a ce que HT = {0}, tandis que 00 (002) =001 =1 # 2.

0 1 2
{oy {1 {1
{1} {01} {01}
2v {13 {012}

(ii) Le tableau suivant montre une structure d’hyper I-algebre sur H = {0,1,2}. Alors
H* ={0}et 0o (0oxz) =z pour tout z € H.

N = O| 0

0 1 2

{0y {23 {1

{1y {01} {2}

{2y {12} {01}

Théoréme 3.4 Soit (H,o,0) une hyper I-algébre. Si H+ = {0} et 0o (0o x) = = pour

tout x € H, alors (H,®,0) est un semi-polygroupe commutatif, ot I’hyperopération ® est

N = O 0

définie par x @ y = x o (0o y).

Preuve

D’aprés le Théoréme 3.2 (iv), nous avons x @y = x o0 (0oy) = (0o (0ox))o(0oy) =
(0o (0oy))o(0ox)=yo(0ox)=yOx, cequisignifiec que (H,®) est commutatif.

Maintenant, nous montrons que (H,®) est associatif. Nous avons :

( )
=(zo(0oz2))o(0oy) d'apres leThéoreme 3.2 (iv)
=((0o(0ox))o(002))o(0oy) d'apres 'hypothese
=((00(00z))o(0ox))o(0oy) d'aprés leThéoréme 3.2 (iv)
=(z0(00y))o(0ox) d'apres leThéoréme 3.2 (iv)
20Y)Ox
=20 (z0y) d'aprés  lacommutativité
=20 (yoz2) d'apres lacommutativité.
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En conséquence, Uhyperstructure (H.®) satisfait la propriété associative bien définie ©.
Ensuite, nous démontrons que [’opération n’a qu’un seul élément pour chaque x dans H.
Supposons le contraire et supposons que x1, x5 € 0ox and x1 # xo. Alors, selon l'hypothese,
nous avons 0 oxl C 0o (0ox) = z, donc 0oxzy = x , et de méme 0o xy = x. Ainsi
Oo(0oxy) =1 et 0oxy = x impliquent que 0 ox = x1. Puisque x5 € 0oz, alors x1 = o
ce qui est une contradiction.

Puisque 0 ox n’a qu’un seul élément pour tout x € H, alors 0 € 000, donc nous
concluons que 000 = 0. Par le Théoréme 3.2 (iv) et U’hypothése, nous obtenons que
zo0=(00(0ox))o0=(000)o(0ox)=00(0ox)=x. Ainsi xo0 = x. Par conséquent
00rx=200=20(000)=x00=2x.donc (H,®) satisfait a la condition (ii) de la
Définition 3.5.

Puisque HT = {0} alors 0 ¢ 00 x pour tous x # 0. Par conséquent, pour tout 0 # x € H
il existe 0 # o' € H tel que 0o x = a'. Selon le Théoréeme 3.2 (vi), nous avons 0 €
(Ooz)o(0oox)=2a"0o(0ox)=2"Or=a0a. Ainsi, la condition (iii) de la Définition

3.12 est vérifiée. Par conséquent, (H,®) est un semi-polygroupe commutatif.

Corollaire 3.1 Soit (H,o0,0) une hyper I-algébre telle que HT = {0}.
Si0o(0ox)=x et commutatif si x ox =0 sont vraies pour tout v € H, alors (H,®,0)

est un groupe abélien.

Exemple 3.6 Soit H = {0,1,2} une hyper I-algébre, ou l’hyperopération o est donnée
par le tableau suivant :
0 1 2
{oy {2} {1
{1} {0,1} {2}
{2} {1,2} {01}
Alors H* = {0}, 0o (0o x) = x pour tout x € H et 101 # 0. Cependant (H,®,0) n'est
pas un groupe car 1 ® 2 = {0, 1}.

o ~ S| o

Notez que l'exemple ci-dessus montre également que si nous supprimons la condition x o
x =0, alors (H,®) n'est pas nécessairement un polygroupe.

car la propriété de réversibilité ne tient pas. En effet, dans cet exemple, nous avons 1 €
102=10(002)=101={0,1}, but1¢ 1027 =10(00271) =10(00l) =102 =2.

Théoréme 3.5 Soit (H,o,0) une hyper I-algébre. Si Ht = {0} et 0o (0 ox) = x pour
tout x € H, alors (H,®,0) est un hypergroupe commutatif. Preuve

montre que (H,®,0) est commutatif et associatif. Soient a,b € H arbitraires. La existe
a € HtelqueO€e a ®aetb®0=hb.

Ainsib e bO0 CbO(d ®a) = (bOd')Oa. Donc il existet € bOa' tel queb € tOa = a®t,
a savoira® H=H ®a= H.
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Par conséquent (H,®,0) est un hypergroupe commutatif.
Notation : Soit Z" ALG ALG une sous-catégorie de ZALG dans laquelle, pour chaque
objet H, nous avons H* = {0} et 0o (0 o z) = 0 pour tout z € H. De méme CHG est la

catégorie des hypergroupes commutatifs avec des morphismes forts.

Théoréme 3.6 G : TV ALG — CHG est un foncteur fidéle, ou G(H,o0,0) = (H,®,0)
pour H € ITTALG et G(f) = f pour f € T"ALG(Hy, Hs). Preuve

Soit (H,0,0) un objet dans T+ ALG. Nous avons G(H) = (H,®,0) qui est un objet dans
CHG.

Soit f € Tt ALG(Hy, Hy). Nous prouwvons que Gf = f € CHG(G(H,),G(Hs)).

Nous avons

Gf(x©1y) = f(zO1y) = f(x o1 (0101y)) = f(x) 02 (f(01) 02 f(y))
= f(x) 0a (0202 f(y)) = f(x) ©2 f(y) = (Gf)(x) ©2(G[f)(y).

Ainsi, il est facile de voir que G satisfait aux autres conditions d’un foncteur.
Comme G mappe ZtALG(H,, Hy) injectivement vers CHG(GH1, GH,), est donc fidele

Proposition 3.4 K : TtVALG — CSPG est un foncteur d’incorporation complet, ot
K(H,0,0) = (H,®,0) pourtout H € TV ALG et K(f) = f pour tout f € TtV ALG(H1; H2).
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Conclusion générale

Les hypergroupes ont des applications potentielles dans divers domaines scientifiques,
pas seulement en mathématiques, y compris la physique, la chimie, et d’autres sciences

naturelles.
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o Résumé

Les hypergroupes sont des structures mathématiques qui généralisent les propriétés des
groupes. Alors que les groupes ont une opération binaire associative, les hypergroupes
permettent des opérations associatives appelées hyperopérations, tout en satisfaisant la
condition plus faible d’hyper-associativité. Les hypergroupes sont définis comme des en-
sembles non vides munis d'une hyperopération qui doit respecter I’hyper-associativité et
I'existence d’un élément neutre.

Les hypergroupes trouvent des applications dans divers domaines des mathématiques
et de la physique, notamment la théorie des ensembles flous, la théorie des probabilités,
la théorie des graphes et la physique des particules. Ils offrent un moyen d’étendre et
d’approfondir la compréhension des groupes, en permettant plus de flexibilité dans les
opérations binaires. Cela conduit a I'exploration de nouvelles structures mathématiques
et de nouvelles approches de résolution de problemes.

En résumé, les hypergroupes généralisent les groupes en permettant des opérations asso-
ciatives. Ils ont des applications dans divers domaines et offrent de nouvelles structures
mathématiques et perspectives pour la résolution de problémes.

e Abstract

Hypergroups are mathematical structures that generalize the properties of groups. While
groups have an associative binary operation, hypergroups allow for associative operations
called hyperoperations, while still satisfying the weaker condition of hyperassociativity.
Hypergroups are defined as non-empty sets equipped with a hyperoperation that must
adhere to hyperassociativity and the existence of a neutral element.

Hypergroups find applications in various areas of mathematics and physics, including
fuzzy set theory, probability theory, graph theory, and particle physics. They provide
a way to extend and deepen the understanding of groups, allowing for more flexibility
in binary operations. This leads to the exploration of new mathematical structures and
approaches to problem-solving.

In summary, hypergroups generalize groups by allowing non-associative operations.
They have applications in diverse fields and offer new mathematical structures and per-
spectives for problem-solving.
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