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Premiere partie

Analyse 1



Chapitre 1

Méthodes de raisonnement mathématique

1.1 Introduction sur la logique

Définition 1.1.1. (Assertion) On rappelle qu’une assertion (proposition)
est un énonce pouvant étre "vraié" ou "faux’, qui sont les valeurs de vérité,
noté parfois "V', "F" ou "1", "0, respectivement.

Exemple 1.1.1.

1l pleut.

Je suis plus grand que tos.
242 =4.

2x3=T.

Pour tout x € R, on a 2> > 0.

Pour tout z € C, on a |z| = 1.

Les opérations logiques

1- La négation

Soit p une assertion, la négation de p, noté "Nonp”, ou p, est vraie si p
est fausse, et fausse si p est vraie. Donc on peut la représenter comme suit :

pl1]0

701

tableau de vérité

Propriété 1.1.1. La négation de la négation d’une proposition logique p
est a p.



CHAPITRE 1. METHODES DE RAISONNEMENT MATHEMATIQUEMathl SM,ST

2- La conjonction ("et"," A ")

Soient p et ¢ deux assertions, la conjonction "p et ¢”, noté aussi 'p A q”,
est vraie signifie que les deux assertions sont vraies en méme temps. Sa
table de vérités est donnée par :

pAg|0/0[0]1

tableau de vérité

Propriété 1.1.2. Soit p une proposition logique, alors p NP est une propo-
sition fausse.

Preuve 1.1.1. Pour montrer ce la, il suffit de remarque que la table de
vérités de p Ap est la suivante :

p 01
P 110}
pAP|O0|0

tableau de vérité

3- La disjonction ("Ou","V ")

Soient p et ¢ deux assertions, la disjonction "p ou ¢”, noté aussi "p V q”,
est vraie signifie que I'une au moins des deux assertions et vraie. Sa table
de vérités est donnée par :

pVg|l 101

tableau de vérité

Propriété 1.1.3. Soit p une proposition logique, alors p vV p est une propo-
sition toujours vraie.

univ. BBA. 3 Khaled Hamide
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Preuve 1.1.2. Pour montrer cela, il suffit de remarque que la table de
vérités de p V' p est la suivante :

D 01
D 110}
pVp|1l]1

tableau de vérité

Propriété 1.1.4.

N

S

>

N

I

s

> <
e

v
S
<
()
I
S|
<

4- L’implication " ="

Soient p et ¢ deux assertions, I'implication "p implique ¢”, noté "'p = ¢q”,
signifie que si I'assertion p est vraie alors 'assertion g est vraie, c’est a dire,
si p alors ¢. Ce qui équivaut a l'assertion 'p V ¢”. Sa table de vérités est
donnée par :

p=—=q|1]|1]0]|1

tableau de vérité

Remarque 1.1.1.

1- La négation d’une implication : ( p= q) équivaut a p \q.

Y

2- L’implication 'p => q” n’a pas le méme sens que 'implication "¢ = p’
qui s’appelle l'implication réciproque de p = q.

Exemple 1.1.2. Soit z réel, limplication x = 1 = x> = 1 est vraie, mais
Uimplication réciproque x> =1 => x = 1 est fausse.

univ. BBA. 4 Khaled Hamide
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5- L’équivalence "< "

Soient p et ¢ deux assertions, si p = q et ¢ = p alors ¢ <= p, et on
dit que p et ¢ sont équivalente, ou "p si et seulement si ¢", ou bien "pour p
il faut et il suffit que ¢”. Sa table de vérités est donnée par :

p<—q|1]0]|0|1

tableau de vérité

Propriété 1.1.5. Soient p,q et Z trois proposition logiques, alors

1- (pvqgVZ) <= (pV(qV Z)) (Associativité de V)

(pANQNZ) < (pA(gN 7)) (Associativité de N)
3- (pVo ANZ) < (pAq)V(pAZ)) (Distributivité de N\ par rapport a V)
4- (pANqQV Z) <= (pVZ)N(pV Z)) (Distributivité de V par rapport a N)
5- (p=q) N (q Z) (p Z) (Transitivité de =)
6- (p<=q) N (¢ Z) (p Z) (Transitivité de <)

Les quantificateurs

Soit £ un ensemble non vide

1- Le quantificateur universel (V)

Noté (V). On considere 'assertion "Vo € E p(x)”, cette phrase formelle
affirme que la propriété p est vraie pour tous les éléments de F, et on dit

"Quelque soit x appartient a E”, "Pour tout x de E”, "pour chaque x de
E”.

Exemple 1.1.3.

1-Vz € R 22 > 0 vraie.
2-Vx € R 22 > z fausse, (un contre-exemple : pour x = 0.5 22 = 0.25 on
a x> %)

Remarque 1.1.2. Dans la proposition Vx € E p(x)” = est muette i.e,

Vr € E p(x)” signifie exactement la méme chose que Yy € E p(y)”.

univ. BBA. 5 Khaled Hamide
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2- Le quantificateur existentiel (3)

Noté (3). L’assertion "dz € F p(z)” est vraie lorsque 1'on peut trouver
au moins un élément x de E pour lequel p(z) est vraie, on dit "il existe au
moins', "il existe z appartient a F tel que p(z)”.

Exemple 1.1.4.

I- 3z € R z(x — 1) < 0 vraie (par exemple x = 0.8).
2- Az €R (v —1)2 = —1 fausse.

Remarque 1.1.3.

1. Pour préciser qu’une assertion p(z) est vraie en une unique valeur
dans E, on rajoute point d’exclamation ().

Par exemple : (Alx € R f(z) =0) signifie que l’équation f(x) = 0
admet une solution unique dans R.
2. L’ordre des quantificateurs est trés important.

Par exemple : Vx € R, Jy e R z.y > 0) et (Fz € R, Yy € R z.y > 0)
sont différentes, ou la premiere est vraie, mais la deuzrieme est fausse.

3- Négation des quantificateurs

La négation de "Vx € E p(x)” est "dx € E p(x)” ou p(z) est la négation
de p(x).

Exercice 1.1.1. Ecrire par les quantificateurs les assertions suivante
1- un entier positif est plus grand qu’un entier négatif.

2- L’addition des réelles est commutatif.

1.2 Meéthodes de raisonnement mathématiques

1- Raisonnement direct

On veut montrer que 'assertion 'p = ¢” est vraie. On suppose que p
est vraie et on montre qu’alors ¢ est vraie. C’est la méthode a laquelle vous
étes le plus habitué.

Exemple 1.2.1. Montrer que si a,b € Q alors a + b € Q.

univ. BBA. 6 Khaled Hamide
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2- Raisonnement par contra posée

Le raisonnement par contra-position est basé sur I’équivalence suivante
/ . /7 . \ J— —
L'assertion "p = q”est équivalente a "¢ = p”.

Donc si on souhaite montrer ’assertion "p = ¢”, on montre en fait que
si g est vraie alors p est vraie.

Exemple 1.2.2. Soit n € N. montrer que si n> est pair alors n est pair.

3- Raisonnement par ’absurde

Le raisonnement par 1’absurde pour montrer "p = ¢” repose sur le
principe suivant : on suppose a la fois que p est vraie et que q est fausse et
on cherche une contradiction. Ainsi si p est vraie alors ¢ doit étre vraie
et donc "p = q”est vraie.

a b

= alors a = b.
1+b 1+a

Exemple 1.2.3. Soient a, b > 0. Montrer que si

4- Raisonnement par le contre-exemple

Si ’on veut montrer qu'une assertion du type "Vx € E p(z)" est vraie
alors pour chaque x de F il faut montrer que p(x) est vraie. Par contre
pour montrer que cette assertion est fausse alors il suffit de trouver x €
tel que p(x) soit fausse. (Rappelez-vous que la négation de "V € E p(z)'
est "dr € E p(z)". Trouver un tel x c’est trouver un contre-exemple &
l'assertion "V € E p(x)".

Exemple 1.2.4. On considére l'assertion Vo € R 22 > x", cette assertion
est vraie ou fausse ? justifier.

5- Raisonnement par récurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une assertion p(n),
dépend de n, est vraie pour tout n € N. La démonstration par récurrence
se déroule en trois étapes : lors de D’initialisation on prouve p(0). Pour
I’étape d’hérédité, on suppose que p(n) est vraie pour tout n > 0, et
on montre alors que p(n + 1) au rang suivant est vraie. En fin dans la
conclusion, on rappelle que par le principe de récurrence p(n) est vraie
pour tout n € N.

Exemple 1.2.5. Montrer que pour tout n € N, 2" > n,

Remarque 1.2.1. Si on doit démontrer qu’une propriété est vraie pour
tout n > ng, alors on commence linitialisation aw rang ny.

univ. BBA. 7 Khaled Hamide



Chapitre 2

Théorie des ensembles

2.1 Les ensembles
1- Définitions et Propriétés

Définition 2.1.1. Un ensemble E est par définition une collection d’objets
dits éléments de E.

Exemple 2.1.1. N = {0,1,2,...} , Z = {...,—2,—1,0,1,2, ...} sont des
ensembles (ils ont d’ailleurs tous les deux la particularité que l’on peut en
numéroter les élément), c’est aussi le cas de Q. Les nombres réels forment
aussi un ensemble (noté R), mais dont on ne peut cette fois numéroter les
éléments.

Remarque 2.1.1.

1- Un ensemble particulier est ’ensemble vide, noté ¢ qu’est ’ensemble
ne contenant aucun éléments.

2- On note (x € E) si x© est un élément de E et © ¢ E dans le cas
contraire.

3- Voici une autre facon de définir des ensembles : Une collection d’élé-
ments qui vérifient une propriété.

Exemple 2.1.2. A={r€R, |[x—2|<1},B={2€C, 2°=1}.

2- Parties d’un ensemble
L’inclusion (C)

Soient E, I' deux ensembles, si tout élément de E est un élément de F'
(autrement dire : Vo € F x € F) on dit alors que E est un sous ensemble
de F, ou E est une partie de F'. On note £ C F' et on a formellement :

ECF&eVi(re E=x€F).

8



CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES Mathl SM,ST
Quand E n’est pas une partie de F, on note £ ¢ F et on a formellement :

EZF < 3c((xe E)A(x ¢ F)).

L’égalité (=)
On dit que E = F si et seulement si £ C F et F C E. Formellement

F=F&s MVMz(zeEszel)s (ECFP)N(FCER)).

L’ensemble des parties de F

On note P(FE) l'ensemble des parties de E. Par exemple si F = {1, 2, x}

P(E) = {1}, 42}, 1+ {1, 25 {1, #1425}, {1, 2,5}

Définition 2.1.2. (Partition) Une partition d’un ensemble E est un en-
semble {E;} de parties de F tel que E = UE; et E; Q E;=¢
1 17]

Exemple 2.1.3. Soient £ = {1,2,a,b,3,l,¢,5} , alors

Ez‘ = {{27 a, b}v {17 3}7 {l7 C, 5}}7

est une partition de l’ensemble E.

3- Opérations sur les ensembles

Le complémentaire

Soient F, A deux ensembles, si A C F, alors le complémentaire de A
dans E est I’ensemble

Ay ={z € A, =z ¢ A}.
On le note aussi E'\ A et juste Cy s’il n’y a pas d’ambiguité (et parfois
aussi A°ou A)

Il est claire que ANA® = ¢, et AUAS = E. Avant de donner un exemple,

on remarque que si E est un ensemble alors ) C F et (Vo € E,x ¢ (),
donc : 0. = E.

Exemple 2.1.4. Soient E = {1,2,a,b,3, f} et A = {1,3, f}, alor A}, =
{Q,G,b},

univ. BBA. 9 Khaled Hamide
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Union, Intersection, Différence symétrique

Soit £ un ensemble, pour A, B deux parties de F
1- L’union de A et B est 'ensemble AUB={x € E, x € Aoux € B}.
2- L’intersection de A et B est 'ensemble ANB = {x € E, x € Aet x € B}.
3- La différence symétrique est 'ensemble A A B = (ANB)U (B\ A) =
AUBNANB.

Propriété 2.1.1. Soient A, B, C des parties d’un ensemble E

1- ANB=DBNA,

2- AN(BNC) = (AN B)NC, (On peut écrire ANBNC sans ambiguité),
- ANd=¢, ANA= A

4- ACB<= ANB=A,

5- AUgp=A AUA = A,

6-AC B+ AUB= B,

7- AU (BUC)=(AUB)UC (On peut écrire AUBUC),
8- AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

9- AU(BNC)=(AUB)N(AUC),

10- (A%)% = A et done A C B <= B° C A",

11- (AN B)" = A°U B¢,

12- (AUB)" = A°N B

Exercice 2.1.1. Montrer les propriétés (11) et (12)

Produit cartésien

Soient F et F' deux ensembles. Le produit cartésien, noté E x F| est
I’ensemble définit par

ExF={(z,y)r € Eetye F}.
Exemple 2.1.5. Soit A ={0,1} et B ={0,1,2} alors

Ax B =1{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)}.

univ. BBA. 10 Khaled Hamide



CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES Math1l SM,ST
2.2 Relations binaires

Définition 2.2.1. On appelle relation binaire, toute assertion entre deux
objets, pouvant étre vérifiée. On note xRy et on lit " x est en relation avec

y !/.
Définition 2.2.2. Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E,
alors :

1- R est Réflezive < Vo € F (zRx),

2- R est Transitive < Vz,y,z € E ((zRy) A\ (yRz) = (2Rz2)),

3- R est Symétrique < Vr,y € E (zRy) = (yRz),

4- R est Anti-Symétrique < Vz,y € E ((zRy) A (YRzx) = (x = y)).

1- Relation d’équivalence

Définition 2.2.3. Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E, on
dit que R est une relation d’équivalence si elle est Réflexive, Symétrique
et Transitive.

Exemple 2.2.1.

1- La relation R "d’étre paralléle” est une relation d’équivalence pour
I’ensemble E des droites affines du plan.

2- La relation " étre de méme age" sur un ensemble des personnes est
une relation d’équivalence.

3- L’égalité est une relation d’équivalence sur un ensemble non vide E.

La classe d’équivalence

Définition 2.2.4. Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence
R. La classe d’équivalence d’un élément x € E est le sous ensemble de E
définit par
c(z) ={y € E, yRzx}
On le note aussi & ou bien .
Siy € cl(x), on dit que y un représentant de cl(x).

Proposition 2.2.1. Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence
R. On a les propriétés suivantes :

(i) cl(x) = cl(y) <= zRy.

(ii) Pour tout x,y € E, cl(x) = cl(y) ou cl(x) Ncl(y) = ¢.

univ. BBA. 11 Khaled Hamide
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(iii) Soit D l’ensemble de représentants de toutes les classes alors les parties
{cl(x), x € D} constitue une partition de E.

Exemple 2.2.2. Dans R on définit la relation R par
Vo, y e R,aRy < 2> — 1 =19> — 1.

Montrer que R est une relation d’équivalence sur R et donner les classes
d’équivalence de x.

Preuve 2.2.1.
a- R est une relation d’équivalence

1- R est une relation Réflexive, car d’aprés la réflexivité de l’égalité on
a:
VeeR, 2> —1=2%—1.

Donc
Vr,y € R, 2R,

ce qui montre que R est une relation réflexive.

2- R est une relation Symétrique, car d’apres la symétrie de [’égalité on

a:
Vo,y ER, 2Ry 22 —-1=94>—-1
& y? —1=2a%—1 car legalité est symétrique
& yRa
Donc

Ve,y € R, 2Ry < yRzx
Ce qui montre que R est une relation symétrique.

3- R est une relation Transitive , car d’apres la transitivité de [’égalité
on a:

Vo,y,z € R, (aRy) A(yRz) = (2> = 1=y - 1A —1=22-1)

= (22 — 1 = 22 — 1) car legalité est transitive

= (zRz)

Donc
Va,y,z € R, (xRy) A (YRz) = (zRz)

Ce qui montre que R est une relation transitive. De 1,2 et 3, on déduit
que R est une relation d’équivalence sur R.

univ. BBA. 12 Khaled Hamide
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b- Les classes d’équivalence de x
Soit x € R, alors :

Vi eR, (2Ry) < (22 —1=9>—-1)

donc : cl(z) = {z, —x}.

2- Relation d’ordre

Définition 2.2.5. Soit R une relation binaire définit sur un ensemble
non vide E. On dit que R est une relation d’ordre si elle est Réflexive,
Transitive, et Anti-Symétrique.

Exemple 2.2.3.

1- <, >, = sont des relation d’ordre sur R (et sur Q, Z, N).
2- >, < nen sont pas (manque de réflexivité).

3- L’inclusion (C) est une relation d’ordre sur P(Q2) I'ensemble des parties
de [’ensemble ).
Ordre total. Ordre partiel

Soit R une relation d’ordre sur F, on dit que R définit un ordre total
sur F lorsque deux éléments de E sont toujours comparables pour R, c’est
a dire : Vx,y € E (zRy ou yRx) .

Dans le cas contraire, on parle d’ordre partiel.

Exemple 2.2.4.

1- < définit un ordre total sur R (et sur Q, Z, N)

2- C définit un ordre partiel sur P(S2), l'ensemble des parties de [’'ensemble

Q.

3- Vocabulaire dans un ensemble ordonné

Soit < désigne une relation d’ordre quelconque sur un ensemble F.

univ. BBA. 13 Khaled Hamide
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Maximum. Minimum

Définition 2.2.6. Soit A une partie de E s’il existe un élément M de A
tel que Vr € A ©x < M, alors il n’en existe qu’un seul, et on appelle le
maximum de A (ou le plus grand élément de A), noté max A.

La définition est analogue pour le minimum (ou le plus petit élément
de A), noté min A.

Exemple 2.2.5. Pour la relation < dans R, A = {2,—-4,0,2,5,1}, max A =
5, min A = —4

Attention : Il n’ y a pas nécessairement existence !.

Exemple 2.2.6. Pour la relation < dans R, ]0,1] et N n’ont pas de maxi-
mum.

Majorants. Minorants

Définition 2.2.7. Soit A une partie de E, et soit m € E, on dit que m est
un majorant de A (dans F) lorsque Vx € A x < m,

La définition est analogue pour le minorant.

Exemple 2.2.7. Pour la relation < dans Z, si A = {2,—4,0,2,5,1},
I’ensemble des magjorants est {5,6,7,...}, et l'’ensemble des minorants est
{—4,-5,-6,...}.

Attention : Il n’y a pas toujours existence, ni unicité !
D’ailleurs, si m majore A, alors tout élément m’ de E tel que m < m/
majore aussi A.

Remarque 2.2.1. On a l’équivalence : max A = M <= M € A et M
majore A

Définition 2.2.8. (Ensemble borné) Une partie A est dite majorée
(respectivement, minorée) lorsqu’elle admet au moins un majorant (res-
pectivement, minorant). En fin A est dite bornée lorsqu’elle est a la fois
majoréée et minorée.

Borne supérieure. Borne inférieure

Définition 2.2.9. Soit A une partie de E.

1- Si A est majorée et si l’ensemble des majorants de A admet un plus
petit élément, celui-ci est appelé la borne supérieure de A, notée
sup A.

univ. BBA. 14 Khaled Hamide



CHAPITRE 2. THEORIE DES ENSEMBLES Mathl SM,ST

2- S7 A est minorée et si l’ensemble des minorants de A admet un plus
grand élément, celui-ci est appelé la borne inférieure de A, notée

inf A.
Attention : Il n’y a pas toujours existence.

Remarque 2.2.2. Si A admet un maximum, alors A admet une borne
supérieure et sup A = max A.

Exercice 2.2.1. Soit (E, <) un ensemble ordonné et soit A une partie de

l’ensemble E. Dans les cas suivants, déterminer, s’il existe, max A, min A,
sup A, inf A,

I-E=R, A={0,1,-5,3,5, -2},

2- E =R, A=1[-4,2],

3- F=N, A=10,1,5,3,6},

4- E=R, A=]-1,1],

5- FE=[-1,1], A= {COSMTW, n e Z}

6- E=R, A={2*>—-1, r € R}.

4- L’ensemble Z/nZ

Soit n > 2 un entier. Définissons la relation suivante sur ’ensemble
E=7:
a = b(modn) < a — b est un multiple den

Par exemple pour n = 6 : 26 = 2(mod6), 34 = 4(mod6), —3 = 21(modn)
Cette relation est une relation équivalence. En effet :

- La relation est réflexive : Soit a € Z,a — a = 0 = 0.n est un multiple
de n donc a = a(modn).

- La relation est symétrique : Soient a,b € 7Z, supposons que a =
b(modn), alors a — b est un multiple de n, autrement dit il existe k € Z
tel que a — b = kn, et donc b — a = (—k)n et ainsi b = a(modn).

a = b(modn)
- La relation est transitive : Soient a, b, ¢ € Z, supposons que et
b = ¢(modn)
a—b=kn
Donc il existe k, k' € Z tel que et .
b—c=kn

Alors a — ¢ = (k + k') n et donc a = ¢(modn).
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Les classe d’équivalence de a € Z, notée cl(a) ou a est :

Qo

= {b€Z, b=a(modn)}
= {b€Z, b—a=nk pour certain k € Z} .

Alors c’est aussi exactement a = a +nZ = {a+nk / k € Z}.
Comme n = 0(modn), n+ 1 = 1(modn), n + 2 = 2(modn), ... alors

(9]

7QL=6, n%o—lzi, n+2:§,...

Donc I’ensemble des classes d’équivalence est ’ensemble

o

7/nZ = {0,01,5,...713 1}

qui contient exactement n éléments.

Par exemple : pour n = 5. Z/57Z = {6,01, 5, ig),fl} tel que
=0+4+5Z=5Z=1{...,—15,—10,-5,0, 5,10, 15, 20, ...} ,
=145Z={.,-14,-9,—4,1,6,11,16, ...},
=2+4+5Z={...,—13,-8,-3,2,7,12,17, ...}
=3+4+5Z=4{.,-12,-7,-2,3,8,13,18, ...}
-4=44+5Z={.,-11,—-6,—-1,4,9,14,19, ...} .

on a trouvé une partition de Z en 5 parties

9

Exercice 2.2.2. On définit sur l'ensemble Z/nZ une addition par a + b=
(a +b). Calculer la table d’addition dans Z/TZ. (c’est a dire toute les
sommes @ + b pour a,b € Z)77.

[0 o
Méme chose avec la multiplication @ x b = (a x b).
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Chapitre 3

Les applications

3.1 Généralités

Définition 3.1.1. Une application f d’un ensemble E dans un ensemble
E', tout correspondance f entre les éléments de E et ceux de F' qui a donnée

pour chaque élément x € E un unique élément de F noté f(x), on écrit
f:E— F.

1- E est appelé l'ensemble de départ, I' I’ensemble d’arrivée.
2- y = f(x) est appelé image de x et x est un antécédent de y.

3- Une application f entre E et F' est aussi représentée par :
f: B — F
z — f(z)

Formellement, une correspondance f entre deux ensembles non vides est
une application si et seulement si :

VieE: z=2"= f(z) = f(z)).
Exemple 3.1.1. Comme cas particulier L’identité : Idy : E — E est
définie par Idg(x) = x pour tout x € E.
Egalité
Deux applications f, g : F — F sont égales si et seulement si pour tout
r € E f(z) = g(z). On note alors f = g.
Le graphe

Le graphe d’une application f : F — F est le sous ensemble de E X F
défini par
I'y={(z,f(x)) e EXF JxeE, f(x) € F}.

17
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Composition
Soient f: EF — Fetg: F — Galorsgo f: E — (G est 'application
défini par g o f(z) = g(f(z))

E D p 2
—gof

Exemple 3.1.2.

1- On considere les applications

f:]—00,00 — ]0,400] g: ]0,+00] — R
: @ == 7 @ — g@)=yE

alors g o f :]0,+00 — R est définie pour tout x € |—o0,0[ par

—1
9o f(@) = g(/(2) = |~
2- On considere les applications
f:R—>R+ g:R+—>R+
r — f(x)=2* "~ v — g(z)=23
alors
ng:R—>R+ gOf:R+—>R+
r — flg(x)) =2 ~ z  — g(f(x))=2a®

Il est claire que fog# go f

Proposition 3.1.1. La composition des applications est associative. C’est-
a-dire que sth : E — F,g: F — G et f: G — H sont trois applications,
alors (fog)oh= fo(goh), (que l'on note donc simplement fogoh).

3.2 Restriction et Prolongement d’une application

Définition 3.2.1. Etant donnée une application f : E — F.

1- On appelle restriction de f a un sous ensemble non vide X de FE,
l'application g : X — F' telle que

Ve € X, g(z) = f(x)
On note g = f\X.
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2- Etant donné un ensemble G tel que E C G, on appelle prolongement
de Uapplication f a l'ensemble G, toute application h de G dans F
telle que f est la restriction de h a F.

D’aprés cette définition, f est un prolongement de f\X a E.

Remarque 3.2.1. 57 F' n’est pas un singleton, alors le prolongement de f
n’est pas unique.

Exemple 3.2.1. Etant donnée Uapplication

f:R_;’_ —>R
r  —log(x)

alors
g:R —R e h:R — R

r  —log|x| r = log(2lz| — )

sont deux prolongements différents de f a R.

3.3 Image directe et image réciproque

Définition 3.3.1. Soit f : E — F une application.

1- Si A est une partie de E on appelle image directe de A par f et on note
f(A) lensemble :

flA)={yeF | 3r € A f(z) =y}

ou est l’ensemble des images des éléments de A.

2- 57 B est une partie de F' on appelle image réciproque de B par f et on
note f~Y(B) I'ensemble :

f7UB)={z€E | f(z)€ B}

ou est l’ensemble des antécédents des éléments de B.

Formellement on a :

Vy € Flye f(A) <= 3Jx € Ay = f(x)
Ve € E,xc fY(B) < f(x)€B

Proposition 3.3.1. Soit f : E — F une application, on a les formules

sutvantes

1- Pour toutes parties A, B de E
- f(AuB) = f(A)U f(B)
— f(ANB) = f(A)N f(B)
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2- Pour toutes parties A, B de F, on a

f(AuB) = f(A)uU f(B)
— fHANB) =fHA)nfYB)
— ACB = f1(A) c f7YB)
— f‘l(C’FA) :CEf_l(A)

Remarque 3.3.1. Les ensembles Cpf(A) et f (CpA) ne sont pas toujours
comparables.

Exemple 3.3.1. Soient E = {a,b,c,4} ,F = {d,k,1} et Uapplication
f: E — F définie par :

fla) = f(b) = C et f(c) = f(4) =k
On considére l’ensemble A = {a, c}, alors
- f(A) ={d,k} et Crf(A) ={1}
- CpA = {b,4} et f(CgA) ={d, k}
donc Cpf(A) & f(CrA) et f(CrA) & Cpf(A), c’est a dire que Cpf(A) et

f(CgA) ne sont pas comparables dans cet exemple

Exemple 3.3.2. Etant donnés E = {—3,—-2,—-1,0,1,2,3},
F={-1,0,1,2,4,5,9,10,16} et l’application [ : E — F définie par :

Vo € E, f(x) = 2

On considére l'ensemble A = {0,1,2,4}, alors CpA = {-3,—-2,—1,3},
f(A) ={0,1,4,16},f (CgA) ={1,4,9} et Crf(A) = {—1,2,5,9,10}, donc
Crf(A) & f(CrA) et f(CgA) & Crf(A), c’est a dire que Crpf(A) et
f(CrA) ne sont pas comparables.

Mais si on prend B = {—2,—1,0,1,2}, alors :

CgB = {-3,4}, f(B) = {0,1,4}, f(CgB) = {9,16} et Cpf(B) =
{—1,2,5,9,10,16} donc f (CgB) C Crf(B).

3.4 Injection, surjection, bijection et réciproque
Soient F, F' deux ensembles non vide et f : E — I une application

Définition 3.4.1. (L’application injective) f est injective si pour tout
x, 2 € E et f(x) = f(2) alors x = x'. Autrement dit

/

[ est injective < Ve, 2’ € E: f(x)=f(2') =z =2
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Exemple 3.4.1. Soit

f:]R+—> R

v — f(x)=2a?

f est injective car Vr,2' € Ry, f(x) = f(2') = 2% = 27 = |2| = |2/| =
r=2a
Exemple 3.4.2. Les fonctions v — x + 2 (de R dans R) et v — log(z)

(de R dans R) sont injectives mais lapplication x — sin(x) de R dans R
n’est pas injectives.

Définition 3.4.2. (L’application surjective) f est surjective si pour
tout y € F il existe x € E tel que y = f(x). Autrement dit
[ est surjective < Vy € F,dz € E:y= f(x)

Exemple 3.4.3. Soit

f: R — R
r — flr)=2x-1
oneposey = f(z) =y=ao—-—1=>ax=y+1, dncdr =y+1€R:
y=Jf(z)=z-1
Alors f est surjective.

Remarque 3.4.1.

1- f est surjective si et seulement si F = f(F).

2- f est injective si et seulement si f : E— f(F) est une injection.

Définition 3.4.3. (L’application bijective) Une application f : E — F
est bijective si elle est a la fois injective et surjective. En d’autres termes
tout élément de F a exactement un antécédent. tel que y = f(x). Autrement
dit

f est bijective & Vy e F,Alxv e E:y= f(z)
Exemple 3.4.4. Soit

f:]R+—> R

r — f(z) =22
f n’est pas bijective car f n’est pas injective.

Exemple 3.4.5. L’application f de R dans R donnée par x — x + 2 est
une bijection, de méme la fonction x — log(x) est une bijection de R* dans
R.

univ. BBA. 21 Khaled Hamide



3.4. INJECTION, SURJECTION, BIJECTION ET RECIPROQUE Mathl SM,ST

Définition 3.4.4. (L’application réciproque) f : E — F une appli-
cation bijective . Alors il existe g : F — FE une application telle que
fog=Idg.

Donc on dit que [ est inversible et g notée f~1 et appelé Uapplication
réciproque de f.

Remarque 3.4.2.

1- L’application réciproque est unique
2- L’application réciproque existe si est seulement si f est bijective

3- Si ! linverse de f. Alors (f_l)_1 = f.
Exemple 3.4.6.

1- La bijection réciproque de x — = + 2 est donnée par x — x — 2.

2- La bijection réciproque de x — log(x) de R% dans R est la fonction
r — exp(x) de R dans R .

3- La symétrie par rapport a un point du plan est sa propre bijection
réciproque.

Exemple 3.4.7. On considere l’application

f: R=-2 — F
v — f(r)=%2

avec F' un sous ensemble de R.

- Déterminer I pour que l'application f soit bijective et donner l'application
tnverse de f.

- Montrer que f est bijective revient a examiner l’existence de solution de
Iéquation y = f(x), pour tout y € F.

Soit y € F', alors

Ce qui montre que :
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5+ 2y
y—1°

Vye R —1,3lx = y = f(x)

.. . . N .. 542
pour montrer que f est bijective, il reste a voir si x = ﬁ eR—-27.

O :
na 512y

y—1

=2 <= 5+2y=2y—1)
<~ >H=-2
ce qui est impossible ce qui montre que % € R — 2, par suite :

o+ 2y
R— 2y =

donc f est bijective si ' =R — 1 et 'inverse de f est :

Vye R—1,3dlz =

fff:R-1 —R-2
5+ 2y

y—1
Proposition 3.4.1. Soient f : E — F et g: F — G, alors

Yy

1- f injective et g injective = g o f injective .

2- f surjective et g surjective = g o f surjective .

3- f bijective et g bijective = g o f bijective et (go f)™1 = flogt.
Proposition 3.4.2. Etant données deuzx applications f : E — F et g :
F' — @G, telles que ' C F', alors :

1- go f injective = f injective

2- go f surjective = g surjective.

3- Si f(FE)=F', alors go f injective = g injective.
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Chapitre I

Fonctions réelles d’une variable réelle

4.1 Limites des fonctions

Rappels de vocabulaire

Définition 4.1.1. On appelle fonction de E dans F', toute application f

d’un sous ensemble Dy C E dans F'. Dy est appelé “Ensemble de définition
de f”.

Proposition 4.1.1. Toutes les notions données pour les applications peuvent
étre adaptées pour les fonctions.

Dans ce chapitre on ne s’intéresse qu’a des fonctions numériques a
variable réelle, c’est-a-dire des fonctions définies sur une partie I de R et a
valeurs dans R.

Soit donc f: I — R

On dit que f est une fonction paire ssi: Vo € [,V—z € I : f(—x) = f(x).

On dit que f est une fonction impaire ssi : Ve € I,V —x € [ : f(—x) =
—f().

On dit que f est une fonction périodique de période 1" si f est définie
sur R et si pour tout z € R, f(z +7T) = f(x).

Soit J un intervalle contenu dans 1.

On dit que f est croissante (resp. décroissante) sur 'intervalle J ssi :

V(z1,22) € J*, 11 < w9 = f(21) < f(22)(resp.wy > w9 = f(11) > f(22))

On dit que f est strictement croissante (resp. strictement décroissante)
sur l'intervalle J ssi :

V(xy,z9) € J?, 11 < Ty => f(z1) < f(x2)(resp.xy > xg @ f(x1) > f(x2))
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e On dit que f est monotone (resp. strictement monotone) sur J ssi f est
croissante ou décroissante sur J (resp. f est strictement croissante ou
strictement décroissante sur J).

e On dit que f est majorée par M (resp. minorée par m) sur J ssi
Ve € J, f(x) <M (resp.f(z) =m)

e On dit que f est bornée ssi J si f est majorée et minorée sur J.

Limites des fonctions
1- Limite finie a ’infini

Définition 4.1.2. Dire qu’une fonction f a pour limite { en +00, signifie
que tout intervalle ouvert contenant {, contient toutes les valeurs de f(x)
pour x assez grand - c¢’est a dire pour les x d’un intervalle |A, +o0o[. On
note alors :

lim f(z)=lim f(z) = ¢

T—+00

La droite A d’équation y = { est dite asymptote horizontale a I'¢
Remarque 4.1.1. On définit de facon analogue

lim f(z)=lim f(z) =¢

T—r—0Q
Exemple 4.1.1. Les fonctions de référence : x — >0 — L et v — -
x x NZ
ont des limites nulles en 400 et —oo pour les deux premieres. Leurs courbes

admettent alors l’'aze des abscisses comme asymptote horizontale.

2- Limite infinie a infini

Définition 4.1.3. Dire qu’une fonction f a pour limite +00 en 400, signifie

que tout intervalle | M, 00| contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez

grand - c’est a dire pour les x d’un intervalle |A, +oo[. On note alors :
Jim ) = (0) = oo

Remarque 4.1.2. Cela implique que la fonction f n’est pas majorée

1- On définit de facon analogue g{n f(z) =400

2- Ainsi que : xgrfoof () = —o0 et im f (x) = —0o0

Exemple 4.1.2.

1- Les fonctions de référence : x — x,x — x™ et x — \/x ont pour limite
+00 en +00.

2- La fonction de référence : x — x" a pour limite +00 en —oo si n est
pair et —o0 en —oo St N est impaar.
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3- Limite infinie en un point

Définition 4.1.4. Dire qu’une fonction f a pour limite +00 en a, signifie
que tout intervalle | M, 00| contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez
proche de a - c’est a dire pour les x d’un intervalle ouvert contenant a. On
note alors :

lim f(z) = lim f (z) = +o0

T—a

La droite A d’équation x = a est dite asymptote verticale a I'y

Remarque 4.1.3. On définit de fagon analogue lim f(x) = —o0

4- Limite gouache et droite

Définition 4.1.5. On défini la limite a gauche ou a droite de x = a lorsque
la limite en x = a n’existe pas. On notera alors :

1- limite d gauche : lim f(x) = lim f(x)
225 T—a~

2- limite d droite : lim f(z) = lim f(z)

r>a +
= Tr—a

Exemple 4.1.3. La fonction v — % n’admet pas de limite en 0, mais admet

une limite a gauche lim % = —o00 et a droite lim % = +00
50 30

Proposition 4.1.2. Si une fonction admet une limite alors cette limite est
unique.

Limites des fonctions élémentaires

1- Limites en 0

f (@) - 7
lim f (z) | 00 +00
2”30

400 si n pair
lim f(x) non défini

-00 sl n impair
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2- Limites en ’infini

f (z) z" o | VT NG
x]_l)f_{loo f(x) | +o0 0 | +o0 0
400 si n pair
lim f(z) 0 | non défini | non défini
T——00
-00 si n impair
Opérations sur les limites
1- Somme de fonctions
lim f 14 1 14 +00 | —00 | +00
lim g v +00 | —00 | 400 | —00 | —00
limf+g|l+0|+c0|—00| 400 |—00 | F.Ind

Exemple 4.1.4.

1- Limite en +oo de la fonction f définie sur R* par : f(x) = x + 3 +%

rT—+00

lim 1 =0
r—+o00 T

Par somme lim f(x) = 400
T—+00

lim :z:+3+oo}

2- Limite en +oo et -oo de la fonction f définie sur R par : f(z) = 2> +x

lim 2% = +o0

v Par somme lim f(z) = +o0
lim =0 z—+00

T—+00

lim 22 = 400

T—r—00

lim = —o0

T—r—00

|

Par somme, on ne peut conclure
Forme indéterminée : + oo — 00.
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2- Produit de fonctions

lim f i 040 0 e

lim g 4 00 00 00

limfxg|{xl|(x)oo| FiInd| (L)oo

Exemple 4.1.5.

1- Limite en —oo de la fonction précédente : f(x) = 2° +

Pour lever la forme indéterminée, on change la forme de f(z).

f(x)=x2+x:x2<1+i>

On a alors avec le produit :

1_i>m 22 = +oo
Tr—>—00 P ; 1' —
lim 1+ Lo ar produztxirpoof(a:) +00

2- Limite en 400 de la fonction définie sur Ry par : f(x) =z —/x

On ne peut résoudre par la somme car c’est une forme indéterminée,
on change alors la forme de

f(x):x—\/z:x(1—1>

r—400

. _i_
Jm 1= =1

Par produit lim f(x) = 400

T—+00

lim = = +o0 }

3- Limite a droite de 0 de la fonction définie sur R* par : f(x) = %sinx

lim 1 = 4+

2200 © Par produit, on ne peut conclure
lim sinx =0 [ Forme indéterminée 0 X oo

x>0

=0
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3- Quotient de fonctions

lim f | ¢ ¢#£0 |0 ¢ | oo 00
limg | ¢/ #0|0 0 oo | ¥ 00
lim L | 5 (£)oo | FInd |0 | (£)oo | F.Ind

Exemple 4.1.6.

1- Limite en —2 de la fonction définie sur R — {—2} par :f (x) = 25;21. On
a le tableau de signes de x + 2 :

x —00 —2 +00
x + 2 — 1 |+
lim 2z —1= -5 Par quotient
T——2 .
lim z4+2=0" lim f(x) =—o0
2520 mm?ﬁo
lim z+2=0" lim f(x) =400
275529 2”572
On en déduit alors une asymptote verticale d’équation v = —2.
2 1
2- Limite en +o0o de la fonction f définie par : f(zx) = 333 i 5
x

Comme le numérateur et le dénominateur tendent vers l’infini en 400,
nous avons une forme indéterminée . Il faut donc changer la forme
de f(x).

S 2e+1 z(2+41) 241

M) = = a3+ 2) ~ 312
On a alors : ,

xETOOQJ%Q} Par quotient

: 2 _ i — 2

lim 3+2=3[ lim f(z) =]

4- Limite d’une fonction composée

Théoreme 4.1.1. Soit deuz fonctions f, g. Soient a,b et ¢ des réels ou +o0
ou —oc. Si lim f(z) =b el }Clirll)g(x) = c alors lim g[f(z)] = c.

Exemple 4.1.7. Déterminer les limites suivantes :
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1- xgﬁloo h(z) avec h(z) = /2 + =
on pose f(z) =2+ % et g(x) = \/z. Ona alors : h(z) = g[f (z)]. On

calcule alors les limites

xl_l)IleooQ —|— =2 } Par composition, ona
pvE V2 [l (o) = V2

2- lim k(z) avec k:(m) = cos( 1 )

r——+00 >+1

on pose f(x) = = et g(x) = cos(x). On a alors : k(x) = g[f (x)].
On calcule alors les limites

lim
x—r+oo T 2"’1

lim cosxz =1

=0 } Par composition, on a
T—+2

lim k(z)=

rT—r+00

6- Théorémes de comparaison

Théoreme 4.1.2. f, g, et h sont trois fonctions définies sur l'intervalle
I =]b, +o0 et ¢ un réel.

114

1- Théoreme des “Gendarmes
Si pour tout x € I, on a : g(x) < f(z) < h(x) et si:

lim g(z) = lim h(x)=/{ alors lim h(z) =/

T——+00 T——+00 T——+00
2- Théoreme de comparaison

Si pour tout x € I on a : f(x) > g(x) et si:

lim g(x) = +oo alors lim h(z) = +o0

Tr—r+00 Tr—r+00

Remarque 4.1.4. Enoncés analogues en —oo avec I =] — 00, b[ et en un
réel a avec I un intervalle ouvert contenant a.

Exemple 4.1.8.

1- Déterminer la limite de f(x) = 22 en 400

Pour tout x positif, on a : —1 < sinx < 1, donc :

1 sinx 1
Vr>0:——< < -
x x x
or on sait que : lim —X =0 et lim =0
r—+oo T r—+oo T
D’apres le théoréme des Gendarmes, on a : lim f(z) = 2% =0
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2- Déterminer la limite de g(x) = x + cosx en +00
Ona :Vxr €R cosx > —1, donc :

VreR :x+cosx >x—1

or on sait que : lim x —1 = +o00
T—+00

donc d’apres le théoreme de comparaison, on a : lir}rq T+ cosx = +o0o
T—r+00

4.2 Continuité des fonctions
Continuité en un point

Définition 4.2.1. Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I.
Soit a un élément de I. On dit que la fonction f est continue en a si et
seulement si :

lim f(z) = f(a)
La fonction f est continue sur un intervalle I si, et seulement si, f est
continue en tout point de I.

Exemple 4.2.1.

1- La fonction partie entiére E est alors définie par : E(x) =n
E(2,3)=2;E(5) =5;E(—2,3) = -2
On observe alors un "saut" de la fonction pour chaque entier. La
fonction partie entiere n’est donc pas continue pour x entier

2- Soit la fonction f définie par :

1 .
sin= six #£ 0
— T
f (@) { 0 st x =0
La fonction f n’est pas continue en 0 bien qu’on n’observe ici aucun
'saut’. La fonction oscille de plus en plus autour de 0 si bien qu’au
voisinage de 0, la fonction tend vers une oscillation infinie qui explique
la non continuité.

3- g(x) = 7 est continue sur R — {—1}

4- h(z) =2xsint — cos® + 2 nlest pas continue en 0 car lim h () nlexist
€T

pas

5- Soit la fonction f définie par
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La fonction f est-elle continue en 0 ?
On remarque tout d’abord que f(0) =0 et que la fonction f est définie
de deux facons différentes autour de 0. On ne peut pas calculer tout
simplement 112% f(x) mais il faut faut distinguer limite a droite et limite
X
a gauche. D’une part, lim f(z)= lim 0= 0.
z—0~ z—0~
D’autre part, lim f(x) = lim e~ = 0 par composition de limite.
x—0t x—0t
Donc lim f(z) = lim f(z) = f(0), et on peut donc conclure que f
x—0F x—0~

est continue en 0.

Continuité des fonctions usuelles

Proposition 4.2.1.

1- Les fonctions polynomes sont continues sur R.

2- La fonction inverse x — L est continue sur | — oo; 0[ et sur ]0; 4o00|
3- La fonction valeur absolue x — || est continue sur R.

4- La fonction racine carrée x — \/x est continue sur [0; +oo|

5- Les fonctions v — sinx et x — cosx sont continues sur R

6- D’une facon générale, toutes fonctions construites par opération ou par
composition a partir des fonctions ci-dessus sont continues sur leur
ensemble de définition, en particulier les fonctions rationnelles

Proposition 4.2.2. Soient f,g : I — R deux fonctions continues en un
point xg € 1. Alors

- \f est continue en xy (pour tout K A € R),

- [+ g est continue en xy,

- [ X g est continue en x,

- st f(xo) # 0, alors %est continue en x.

Proposition 4.2.3. Soient f : I - R et g: J — R deux fonctions telles

que f(I) C J. Si f est continue en un point xg € I et si g est continue en
f(xo), alors go [ est continue en x.

Prolongement par continuité

Définition 4.2.2. Soit I un intervalle, xo un point de I et f: 1 — x5 — R
une fonction. On dit que f est prolongeable par continuité en xq si f admet
une limite finie en xy. Notons alors { = hxrgl f.
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On définit alors la fonction f: I — R en posant pour tout x € T

m):{ fla) si#a

l st x = x9

Alors f est continue en xo et on l'appelle le prolongement par continuité de
f en x.

Exemple 4.2.2. Considérons la fonction f définie sur R* par f(x) =
Z sin (%)
Voyons si f admet un prolongement par continuité en 0 ¢
Comme pour tout x € R* on a |f(z)| < |x|, on en déduit que f tend vers
0 en 0. Elle est donc prolongeable par continuité en 0 et son prolongement

est la fonction f définie sur R tout entier par :
Fla) = xsin(%) st x # 0
10 siz=0
Le théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 4.2.1. (Théoréme des valeurs intermédiaires).
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Pour tout réel
y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =y.

Théoreme 4.2.2. Soit a et b deux réels tels que a < b. Si f est une fonction
continue sur l'intervalle [a,b] alors pour tout réel k compris entre les réels

f(a) et f(b), il existe un réel c € [a,b] tel que f(c) = k.
Un conséquence tres intéressante de ce théoreme est le théoreme suivant :

Théoreme 4.2.3. L’image d’un intervalle par une fonction continue est
un intervalle.

Voici la version la plus utilisée du théoreme des valeurs intermédiaires.

Corollaire 4.2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment.
Si f(a) x f(b) <0, alors il existe ¢ €]a,b] tel que f(c) = 0.

Corollaire 4.2.2. Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle
I. Alors f(I) est un intervalle.

Attention! Il serait faux de croire que I'image par une fonction f de
'intervalle [a, b] soit I'intervalle [f(a), f()].

Exemple 4.2.3. Tout polynome de degré impair possede au moins une
racine réelle.
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4.3 Dérivabilité des fonctions
Dérivée en un point
Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit zy € I.

Définition 4.3.1. La fonction f est dérivable en xy si le taur d’accroisse-
ment %ﬁ;é%) a une limite finie lorsque x tend vers xy. La limite s appelle
alors le nombre dérivé de f en xq et est noté f'(xg). et on a

f(@) — f(xo)

T—X0 r — ajo

Définition 4.3.2. La fonction fest dérivable sur I si f est dérivable en
tout point xo € I. La fonction x — f'(x) est la fonction dérivée de f , elle
se note f' ou % .

Remarque 4.3.1. Si Jim J(@)=[(wo)

xg.

= d+oo alors f n'est pas dérivable en

Exemple 4.3.1. La fonction définie par f(x) = x* est dérivable en tout
point xy € R. En effet :

fz) — f(zo) _ 2° —aj

r — Xy r — X

=1+ 2 ) 220

On a méme montré que le nombre dérivé de f en xy est 2xqy, autrement
dit : f'(x) = 2.

Exemple 4.3.2. Montrons que la dérivée de f(x) =sinx est f'(x) = cosz.
Nous allons utiliser les deux assertions suivantes :

sin . : .. P—q ptgq

— 1 et sin(p) —sin(¢) = 2sin 5 08—

remarquons déja que la premiere assertion prouve f(xgi:g(o) = Sig“ e 1 et
T—
donc f est dérivable en xy =0 et f'(0) = 1.
Pour xy quelconque on écrit :
f(x) = f(0) sinwx—sinzy sin*5%* cos +
x—0  x—x B o 2

T+2x9
2

posant u = =2 glors u — 0 et on a 2% — 1. Ainsi [@-JO _, COS X
2 U y—0 =0 2=

et donc f'(x) = cosz.

Lorsque x — xy alors d’une part cos 3, coszy et d’autre part en
0
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Exemple 4.3.3. On considere la fonction [ définie par

_ e st x # 0
f(:c)—{ 0 siz=0

La fonction f est-elle dérivable en 0 ¢

1
On a ici f(0) =0, donc, pour x # 0, f@)=fO) _ ¢ 22

x—0 x

: , o

Grace auz croissances comparées, on a lim e 22 = 0.
0
Donc f est dérivable en 0 et on a f'(0) = 0.

Dérivée a droite, dérivée a gauche

Définition 4.3.3. Soit f : [ — R et soit xy € I. On dit que f est dérivable
a gauche en xy (resp. dérivable a droite en xy) si la fonction x — %ﬁm
admet une limite a gauche en xq (resp. une limite d droite en xy). Cela
équivaut aussi a dire que la restriction de f a ] — oo;xg| (resp. d |xg; +00])
est dérivable en xo. On note f (o) et fy(xo) les dérivées a gauche et a
droite en xy.

Exemple 4.3.4. La fonction x — |x| est dérivable @ gauche et a droite en
0 et f(0)=—1 et f3(0) =1.

Proposition 4.3.1. Soit f : I — R et soit vy € I tel qu’il existe un
intervalle ouvert contenant xq et contenu dans I. Alors f est dérivable en
xg ssi f est dérivable d gauche et a droite en zg et fi(xo) = fa(o).

Exemple 4.3.5. On considere la fonction f définie par
2?’lnx si x>0
f(z) = { 0 si x<0

f est-elle dérivable en O ¢

On a ici f(0) = 0. Comme f n’est pas définie de la méme facon a droite
et a gauche de 0 il faut ici se servir de la proposition ci dessus et donc on
va s’intéresser a la dérivabilité a droite puis a gauche.

o Six < O,%_fo(xo) = 0 donc [ est dérivable a gauche en 0 et f,(0) = 0.

o Six > O’f(m%{)(xo): xlnz. Or on sait que hg(l).%’lﬂ:ﬁ = 0 donc f est
dérivable a droite en 0 et on a f;(0) =0
e On a donc que f est dérivable a droite et a gauche et fi(0) = f3(0) =0

donc (grdce @ la proposition ci dessus) f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
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Dérivées et sens de variation

Théoreme 4.3.1. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors :

- La fonction f est croissante sur I ssi f' >0 sur I.
- La fonction f est décroissante sur I ssi f' <0 sur 1.

- La fonction f est constante sur I ssi f' =0 sur 1.

Proposition 4.3.2. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. La
fonction f est strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I
ssi f'' >0 (resp.f' < 0) sur I et il n'existe aucun intervalle non réduit d un
point tel que " =0 sur cet intervalle.

Tangente

La droite qui passe par les points distincts (xg, f(xg)) et (z, f(z)) a
pour coefficient directeur %ﬁxo) A la limite on trouve que le coefficient
directeur de la tangente est f'(z(). Une équation de la tangente au point

(xo, f(xg)) est donc :

y = (z — z0) f'(z0) + f(20)

Proposition 4.3.3. La fonction f est dérivable en xq si et seulement si

}llin% %H(mo) existe et est finie.
%

Proposition 4.3.4. Soit I un intervalle ouvert, xo € I et soit f: 1 — R
une fonction.
1- Si f est dérivable en xy alors [ est continue en xy.

2- Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.
Remarque 4.3.2. La réciproque est fausse :

Exemple 4.3.6. La fonction valeur absolue |x| est continue en 0 mais n’est
pas dérivable en 0.
En effet, le taur d’accroissement de f(x) = |z| en xy = 0 vérifie :

f(r)—f(:co):\:c\:{ iz >0

T — X T —1 six <0

Il y a bien une limite a droite (qui vaut +1), une limite a gauche (qui vaut
—1) mais elles ne sont pas égales : il n’y a pas de limite en 0. Ainsi f n'est
pas dérwwable en x = 0.

Cela se lit aussi sur le dessin il y a une demi-tangente a droite, une
demi-tangente a gauche mais elles ont des directions différentes.
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Calcul des dérivées

1- Somme, produit,...

Proposition 4.3.5. Soient f,g : I — R deux fonctions dérivables sur I.
Alors pour tout x € I :

- (f+9)(z) = fi(z) + 4 (2),
- (M) (x) =Af(x) ot , est X un réel fixé,
- (f x9) (@) = fl(x)g(x) + g'(x) f(2),

2- Composition

Proposition 4.3.6. Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors
go f est dérivable en x de dérivée :

(go f) (x) = g'(f(x))-f'(x)

Exemple 4.3.7. Calculons la dérivée de In(1+22). Nous avons g(x) = In(z)
avec ¢'(z) = 1; et f(z) = 1+ 2? avec f'(x) = 2z. Alors la dérivée de
In(1+2%) =go f(x) est

2x

(gof)(x) =4 (f(x)).f'(zx) = g'(L+2%).20 = 1422

Corollaire 4.3.1. Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et
bijective dont on note f~1: J — I la bijection réciproque. Si f' ne s’annule
pas sur I alors f~' est dérivable et on a pour tout x € J :

b
fr ()

Remarque 4.3.3. On voit ici que f' et (f~1) ont donc le méme signe.

(f ) (x) =

Exemple 4.3.8. f : R — R définie par f (z) =e" +1
f est dérivable sur R et bijection
f'=e" ne s’annule pas sur R,

f~1:RY — R define par f~ () =In(z — 1)

done (/1) (2) = by = 51
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Dérivée de fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules a connaitre,
x est une variable. Le tableau de droite est celui des compositions (voir

paragraphe suivant), u représente une fonction x — f(z).

Fonction | Dérivée Fonction | Dérivée
n" nz" 1 (n € Z) fr nf fr1 (n€z)
1 1 1 _ I
v v / f?
1 f!

Ve NG R
e’ e’ el flel

1 [
Inz " In f F
cosr = | —sinx cosf= | —f'sinf
sin x COS T sin f f'cos f

2. 1 / 2 _ _f

tan l+tan“s = 5 ||| tanw fr(l+tan®z) = Lo

Dérivées successives

Soit f : I — R une fonction dérivable et soit f’ sa dérivée. Si la fonction
f': I — R est aussi dérivable on note f” = (f’)" la dérivée seconde de f .
Plus généralement on note :

/

fO=f = O = et = (1)

Si la dérivée n-itme £ existe on dit que f est n fois dérivable.

Théoréme 4.3.2. Formule de Leibniz
n n n n— n n— n
(fg)( ):f( )g+( 1)f( 1)9(1)+___+(k)f( k)g(k)+...+fg( )

Autrement dit :
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Exemple 4.3.9.

1- Pour n =1 on retrowve (f.g9) = f'g+ fq'.
2- Pourn=2, ona (f.9)"=f'g+2f ¢+ fqg".

u
n > 0. Notons f(x)=e® alors fM(z) = e, fP(z) =¢*,..., fP(2) =
Notons g(z) = 2> + 1 alors g (z) = 22, ¢®(z) = 2 et pour k > 3,
g"(z) =0.
Appliquons la formule de Leibniz :

n n n n— n n— n n—
(f.9)™ = fg + ( 1 ) Fn g0 ( : ) Fn2)g(2) 4 ( \ ) F3gB) |

On remplace f*)(x) = € et on sait que ¢® (), ¢ () = 0,... Donc cette
somme ne contient que les trois premaiers termes :

(n) _ «x 2 n T n T n T
(f.9)" =€ (x —|—1)—|—(1)€.25L’—|—(2)€.2+(3>6.0+..
Que l’on peut aussi écrire :

(f.9)"™ = e”. (:1:2 + 2nz + n(nQ—l) + 1)

Théoréme de Rolle

Théoréme 4.3.3. Soit [ : [a,b] — R telle que
- [ est continue sur [a,b),

- fest dérivable sur]a, b,

- fla) = f(b).
Alors il existe ¢ €la, b tel que f'(c) = 0.

Exemple 4.3.11. soit f(x) = cosx sur l'intervalle [—%, g}

ona cosm = cos(—m) = 0 . f est continue sur |—%, %], fest dérivable
sur | — 5, 5[, doc il existe c €] — §, 5]

Inégalité des accroissements finis

Théoreme 4.3.4. Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f une
fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b].

univ. BBA. 39 Khaled Hamide



4.3. DERIVABILITE DES FONCTIONS Math1l SM,ST
o S’il existe m et M deux réels tels que Yz €la, b, m < f'(x) < M alors
m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)
e S’il existe k € R tel que Yz €la, b, f'(x) < k alors
[f(b) = f(a)] < k[b—a

On utilisera principalement cette inégalité dans I’étude des suites récur-
rentes.

Exemple 4.3.12. Soit f(z) = sin(z). Comme f'(x) = cosx alors | f'(x)| <
1 pour tout x € R. L’inégalité des accroissements finis s’écrit alors :

Vr,y € R |[sinz-siny| < |z — y|
En particulier si l'on fize y = 0 alors on obtient
Vr,y € R [sinzx| < |z|
ce qui est particuliecrement intéressant pour x proche de 0.

Théoreme 4.3.5. Soient I un intervalle et a € I. Si f est continue sur
I, dérivable sur I — a et si ' admet une limite finie £ en a, alors f est
dérivable sur I et f'(a) = ¢.

Exemple 4.3.13. Montrer que la fonction f définie par
1 -1 .

2eT st x>0
fla) = { A

st x =
. _l 7/ . .
les fonctions x — % et e"=e sont dérivables respectivement sur R* et sur
R donc par composition et produit, f est dérivable sur RY .

De plus pour tout x # 0, f’(a:):(—% + %) e v
On a 111%1+ f(z) =0= f(0) donc f est continue en 0.
T—r

est dérivable sur R.

Grace aux croissances comparées, on a si x # 0, lim f'(z) =0
r—07,

D’apreés le théoreme de prolongement de la dérivée, f est bien dérivable
sur Ry et f(0) = 0.
Regle de ’Hospital

Corollaire 4.3.2. Soient f,g : I — R deux fonctions dérivables et soit
xo € 1. On suppose que

e f(x0) = g(wo) =0,
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evVrel—xy ¢(x)#0.
/() /()

=/ alors dm =t = ¢ (¢ fini ou égal a o)

S7 lim
9(x)

o g'(x)

dans les cas suivants :
. / 9. / o . . . 0
e lim f'(z) = Am g () = 0 Indétermination de la forme g

T—Xg
e lim fl(x) = JAm g'(z) = oo Indétermination de la forme %2
n(z24x—1)

Exemple 4.3.14. Calculer la limite en 1 de !
On vérifie que :
~ (@) =+ - 1), £(1) =0, ) =
— g(z) =In(z),9(1) = 0,4'(z) = ;
— Prenons I =]0,1],x9 = 1, alors ¢’ ne s’annule pas sur I \ {z0}.
donc

Inx

. fl(x) , 2z + 1 , 20 + x
hm :hm—xx:hm—:
z—1 g’(x) J;—>11'2—|—(E—1 x—>1x2-|—x—1
Alors (a2 .
lim n(z 4z — ):3
z—1 Inx
20—

Exemple 4.3.15. Calculer la limite en 5 de 5
cos® x

Les formes d’indétermination suivantes seront étudiées dans les exemples
qui suivent :
e Forme indéterminée 0.00 : Si lim f(z) = 0 et lim g(x) = co On
T—Tg T—T0

écrire dans ce cas le produit f(x).g(z) sous la forme d'un quotient, a savoir

@) @)

e Forme indéterminée co—oo : Si lim f(z) = lim g(z) = oo La
T—Tg T—T0

différence f(x) — g(x) peut s’exprimer sous la forme
1

1

T f(z
f(z) - g(z) = 2L D

f(z).g(x)

on se rameme ainsi & la forme indéterminée 8

e Forme indéterminée 1>, oc’, 0 On se raméme aux cas précédent
en écrivant

F(2)00) = 9@ [ (@)

Exemple 4.3.16. lim (v — ) tan ()

s
T—5
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Chapitre 5

Les fonctions réciproques

5.1 La fonction exponentielle

Probléme a résoudre

f0) =1
fr=1r
Définition 5.1.1. [l existe une unique fonction f définie et dérivable sur

R telle que f(0) =1 et f' = f. Cette fonction est appelée exponentielle et
notée exp ou €.

On cherche les fonctions f dérivables sur R telles que {

Propriété 5.1.1.

1- La fonction e est dérivable sur R, et pour tout x € R, (e*) = €.

2- =1

3- Pour tout x € R, e™" = e%
4- Pour toutz € R, e > 0
5- Pour tout x € R et tout y € R, ™Y = e%e¥

xT

6- Pour toutx € R et touty € R, e Y =5

ey

7- Pour tout x € R et tout n € Z, €™ = (e*)"
Propriété 5.1.2. La fonction e est strictement croissante sur R.

Propriété 5.1.3.

I- lim e* =400, lim e*=0.

r—=400 T——00
. x .
2- lim & =+4o00, lim ze® =0.
Tz—+oo T T—>—00

3- Pour toutn € N, lim & = 400, lim z"e® =0.
r——+o00 T

T—r—00
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Tableau de variation fonction exponentielle

x —00 “+00
e’ +

+00
ex 0 /

Ona 1_1>m e’ = 0 donc y = 0 est une asymptote a la courbe C' au
T——00
voisinage de —oc.
Le graphe de la fonction exponentielle est donné ci-contre

¥ BX DX

A

5.2 Fonction logarithme

Exercice 5.2.1.

1- Résoudre les équation : e* =1,e" = e, e’ =

8 o=

2- Montrer que pour tout réel A\, l’équation e* = X\ admet une unique

solution

Définition 5.2.1. La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction
définie sur R% =0, +oo[ qui a tout réel x > 0 associe le réel x, dont
[’exponentielle est x.

Proposition 5.2.1.

1- Pour tout réel x > 0 et tout réel y, x = €Y équivaut d y = In(x).
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2- Pour tout réel x > 0, e™@) = g,

3- Pour tout réel z, In(e”) = x.

Corollaire 5.2.1.

1- In(1) est le nombre dont l’exponentielle vaut 1, donc In(1) = 0.
2- In(e) est le nombre dont l’exponentielle vaut e, donc In(e) = 1.

3- Pour tout réel \, ’équation In(z) = X\ admet pour unique solution

.%':6/\.

Proposition 5.2.2. Dans un repere orthonormal, les courbes représenta-
tives des fonctions exponentielle et logarithme sont symétriques par rapport
a la droite d’équation y = x (premiére bissectrice).

Théoréme 5.2.1. Pour tous réel a et b de R In(ab) = In(a) + In(b).
Démonstration 5.2.1. Soit :a > 0 et b > 0, alors

61r1(a)—|—h1(b) — 6ln(a)eln(b) — ab et eln(ab) — ab

On en déduit que e™ DO = n(ab) ot done, la fonction exponentielle étant
strictement croissante sur R, que In(a) + In(b) = In(ab)

Propriété 5.2.1.
Pour tous réels a > 0 et b> 0, In(2) = —In(a), e, In(%) = In(a) — In(b).

Démonstration 5.2.2.

- Pour tous réels a > 0, In(at) = In(a) + In() = In(1) = 0, d’ou,
In(%) = —In(a).

- Pour tous réels a > 0 et b > 0, In(%) = In(az) = In(a) + In(}) =
In(a) — In(b).

Propriété 5.2.2. Pour tous réels a > 0 , In(y/a) = 5 In(a),

Démonstration 5.2.3. Pour tous a > 0, In(y/a)’> = 2In(y/a) = In(a),
d’ou la propriété.

Remarque 5.2.1. Pour tout réel a > 0, In(y/a) = In(a2), d’ot la notation
Ja = az.

Propriété 5.2.3.
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1= lim 29— 0 et plus généralement, pour tout entier n, lim 2& =
6—>+oo r—+oo T

2- lim zIn(z) = 0, lim 22 — g
x—0 z—0 r

Propriété 5.2.4. La fonction In est continue et dérivable sur|0;+ool, et

pour tout x > 0, In'(z) = L.

T

Corollaire 5.2.2.

I- 0<a<b <= Ina<Inb, carIn est strictement croissante sur R*_.

2- Comme In(1) =0, on a donc, Inz <0 <= 0<z<1letlnz >
0 < x>1,

3-  Pour tout fonction f dérivable sur un intervalle I telle que f > 0 on

/ f’
a: <1n(f)> = 7

4- xl_lgloo In(x) = +o0,
5- }g]%ln(a:) = —00.

Corollaire 5.2.3.

1- La fonction In est continue et strictement croissante sur RY .

2-  La courbe représentative de la fonction In admet ['axe des ordonnées
comme asymptote en 0.

Tableau de variation de fonction logarithme

T 0 +00
(In)’ +
400
In(z) _—
—00

Le graphe de la fonction In est donné ci-contre
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lnx

5.3 Fonctions circulaires inverses
Fonction arc cosinus

Considérons la fonction cosinus cos : R — [—1, 1], 2 — cosx. Pour obte-
nir une bijection a partir de cette fonction, il faut considérer la restriction de
cosinus a U'intervalle [0, 7r]. Sur cet intervalle la fonction cosinus est continue
et strictement décroissante, donc la restriction

cos : [0, 7] — [—1,1],
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arc cosinus :
arccos : [—1,1] — [0, 7].

est continue dérivable. On a donc, par définition de la bijection réciproque :

cos (arccos(x)) = =  Vr € [-1,1]
arccos (cos(z)) = x  Vx €[0,7]
Autrement dit :
Siz e [0,n] cos(x) =y < x = arccosy,

donc -
arccos (—1) = m,arccos (1) = 0,arccos (0) = =

La dérivée de arccos :

arccos' £ = ——— Vo e]-1,1]
11—z
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Démonstration 5.3.1. On démarre de [’égalité cos(arccosz) = x que l'on

dérive :
cos(arccosx) = =x
= —arccos’ x X sin(arccosr) = 1
—1
= arccos r = —
sin(arccos )
—1
= arccos 1 = —-——— ... (%)
/1 — cos?(arccos z)

—1
Vi—?

Le point crucial (x) se justifie ainsi : on démarre de 1'égalité cos?y +
sin? y=1, en substituant y = arccos x on obtient cos?(arccos x)+sin? 2(arccos x) =

= arccos x =

1 donc 2?+sin?(arccosz) = 1. On en déduit : sin(arccos x) = +/1 — cos?(arccos )
(avec le signe + car arccosz € [0, 7]).

La fonction dérivée arccos’ z = h < 0, Vz € ]-1,1] donc arccos
—x

est strictement décroissante sur [—1,1]

Tableau de variation

x —1 +1

arccos' () —

arccos(x) T

Le graphe de la fonction arccos est donné ci-contre

Arccosx T
—-———

b
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fonction arc sinus

Considérons la fonction cosinus sin : R — [—1, 1], z — sin . Pour obtenir
une bijection a partir de cette fonction, il faut considérer la restriction de
sinus & l'intervalle [57, 7]. Sur cet intervalle la fonction sinus est continue
et strictement croissante, donc la restriction

—T T
— =] = [-1,1],
55l = =1
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arc cosinus :

sin : |

—T
arcsin : |[—1,1] = |—, =/,
1,1 = [ 7]

est continue dérivable et impair.

On a donc, par définition de la bijection réciproque :

sin (arcsin(z)) = =  Vx € [—1,1]

arcsin (sin(z)) = =  Vx € [j,z]
2 2
Autrement dit :
Size [_;, ;T] sin(x) = y < x = arcsiny.
Donc
. -7 . ™ .
arcsin (—1) = — - aresin (1) = 5> arcsin (0)=0

Nous utilisons les mémes étapes pour calculer la dérivée de la fonction
arccos pour trouver la dérivée arcsin.

Vo e |-1,1].

1
!
arcsin’ 1 = ———
V1 — 2
La fonction dérivée arcsin’ x = \/1%7 > 0,Vx € ]—1, 1] donc arcsin (z) est
].

strictement croissante sur [—1, 1

Tableau de variation

x —1 +1
arcsin'(z) +
arcsin(x) | —x _—— 2

2
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La fonction arcsin est impair donc la courbe est symétrique par rapport le

point (0,0) sur [—1,1].
Le graphe de la fonction arcsin est donné ci-contre

T ATCBINE

[=]
F——- -
SE]
=
|
N
b

Fonction arc tangente

Considérons la fonction tangente tan : R — {%T, ke Z*} — R,x — sinx.
Pour obtenir une bijection a partir de cette fonction, il faut considérer la
restriction de tenante a l'intervalle }’7”, %[ Sur cet intervalle la fonction
tangente est continue et strictement croissante, donc la restriction

- T

7|‘_>R7
2 2

est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arc tangente :

—T T
272
est continue dérivable et impaire. On a donc, par définition de la bijection
réciproque :

arctan : R —

9

tan (arctan(x)) = = Ve e R
o ”[
2 720

arctan (tan(z)) = x  Vz €

Autrement dit :

Siz e

-7
- 2[ tan(z) = y & x = arctany.

Donc

. ™ . T
xl_l)gloo arctan (r) = —, lim _arctan () = - arctan (0) = 0.
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La courbe admet les asymptotes d’équation

T oo
Ty YTy

Et comme fonction arctan est impair alors la courbe est symétrique par

rapport le point (0,0) sur [—1, 1] Méme chose pour trouver la dérivée de

arctan en utilisons les mémes étapes pour calculer la dérivée de la fonction

arccos. |
arctan’ r = —— Yz € R.

V1422

La fonction dérivée arctan’z = L5 > 0,Va € |—1,1[ donc arcsin () est
strictement croissante sur R.

Tableau de variation

x —00 +00
arctan’ (x) +
™
arctan(z) | -« _—— 2
2

Le graphe de la fonction arctan est donné ci-contre

tanx

ol =
DY S ——

A e

I
baf

arctanx
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5.4 Fonctions hyperbolique directes

Fonctions cosh, sinh et tanh

Mathl SM,ST

Définition 5.4.1. Les fonctions hyperboliques se définissent a partir
de la fonction exponentielle comme suit :

cosh x

el +e "t

2

sinh x = shx =

el — o7

2
sinh x

tanhx = ¢

cosh x

Ces trois fonctions sont définies sur R.

Propriété 5.4.1.

(Cosinus hyperbolique notée ch ou cosh )
c-° (Sinus hyperbolique notée sh ou sinh )

(Tangente hyperbolique notée th ou tanh )

1- La fonction cosh est paire et les fonctions sinh et tanh sont impaires.
2- De par leur définition et les propriétés de la fonction exponentielle,

ces trois fonction sont fonctions continues dérivables.

3- Les dérivées sont simples a calculer en utilisant la définition de cha-
cune des fonctions : pour tout x réel, on a

cosh’ (z) = sinh z

sinh’ (z) = coshz

tanh’ (z) = 1 — tanh® z =

1
cosh? z

4- Quelques limites importantes :

lim coshx = +o00

lim sinhz = +o0

T—+00 Tr—+00

lim coshz = +oo | lim sinhz = -
T——00 T——00

. coshzx . sinhz

lim =400 | lim = 400
r——+00 x r——+o0

lim tanhz =1 lim tanhz = —1
T—+00 T——00

_ sinhx ~ tanhz

1m =1 im =1
z—=0 7z z—=0

- coshz —1 ~coshz —1 1
lim————— =0 |lim——— = -
z—0 x z—0 2 2
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5- On note que

el + et el — e *

coshz + sinhx = 5 + 5 = ¢v
el + e " el — e *
coshx —sinhz = +2 — 5 =7
€T —x T —T
costh—sinh2x:€ +26 _ ¢ 26 = 1

cosh? z + sinh® 2 = (6—;6)2 + (TV = cosh(2x)

et que cette écriture correspond a l'unique décomposition de la fonction
exponentielle comme somme d’une fonction paire et d’une fonction
mpaare.

Représentations graphiques

Graphe de sinus hyperbolique ”sinh”

La fonction sinh est impaire. Il suffit de I’étudier sur [0, +o00]. la courbe
est symétrique par rapport (0,0) .

La dérivée de la fonction sinh est la fonction coshx > 1,Vx € R donc
est toujours strictement positive. On en déduit que la fonction sinh est
strictement croissante sur [0, +o0].

D’autre part, la courbe représentative de la fonction sinh admet une
branche parabolique de direction asymptotique (y'Oy).

Tableau de variation

x 0 +00
sinh’(x) +
+00
sinh(z) 0 —

Le graphe de la fonction sinh est donné ci-contre :
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Y

Graphe de cosinus hyperbolique 7 cosh”

La fonction cosh est impaire. Il suffit de I’étudier sur [0, +00[. la courbe
est symétrique par rapport (Oy)

La dérivée de la fonction cosh est la fonction sinh > 0,Vx € R donc
est positive sur R*. La fonction cosh est donc strictement croissante sur
[0, 4+00[. Elle présente un minimun en 0 :

Vo € R, coshx > cosh(0 = 1.

La courbe représentative de la fonction cosh admet une branche parabolique
de direction asymptotique (y'Oy).

Ona cosh’ x = sinha = 0 < €% = 1 donc la seule tangente horisentale
pour la courbe de cosh est ou point (0, 1).

Tableau de variation

x 0 +o00o
cosh’(x) +
+00
cosh(z) | —

Le graphe de la fonction cosh est donné ci-contre :
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Graphe de tangente hyperbolique ”tanh”

La fonction tanh est impaire. Il suffit de 1’étudier sur [0, +o0[. la courbe
est symétrique par rapport (0,0).
La dérivée de la fonction tanh est égale a

1
cosh’ z’

tanh’ (z) =

Elle est donc strictement positive sur R et la fonction tanh est strictement
croissante sur R.

La courbe représentative de la fonction tanh admet une asymptote
horizontale d’équation y = 1 au voisinage de +oo et d’équation y = —1 au
voisinage de —oo.

Tableau de variation

x 0 +00
tanh’(z) +
1
tanh(x) 0 /

Le graphe de la fonction tanh est donné ci-contre :
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-t

Comparaison des fonctions sinh et cosh au voisinage de +oo

On a

cosh —sinhxz = e *.

On en déduit que les courbes représentatives des fonctions sinh et cosh sont
asymptotes I'une de 'autre au voisinage de +00, la courbe représentative
de cosh étant constamment au dessus de celle de sinh . Elles sont également
toutes les deux asymptotes a la courbe d’équation y = % D’un point de

vue graphique, on a :

5.5 Fonction hyperbolique indirectes

?

Argument cosinus hyperbolique " argcosh”

La fonction cosh établit une bijection de [0, +00| vers [1,+oo[. La bi-
jection reciproque est appelée arg cosh (argument cosinush hyperbolique)
c¢’ést donc une bijection de [1, +00[ vers [0, +o00[, et ona Va € [1, 400, Vy €
0, +00]

y = arg coshx < = = coshy.

D’ou par exemple : cosh(O) =1 = argcosh1 =0
La fonction argcosh est continue dérivable sur |1, +-o00] et

Vz € ]1,+o0[ : arg cosh’ x =
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donc la fonction argcosh est strictement croissante sur |1, 400 .
Ona lim argcoshz = +o0

Tr——+00

Tableau de variation

X

+00

arg cosh’(z)

arg cosh(x)

+00

Le graphe de la fonction arg cosh est donné ci-contre :

On peut montrer que :

Argument sinus hyperbolique

Vo € [1,+o0: argcoshx = Ln(x + va? — 1).

Y

“arg sinh ”

La fonction sinh établit une bijection de R vers R. La bijection réciproque
est appelée arg sinh (argument sinush yperbolique) c¢’est donc une bijection

de R vers R.

Et on aVr € R,Vy € R

y = argsinh x <= x = sinhy.

D’ou par exemple : sinh(0 = 0 = argcosh (0 = 0.
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La fonction sinh est impaire donc arg sinh est aussi impaire, 11 suffit de
I'étudier sur [0, +o0o[. la courbe est symétrique par rapport (0,0) .

La fonction argsinh est continue dérivable sur R et

1
Vor € R:argsinh's = ———— > 0,
x2+1
donc la fonction argcosh est strictement croissante sur R.

Ona lim argsinhz = 400
T—+00

Tableau de variation

x 0 +00
arg sinh’(z) +
+
arg sinh(z) 0 - — >

Le graphe de la fonction argsinh est donné ci-contre :

1=}
f

"
5

81 -
7

5
4
3
2
11

g B

e — r _3—

- e
y=Argshx -4

s 6
7 s
BT
A 8T

On peut montrer que :

Vo € [1, 400 r argsinhz = Ln (x + Va2 + 1) ....voir

TD.
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Y

argument tangente hyperbolique ”argtanh ”

La fonction tanh etablit une bijection de R vers |—1,1[. La bijection
réciproque est appelée arg tanh (argument tangente yperbolique) ¢’est donc
une bijection de |—1, 1] vers R.

Et ona Vz € |-1,1[,Vy € R

y = argtanhr < x = tanhy.

D’ou par exemple : tanh 0 = 0 = argtanh 0 = 0.
La fonction tanh est impaire donc argtanh est aussi impaire
La fonction argtanh est continue dérivable sur |—1; 1] et

1
Vz €]-1,1[: argtanh’ x = > 0,
1 — a2
donc la fonction argtanh est strictement croissante sur R.
Ona lim argtanz = +oo, lim argtanx = —oo
z—+1 z——1
Tableau de variation
x —1
arg tanh’(z) +
arg tanh(z) —
—00

Le graphe de la fonction arg tanh est donné ci-contre :
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On peut montrer que :for all x € |—1;1]

1 1
argtanhx = —Ln ( + :z:)

2 11—z
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Chapitre 6

Développements limités

Définition 6.0.1. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle
I de R contenant 0. On dit que f admet un développement limité a [’ordre
n au voisinage de 0 s’il existe un polynome P, de degré inférieur ou égal a
n tel que pour tout x € I : f(t) = P,(z) + x,&(x) ot glgrg)f(t) = 0. ou sous
forme développée :

fit)=a+ a1z + asx? + +anx” + x,&(x).

On dit que P,(x) est la partie réguliére du développement limité et x"&(x)
est le la reste.

6.1 Formule de Taylor-Young

Théoreme 6.1.1. Formule de Taylor- Young
Soit f : I — R une fonction de classe C" et soit a € I. Alors pour tout
xel ona:

f"(a)

n!

f"(a)
2!

f(@) = fla)+ f'(a)(x—a)+ (—a)’++ (r—a)"+(r—a)"¢(x),

ot est une fonction définie sur I telle que lim &(x) = 0

Exemple 6.1.1. Soit f : |—1,400] — R,z — In(1 4+ z), f est infini-
ment dérivable. Nous allons calculer les formules de Taylor en O pour les

premiers ordres.
Tous d’abord f (0) = 0. Ensuite f'(x) = =~ donc f'(0) = 0. Ensuite

z+1

f(z) = (le)Q done par récurrence on montre que f™ (z) = (—(1371_1 (x_&l)n
_ (0
et donc f™(0) = (=1)" ' (n—1)\. Ainsi pour n > 0 : / '( )x” =
n!
n—1 (n B ]‘)| n __ n—1 :En
(=1) St =D
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Alors
2

In(l4+z)=x— 332 +-+ (—1)"1::: + 2"¢(x)

Cas particulier : Formule de Taylor-Young au voisinage de 0. On se
ramené souvent au cas particulier ou a = 0, la formule de Taylor-Young
s’écrit alors

f@) = f(0) + f(0)(z) + f"(0)

2 "

2,+ A+ F(0) oy Haté(a),

ou 91011)1(1)5(:13) =0
Exemple 6.1.2.

e—1+x+2,+ ()
cosx—1—7—|— ( )” ,+x"£()

6.2 Développements limités au voisinage d’un point
Définition et existence

Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction quelconque.

Définition 6.2.1. Poura € I et n € N, on dit que f admet un développe-

ment limité (DL) au point a et a lordre n, s’il existe des réels cy, cq, ..., ¢y

et une fonction & : I — R telle que li_)rr(l)g(a:) = 0 de sorte que pour tout
X

xel:
flx)=co+ci(x—a)+ ..+ c(z—a)"+ (z —a)"é(z).

o L éqalité précédente s’appelle un DL de f au voisinage de a a ['ordre n .

o Le terme ¢+ ci(x —a) + ... + ¢y (x — a)" est appelé la partie polynomiale
du DL.

o Le terme (x — a)"&(x) est appelé le reste du DL.

La formule de Taylor-Young permet d’obtenir immédiatement des déve-

fM(a)
;!

loppements limités en posant ¢, =

Proposition 6.2.1. Si f est de classe C" au voisinage d’un point a alors f
admet un DL au point a a 'ordre n, qui provient de la formule de Taylor-
Young :

f(@) = f(a) + f0)(@) + f"(a) 5
ot lim &(z) = 0.

z—0

2 n

o et 1@ )
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Remarque 6.2.1.

1- Si f est de classe C" au voisinage d’un point 0, un DL en 0 a ['ordre n
est ’expression :

2 n

f(z) = F(0) + f/(0)(z) + 17(0)% A (0)> T ate(e),

ot glclg%f(x) =0

2!

2- St f admet un DL en un point a a l'ordre n alors elle en possede un
pour tout k < n. En effet

F@) = @)+ (@) = a) + @+t (a5

ity (2= ) n M e
+f (a) (it 1) 4o S (a) oy + (x —a)" &(x)

(w—a)*n(z)

ou limn (v) =0
Proposition 6.2.2. S7 f admet un DL alors ce DL est unique.

Corollaire 6.2.1. Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale
de son DL en 0 ne contient que des monémes de degrés pairs (resp. impairs).

6.3 DL des fonctions usuelles a ’origine

Les DL suivants en 0 proviennent de la formule de Taylor-Young.

et =ltat g+ 5+ i "),

2- 1+x—1—:c+33 3—|—$4_;C5_|_..._|_(_1)n$n+xn£(x).

3- hl(l—f—a)‘):x—%2+%3_%44_...4_(_1)714-1%_'_1.716(3:).

dcosw = 1= gk i = b ke (21" g + a6,

2n+1

. 3 20 27 .
S-sinz =z — g+ 5 — 7+ (1) g+ 2"E().

univ. BBA. 62 Khaled Hamide



CHAPITRE 6. DEVELOPPEMENTS LIMITES Mathl SM,ST

T

2 4 6 8 2n
che =145 + 5 + G+ + o+ g T2 (@),

2n+1

z xd | ab | al
T- shr=fi+5 + 5 + 5+ F g + 27 (7).

8 (1+2)"=1+az+ 2@y ... 4 ol DDlomntl)n | g (g

n!

9- 1+1$2 =1- w2+ at — b+ 2% (1) e (2).
10- arctan(z) = = — %3 + ‘%5 — 1—77 + -+ (—1)””5::11 + 2?7 (2).
11- arcsin(z) =Tt s 4 b 4 150 ((22%1) é:ﬁ) + 22"t ()
12- arccos(x) = T)2 —x — 5ha’ — &b — 13;4:%%” é:::) + 2t ()

6.4 DL des fonctions en point quelconque

La fonction f admet un DL au voisinage d’un point a si et seulement
si la fonction x — f(x 4+ a) admet un DL au voisinage de 0. souvent
on ramené donc le probleme en 0 en faisant le changement de variables
h=x—a

Exemple 6.4.1.

1- DL de f(x) =¢e" en 1

On pose h = x — 1. Si x est proche de 1 alors h est proche de 0. Nous
allons nous ramener ¢ un DL de e" en h = 0. On note e = e*

P 6(1—}—36—1) _ ele(a: 1) eeh
—e(1+h+ 4ot I hog(h))
=e(1+(@- 1)+ 1) o s @ - 1) e - 1)

ot xlinlf(x —1)=0.

2- DL de g(x) =sinx en 3
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Sachant sinxz = sin (g +x — %) = COS (x — g) on se ramene au DL de
cos (h) quand h =z — 5. On a donc

Sinac:l—(gc;!2> +($;!2> +---+(—1)"(x_2>+ (x—ﬂ>”§(x—7r)

ol xh_r)ng {(x—5) = 0.

6.5 Opérations sur DL

Somme, produit

Proposition 6.5.1.

1- f+ g admet un développement limité a [’ordre n dont la partie réquliere
est P(z) + Q(x).

2- f x g admet un développement limité a 'ordre n dont la partie régu-
liere P(x) x Q(x) en supprimant tous les termes de degré strictement
SUPETTEUTS a4 M.

Exemple 6.5.1.

xT

1- Développement limité a ['ordre 3 de i .
x
A Uordre 3, on a
2 3
. x° x 5 ,
et = :1—|—x+?—|—g—|—x§1(x) avec lgr(l)él(x):O
1
= 1- 2 23 4 23 li =0
2 T+ 2" — 2’ + 2’ex(x) avec xlg(l)fz(x)
d a vy 1+ +x2+x3+3§()(1 + 2 — 2% 4 236 (
onc =e = T+ —+ —+ &z —r+a°—a’ + 2°&(a
14 14 2 6 ! ?
2 .3 .3
= 1—x+x2—x3+x—x2+x3+g—a;+a;+x3§(x)
e .
= 1-1—5 - g—l—x &(x) avec ili}%ﬁ([,lf) = 0.
2- Développement limité a ['ordre 2 de cosx X /1 +x :
On sait que
1’2
cosz = 1—% +2% (2).

Vi +1= 1+ iz — g1 + 226, (a)
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Donc

cosTXy/1+x = (1 — o+ $2§1($)) (1+ 52 — g2° + $2§2(5U>)
=1+ %x — %xQ =+ x2£2(x)—%:132 — 1t + *ZE - *55452( )
-Hﬂéﬂf}+;ﬁ€¥$)—%f£ﬂx)+af&()€ﬂ$)
=gt (g - 57)

partie tronquée a l’ordre 2
Fa*o(v) — jiiprt — ga't (@)t (@)
236 () — a6 (2) + @ 161 (2)6,()
reste de la forme x2£(x)
=1+ 32+ =327 + 2%(x)
Composition

Proposition 6.5.2. Si f(t) = P(t)+t"£(t) alors : f(ax) = P(ax)+x"& (x)
pour tout a € R* f(zP) = P(aP) + 2™ P& (x) pour tout p € N*.

Exemple 6.5.2.

1- Développement limité d l'ordre 7 de sin(2x) :

3 t5 t7
smt—t—ngg—ﬁ—I—t?fl(t) donc :
21)3 21)° 21)"
sin(2x) = 2x — (22) —l—( )" (22) + 27&(x)

| | |
B 43.+42. 87.+7§()
= a:——x —X 71’ X
3 15 315 2

1
2- Développement limité a [’ordre 6 de :
1+ a?
1
ke 1—t+t2—13+13¢(t) donc : a2 1—2? 2t =28 +25(x).
Dérivation

Proposition 6.5.3. Si f est dérivable sur un intervalle I contenant 0,
et admet un développement limité d’orde n en 0, alors ' admet un dé-

veloppement limité a ["ordre n — 1 au wvoisinage de 0 de partie réquliere
P'(x).

Exemple 6.5.3. Le développement limité a l'ordre 7 de sin(x) est :

$3 $5 7

. T
smx—x—a—l—ﬁ—ﬁ—l—x Te(x).
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2 4 6
¢t ox
- Par dérivation, on trouve (sinz) =1 — o + 6l + 2% (x).

- On retrouve bien le développement limité a l'ordre 6 de cos(x).

6.6 Applications
Calculs de limites

Les DL sont tres efficaces pour calculer des limites ayant des formes
indéterminées! Il suffit juste de remarquer que si f (z) =cy+c1 (z —a) +
-...alors lim f (x) = c.

2
Exemple 6.6.1. Soit a calculer lim (m sin %)x

Remarquons tout d’abord que la fonction proposée est bien définie pour

x> 1/m.

Commencgons par passer au log. Pour tout x > 1/7 :

2

1\* 1
In (m sin ) = 2 In(x sin )
T T

Effectuons le changement de variable x =

22 1n (JJ sin 1) = l In sin(?)
x t2 t

Un simple équivalent a [’ordre 0 ne nous permet pas de calculer la limite

de ectte expression quand t tend vers 0. En effet, Smt(t) et 1, et le log est

de limite nulle. Nous n’avons pas levé l'indétermination.
Allons un cran plus loin :

sin(t) Ul
; t:ol_€+t5(t)

1
t

et par composition de DLs

In (Sm(t)) = LA ()

t -0 6

lim 1 In (Snz(t)) = L

t—0 {2 6

et la limite recherchée est donc
2

i (s 7)< exp ()
11m | xr Ssin — = X ——
T—00 T p 6
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Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 6.6.1. Soit f : I — R une fonction admettant un DL en
a: flx)=co+ci(xr—a)+..+c(v—a)+ (z—a)é(x), ot k est le plus
petit entier > 2 tel que le coefficient ¢ soit non nul. Alors [’équation de la
tangente d la courbe de f en a est : y = cy+ c1(x — a) et la position de la
courbe par rapport a la tangente pour x proche de a est donnée par le signe
f(x) —y, c’est-a-dire le signe de c(z — a)*.

Il y a 3 cas possibles.

e Si ce signe est positif alors la courbe est au-dessus de la tangente.

e Si ce signe est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente.

e Si ce signe change (lorsque 'on passe de x < a & > a) alors la courbe
traverse la tangente au point d’abscisse a. C’est un point d’inflexion.

Remarque 6.6.1. Comme le DL de f en a a l'ordre 2 s’écrit aussi

fl@) = fla) + f(a)(x — a) + f"(a)(z — a)’ + (z — a)*¢(2)

alors l’équation de la tangente est aussi y = f(a) + f'(a)(z — a). Si en
plus f"(a) # 0 alors f(x) —y garde un signe constant autour de a. En
conséquence si a est un point d’inflexion alors f"(a) # 0. (La réciproque est
fausse).

Exemple 6.6.2. Soit f(x) = 2% — 223 + 1.

1. Déterminons la tangente en % du graphe de [ et précisons la position
du graphe par rapport a la tangente.

On a f'(z) = 423 — 622, f"(x) = 1227 — 12z, donc f"(z)(5) = —3 # 0 et
k=2.

On en déduit le DL de f en % par la formule de Taylor-Young :

fl@) = FO)+ PO — 0+ D2 = )2+ (2 - 1)2e(a)
v - D24 (o - D).

Donc la tangente en %est y=1;— (z— %) et le graphe de f est en dessous

de la tangente car f(x) —y = (—% + f(a:)) (z — 1)%est négatif autour de

Tr =

N[ —

6.7 Développement limité en o0

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =]z, +1[. On dit que f
admet un DL en +o00 a 'ordre n s’il existe des réels cg, cq, ..., ¢, tels que
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c1 c 1 1
f($):CO+*++£+7 ()
x T T, \T
ou & (%) tend vers 0 quand x — +o00.

Exemple 6.7.1.

fl@)=m(2+1) =In(2)+In(1+;;)
=In2 + i o 87;:2 + Tla:?’ + +(_1)n71n2ix” + #5(%)’

oi Jiny €(2)
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|Chapitre 7

Structures algébriques

7.1 Lois de décomposition internes
Définitions et Propriétés

Définition 7.1.1. On appelle loi de composition interne (l.c.i) sur un
ensemble E, toute application

*x: ExXFE — E.

Un sous ensemble F' de E est dit stable par rapport a la loi % si :

Va,b € Faxbec F

Exemple 7.1.1. Soit A un ensemble et E = P(A), alors l'intersection et
la réunion d’ensembles sont deux lois de compositions internes dans E car :

VXY € P(A),
1- XNYCXCAetona
Ve, z€eXUY =>@xeX)V(zeY)=(recA)VrecAd)=>recA
donc
2- XUY CA,

ce qui montre que “N” et “U” sont des lois de compositions internes dans

P(A).

Exemple 7.1.2. Soit F' = {{a,b},{a,c},{b,c}} C P{a,b,c}, alors F n'est
pas stable par rapport a ['intersection et la réunion, car :

X ={a,b},Y ={a,c} € F; XNY ={a} ¢ F
X ={a,b},Y ={a,c} € F';, XUY ={a,b,c} ¢ F
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Définition 7.1.2. Soient x et ® deux lois de composition internes sur F,
on dit que :

1 - % est commutative si : Va,b € E,axb=bxa,
2 - % est associative si : Va,b,c € E, (a*xb)xc=ax* (b*c),

3 - x est distributive par rapport a e si : Va,b,c € E,
a*(be c)=(axb)e (axc)et(be c)xa = (bxa)e (c*a)

4 - e € E est un élément neutre d gauche (respectivement a droite) de la
lot x si
Va € E,exa = a (respectivement a x e = a)

Si e est un élément neutre a droite et a gauche de x on dit que e est un
élément neutre de .

Exemple 7.1.3. Soit F' un ensemble et E = P(F). On considére sur E les
lois de composition internes ‘N7 et “ U7, alors il est trés facile de montrer
que :

- ‘N7 et “U” sont associatives

- “N7et “U”7 sont commutatives

0 est I’élément neutre de U

F est U’¢lement neutre de N

Proposition 7.1.1. N est distributive par rapport a U et U est distributive
par rapport a N

Preuve 7.1.1. Soient A, B, C trois éléments de E = P(F), alors pour tout
T, on a:

re AN (BUC) e A)N(x e BUC)

ceA)N(xeB)V (xel)
reA)N(xeB))V((xeAAN(xel))
cANB)V(xre ANC)
eANB)V(xe AnC)

ce qui montre que :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

et comme N est commutative, on déduit que N est distributive par rapport a
U.
De la méme maniere on montre la distributivité de U par rapport a N.
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Propriété 7.1.1. Si une loi de composition interne x possede un élément
neutre a droite €' et un élément neutre a gauche €', alors ¢ = e’ et c¢’est
un élément neutre de x.

Preuve 7.1.2. Soit ¢/, respectivement €”, un élément neutre a droite, res-
pectivement a gauche, de x, alors

- e =¢e"x¢e car e” élément neutre a gauche de x

-e"=¢e"x¢€ car e élément neutre a droite de %
. !/ /!
ce qui montre que € = e’

Remarque 7.1.1. D’apres cette derniere propriété, si x possede un élément
neutre, alors il est unique.

Définition 7.1.3. Soit x une loi de composition interne sur un ensemble
admettant un élément neutre e. On dit qu’un élément a € E est inversible,
ou symétrisable, a droite (respectivement d gauche ) de % si

da' € E,axd =¢ (respectivement a’ x a = e)

et a' est dit un inverse (ou un symétrique) a droite (respectivement da gauche

) de a.
S’il existe a’ € E tel que

/ /
axa=axa =e

on dit que a est inversible (ou symétrisable) et a' est dit un inverse (ou un
symétrique) de a par rapport a *.

Remarque 7.1.2. - a est inversible (ou symétrisable) s’il est inversible a
droite et a gauche de x.

- Le symétrique d’un élément n’est pas toujours unique
Exemple 7.1.4. Soit E = {a,b,~v}, on définit une l.c.i dans E par :
b

Q@ 2 2 2

2 oD
2 Q9
Q2

c’est a dire
1. axa=a axb= a*y ="
2. bxa=b bxb=7v bxy=a
3. yxa=7v ~yxb=a ~vyxvy=a

On remarque que :
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1- a est [’élément neutre de *.

2- Tous les éléments de E sont inversibles avec :

*- a est linverse de a,

*- ~ est linverse de b
*- b et vy sont des inverses de .

Propriété 7.1.2. Soit x une loi de composition interne dans un ensemble
E admettant un élément neutre e, alors :

1. e est inversible (ou symétrisable) et son unique inverse (ou symétrique)
est e.

2. Soit a un élément de E inversible (ou symétrisable) par rapport d la loi
* et a' un inverse (ou un symétrique) de a, alors a’ est inversible (ou
symétrisable) et a est un inverse (ou un symétrique) de a'.

Preuve 7.1.3. 1- Soit ' € E, alors
x’ est un inverse (ou un symétrique) de e < exr’' =a'xe=e
sSal=e
ce qui montre que le seul inverse (ou symétrique) de e est e lui méme.
2- Soit a € E un élément inversible (ou symétrisable) par rapport a la loi
* et soit a' € E un inverse (ou un symétrique) de a, alors
axa =dxa=ce

d’ou on déduit que o’ est inversible (ou symétrisable) par rapport a la
loi x et que a est un inverse (ou un symétrique) de a’.

Unicité de l'inverse ( du symétrique)

Propriété 7.1.3. Soit x une loi de composition interne dans E, associative
et admettant un élément neutre e. Si un élément x € E admet x1 un inverse
(ou symétrique) a droite et xo un inverse (ou symétrique) a gauche, alors
x1 el x9 sont identiques.

Preuve 7.1.4. Soient x1 un inverse (ou un symétrique) a droite de x et
To un inverse (ou un symétrique) a gauche de x, alors

TxT1=¢€ et TokT=e

donc
rl =exxl
(T2 * ) % 27
= Ty x (x * x1) carx estassociative

= T9ox €
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Remarque 7.1.3. - De cette propriété on déduit que [’associativité de la
loi assure 'unicité du symétrique d’un élément s’il existe

- D’apres cette propriété on déduit que la loi définie dans 'exemple 4.4 n’est
pas associative. Pour s’en convaincre, on remarque que :

(bxb)xy=yxv=a et bx(bxy)=bxa=Db

donc

(bxb)xy F£b*(bx7)

ce qui montre que la loi x n’est pas associative.

Conventions

Etant donnée une loi de composition interne associative dans un ensemble
E,

1- Si la loi est notée +, son élément neutre est noté Og ou 0, et on parle
du symétrique de a qu’on note a’ = —a.

2- Si la loi est notée multiplicativement, son élément neutre est noté 1z ou
1, et on parle de l'inverse de a qu’on note @’ = a™ .

Avec ces conventions, si e est ’élément neutre d’une loi de composition
interne * dans un ensemble E, alors

etona:Va,d €F,

/ — !/ /
a =a 1<:>CL*CL:CL*CL =€

ou

/ / /
a4 =—a<=a+a=a+a =e.

Propriété 7.1.4. Soit x une loi de composition interne dans un ensemble
E, associative et admettant un élément neutre e, alors si a et b sont deux
éléments inversibles (symétrisable) il en sera de méme de (axb) et on a :

(axb) ' =b"txat
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Preuve 7.1.5. Soient a,b € E deux éléments inversibles, alors
(axb)* (b7 xa™l) =(ax(bxb"1))xa™t (carx estassociative.)

= (axe)*xa!

—axa l=¢e

De la méme maniere on montre que

(b 'xa ) x(axb) =e

d’ou on déduit que (axb) est inversible et que

7.2 Structure de Groupes

Définition 7.2.1. On appelle groupe, tout ensemble non vide G muni d’un
loi de composition interne x tel que :

1- % est associative;
2- % possede un élément neutre e;
3- Tout élément de E est symétrisable.

Si de plus % est commutative, on dit que (G, x) est un groupe commutatif,
ou groupe Abélien

Exemple 7.2.1. Un exemple illustra-tif de groupe abélien est (Z,+).
Exemple 7.2.2. On définit ['opération * par :

r+y
1+ay

Ve,y €] — 1,1, x*y=

Montrer que | — 1, 1[, % est un groupe abélien.
1- * est une loi de composition interne dans | — 1, 1][.
Soient x,y €] — 1, 1], alors
(lzf <) A(lyl < 1)
donc
(lzyl = |2fly] < 1)

par suite
l+ay>1—|zy] >0
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Ainsi

T+y _ |z + y|
14 xy 11+ zy|
S lr+y| < |1+ 2y
Slr+yl<l4+wzy carl4+zy >0
—(14+zy) <z+y<l+uzy
r+y—1—2y <0

\V/ZU,y 6]_171[7 <1

=
r+y+1l+azy>0

N r(l—y)+y—1<0
(1+y)+y+1>0
(I-y)(z—-1)<

1 iemerno ®

comme —1 < x,y < 1, alors
1—y>0)A(x—1<0)et (1+y>0)A(zx+1>0)
donc
(L=y)(z—-1) <O)A((L+y)(z+1)>0),
d’ou on déduit que (x) est vraie pour tous z,y €] — 1, 1[, par suite :

r+y

<1
14+ xy

Yoy el =11l foxyl =|

ce qui montre que * est une loi de composition interne dans | — 1, 1[.

2- x est commutative. D’apres la commutativité de l'addition et de la
multiplication dans R on a :

T+ +x
Ve,y €] —1,1[, zxy= y_JY =y*xT
142y 14yzx
ce qui montre que x est commutative.
3- x est associative.
Soient x,y, z €] — 1,1[, alors
(xxy) + 2 Ty +7
(xxy)*xz = — =
1+ (zxy)z 1+ z70z
(z4y)+z(1+zy)
o 1+ay) _ (z4y)+z(+zy)
— (ay)+(aty)z - (ay)+(a+y)2
1+
r+y —i zZ+xyz

l+zy+az2+yz
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et on a :
y+z
T+
r+(yxz 14+ yz
rx (y*2) :—( ) = +yz
1+ z(y*2) 142
149z
(1 +yz) + (y + 2)
_ 1+ yz :37(1+?/Z)+(?J+2)
(1 +yz) +a(y +2) (1+yz) +a(y + 2)

1+yz
C(rtayx)+(w+z) rtytztayz

(4 y2)+(zy+22)  1+ay+aztyz

en comparant les deux expressions on obtient :
Vae,y,z €] — 1,1, (zxy)rxz=z*(y*2z)

d’ou on déduit que x est associative.

4- % admet un élément neutre.

Soit e € R,alors
eélémentneutredex < Vo €] — 1, 1[,exx =z +e=1x

comme * est commutative et

r+e
Txe=1T & =z
1+ xe
S r4e=ux+ 2
S e = xle

Se(l—a2?)=0
S (e=0)V (z==1)

on déduit que e = 0 €] — 1, 1] est I’élément neutre de *.

5- Soient x €] — 1,1[ et x € R, alors

. x+
TxT =e & =0

1+ a2/
S+ =0

S =—x

comme * est commutative on déduit que tout élément x €] — 1, 1] est
symétrisable et son symétrique est 2’ = —x €] — 1,1].
De 1),2),3),4) et 5) on déduit que (] — 1, 1[, %) est un groupe abélien.
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Groupe a deux éléments

Soit G = {a, b} un ensemble a deux éléments, définir toutes les lois de
composition internes dans G qui lui conférent une structure de groupe.

Soit x une loi de composition sur G, alors pour que (G, *) soit un groupe
il faut que x soit interne dans GG et admette un élément neutre qui peut
étre a ou b, donc x doit étre définie de la sorte :

1- Si a est ’élément neutre de x, alors

—axa=a
—axb=2»>
—~bxa=2»b

reste a définir b x b, or pour que (G, *) soit un groupe il faut que tout
élément soit inversible, en particulier il faut trouver b='. Si on pose
bxb = b, alors on remarque que

Ve e G,bxx #a

donc b ne sera pas inversible, ce qui nous amene a poser bxb = a

Ainsi, on a défini une l.c.i. dans GG avec un élément neutre a, reste a
voir si la loi ainsi définie est associative. On a :

- (axa)xa=a*xa=ax*(a*a)

- (axa)*b=axb=ax*(axb)
-(axb)xa=bxa=a*xb=ax(bxa)
-(axb)xb=bxb=a=axa=ax(bxb)

En remarquant que la loi est commutative on déduit que
- (bxa)xa=bx(a*a)

- (bxa)*xb=">bx(axb)

ce qui montre que

Vae,y,z € Giox(yxz) = (xxy) x2

donc « est associative dans G, et par suite (G, *) est un groupe.

2- Si b est I’élément neutre de *, alors de la méme maniére on construit la
loi x comme suit :

- bxb=0»

- bxa=a
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- axb=a
- axa=2>

D’apres ce qui précede : Il existe deux groupes a deux éléments et
formellement on les définit ainsi :

*x a b * a b
a a b et a b a
b b a b a b

Sous groupes

Définition 7.2.2. Soit (G,*) un groupe, on appelle sous groupe de (G, *)
tout sous ensemble non vide G’ de G tel que la restriction de x a G’ en fait
un groupe.

Comme % est associative dans G alors sa restriction a G' est aussi
associative, par suite G' # ) est un sous groupe de (G,*) s’il est stable par
rapport a x et a l'opération inversion, c’est a dire :

1-G #10)
2—Va,be G, axbed
3—VaG', aled
Il est claire que si (G,*) est un groupe, alors G est un sous groupe de G.

Propriété 7.2.1. Soient (G,*) un groupe et G' C G, alors

1-G #0

G’ est un sous groupe de G < { 2 Vabe @, axbled

Preuve 7.2.1.

1- Soit G' un sous groupe de (G,*), alors :

- % a un élément neutre dans G', donc G' # 0.

- Soient a,b € G', comme G' muni de la restriction de x est un groupe
alors b=1 existe dans G’ et comme G’ est stable par rapport a * on
déduit que axb~! € G'.

2. Inversement, soit G' un sous ensemble de G tel que G' # 0,

Va,be G',axb ! e @

Montrons que G' muni de la restriction de * est un groupe.
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Comme G' # () alors il existe a € G et d’aprés la deuzieme hypothése

e=axa led,
ce qui montre que la restriction de x admet un élément neutre e dans
GI
Soit x € G', comme e € G' alors d’aprés la deuxiéme hypothése on aura

r t=exzled

ce qui montre que tout élément v de G’ est inversible dans G’ par
rapport a la restriction de x a G'.

La restriction de x a G’ est une loi de composition interne, car pour tous
x ety dans G', d’aprés ii) on a y~' € G’ et en utilisant la deuzicme
hypothese on déduit que

rxy=zx(y ) ted

La restriction de x a G’ est associative, car x est associative dans G.

Remarque 7.2.1. D’apres la preuve de la proposition précédente, on voit
que : Si e est l’élément neutre d’un groupe (G, %), alors tout sous groupe de
G contient e et on déduit la propriété suivante.

Propriété 7.2.2. Soient (G, *) un groupe, e [’élément neutre de x et G' un
sous ensemble de G, alors G' est un sous groupe de G si et seulement si :

l—eed
2 -Ve,yec G, xzxylted.

Exemple 7.2.3. Soit (G, %) un groupe et G' = {x € G;(Vy € G,x *xy =
y*x)}, alors G' est un sous groupe de G.

En effet,

1- Si e est I’élément neutre de *, alors e € G’ car :

Vye Giexy=yxe=y
2- Soient x,y € G, alors

Ve G, (zxy DNz =(xxy ) x(z71)7!
=% (y Tx(271)71) car xest associative
=zx(z7 syt
=o*(y*xz 1)t car y € G’
() Ty Y
=zx(zxy )
= (zx2)*xy? car x est associative
= (zxx) %y} car x € G’
=z2x(xxy™1) car x est associative
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ce qui montre que zxy~ ! € G".
De 1 et 2 on déduit que G’ est un sous groupe de G.

Remarque 7.2.2. Sachant que si e est [’élément neutre d’un groupe (G,*),
alors il commute avec tous les éléments de G, de l’exemple précédent on
déduit que si e est I’élément neutre d’un groupe (G,*), alors :

{e} est un sous groupe de G.

Définition 7.2.3. Soit (G, *) un groupe, on dit que G’ est un sous groupe
propre de G si G' # {e} et G' #G.

Exemple 7.2.4. Soit n € N, alors nZ = {n.p; p € Z} est un sous groupe
de 7.
En effet :

1- 0enZ, car : dp=0€ Z; 0=n.p.

2- Soient x,y € nZ, alors il existe p1,py € Z tels que x = n.py; et y = n.po,
donc

T —y=mnp —n.p=n.(p—p2) =npenk

par suite
Ve,y e nZ, x—1y € ni

De (1) et (2) on déduit que nZ est un sous groupe de Z.
Pour n € \{0, 1}, nZ est un sous groupe propre de Z.

Groupes quotients

Soient (G,*) un groupe et G’ un sous groupe de G. On définit une
relation binaire R sur G par :

Va,b € G,aRb<==a*b e G
Propriété 7.2.3. R est une relation d’équivalence sur G.

Preuve 7.2.2.

1- R est Réflexive, car : Vx € G, comme G’ est un sous groupe de G, alors
zxr l=ec @,

donc

Ve e G, 2Rz
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2- R est Symétrique, car : Vx,y € G,

Ry ©xzxy el
= (zxy Hled
=yxz ted
= YRz

3- R est Transitive, car : Vx,yz € G,

(xRy) A (yRz) < [(wxy™') € Gl A[(y*27") €G]
= (xxy H)x(yxz 1) ed, car G est un sous groupe
= (xx(y txy)*xz71) e q, car * est associative
= (rx27 1) ed
= 2Rz

De 1,2et 3 on déduit que R est une relation d’équivalence.

On note G\G' I'ensemble quotient G\R. On définit sur G\G' x G\

I'opération ¢ par :

V(a,b) € G\G' x G\G',a ®b=a~*

Propriété 7.2.4. Si x est commutative, alors & est une loi de composition
interne dans G\G'.

Preuve 7.2.3. Ceci revient a montrer que @ est une application de G\G' x
G\G' dans G\G' x G\G".
Soient (a,b) et (¢,d) G\G', alors
(a,0) = (¢,d) = (a=¢) A (b=d)
= (aRce) N (bRA)
= (axc e G)A(bxd e @)

Montrons que

(a,0) = (¢,d) = a@b=c®d.
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Supposons que (a,b) =

(¢,d), alors : Yz € G,

rT€Eadb = xcaxh

donc

< rR(a*b)
= ax(axb)ted

—ax(blxat)ed

= (zx (b 'xa ) x(axc!) € &,
= ((zxb ) x(atxa)xc) e @,
:>((x*b*1)*c Hed

= ((xx b~ )*c Dx(bxd™) e,
= (2% (b7 xb)*x(ctxd™)) e &,
= (zx(c1xd™) e

— (% (dxc)™ 1) € &

— 2R(d x¢)

— 2R(c*d),

—xrccdhd

adbCcad

et de la méme maniere on montre que

par suite :

cadcadb

(d, b) =

Mathl SM,ST

Car G’ sous-groupe
Car = associative

Car G' sous-groupe
Car % est commutative et associati

car * commutative

(&, d) = a@b=cad

ce qui montre que la loi @ est interne dans G /¢ .

Propriété 7.2.5. Si (G,x) est un groupe abélien, alors G\G',

®) est un

groupe abélien, appelé groupe quotient de G par G'.

Preuve 7.2.4. i) @ est associative car : Vi,y,2 € G\G,

donc :

POHDL) =i®TTY

:x*(;g*z)

= (xxy)*xz Car x est associative

= (zxy) D2

Vi,y,2 € G\G', & (y @ 2)

Z(x%y)@z
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i1) Si e est [’élément neutre de %, alors é est l’élément neutre de @, car :
Vo € G/G/,

iit) Soit # € G y¢ alors ()1 = z71, car

TP ! =xxxl =é

r1@d = lxx =¢
iv) @ est commutative car * est commutative.
De i),1i1),iii)etiv), on déduit que G\G', ® est un groupe abélien

Exemple 7.2.5. On sait que dans le groupe commutatif (Z,+) ; pour tout
n € N,nZ est un sous sous groupe de Z, donc on peut parler du groupe
quotient Z,, = Z\nZ

Homomorphismes de Groupes

Dans ce paragraphe, on considere (G, e) et (H,x) deux groupes, avec e
et h leurs éléments neutres respectifs.

Définition 7.2.4. Une application f : G — H est appelée homomorphisme
de groupes de G dans H si :

Va,be G, flaeb)= f(a)x[f(b).

- Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme (de groupes) de G
sur H. On dit alors que G est isomorphe a H, ou que G et H sont
1somorphes.

- SiG = H, on dit que f est un endomorphisme de G, et si de plus f est
bijective, on dit que [ est un automorphisme (de groupe) de G.

Exemple 7.2.6. Etant donnés les groupes (R,+) et (R*,-), alors les appli-
cations

FrRA) - ®Y) gt (R > (R4
r  — e’ r — In|x|

Définition 7.2.5. Soit f : G — H un homomorphisme de groupes. On
appelle noyau de f [’ensemble

Kerf=f"({h})={a€G; [f(a)=h}

et [image de f [’ensemble
Smf = f(G) ={f(a),a G}
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Propriété 7.2.6. Soit f : G — H un homomorphisme de groupes, alors

1- f(e)=h
2- Yae G, (f(a)'t=/fla?

Preuve 7.2.5. 1. h étant [’élément neutre de x et e celui de o, alors

fle+e) = f(e) =hxf(e)

et comme [ est un homomorphisme on déduit que

hx f(e) = f(e) x f(e)

et comme tous les éléments du groupe (H,*) sont réguliers, on déduit
que h = f(e).

2- Soit a € G et montrons que f(a™') est linverse de f(a) dans le groupe
(H,%).

f €étant un homomorphisme de groupe alors

fla)* fla™) = flae a™)=fle) et f(a™")xf(a)=f(a"" ®a)

sachant que f(e) = h, d’aprés la premiére propriété, on déduit que

(f(a)™t = f(a™).
Remarque 7.2.3. De la premiere propriété on déduit que e € kerf.

Propriété 7.2.7. Soit f : G— — H un homomorphisme de groupes, alors

1- L’image d’un sous groupe de G est un sous groupe de H.

2- L’image réciproque d’un sous groupe de H est un sous groupe de G.

Remarque 7.2.4. Comme cas particuliers des propriétés,
1- Qmf est un sous groupe de (H,x).

2- Kerf est un sous groupe de (G, e).

Propriété 7.2.8. Soit f : G — H un homomorphisme de groupe, alors

1- f est injective si et seulement si Kerf = {e}.
2- f est surjective si et seulement si Smf = H.

3- f est un isomorphisme si et seulement si f~! existe et est un homomor-
phisme de groupe de H dans G.
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7.3 Structure d’Anneaux

Définition 7.3.1. On appelle anneau, tout ensemble A muni de deux lois
de composition internes + et o telles que :

1- (A, +) est un groupe abélien (on notera 0 ou 04 [’élément neutre de +),
2- e est associative et distributive par rapport a +.

Si de plus e est commutative, on dit que (A, +,®) est un anneau com-
mutatif.

Conventions

1- (A, +) étant un groupe, alors tous les éléments de A sont symétrisables
et on convient de noter —x le symétrique d’un élément x € A.

2- Si e possede un élément neutre, on le note 1 ou 14 et on dit que 'anneau
(A, 4+, ) est unitaire ou unifere.

3- Dans un tel anneau, on dit qu’'un élément est inversible s’il ’est par

rapport a la deuxiéme loi . L’inverse d’'un élément z € A est noté z 1.

Regles de Calcul dans un Anneau

Soit (A, 4, e) un anneau, alors on a les régles de calculs suivantes :
Propriété 7.3.1. Pour tous x,y et z € A,
1- 0yex =204 =0y
2-ze(—y)=(—x)ey=—(zey)
-zxe(y—z)=(re y)—(rez)
4- (y—z)e = (yox)—(z01)
Preuve 7.3.1. 1- Soit x € A, alors

0Ope 2=(04+0A)e 2=(040 z)+ (0q0 2)

car e est distributive par rapport a +

comme tous les éléments de A sont symétrisables, on déduit que 0@ x =
04.

De la méme maniere on montre que x e 04 = 04.

2- Soient x,y € A et montrons que x o (—y) est le symétrique de (r o y).

On a :
(zo(~y) +t(ze y)=ze(~y+y)=r004=04

comme + est commutative on déduit que (x o (—y)) = —(z o y).
De la méme maniére on montre que (—x) oy = —(x @ y).

univ. BBA. 86 Khaled Hamide



CHAPITRE 7. STRUCTURES ALGEBRIQUES Mathl SM,ST

La preuve des propriétés 3. et 4. utilise essentiellement la distributivité
de la loi e par rapport a +.
On note A* = A\{0}, et pour tout x € Ax et n € N*,

n

nr=nr=x+x+..+xzx et r'=xe re.. e I

n fois n fois

Définition 7.3.2. Soit (A, +, e) un anneau commutatif. On dit que y € A*
divise x € A, ou que y est un diviseur de x ou que x est divisible par vy, si

dze A x=ye 2.

Si 04 ne possede pas de diviseur dans A, on dit que (A, +,e) est un
anneau integre ou un anneau d’intégrité.

Sous Anneaux

Définition 7.3.3. On appelle sous anneau de (A, +,e), tout sous ensemble
A" de A tel que muni des restrictions des lois + et ® est anneau.

Si A est un anneau unitaire et 14 € A, on dit que A’ est sous anneau
unitaire.

On a la caractérisation suivante des sous anneaux.

Propriété 7.3.2. Un sous ensemble A’ de A est un sous anneau si et
seulement si :

1- A,%Q)a
2-Vz,ye A, (z—y) e A
3-Ve,ye A, (rey)e A.

Homomorphismes d’Anneaux
Soient (A, +,e) et (B, ®,®) deux anneaux et f: A — B.

Définition 7.3.4. On dit que f est un homomorphisme d’anneauz si :

Ve,y e A, fle+y)=f(x)® fly) et flrey)= f(z)® f(y)

- Si A= B on dit que f est un endomorphisme d’anneau de A.
- St f est bijective, on dit que [ est un isomorphisme d’anneaux

- Si f est bijective et A = B, on dit que [ est un automorphisme d’anneauz.
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On sait que I'image de 1’élément neutre du groupe de départ d’'un homo-
morphisme de groupe est 1’élément neutre du groupe d’arrivée. Par contre,
I’image de 1’élément unité de 'anneau de départ par un homomorphisme
d’anneau n’est pas toujours 1’élément unité de ’'anneau d’arrivée. Pour
s’en convaincre, il suffit de prendre dans un anneau unitaire (A, +, e), ou
04 # 14, lapplication f: A — A définie par f(z) = 04 pour tout z € A.

Ce contre exemple nous amene a poser la définition suivante.

Définition 7.3.5. Soient A et B deux anneaur unitaires, on dit qu’un
homomorphisme d’anneaux f de A dans B est unitaire si f(14) = 1p.

Propriété 7.3.3. Soit f : A — B un homomorphisme d’anneauz, alors

- [ est injectif si et seulement si kerf = {04}

- Si A et B sont deux anneaux unitaires et f un homomorphisme d’anneaux
surjectif, alors f est unitaire.

Preuve 7.3.2. La premiere propriété provient de la caractérisation des
homomorphismes injectifs entre les groupes (A,+) et (B,+).

Montrons la deuziéme propriété.
Soit y € B, [ étant injectif, il existe alors x € A tel que y = f(z), et
comme [ est un homomorphisme d’anneau on déduit
y=[f(z)=f(la 2) = f(1a).f(z) = f(1A).y

et de la méme maniére on montre que y = y.f(14), ce qui montre que
f(1y) = 1p.

Propriété 7.3.4. L’image (respectivement l'image réciproque) d’un sous
anneau de A (resp de B) par f est un sous anneau de B (respectivement
de A).

Idéaux

Soit (A, +, e) un anneau.

Définition 7.3.6. On appelle idéal a droite (resp a gauche) de l'anneau A,
tout ensemble I C A tel que

1- I est un sous groupe de (A, +),
2-Ve e A,(Vy € I,z e yc I (respectivement ye xz € 1) ).
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Si I est idéal a droite et a gauche de A, on dit que I est un idéal bilatere
de A.

Si I'anneau A est commutatif, tout idéal de A est bilatere, et dans ce
cas on parle seulement d’Idéal sans préciser s’il I'est a droite, a gauche ou
bilatere.

Exemple 7.3.1. Soit (A,+,e) un anneau, alors I = {Oa} est un idéal
bilatére de A.

Exemple 7.3.2. Dans l'anneau commutatif (Z,+,-),nZ est un idéal.

Proposition 7.3.1. Soit I un idéal a gauche (ou a droite) d’un anneau
unitaire (A, +, o), alors

lye€l < [=A <= dxrel, = estinversible.

Définition 7.3.7. On appelle idéal principal d’un anneau commutatif
(A, +,e), tout idéal I de A tel que

dreA;, I=xe A

L’anneau A est dit principal si tous ses idéaux sont principaut.

Anneaux Quotients

Soient (A, +, ) un anneau commutatif et / un idéal de A. On considere
le groupe quotient (A\7, ®), et on définit I'application ® de A\; x A7 dans
A\ par

Va,b e A, a@b=aeb
Propriété 7.3.5. (A\;,®, ®) est anneau commutatif. Si de plus A est un

anneau unitaire, alors (A\[,@,(X)) est un anneau unitaire et 14 est son
élément unité.

7.4 Structure des Corps
Les Corps

Définition 7.4.1. On dit qu’un anneau unitaire (K, +, ®) est un corps si
tout élément non nul de K est inversible. St de plus e est commutative, on
dit que K est un corps commutatif.

Il est a remarquer que dans la pratique, tous les corps utilisés sont
commutatifs.
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Propriété 7.4.1. Tout corps est un anneau intégre.

Définition 7.4.2. On appelle sous corps, d’un corps (K, +,e), tout sous
ensemble K' de K tel que, muni des restrictions les lois + et ® est un corps.

Proposition 7.4.1. K' C K est un sous corps de (K, +, ®) si et seulement
s1

1- K' #0
2-Va,beK,a—betaeb—1ecK.
On a aussi la caractérisation suivante des corps.

Proposition 7.4.2. Soit (K', 4, ) un anneau commutatif unitaire, alors
K est un corps si et seulement si les seuls idéaur de K sont {Ox/} et lui
meme.

Caractéristique d’un corps
Etant donné n € N, alors Z\nz est un corps si n est premier, et on a
ni=1+.---+1=0.
D’une fagon générale on a :

Définition 7.4.3. Le plus petit entier naturel non nul n tel que nlg = Ok,
s’il existe, est appelé caractéristique du corps commutatif K. St pour tout
n € N, nlg # Ok, on dit que K est de caractéristique nulle.

La caractéristique d’un corps est un nombre premier.

Exemple 7.4.1. Pour n € N premier, la caractéristique du corps Z/nZ
est égale a n.
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Chapitre 8

Les espaces vectoriels

8.1 Les espaces vectoriels

Définition 8.1.1. Soit E un ensemble non vide, on dit que E est espace
vectoriel sur K si :

1- (E,+) est groupe commutatif

2- 1l existe une application (a,u) — au de KX E — E (e« € Kju € F)
dite loi externe telle que

a(u,v) = au+ av
V(u,v) € B,V (a,8) € K2 { a(Bu) = (af)u

lu=u

Exemple 8.1.1. On pose £ = R? et K = R alors R? est espace vectoriel
sur R admet un élément neutre (0,0) et un symétrique v = (—x1, —x3)
pour tout v = (11, 19) € R2

Sous-espace vectoriel

Définition 8.1.2. Soit E un espace vectoriel sur K. Une partie F' de E
est appelée un sous-espace vectoriel si :

1- Og € F|
2- u+wv € F pour tous u,v € F,
3- \u € F pour tout A € K et tout u € F.
Remarque 8.1.1. Ezpliquons chaque condition.
e La premiere condition signifie que le vecteur nul de E doit aussi étre
dans F'. En fait il suffit méme de prouver que F' est non vide.

e La deuxieme condition, c’est dire que F' est stable pour ['addition : la
somme u + v de deuz vecteurs u,v de F' est bien sir un vecteur de E (car
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E est un espace vectoriel), mais ici on exige que u + v soit un élément de
F.

e La troisteme condition, c’est dire que F' est stable pour la multiplication
par un scalaire.

Exemple 8.1.2.

1 - L'ensemble F = {(z,y) € R? : x +y = 0} est un sous-espace vectoriel
de R?. En effet :

- (0,0) € F,

- siu = (x1,y1) et v = (x2,y2) appartiennent a F, alors x1 +y; = 0
et xo +yo = 0 donc (r1 + x2) + (y1 + y2) = 0 et ainsi u +v =
(z1+ 22,91 + y2) appartient a F,

-siu=(x,y) € F et \€R, alorsx+y =0 donc \x + \y =0, d’ou
A€ F.

2- L’ensemble G = {(x,y) € R*: x +y = 2} n’est pas un sous-espace vec-
toriel de R%. En effet le vecteur nul (0,0) n’appartient pas d G.

3- L'ensemble H ={(x,y) € R* : 2 =0 ou y = 0} n'est pas un sous-espace
vectoriel de R%. En effet les vecteurs u = (1,0) et v = (0,1) appar-
tiennent a H, mais pas le vecteur u+v = (1,1).

Théoreme 8.1.1. Soient & un espace vectoriel sur K et F un sous-espace
vectoriel de E. Alors F' est lui-méme un espace vectoriel sur K pour les lois
induites par E.

8.2 Applications linéaires
Définitions et notations

Définition 8.2.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. Une appli-
cation f de E dans F est une application linéaire si elle satisfait aux deux
conditions suivantes :

1- f(u+v) = f(u) + f(v), pour tous u,v € F,
2- f(Au) = Af(u), pour tout u € E et tout A € K.
Autrement dit : une application est linéaire si elle « respecte » les deux

lois d’un espace vectoriel.
On dit aussi que [ est un morphisme d’espace vectoriels.
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Remarque 8.2.1.

1- f est linéaire de E dans F <= V(u,v) € E*.V (o, ) € K, f(au +
pu) = af (u) + 5f(v),
2- f est linéaire de E dans I, alors f (6)];> = ﬁp

Cette remarque est parfois utilisée por montrer qu’'une application n’est
pas linéaire.

Notations et terminologies

- On note L (E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F'.
- Un application de E est une application linéaire de E dans lui-méme.
On note £ (F) I'ensemble des endomorphismes de E
- Un automorphisme de F est un isomorphisme de F dans lui-méme.
On note GL (F) I'ensemble des automorphisme de E.

- Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K.

Exemple 8.2.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K

- L’application nul de E dans F' est linéaire.
- L’application identité idg est un automorphisme de E.

- Pour tous scalaires X L’application hy : u — M est un endomorphisme
de E.

Pour tous scalaires X et j1: hyoh, = hy,.
hy un automorphisme si X # 0, et alors hy' = hi/x-
Si A # 0, on dit que hy est li homothétie de rapport \.

Opérations sur les applications linéaires

Proposition 8.2.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. Soient f
et g deux applications linéaires de E dans F', et o, B deux scalaires. Alors
af + Bg est linéaire de £ dans F.

On en déduit que L (E, F) est espace vectoriel sur K.

Proposition 8.2.2. Soient E , ' et G trois espaces vectoriels sur K. Si
f:E— Fetg:F — G sont linéaires, alors go f est linéaire de E dans
G.

Proposition 8.2.3. Soit f un isomorphisme de E sur F. Sa bijection
réciproque =1 est un isomorphisme de F sur E.
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Conséquence

Soient f et g deux automorphismes de FE.

Alors f~! et go f sont encore des automorphismes de E.

On en déduit qe GL (F) est un groupe pour la loi de composition des
application.

Ce groupe est en général non commutatif.

Proposition 8.2.4. Soient E et F' deuzr espaces vectoriels sur K. Soit
[ E — F une application linéaire. Alors

- Si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors son image par f, c¢’est-a-dire
f(E") est un sous-espace vectoriel de F,

- Si F' est un sous-espace vectoriel de F', alors son image réciproque par f,
a savoir f~H(F') est un sous-espace vectoriel de E.

Deux cas particuliers, les cas ou F' = {0} (resp. E' = F) jouent un rdle
particulierement importants, et sont nommés dans la définition suivante.
Noyau et image

Définition 8.2.2. Soient E et F' des deux espaces vectoriels sur K. Soit
f: E — F une application linéaire. Alors

1- f71({0}) est un sous espace vectoriel de E, On lappelle le noyau de f
et noté Ker(f).

Ker(f)={ue E: f(u)=0g}

2- f(F) est un sous-espace vectoriel de F'. On lappelle image de f et le
note Im(f).

Im(f) ={v=f(u),uc E}

Le noyau et 'image caractérise l'injectivité et la surjectivité d’une appli-
cation linéaire.

Proposition 8.2.5. Soient E et F' des deux espaces vectoriels. Soit f :
E — F une application linéaire. Alors

1- L’application f est injective si et seulement si Ker(f)

10}
F.

2- L’application f est surjective si et seulement si Im(f)
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8.3 Familles libres, génératrices, bases

Combinaison linéaire

Dans ce paragraphe, la lettre E désigne un espace vectoriel réel. On
définit une combinaison linéaire de vecteurs comme suit.

Définition 8.3.1. Soit n € N et soient uq, ..., u, des vecteurs de E. On
appelle combinaison linéaire des vecteurs uq, ..., u, tout vecteur w qui peut
s’écrire : .
w = Z )\Zuz = )\1U1 + -+ )\nun,
i=1
ol A1, ..., \, sont des nombres réels.

Exemple 8.3.1. 57 u et v sont deux vecteurs, les combinaisons linéaires
de u et v sont les vecteurs de la forme Au + pv, ou A et u sont deux réels
quelconques.

Notation 8.3.1. Soit n € N et soient uq, ..., u, des vecteurs de E. On note
Vect(uy, ..., u,) l'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs uy, ..., Uy, .

Proposition 8.3.1. Soit n € N et soient uq,...,u, des vecteurs de F.
L’ensemble Vect(uq, ..., u,) est un sous espace vectoriel de E.

Tout sous espace vectoriel de E qui contient uy, ..., u, contient Vect(uy, ..., uy).
Le sous espace vectoriel Vect(uy, ..., u,) est appelé le sous espace vectoriel
de E engendré par {uq, ..., u,}.

Définition 8.3.2. Des vecteurs u et v de E sont dit colinéaires s’il existe
un nombre A € R tel que v = Au ou u = A\v.

Familles libres

Définition 8.3.3. Soit E un espace vectoriel sur K, On dit qu’une famille
(ui);c; d'éléments de E est libre, ou encore que les vecteurs de cette famille
sont linéairement indépendants si : Pour toute famille (N;),.; de K,

- .
Z)\Zuz =0=Viel,\;=0
1€l
Dans le cas contraire, c’est-a-dire s’il existe une famille (\;),.; de scalaires

— . . .,
non tous nuls telle que S ;cr \iu; = 0, on dit que la famille (ui)iel est liée,
ou encore les vecteurs qui la composent son linéairement dépendants.

Définition 8.3.4. Des vecteurs u et v de E sont dit colinéaires s’il existe
un nombre A € R tel que v = Au ou u = A\v.
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Remarque 8.3.1. 1- ( Cas d’une famille finie de vecteurs ) La
famille uq, ..., u, est libre si

%
VA EK”,Z)\@U@Z 0O =XM=X=...=\,=0
el
Elle est liée_s>’z'l existe \i, ..., \p, l'un au mois étant non nul, tel que
Yier Aui = 0.
2-  On ne doit pas confondre non tous nuls et non nuls.

3- Une famille réduite a une seul vecteur u rst libre <= u est non nul.

4- Une famille de deux vecteurs u et v est liée <= u et v sont colinéaires,
ou encore proportionnels, c’est-a-dire s’il existe un scalaire A tel que
U= A ou v = A\u.

Cela ne se généralise pas aux familles de plus de deux vecteurs.

5- Une famille de vecteurs est lice <= l’'un des vecteurs qui la compose
peut s’écrire comme une combinaison linéaire des autres.

6- Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
7- Cela équivaut a dire que toute sur-famille d’une famille liée est liée.

.. . - .,
8- En particulier toute famille contenant 0, ou deux vecteurs colinéaires,
est lice.

9- Attention a ne pas dire que u et v sont lice <= il existe un scalaire A
tel que u = A\v, car c’est faur siv = 0 et uw# 0 ( en revanche c’est
vrai v # 0 ).

Proposition 8.3.2. (Application linéaires et familles libres) Soient E et F
deuz espaces vectoriels sur K et f un morphisme de E dans F. Soit (u;)
une famille d’éléments de E

el

1- Sila famille (u;),.; est liée, alors la famille (f (u;)),. est liée. Bien
entendu, si la famille (f (u;));c; est libre, la famille (u;),.; est libre.

2- Si la famille (u;),c; est libre et si f est injective, alors la famille
(f (ui))iel est lib?"@.

Interprétation

Toute application linéaire transforme une famille liée en une famille liée.
Une application linéaire injective transforme une famille libre en une
famille libre.
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Familles génératrices

Définition 8.3.5. Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une famille
(ui);c; d’éléments de E est génératrice, ou encore que les vecteurs de cette
famille engendrent E si Vect{u;,i € I} = E, C’est-a-dire :
Vu e E,3(N);e; CKu= Ny
i€l
Remarque 8.3.2. La famille uq, ..., u, est génératrice dans E si pour tout
vecteur v de FE, il existe n scalaires A1, ..., \, tels que : v = 5:1 Al

Proposition 8.3.3. (Application linéaires et familles génératrice) Soient

E et F' deux espaces vectoriels sur K et f un morphisme de E dans F'.

Soit (u;);c; une famille d’éléments de E

1- Sila famille (f (w;)),c; est génératrice de Imf.

2-  En particulier, si f est surjective, alors la famille (f (u;)),c; est géné-
ratrice de F'.

Bases

Définition 8.3.6. Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une famille
(wi);e; d’éléments de E une base de E si elle est d la fois libre et génératrice.

%
Théoreme 8.3.1. Dans tout espace vectoriel E non réduit a { 0 }, iy a
des bases.

Remarque 8.3.3. - Ce théoreme sera démontré dans les cas particulier
des espaces vectoriels de dimension finie.

- On a précisé B + {ﬁ} car dans l’espace {ﬁ} il 'y a méme pas de
famille libre !

Proposition 8.3.4. La famille (u;);.; est une base de E <= tout vecteur
v de E peut s’écrire, et de maniere unique, comme une combinaison linéaire
des vecteurs w; : v = Y;er Al

Les coefficients \; sont appelés coordonnées, de v dans la base (u;),c; -

Remarque 8.3.4. (Cas d’une famille finie de vecteurs)
La famille (uq, ...,u,) est une base de E si pour tout v de E, il existe

n-uplet unique (A1, ..., \,) de K" tels que : v = '§:1 Aill;.

Proposition 8.3.5. (Application linéaires et bases) Soient E et F deux

espaces vectoriels sur K, E' étant muni d’une base (e;),;. Pour toute famille

(vi);e; des vecteurs de F, il existe une unique application linéaire [ de E
dans F telle que : Vi€ I, f(e;) = v; :
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1- [ est injective <= la famille (v;),.; est libre.

2- [ est surjective <= la famille (v;),.; est génératrice dans F.

3- f est bijective <= la famille (v;);.; est une base de F.

4- Sila famille (f (u;)),c; est génératrice de Imf.

5- En particulier, si f est surjective, alors la famille (f (u;)),c; est géné-
ratrice de F.

8.4 Rang d’une application linéaire

Définition 8.4.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. Soit f :
E — F une application linéaire. On dit que ['application f est de rang fini
si lespace vectoriel f(F) est de dimension finie. On appelle alors rang de

f la dimension de f(FE) et on le note rg(f).

Remarque 8.4.1. Supposons que F' est un espace vectoriel sur K de dimen-
sion finie. Une application linéaire f : E — F' de rang fini est surjective si
et seulement si rg(f) = dim(F). En effet, elle est surjective si et seulement

si f(E)=F .
On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre :

Théoreme 8.4.1. Soient E/ et F' deux espaces vectoriels. Soit f : E — F
une application linéaire. On suppose que [’espace E est de dimension finie.
Alors Uapplication f est de rang fini et

dim(E) = dim(Ker(f)) + rg(f).
Nous allons appliquer ce théoreme a la dimension de la somme de deux

sous-espaces vectoriels

Corollaire 8.4.1. Soit ' un espace vectoriel sur K et soient Fy et Iy des
sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Alors la somme F1+ F2
et lintersection F1 N Fy sont de dimension finie et on a [’égalité

dim(Fy 4+ Fy) + dim(Fy N Fy) = dim(Fy) + dim(Fy).
Corollaire 8.4.2. Soient E et F' des espaces vectoriels sur K de dimension
finie tels que dim(E) = dim(F'). Soit f : E — F une application linéaire.
Dans ce cas les assertions suivantes sont équivalentes :
1- L’application f est un isomorphisme,
2- L’application f est injective,
3- L’application f est surjective.

L’équivalence ne vaut que si E et F' sont de méme dimension.
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8.5 Application linéaires et bases

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et soit (?1, ey ?n)

une base de E. Soit F' un espace vectoriel sur K. Alors pour tout nuplet

(?1, ,?n) de vecteurs de I, il existe une unique application linéaire
f: E — F telle que

vie {0} f(2) =1,

Remarque 8.5.1. On peut décrire explicitement [’application f obtenue :
Vimage d’un vecteur W € Ede coordonnées (x1, ..., ,) dans la base (€1, ..., € )
est le vecteur X7 4 xl?l

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et soit I un espace

vectoriel. Alors E et F sont isomorphes si et seulement si dim(F) =
dim(FE).
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