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Chapitre 1

Introduction

La mécanique quantique joue un role fondamental pour la description et la
compréhension des phénoménes naturels. En effet, dés que ces derniers se produisent
dans le monde infiniment petit, ils ne sont explicables que dans le cadre de la

physique quantique. Les lois classiques, celles qui gouvernent notre quotidien
macroscopique, cessent d’étres valables pour des corps matériels animés de treés
grandes vitesses, comparables a celles de la lumiére ( domaine relativiste ) ; de plus
elles sont aussi en défaut a I’échelle atomique ou subatomique (domaine quantique).

Il est cependant important de remarquer que, dans les deux cas, la physique
classique apparait comme une approximation des nouvelles théories. Nous pouvons
situer la naissance de la physique quantique en 1900, année ou Max Planck

présenta son célebre article sur le rayonnement du corps noir. Durant la trentaine
d’années qui ont suivi, plusieurs expériences ont démontré 'incapacité de la physique
classique ( mécanique, thermodynamique, électromagnétisme ) d’expliquer certains
comportements de la matiére au niveau microscopique.

Pour parvenir & donner une interprétation cohérente de ces expériences, il a été
nécessaire d’introduire des concepts radicalement différents de ceux de la physique
classique. Par exemple, on a dit abandonner la notion de trajectoire et considérer que
les particules microscopiques ont parfois un comportement semblable a une onde.
L’ensemble de ces nouveaux concepts a donné naissance a une nouvelle physique,
la "physique quantique", qui s’est développée rapidement puisqu’en 1927, déja les
fondements de la théorie sont achevés. Par son abandon des concepts-clés de la
mécanique classique, nous pouvons dire que la physique quantique constitue une
véritable révolution dans notre facon d’interpréter les mesures expérimentales.
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Avec la relativité introduite par Einstein, la physique quantique est un des piliers
de 'édifice théorique de la physique contemporaine du 21éme * siécle.

La forme mathématique que nous donnons & la plupart des théories et lois

physiques & été recherchée dés 'antiquité. la mise en équations est souvent la
partie la plus difficile du travail, parfois la plus féconde du point de vue de la

compréhension des faits et des lois. Sans doute cette opération est un art qui
demande beaucoup de réflexion et de pratique.

Les mathématiques ne sont pas ’affaire des seuls mathématiciens. Elles

intéressent, plus ou moins, toutes les autres disciplines scientifiques. Nous en
avons besoin, elles s’appliquent, elles se prétent & la modélisation avec souplesse et
efficacité.

Dans l'autre sens, les mathématiques s’enrichissent, plus ou moins, de toutes les
autres disciplines scientifiques. Aujourd’hui plus que jamais, des idées, des concepts,
des méthodes mathématiques viennent d’ailleurs. Elles sont brassées et travaillées
par les mathématiciens, et, sous forme mathématisée, elles irriguent des champs
imprévus. En général, un formalisme mathématique se juge par sa simplicité, sa
puissance et sa généralité, notamment dans les domaines liés aux applications

récentes. En ce qui concerne la physique théorique, le principe d’action ( principe
variationnel associé a la formulation hamiltonienne ) était a 1'origine de ses progres
rapides. Il s’est révélé trés fécond pour ’étude de toutes les disciplines de la physique
théorique de cette époque.

Tout en offrant souvent une aide considérable dans les applications pratiques aux
problémes de la mécanique, cette formulation plus abstraite était surtout d’un haut
intérét a cause du role essentiel qu’elle jouait dans 1’élaboration des théories plus
modernes de la matieére. Ainsi cette formulation de la mécanique classique était un
tournant exceptionnel parce qu’elle ouvrait la voie a la mécanique statistique et a
la théorie quantique. Mais en plongeant dans les eaux obscures et impénétrables de
la physique atomique, "appareil mathématique de la mécanique classique n’arrivait
pas & expliquer les observations obtenues des résultats expérimentaux du monde
microscopique. Par conséquent, les scientifiques ont tenté 1’élaboration de plusieurs
formalismes mathématiques qui répondent aux nécessités et exigences modernes
suscitées par l'apparition de la physique quantique et relativiste. Ainsi, il y a eu
dans 'ordre la mécanique des matrices de Heisenberg[1] et la mécanique ondulatoire
de Schrodinger [2]. Ici, les tentatives pour formaliser certaines notions du domaine
de la théorie des phénomeénes liés aux interactions fortes des particules a partir
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des mémes méthodes de la physique quantique n’ont pas abouti a des résultats
physiques réels car la situation est d’'un tout autre caractére qui fera appel a des
concepts fondamentalement nouveaux.

Ainsi, les travaux de Dirac ont conduit dés 1930 & poser la base d’une

nouvelle formulation mathématique [3] plus compléte et capable d’inclure

certaines grandeurs qui ne possédent pas d’analogues classiques. En 1942,

s’inspirant des idées ingénieuses de Dirac, Feynman propose une nouvelle

méthode de quantification qui repose sur le Lagrangien pour pouvoir décrire
un systéme ne possédant pas nécessairement d’hamiltonien. Sa motivation premiere
était de quantifier la nouvelle formulation de I’électrodynamique classique basée sur
I’action & distance. Ainsi, il reformule entiérement la mécanique quantique d’une

facon naturelle et assez concise avec un outil mathématique remarquablement
simple, I'intégrale de chemin.

Cette nouvelle approche qui offre un point de vue alternatif sur la mécanique
quantique s’est rapidement imposé en physique théorique avec sa généralisation a
la théorie quantique des champs, permettant notamment une quantification des
théories de jauge non abéliennes beaucoup moins compliquée que la procédure de
la quantification canonique.

Malgré tous ces développements, I’application de cette technique au traitement
des potentiels de la mécanique quantique est restée restreinte aux systémes

quadratiques. Cependant, grace aux travaux remarquables de Duru et Kleinert,
plusieurs systémes quantiques qui sont a l'origine du succes enregistré de I’équation
de Schrodinger ont été exactement solutionné via 'intégrale de chemin. En

loccurrence, le systéme coulombien[4] a trouvé la forme Gaussienne dans ’espace
des phases a ’aide d’une transformation canonique des variables de Kustaanheimo et
Stiefel [5] et en reparamétrisant le parcours d’intégration par un parameétre temps et
I'intégrale de chemin de I'atome d’hydrogéne en coordonnées polaires dans 1’espace
E3 a pu étre transformer en une intégrale de chemin dans ’espace E3 relative a deux
oscillateurs harmoniques indépendants & deux dimensions [6].

La technique des transformations spatiales et temporelles a permis a l'intégrale
de chemin de jeter des ponts aux domaines contigus de la physique mathématique
et de la physique théorique. Elle a été illustré par la résolution d’une fagon

particulierement élégante de plusieurs problémes importants de la mécanique
quantique non-relativiste dans divers systémes de coordonnées.

L’objet de ce travail concerne le traitement par 'intégrale de chemin du
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potentiel coulombien dans I’espace FEuclidien & 3 dimensions et dans les systémes
des coordonnées rotationnelles paraboliques et sphériques.
. Ce potentiel est donné par la relation

V (2™, 2@ z®) = -7 (1.1)
T

oll v est une constante réelle et positive et r = [2()? 4 22 4 7(32] 12
Winternitz et Rodriguez [7] ont étudié récemment une grande famille de
potentiels comportant ce dernier en mécanique quantique standard a travers la
résolution de 1’équation de Schrodinger en coordonnées rotationnelles paraboliques
et sphériques.

Ce mémoire comporte quatre chapitres. Nous commencons le premier chapitre
par une introduction, en suite nous traitons le potentiel coulombien dans ’espace
Euclidien E3 a trois dimensions dans le systéme des coordonnés rotationnelles

paraboliques dans le chapitre deux . De la construction de la fonction de Green,
nous déduisons le spectre d’énergie et les fonctions d’onde convenablement

normalisées des états liés et des états de diffusion. Dans le chapitre trois , nous
discutons l'intégrale de chemin en coordonnées sphériques. Le spectre d’énergie et les
fonctions d’onde normalisées des états liés et continus sont extraits de ’expression
de la fonction de Green. .

Le dernier chapitre est consacré a la conclusion.



Chapitre 2

Systéme super-intégrable dans Ej
et intégrale de chemin en
coordonnées rotationnelles
paraboliques

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de traiter, par 'intermédiaire de I'intégral de chemin,

le potentiel de coulomb

VW, @ gy = 7 (2.1)
r

ou v est un constante réele.
Le systéme est régi par le Hamiltonien

2

o A W @) 3 9.9
Wi g+ V(a2 2™) (2.2)

avec App est opérateur de Laplace-Beltrami

Les intégrales de mouvement correspondantes sont bien connues [§] [9] et sont

données par :
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2

3

= %];1( kLSk + LBkPk) + 752_’_”27

Vi=Lh+ L+ -1 (&+% - (23)
1= Lyy + Lag + &2 + cos2 9<1> T sin? (M) /7

2
}/2 23 - 262 |:1 + 4sm29(1) <% - g) :| ’

9 d
avecL;, = Tiger = Thpy -

Le systéme gouverné par le Hamiltonien (2.2) est caractérisé par un ensemble
de cinq opérateurs algébriquement indépendants {H, X, X», Y1, Y2} vérifiant les
relations de commutation :

{ X1, Xa] =0, [Xi, H] =0 (2.4)

[Yi,Y2] =0 [Y;,H]=0; i=1.2

Le nombre de ces opérateurs étant supérieur au nombre de degrés de liberté, le
systéme est alors super-intégrable "maximally”.

Dans le paragraphe 2, nous évaluons 'intégrale de chemin en séparant les

variables & ’aide de transformations temporelles appropriées. Le spectre

d’énergie et les fonctions d’ondes des états liés sont tirés de la fonction de Green
dans le paragraphe 3. La fonction de Green relative aux états continus est aussi
calculée et les fonctions d’onde sont déduites dans le paragraphe 4.

2.2 Formulation du probléme

Considérons le potentiel suivant :

ot 2 +n?=2r
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Ils admet la séparation des variables dans le systéme des coordonnées
rotationnelles paraboliques (£, 7, ¢) défini par :

=M = &ncos ¢,
) = €nsin ¢, (2.6)

s = (€ =)

oul0<¢,n<o0,0< <21
En coordonnées cartésiennes (z,y, z) la différentielle de 1’arc ds est donnée par
la forme quadratique appelée forme métrique ou métrique

ds® = (dz™)? + (da®)? + (dz®)? (2.7)

En passant aux coordonnées rotationnelles paraboliques, celle-ci devient :

ds® = gee(d€)? + gon(dn)® + goo(de)?, (2.8)

avec

Gee = G =+, gos = EN° (2.9)

Le tenseur métrique se met alors sous la forme :

Gab = diag(gff’gnn’gqﬁqﬁ)' (2.10)

L’élément de volume infinitésimal d3x se transforme comme suit :
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&’z = \/gdédnde, (2.11)

ou

V9 = Vdet (gu) = (£ +7°) . (2.12)

L’inverse du tenseur (g,,) est donné par

(9ar) ™" = (9™) = diag(ges', G+ I (2.13)

Le Hamiltonien quantique est construit au moyen de

H=—Ap+V, (2.14)

ou Ay p est opérateur de Laplace-Beltrami :

1 0
Arp=—F—7—

)
ab fg—_. 2.1
75007 \/anb (2.15)

Afin d’exprimer le Hamiltonien quantique a ’aide des opérateurs associés a la
position et a la quantité de mouvement, nous construisons les opérateurs associés
aux composantes de la quantité de mouvement

1
(a +&); r, - Ve (2.16)
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qui sont hermétiques par rapport au produit scalaire

(f.9) = / 7 (€ 8) g (€, ) Gdedndo. (2.17)

En termes des opérateurs quantité de mouvement (2.16) ,le Hamiltonien s’écrit
suivant la forme ordonnée de Weyl [10] ou celle du produit ordonné [I1] ainsi :

1 1 1
H= (P + P))————| +V + AV, (2.18)
oM /52 +_772 3 n /52 T2
avec la correction quantique bien définie
h
AV = o [9abTals + 20, (9°°Ts) + 9.0 (9°)] (2.19)
h2
= ———. (2.20)
8ME“n?

Par conséquent,nous obtenons pour le Hamiltonien

1 1
(
2M A /52 + ,,72
2y 1 A2
& +n  A2MEn?

(2.21)

2 2
P? + P!

NS SR G
Ve e’




2. Systéme super-intégrable dans E; et intégrale de chemin en
coordonnées rotationnelles paraboliques 11

2.3 Propagateur

En utilisant la formule de Trotter : exp[—it(A+B)] = Jim (exp(—%) exp(— 2B )N

N
voir Réf. [12] et I'aproximation du temps infinitésimal pour I’élément de matrice
(7 | exp(—=2 | 7/) , nous obtenons I'intégrale de chemin Hamiltonienne sous forme
compacte
1
K(Tr.7aT) = (550) 7 [ DAODIEIDO O Dt Dy (0D 1) (222)

. T . .
xexp{%/o <p5§+pnh+p¢¢— H) dt}

ou encore explicitement sous forme discréte

. N-1 N [ dpe dp, dpy.
( T g, T4 ) (gf gl) 4N1—I>I;o |:j—1 /dgjdnjd¢ﬂ] j_l/ 2rh 2h 27h 3)

. N
0 . T

X exp {ﬁ g [pnggj —|—p,7jAnj + pg, Dy, — eH(j,j—1) } ,
j=1 I

ol g; et gy sont les déterminants du tenseur métrique aux points initial et final
respectivement. Ci-dessus nous avons utilisé les notations habituelles : ¢ = t; —t;_1,
T=Ne=t f— ti,

—

ry= ?(tN),?i = ?(to)»uj = u(t;), Auy = uj — ujy.

Les intégrations par rapport aux impulsions dans (2.23) sont de forme gaussienne
et nous obtenons 'intégrale de chemin dans I’espace des configurations

K(?},E;T) - /\/§D§ (t) Dn (t) Do (¢) exp{%/ﬂT (Ly — AV) dt}(2.24)

Njw

N—

— i 1]y[ M Hl( 2 2) d€.dn.d
= N j=1 \ 2mwihe ) j=1 §3 7 15) 815840k,

xexp{%ZS(j,j— 1)}7

j=1
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ou laction élémentaire S(j,7 — 1) est :

SGI-1 = 5 [(+7) (a8 + an) + (222) Adf]
28y 1 eh?
& ame

(2.25)

avec f2(q;) = f(q;)f(gi—1)pour toute fonction f des coordonnées.
Pour séparer la variable ¢; nous effectuons la transformation temporelle [13]
,;t — s définie par :

dt 9 9
— = 2.2

ou s est la nouvelle variable temporelle. Sous forme discréte, la définition
symétrique de cette transformation s’écrit :

Ef—f T]]O'j, 0j =85 —8j-1- (227)
Nous devons utiliser aussi la contrainte :

éngean [ asa (7 / pas) =1 (2.28)

En insérant la valeur de ¢ donnée par I’équation (2.27) et la contrainte (2.28)
dans I'expression (2.24) nous obtenons :

Pour évaluer la partie du propagateur dépendante des variables ¢ et 1 ,revenons
a l’ancienne variable temporelle ¢ en utilisant I'inverse de 1’équation (2.26) , c’est a
dire la transformation s — ¢ définie par :
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ds 1
— == 2.30

accompagnée la contrainte

1 o0 ™1
dl'o (S — ——dt ) =1 2.31
ffﬁffﬂ?i/o ( /0 52772 t) ( )

Nous obtenons alors

avec les fonctions d’onde normalisées

) (cos2¢). (2.33)

Les P}ii’ii) (cos2¢) sont les polynomes de Jacobi [14].

avec
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1 N M ~2

Ky (€ EniT) = lim [ I [ —— (}+~2.> 2.34

7 (&g & T) 2./1p1i€ i €1 N—oo j1(2mh€) &) (2:34)

N-1 i [M =2
ignen £33 (6 1) (56 + 01

2e7y eh? | 27274

7= o\ ~2__
<5j+77§> MG

compte tenu des substitutions suivantes obtenues a ’aide de la procédure de Mc
Laughlin et Schulman [15] :

he the

(Ag) = — 2~ (Ap)y=—1" (2.35)

Coou(gem) T M(g+m)

3 ihe\ 2 3 ihe\ 2

(Ag) = N—(—) ><A77§*>=N—(—)

GEa (@) \ M
1 ihe\”
(AgAnT) = ~—(—) :
J J <§j+’ﬁj2>2 M

2.4 Fonction de Green

L’évaluation du propagateur (2.34) n’est pas immédiate du fait que les
mouvements suivant les axes des variables £ et 77 sont pas séparés. Introductions
la fonction de Green G (£ PRI E) (transformée de fourier du propagateur)

o0 ET
Gy (&p.mp, 60 m5 E) :/0 dT exp (ZT) K; (&,np.8m57T) (2.36)
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et effectuons une nouvelle transformation temporelle ¢ — 7 définie par :

dt
— ==&+ 2.
- r=&+n (2.37)

En utilisant la contrainte

00 S
2‘/7"fn-/ dse (T —/ 27"d7') =1, (2.38)
0 0

la fonction de Green (2.36) s’écrit ainsi :

> 2iv.S
Gy (ffanf>fia77¢;E) :/ dS exp < Z;L/ ) K; (ff75i35) K; (77fa77i§5) , (2.39)

0

avec

1 y N M N71d
Ko (ugs) = e tim [ () (2.40)

N—oo

. N
1 M 9 2 FLQ 2 1

(qu£ ; ou nj) . le propagateur K (uys, u;; S) peut étre identifié avec le

propagateur d’un oscillateur harmonique placé dans un potentiel quadratique
inverse. Ce propagateur a déja été évalué par 'intégrale de chemin [16] [17] [I§] et
peut donc étre exprimé comme une fonction de la fonction de Bessel modifiée de la
maniére suivante :
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( S) = ! /l) (1) (2.41)
Ky (us, ug; = U .
J s Uiy
s

i M .2 9 h? s 1
xexp{ﬁ/o [7u + Eu ~ SN ((ZJ) _4_1)} d’T}

Mw iMw , 4 9 Mwusu;
ihsin (wS) P { 2h (1 + u) cot (wS)] 27 (ihsin (wS)) ’
avec
2F
=1\/—— 2.42
w= -2 (2.42)
En utilisant(2.41) dans l’expression (2.39) nous aurons :
Mw\? [ dSexp (M)
G SN E) = | —— L S 2.43
J(éfvnfugmnw ) < il ) A Sin2 (WS) ( )
tMw
X exp {2—h ((ﬁfc + f? + nfc + nf) cot (wS))}

I ngf&i I Mwnfm-
> \inhsin (wS) ) 7% \iksin (wS) )

2.5 Spectre et fonctions d’onde des états liés

Pour déterminer le spectre discret de ’énergie et la partie en & et n des fonctions

d’onde normalisées du systéme physique, posons w’ = iw, z = e '3, z = “\fl‘"/ u;
Yy = %u £, P = —75 et utilisons la formule de Hille et Hardy (voir Réf[19] ,p.1038

6q. (8.976.7))
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«@

! T2 < 2
M pe @) Lo () = B g (—z “y) fa( VW) el < 1,
— Z

—~I'(n+a+1) 11—z

(2.44)

qui permet la séparation des variables §;,§;, 7, 7;. les L, () sont des polynomes
de laguerre.
L’équation (2.43) se réecrit ainsi :

nn 517771 nin i
GJ (gfunfvéz,nfu - th — E—E : ( ! f) (245)
ning niy,n2
ou
QME 19 2
nina:
\Iln n s - al 2.4
v (§:71) < ) '(ni+2J4+1)T n2—|—2J—I— )) (2.46)
2J
2MEN e ] 2MEN 7 | 2MEy & + 7
h? 2
ZME [ 2MFE
2J N N o
et

M~?
2h2 (ny + ny 4 2J + 1)

(2.47)

ning —

En tenant compte de la partie angulaire (2.33), la fonction d’onde compléte est
donnée par :
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\Ijnl,ng,J (57 777 ¢) = \Ijn17n2 (57 77) \IIS_%7_%) (¢) N (248)

La fonction d’onde de I’atome d’Hydrogéne en coordonnées rotationnelles
paraboliques dans ’espace Euclidien Egest :

3
IMEN\1 n!n;!
_ e - (- 2.49
1227 (€1, 9) ( 72 > (QWF(n1+2J+ DT ( n2+2J+1 (2.49)

2J
OIME 2 OIME +
X<\/_ h2N52> (\/_ h2N2> exp | =/~ Eneir
< ( ——zﬁf%?) 2 (\/——zﬂianZ) e

La partie angulaire de la fonction, d’onde devient :

€210 4 ¢209) 0 < ¢ < g (2.50)

dans le cas de potentiel Coulombien, la variable angulaire ¢ varie entre 0 et 27.
Donc en étendant la variation de cette variable ¢ de (0,27), la fonction (2.49) est
remplacée par :

(e79), (2.51)
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2.6 Spectre et fonctions d’onde des états continus

Pour déterminer le spectre d’énergie et les fonctions d’onde des états continus,
revenons a 'expression (2.43) et utilisons la formule de dispersion (voir Réf.[19] ,p.
884, Eq. (7.694))

! 2y 1 T(i4+pu+ip)T (2 +p—i
: exp [— (z +y) cota] Iy, | — 4 = / dp (2 K - p) (2 #(2&)\}
sin o sin o 2n/xy JR 2 (14 2u)

xe 2PN (=2ix) My, (2iY) .

Les My, (z) sont les fonctions de Whittaker (voir Réf.[19] , p.158). Il est facile
de montrée que les poles de la fonction de Green des états continus seront obtenus
par intégration sur la variable temporelle S. Ils sont définis par :

l
w (pe +py) = 7 =0 (2:53)

En convertissant ceci en énergie en utilisant (2.42), les valeurs de 1’énergie sont :

h? 1
E,=—p* avec p=-—"——— 2.54
PoM a (pe + py) (2.54)
et ol a = 1\% est le rayon de Bohr.

Effectuans maintenant le changement de variables défini par :

Ll + L (1 (2.55)
=—(~-+=k =—(=-—kK). .
Pe 2p \a P 2p \a
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Mw
t h

Pour des raisons de convergence ,p > 0 e = —ip. Dans ce cas la fonction de

Green prend la forme :

ih R
Gc ) » S 17E = d d,{ 256
5 (€50 €003 B) (gﬂfgfnfgmir?(lth)/o p/oo (259
1 1_
XF[1+2J+Z.G+/€]F[1+2J a H}

2 2% 2 Ty

2

st
ear

X ML(%H”),% (pr?) Mfﬁ(%Jrli),J (_Zpgf”)

Mo (an iy (00) Mo (2. (i)

Les fonctions d’onde sont alors :

Uy (€)= 0, (6078 (g) (2.57)
‘F [1+22J i Z.%;:] r [1—|—22J i Z-i;n} s
- 2l (1 + 2.J) &n NG



Chapitre 3

Systéme super-intégrable dans Ej
et intégrale de chemin en
coordonnées sphériques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre , nous allons présenter la solution du potentiel coulombien ({2.1))
via les intégrales de chemin en coordonneés sphériques . Le potentiel (J2.1)) admet
aussi la séparation des variables dans le systéme des coordonneés sphériques défini
par :

2 = rsin Y cos 8P,
2@ = rsin W sin 9, (3.1)

3)

2@ = rcos gV

avec r > 0,0 < 0 < 1 et 0 < 0? < or.
Les intégrales de mouvement correspondantes sont aussi connues [20] [21] et sont
données par :

21
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Xy = L%2+L%3+L§1’ Xo :L%2
Vi =L, + L3 + L3, — —5m (cosfgm + smfzm) (3.2)
cot2 o)
Y2:L%3_252 [1"‘%]

0 0
avec sz = [Ezm — ‘rk()_xi'

Le systéme est ”"maximally” super-intégrable puisqu’il posséde un ensemble de
cing opérateurs algébriquement indépendants { H, X, X», Y1, Y2} .

Dans le paragraphe suivant, nous construisons la fonction de Green par

I’approche des intégrales de chemin dans le systéme des coordonnées sphériques
en appliquant les techniques de I'intégration des chemins en coordonnées sphériques.
Le spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états liés sont déduits
de 'expression de la fonction de Green dans le paragraphe 3. la partie continue de la
fonction de Green, le spectre et les fonctions d’onde des états continus sont donnés
dans le paragraphe 4.

3.2 Hamiltonien a trois dimensions en coordon-
nées sphériques

si nous utilisons les coordonnées sphériques (r, 0(1), 9(2)) , la métrique est donnée
par :

2 2
ds® = grr(dT)2 + Gop) <d9(1)> + Gp2p@ <d(9(2)> (3.3)

ou

Grr = 1, 90(1)0(1) = 7‘2, 99(2)9(2) = T2 SiIl2 «9(1) (34)

le tenseur métrique se met alors sous la forme :

(Gav) = diag (Grr, Gyp), Gp29@ ) » (3.5)
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avec

V9 = v/det (gap) = r?sin 6V, (3.6)

et son inverse (g)

(gab)_l = (gab) = diag (9;1799_(})9(1)799_(%)9(2)) (3.7)

Les opérateurs associés aux composantes de la quantité de mouvement

Poy =7 (69(1) + 452 ) Ty = —cot 6, (3.8)
f

construits a partir de ’équation (2.17) sont hermitiques par rapport au produit
scalaire

(f,q) = / 72 sin2 gV f* <r,9(1),6(2)) g (r,e“),e(?)) drddMde®,  (3.9)

et le potentiel quantique AV déduit de (2.19) est de la forme :

AV = e 1+ 1 (3.10)
- 8M sin2o® ) '

Le potentiel (2.1) s’écrit

R
V=—. A1
! (3.11)

Des relations (2.15),(3.8),(3.10) et (3.11) nous obtenons le Hamiltonien
quantique
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1 5 1 9 1 5 h? 1
H = m |:Pr + T_2 <P0(1) + mpe(2)>:| — W 1+ m (3.12)
g
-

3.3 Propagateur

En répétant les étapes de calculs qui nous ont conduits aux expression (2.22)
et (2.23) , nous obtenons 'intégrale de chemin dans la formulation Hamiltonienne

N

K (7. 75T) = (970" [ Dr(t)D6" (616 Dp, (8) Dy () D (1

) : (1) -(2)
X exp {ﬁ/ (pﬂ“ + Pyl +pyl  — H> dt}

N / dp,, MPe® dpog_z)]

N-1
- (gfgi)_%]\}im ['H /drjd9§1)d9§2)]

Jj=1

X exp {%ZS(M - 1)} , (3.13)

1 2rh 27h 2mh

J=1

ou 'action élémentaire S(j,j — 1) est de la forme :

SGj—1) = poAry+pym A0 + pyoA0P
J J

€ 1 1
—of | Pat 5P + ?Peg” (3.14)
T3 7‘]2-s,in2 05. )

h? 1
b (14— | + 2,
8Mr? sin? 0; Tj
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avec les notations habituelles : ¢ = ¢; —t;_1, T" = Ne = t; — t;, Au; = u; —
i1,y = ulty),

o —
~

U; = u(tz), 7“]2 = T;Trj-1, SiIl2 051
du tenseur métrique (3.5) aux point initial et final respectivement. En effectuant les

)

= sin 95.1) sin 95-1_)1; g; et gy sont les déterminants

intégrations par rapport aux composantes de la quantité de mouvement P, P a) et
J

P0§2> le propagateur (3.13) acquiert la forme :

3
— . ~ No( M \>NZ S ) (1) 19(2)
K(rf,75T) = Jim [T (o ) T sing)dr;dd; do);

Xexp{%ZA(j,j— 1)}, (3.15)

avec D'action élémentaire

. M 0 5 o0 £
A(j,j—1)= % (AQTj + T?A29§1) + szsm2 0;1)A29§-2)> + E (3.16)

D’abord, notons qu’en utilisant la transformation temporelle définie t — s ainsi :

% — 12 sin? §V) (3.17)
ou sous la forme discréte
€= rAZsin/2«9\§-1)aj; 0j =58 — Sj_1, (3.18)
et en incorporant la contraire
S
T = /0 2 sin? 0 ds, (3.19)

au moyen de l'identité
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00 S
T f7; Sin 0;1) sin 9§1)/ dso <T —/ r? sin® 0(1)d3> =1, (3.20)
0 0
le propagateur (3.15) se met sous la forme :
1 1 2) (2
K (77,7 T) = K (ry, 0, 13,0"; ) K (67,005, (3.21)
avec
N M \2N-1
M . o). o @)
K (Tf’ U5 srirti ’S> J\}l—{%o J‘El (27m'h0j) jgl 40; (3:22)

. N
X exp iz EAZH(-Q)
hj:l 20']' J

C’est le propagateur associé & un potentiel du type de Pschl-Teller. Sa solution
est connue et peut étre déduit de (2.31) .le résultat est :

2
T [P M :
K (9;2),652);5) = /D0(2) (s) exp {7—1/0 [7 (9(2)> ] ds}

> ih 2
E €xXp {—m (2]2) }
Jo=0

(3.23)
avec les fonctions d’onde convenablement normalisées données par
s Jo!T (. :
p(-372-3) <9<2>) = [2(2) 2 (J2) - (3.24)
P (f+3) T (2+3)

11
><P§2 573) <cos 20(2)> )
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En substituant (3.23) dans (3.21) et en retournant a I’ancienne variable
temporelle en effectuant la transformation inverse s — ¢ :

ds 1
—_— = 3.25
dt  r2gin2gM)’ (3:25)
accompagnée de la contrainte
1 > T dt
ryrising;’sind; Jo o 72sinf
le propagateur (3.21) s’écrit :
g (53) (@) g (33 (e ) g0
K (g Ty =Y w7 (47) gl 22 (07) K, (75087706057
Jo=0
(3.27)
ou
W o.M N e
Ky, (rp, 007, 00:T) - = /jgl (th) L rydrjd) (3.28)
;N
X €Xp {ﬁZW (]7] - 1)} )
j=1
avec
- M 2 2 A2p1) ey
W(jj—1)= o (A rj +17A%0; ) + o (3.29)

Nous remarquant que les variables r; et 9§1) ne sont pas séparées . Il est donc
nécessaire d’effectuer la transformation temporelle ¢ — s définie par
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dt 9
- = 3.30
=T (3.30)
ou sous la forme discréte
€:7/’;2~0'J, 0j =85 — §j-1, (331)
ou d’utiliser la contrainte
s
T = / r2ds, (3.32)
0
a l'aide de l’'identité
00 S
rfri/ dso <T - / r2ds) = 1. (3.33)
0 0

Dans ces conditions , nous pouvons écrire le propagateur (3.28) sous forme d’un

produit de deux noyaux

Ky, (Tf,Qgcl),m,Q(l)'T) = Ky, (rg,13;5) Ky, (05}),951); S) ,

7 0

ou

N
Ky, (953),95”;5) —  lim H(

(3.34)
N
t M 50
exp { h]:zl {20]-A 0;
(3.35)
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En I'équation (2.30) ,le propagateur (3.35) s’écrit

> S 1\?
Ky, (95})7 951>; s) = Z exp {_;W <2J1 +2J5 + 5) } (3.36)

g (228 <0(1)> p2) <9§1>> 7

avec les fonctions d’onde normalisées données par :

- 1
A (9<1>) - {2 <2J1 o)y 5) (3.37)

NI (J1+2J,+ 3)
F(p1+J1+%)F(2J2+%)

2Jo+3 _1
X (sin 9(1)) o <cos 0(1)> P§12J27 :) (cos 29(1)> .

Reportons le noyaux (3.36) dans ’expression du propagateur (3.34) et revenons a
I’ancienne variable temporelle ¢ par application de la transformation inverse s — ¢ :

ds 1

— = — 3.38
dt  r?’ (3.38)
ou bien
o= —, (3.39)
r

et en tenant compte de la contrainte S = fOT % a l'aide de l'identité

1 [ T
/ dTs (s — / —th> =1, (3.40)
rfri 0 0 T




3. Systéme super-intégrable dans E; et intégrale de chemin en
coordonnées sphériques 30

nous pouvons reéxprimer le noyau (3.34) sous la forme

* _1 _1
Ko, (rpn 60 6:) = S (g0 w7 (60) ()
XK]l (Tf,’l“i;T>,

ot le noyau radial Ky, (rs,r;;T) est donné par :

1
1 N M \?2
Ky (ry,riT) = lim [ II < ) Idr; (3.42)

Tfr; N—oo | j=1 \ 2mihe

i M, gy
XeXp{ﬁZ[Q_&;A Tj—i-r—j}}

3.4 Fonction de Green

Pour évaluer ce propagateur, introduisons 1’énergie E & 'aide de la fonction de
Green

o BT
Gy, (rg,mi E) = / dT exp (ZT) Ky (ry,ri E), (3.43)
0

et effectuant une derniére transformation spatio-temporelle [22] [23] (r,t) —
(u, s) définie par

,  dt

o= 4u? (s) (3.44)

ou par discrétisation,

— — .2 — —
T = 'LL]- yTj—1 = ujfl ,E€ = 4 (Sj — 8];1) U;Uj—1 = 40'juj'u]',1. (345)
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symétrisons la mesure

N|=

N M \2N-1 1 N M N-1
1I < _ ) I drj=———=1II ( _ ) II du;, (3.46)
j=1 \ 2mihe ) j=1 (dugu;)?9=1 2miho; ) =1

et 'action élémentaire dans 1’éxpression du propagateur (3.42) :

. M ey
S —1) = —A%*. 4+ 2L 3.47
(J,j—1) 5o AT+ - (3.47)
M M (Auj)*
= — (A? 4 A —
20, ( u]) Aoy 80 u? ’

et appliquant pour la derniére fois la procédure de Mc Laughlin et Schulman qui

. R Auj)? . . 3h2 .
consiste a remplacer %% par la correction quantique m . La foncion de
i j

Green (3.34) peut alors étre ramenée a une appropriée [16] [23] [24] [25] [26] :

J=1

1
1 * i N M \ZN-1
Gy (ry,ri E) = /0 dSer*® lim H( ) du; (3.48)

2uruy; N—oo | j=1\ 2miho;
f J

. N
X exp EZ {ﬁ (A2uj) + 4Eu20j]
hj:l QO'j J

2Mw [ erdrs iMw
ihufui /0 Ssin (wS) exp { o2h ((uf + uz) co (WS)) }

o1 Muwugu,
2(21425+3) \ 7 sin (wS)
2Mw °° endrs iMw
S i) cot (wS
ihy/T77 Jo sin (wS) exp{ 2h ((ry i) cot (w ))}
7 Mw,/rsr;
Xdo(2n+270+1) ihsin (wS) )’

_|_



3. Systéme super-intégrable dans E; et intégrale de chemin en
coordonnées sphériques 32

ou

W= 2 (3.49)

Pour effectuer 'intégration sur la variable temporelle S, nous utiliserons la
formule suivante (voir(.[13]),p.729,Eq.(6.699.4)) :

/0 a0 exp {—1 ( +y) coth q} Iy ( V1Y > (3.50)

sinh ¢ 2 sinh ¢
F'(p+A+13)
vyl (A + 1)

M\ ()W (y) 5y > =,

ou M_,»(z) et W_,  (y) sont les fonctions de Whittaker.

Par conséquent , en tenant compte de (3.27), (3.41) et (3.43) nous obtenons la
fonction de Green pour le potentiel en question dans le systéme des coordonnées
sphériques :

GlryriB) = Swl ) (4%) gl #2) (4) (3.51)
quzg%v—%) <9§1)> \I,L(]?J%—%) <9;1)>

« 2 F(p+2J1+2J2+1)
W Ty I'[2(J;+1)]

Mw Mw
XM_p 2120541 (_h 7“%‘) W 2n 420541 <_h Tf) v

oury>r; et p:—z—v-

hw*
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3.5 Spectre d’énergie et fonctions d’onde

Pour déterminer le spectre de I’énergie et les fonctions d’onde du systéme

physique, revenons & ’éxpression (3.48) de la fonction de Green radiale et au
moyen de la formule de Hille et Hardy (voir (.[13]) , 1038, Eq.8.976), et de la formule
de dispersion (voir (.[13]) , p. 844, Eq. 7.694) ,I’expression (3.48) s’écrit sous la forme
d’un dévelopement spectrale ainsi :

E— E— E

n=0

G (1. E) = i ( PCL dku> 6w

Le spectre d’énergie et les fonctions d’onde des états liés sont donnés par :

M~?

En17n2 e — 5 (353)

2h2 (ny + np +2J + 1)

OﬁJ:J1+J2 ,n:n1+n2
1 n! 2
Frara (7). = (3.54)
. a[n+2J1+2J2+1]% ['(n+224+2k)+3)
oIS 2J14+2J2
{_a (n+2J; +2Jy + 1)1

-
o exp {_a(n—l—QJl +2J5 + 1)}

XL(2J1+2JQ+%) 2T
" a(n+2J;+25+1) )’

i
avec a = m

. 21.2
pour le spectre continu avec Ej = 712 A’} on a
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CT(1+20+2) - %)
C V2D (4, + 4, + 2)

T
exp (ﬂ) Mﬁ,QJH—QJg—f—% (

—2ikr) . (3.55)

Donc, en coordonnées sphériques les fonctions d’onde de notre systéme physique

& trois dimensions sont :

U (1) = W (1) 05,

pour les états liés, et

LA (?> =Wy (r) ¥},

pour les états continus.

(25-4)

(212-3)

(3.56)

(3.57)



Chapitre 4

Conclusion

Dans ce travail, nous avons d’abord traité le cas du systéme dynamique
super-intégrable commandé par le potentiel V (z), 2 2®) = —2 dans
I’espace Euclidien a trois dimensions.

Dans le systéme des coordonnées rotationnelles paraboliques, ’évaluation de
la fonction de Green est rendue possible en séparant les variables au moyen de la
technique de reparamétrisation des chemins introduite en 1979 par Duru et Kleinert.

L’intégrale de chemin associée a la partie angulaire est ramenée a celle relative
au potentiel de Poschl-Teller et dont la solution dans ce cadre a été donnée par
plusieurs auteurs.

La partie dépendante des variables & et 1 est identifiée pour chaque coordonnée
au propagateur d’un oscillateur harmonique placé dans un potentiel quadratique
inverse.

Le spectre d’énergie du systéme a été obtenu ainsi que les fonctions d’onde
normalisées des états liés et continus.

En coordonnées sphériques, nous avons appliqué la thechnique précédente pour
séparer et évaluer la partie dépendante des angles azimuthal et polaire.

La partie radiale de 'intégrale de chemin est identique a celle de la partie radiale
associée au potentiel Coulombien.

Le spectre d’énergie des états liées et de diffusion ont été extraits de I’expression
de la fonction de Green.
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Résumé

Ce mémoire concerne une discussion complete du probléme d'un
systeme coulombien de I'atome d'Hydrogén dans un espace plat par
'approche de l'intégrale de chemin de Feynman.

Nous avons d'abord traité le cas du potentiel Coulombien dans
l'espace Euclidien a trois dimensions.

Dans le systéme des coordonnées rotationnelles paraboliques,
I'évaluation de la fonction de Green est rendue possible en s€parant les
variables au moyen de la technique de reparamétrisation des chemins
introduite par Duru et Kleinert.

L'intégrale de chemin associée a La partie dépendante des variables et
est identifée pour chaque coordonnée au propagateur d'un oscillateur
harmonique placé dans un potentiel quadratique inverse.

Dans le spectre d'énergie du systéme a été obtenu ainsi que les
fonctions d'onde normalis€es des ¢€tats liés et continus.

En coordonnées sphériques, nous avons appliqué la technique
précédente pour séparer et évaluer la partie dépendante des angles
azimuthal et polaire.

La partie radiale de l'intégrale de chemin est identique a celle de la
partie radiale associ¢e au potentiel Coulombien.

Le spectre d'énergie des états liées et de diffusion ont été extraits de
l'expression de la fonction de Green.
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