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Ln(x) Polynôme de Legendre∑ ′′ Sommation dont le premier et le dernier terme divis�es par2.

λ Param�etre num�erique
ω Fonction poids



1

Introduction G�en�erale

Cette th�ese s’inscrit dans le cadre de l’�etude et de la construction de m�ethodes num�eriques
pour quelques �equations int�egro-di��erentielles.

Les �equations int�egro-di��erentielles apparaissent dans divers domaines (voir [30], [48],
[49] et [98]). Ces �equations proviennent de la mod�elisation math�ematique des ph�enom�enes
scienti�ques tr�es vari�es, tels que : la dynamique des uides, la physique des solides, la physique
des plasmas, la visco�elasticit�e de la biologie [81], l’�economie [57], le transfert de la chaleur [17],
la m�edecine, le ch�emostat [100], le biotissues [39], l’analyse statique des tours et des chemin�ees
[88], la chemical kinetics [86] et etc.

Les �equations di��erentielles connectent des fonctions inconnues, leurs d�eriv�es et leurs
variables ind�ependantes. D’autre part, les �equations int�egrales contiennent des fonctions
inconnues sous une int�egrale. Le terme �equation int�egro-di��erentielle est utilis�e dans le cas o�u
l’�equation contient une fonction inconnue avec ses d�eriv�es et quand soit une fonction inconnue
ou ses d�eriv�es ou les deux apparaissent sous une int�egrale [95].

Volterra est l’un des fondateurs de la th�eorie des �equations int�egro-di��erentielles [ 93, 95].
Son travail en �elasticit�e a �et�e l’origine de cette th�eorie. En 1909, Volterra [92] a �etudi�e un type
particulier de telles �equations et a montr�e que cette �equation int�egro-di��erentielle est �equiva-
lente �a un syst�eme compos�e de trois �equations int�egrales lin�eaires et d’�equations di��erentielles
partielles de second ordre.

L’un des premiers exemples des �equations int�egro-di��erentielles �etudi�ees au d�ebut du
vingti�eme si�ecle �etait dans les travaux de Schlesinger [78], [79], o�u l’�equation suivante est
�etudi�ee

ux(x, y) =
∫ b

a
f(x, y, s)u(x, s) ds.

D’autres types des �equations int�egro-di��erentielles lin�eaires plus g�en�erales ont �et�e discut�ees
par Pomey [70].

L’un des repr�esentants importants dans l’�economie est le mod�ele de processus de risque
dans la th�eorie de ruine, qui sont des �equations int�egro-di��erentielles de Volterra de second
ordre [57]

c2u′′(x) − 2(β + δ)cu′(x) + (β + δ)2cu(x) = β2
∫ x

0
f(x− t)u(t) + β2(1 − F (x)),

u(0) = 0, u′(0) = u′
0,

o�u x est un surplus initial, β est un param�etre d’�echelle, δ est un param�etre non n�egatif et F
est une fonction de distribution.
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Les �equations int�egro-di��erentielles apparaissent aussi dans l’�etude de divers probl�emes de
visco�elasticit�e. Le moment Mv des forces visco�elastiques est �ecrit comme suit

Mv = lvx(x, t) −
∫ t

0
L1(t− s)vx(x, t) ds, l = const> 0,

o�u L1 le noyau de relaxation, continu avect ∈ R+.

La mod�elisation math�ematiques du d�eveloppement de spatio-temporal d’une �epid�emie et
de divers mod�eles physiques et biologiques donne des �equations int�egro-di��erentielles non
lin�eaires de Volterra de la forme [97]

u(n)(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, t)

[
R(u(t)) +N(u(t))

]
dt, u(k)(0) = bk, k = 0, ..., n− 1, n ≥ 0,

et des �equations int�egro-di��erentielles non lin�eaires de Fredholm de la forme

u(n)(x) = f(x) +
∫ 1

0
K(x, t)

[
R(u(t)) +N(u(t))

]
dt, u(k)(0) = bk, k = 0, ..., n− 1, n ≥ 0,

Dans le circuit �electronique LRC, on rencontre une �equation int�egro-di��erentielle pour
d�eterminer le courant instant qui circule dans un circuit ferm�e avec une tension donn�ee E(t)
et elle est �ecrite comme

LI ′(t) +RI(t) + 1
C

∫ 1

0
I(τ) dτ = E(t), I(0) = I0.

o�u L est l’inductance,R est la r�esistance etC est la capacit�e.

En ing�enierie structurelle, un mod�ele typique pour les tours et les chemin�ees [88]

u(n)(x) + β(x)u(x) + α(x)
∫ x

0
γ(x)u(x) dx = q(x), x ∈ [0, h], n ≥ 2,

avec les conditions aux limites

u(i)(h) = ai, i = 0, ..., n− 1.

Les concepts des �equations int�egro-di��erentielles ont motiv�e un grand nombre de travaux
de recherche ces derni�eres ann�ees. Ces �equations sont di�ciles �a r�esoudre analytiquement, il est
donc n�ecessaire pour obtenir une solution approch�ee e�cace. Plusieurs m�ethodes num�eriques
ont �et�e appliqu�ees pour ces �equations telles que : El-Gendi [32], Polynômes de Chebyshev
[4, 6], Ondelettes de Chebyshev [7], [10], Galerkin-Chebyshev [13], Polynômes de Bernstein
[11], Polynômes de Taylor [59], Matrice de Bernoulli [13], Polynômes de Legendre [58], [91],
[103], Ondelette de Legendre [25], Legendre-Galerkin [34], Collocation de Legendre [62], Tau
[64], Interpolation de Lagrange [75], [82], Interpolation par Spline [36], Polynômes de Bessel
[104], Di��erence �nie [107] et etc.

Depuis une dizaine d’ann�ees, de nouvelles m�ethodes num�eriques, alternative aux m�ethodes
classiques comme la m�ethode des �el�ements �nis [26], ont �et�e d�evelopp�ees. Ces m�ethodes
num�eriques, sont appel�ees m�ethodes sans maillage (meshfree, meshless) (voir [42], [51] et [85]).
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Les m�ethodes sans maillage �etaient pour les premi�eres fond�ees sur des m�ethodes d’interpolation
purement nodales. L’id�ee est de reconstruire une fonction d�e�nie sur un espace continu �a partir
de l’ensemble des valeurs discr�etes prises par cette fonction sur un nuage de points de domaine.
Ces m�ethodes utilisent juste un ensemble de points de collocation, ind�ependamment de toute
information de relation entre ces n�uds (points de collocation). Donc, l’absence de connectivi-
t�es �xes entre ces n�uds supprime les e�ets ind�esirables dus �a la d�eformation du maillage.
Cette propri�et�e est le principal avantage de ces techniques par rapport aux m�ethodes classiques.

En 1990, Kansa [46] a introduit une nouvelle m�ethode num�erique pour r�esoudre les �equa-
tions aux d�eriv�es partielles, est appel�ee m�ethode de collocation par les fonctions de base
radiales (RBFs). Cette m�ethode est utilis�ee comme une famille bien connue de m�ethodes sans
maillage, pour approximer les solutions de divers types des �equations fonctionnelles lin�eaires
et non linaires telles que : les �equations di��erentielles partielles (EDP) [46], [47], [65], les
�equations di��erentielles ordinaire (EDO) [ 56], les �equations int�egrales (EI) [ 40] et les �equations
int�egro-di��erentielles (EID) [ 41], [68]. Pour des raisons de �abilit�e, de simplicit�e et d’actualit�e,
on a donc choisi la m�ethode de collocation RBFs dans notre travail.

Dans ce travail, on s’int�eresse �a l’application de la m�ethode de collocation par les fonctions
radiales de base indirecte (IRBFs), qui est bas�ee sur les m�ethodes de quadrature. D’abord,
la m�ethode de collocation IRBFs est pr�esent�ee et utilis�ee par Mai-Day et Tran-Cong [54],
[55], [56] pour les �equations di��erentielles. Ensuite, cette m�ethode a �et�e appliqu�ee pour
r�esoudre les �equations int�egro-di��erentielles du premier ordre par les auteurs dans [68]. Puis,
Biazar et Asadi [15] ont g�en�eralis�e la m�ethode IRBFs pour les �equations int�egro-di��erentielles
d’ordre sup�erieur. La nouveaut�e dans notre travail par rapport aux travaux r�ecents est que,
on a fait une modi�cation sur cette m�ethode pour la r�esolution num�erique des �equations
int�egro-di��erentielles de Volterra non lin�eaires d’ordre sup�erieur de la forme

u(m)(x) = g(x) +
∫ x

0
K(x, t)ψ(u(t)) dt, 0 < x < b,

avec les conditions aux limites

u(j)(0) = αj , j = 0, 1, ..., r − 1, (1)

u(j)(b) = βj , j = r, r + 1, ...,m− 1. (2)

o�u u(m)(x) d�esigne la d�eriv�ee d’ordre m de u(x), le noyauK(x, t) et g(x) sont des fonctions
donn�ees,ψ(u(t)) est une fonction non-lin�eaire. u(x) et g(x) sont suppos�ees r�eelles et di��eren-
tiable sur l’intervalle [0, b] et αj , 0 ≤ j ≤ (r − 1) et βj , r ≤ j ≤ (m− 1) sont des constantes
r�eelles.

Apr�es une introduction g�en�erale, la suite de cette th�ese est donc organis�ee en trois chapitres.

Le premier chapitre consiste en rappel de la d�e�nition des �equations int�egro-di��erentielles
et leurs classi�cations, qui a pour objectif de familiariser le lecteur avec le concept de ces
�equations. Puis, on �etablit l’origine des �equations int�egro-di��erentielles et la relation entre ces
derni�eres et les �equations di��erentielles. En�n, on donne trois grands th�eor�emes du point �xe
celui de Banach, de Brouwer et de Schauder. Ces th�eor�emes sont importants pour montrer
l’existence des solutions num�eriques pour les �equations non lin�eaires.

Dans le deuxième chapitre, on donne un aper�cu sur les fonctions de base radiales et
comment elles sont utilis�ees dont un exemple simple, dont le but est de donner au lecteur une
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impression intuitive de la proc�edure.

Les m�ethodes spectrales (Galerkin, Tau et collocation) font l’objet du dernier chapitre.
Le but de ce chapitre est de d�ecrire des m�ethodes de r�esolution e�cace pour les �equations
int�egro-di��erentielles. Ces m�ethodes cherchent des solutions en termes d’une s�erie des fonc-
tions connues et r�eguli�eres. On applique ces m�ethodes r�ecentes pour quelques �equations
int�egro-di��erentielles. On pr�esente la m�ethode de collocation par les fonctions de base radiales
indirectes (IRBFs) pour les �equations int�egro-di��erentielles lin�eaires et non lin�eaires de type
de Volterra d’ordre sup�erieur et on montre sa e�cacit�e.

Avant les r�ef�erences bibliographiques, on a jug�e utile d’ins�erer �a la �n de cette th�ese
quelques notions de base que nous avons utilis�ee dans ce travail (les polynômes de Chebyshev,
les polynômes de Legendre). Ces notions se trouvent dans l’annexe.
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�Equations Int�egro-Di��erentielles

Dans ce chapitre, nous donnons bri�evement un rappel sur la d�e�nition des �equations
int�egro-di��erentielles. Puis, nous introduirons �a la classi�cation de ces �equations, qui a pour
objectif de familiariser le lecteur avec le concept d’�equation int�egro-di��erentielle. Ensuite,
nous parlons de l’origine des �equations int�egro-di��erentielles et la relation entre ces derni�eres
et les �equations di��erentielles. La derni�ere partie est consacr�ee �a la question d’existence et
d’unicit�e, nous pr�esentons certaines th�eor�emes du point �xe et ces applications.

1.1 D�e�nition des �equations int�egro-di��erentielles

Une �equation int�egro-di��erentielle est une �equation fonctionnelle dans laquelle l’inconnu,
g�en�eralement une fonction d’une ou plusieurs variables, apparâ�t sous le signe int�egral, pa-
raissent leurs d�eriv�ees.

Nous int�eressons dans cette partie beaucoup plus aux types les plus simples qui concernent
les �equations int�egro-di��erentielles unidimensionnelles. La forme g�en�erale d’une �equation
int�egro-di��erentielle d’ordre n est donn�ee par [50]

u(n)(x) = f
(
x, u(x), u′(x), ..., u(n−1)(x)

)
+ λ

∫
Ω
K
(
x, t, u(t), u′(t), ..., u(n−1)(t)

)
dt, (1.1)

avec les conditions initiales :

u(α) = β0,

u′(α) = β1,

...
u(n−1)(α) = βn−1, (1.2)

o�u
• α et βi (0 ≤ i ≤ n− 1) nombres donn�es.
• u, u′, u(n−1) : des fonctions inconnues.
• K : noyau de l’�equation int�egro-di��erentielle.
• f : fonction donn�ee.
• Ω : un ensemble ferm�e, born�e et mesurable d’un espace euclidien de dimension �ni.
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• λ : param�etre num�erique.

1.2 Classi�cation des �equations int�egro-di��erentielles

Le domaine des �equations int�egro-di��erentielles est tr�es vaste. Nous pr�esentons ici une
classi�cation g�en�erale des �equations int�egro-di��erentielles, qui est centr�ee sur plusieurs carac-
t�eristiques de base d�ecrivent leur structure globale.

1.2.1 Types des �equations int�egro-di��erentielles

On distingue trois types majeurs des �equations int�egro-di��erentielles [98]

�Equations int�egro-di��erentielles de Fredholm

On appelle �equation int�egro-di��erentielle de Fredholm une �equation de la forme

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K (x, t, u(t)) dt (1.3)

o�u la r�egion d’int�egration est �x�ee.

�Equations int�egro-di��erentielles de Volterra

On appelle �equation int�egro-di��erentielle de Volterra une �equation de la forme

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K (x, t, u(t)) dt (1.4)

o�u la r�egion d’int�egration est variable.

�Equations int�egro-di��erentielles de Volterra-Fredholm

On appelle �equation int�egro-di��erentielle de Volterra-Fredholm une �equation de la forme

u(n)(x) = f(x) + λ1

∫ x

a
K (x, t, u(t)) dt+ λ2

∫ b

a
K (x, t, u(t)) dt, (1.5)

et
u(n)(x, t) = f(x, t) + λ

∫ t

0

∫
Ω
G(x, t, y, z, u(y, z)) dy dz, (x, t) ∈ Ω × [0, T ], (1.6)

o�u f(x, t) et G(x, t, y, z, u(y, z)) sont des fonctions analytiques surΩ × [0, T ], et Ω est une
sous ensemble ferm�e surRn, n = 1, 2, 3.

1.2.2 Lin�earit�e et Homog�en�eit�e des �equations int�egro-di��erentielles

Autres classes de terminologie li�ees �a ces trois �equations de Volterra, de Fredholm et de
Volterra-Fredholm sont la linéarité et l’homogénéité. Ces deux concepts jouent un rôle majeur
dans la structure des solutions.

Lin�earit�e des �equations int�egro-di��erentielles

• Si on prendK(x, t, u(t)) = k(x, t)u(t), l’�equation int�egro-di��erentielle devient lin�eaire.
• Si la fonction K d�epend de u, l’�equation int�egro-di��erentielle devient non lin�eaire ou si

l’�equation contient une fonction non lin�eaire de u, telle que u2, u3, eu, cos(u), sinh(u),
ln(1 + u).
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Homog�en�eit�e des �equations int�egro-di��erentielles

Si la fonction f(x) dans l’�equation int�egro-di��erentielle de Volterra ou de Fredholm ou de
Volterra-Fredholm de deuxi�eme esp�ece est nul alors l’�equation int�egro-di��erentielle est dite
homog�ene, in-homog�ene sinon.

1.2.3 Singularit�e des �equations int�egro-di��erentielles

Une �equation int�egro-di��erentielle est dite singuli�ere si :
(i) L’une des bornes d’int�egration ou les deux sont in�nies.
(ii) Le noyau est non born�e sur l’intervalle de l’int�egration.

Remarque 1.1. L’ordre d’une équation intégro-différentielle est l’ordre de plus haute dérivée
qui apparâıt dans l’opérateur différentiel.

Remarque 1.2. .
• Si la fonction inconnue dépende d’une seule variable indépendante, l’équation intégro-
différentielle est dite ordinaire.

• Si la fonction inconnue dépende de deux où plusieurs variables indépendantes l’équation
intégro-différentielle est dite partielle.

Remarque 1.3. On doit noter qu’une équation de Fredholm peut être réduite en une équation
de Volterra, il suffit de prendre le noyau K(x, t) = 0, pour x < t.

1.2.4 Types des noyaux

Noyau sym�etrique (Hermitien)

Un noyau K(x, t) est dit Hermitien s’il est de la forme

K(x, t) = K(t, x),

dans le cas r�eel, ce noyau est dit sym�etrique si

K(x, t) = K(t, x).

Noyau d�eg�en�er�e (s�eparable)

Un noyau K(x, t) est dit d�eg�en�er�e s’il est de la forme

K(x, t) =
n∑

i=1
gi(x)hi(t),

o�u les fonctions gi(x) et hi(t) sont suppos�ees continues dans le carr�ea ≤ x, t ≤ b et lin�eairement
ind�ependantes.

Noyau de Cauchy

Un noyau K(x, t) est dit noyau de Cauchy s’il est de la forme

K(x, t) = H(x, t)
x− t

, a ≤ x, t ≤ b,

o�u H(x, t) est une fonction di��erentiable avec H(x, t) 6= 0. Une �equation int�egro-di��erentielle
d�e�nie avec ce noyau est appel�ee �equation int�egro-di��erentielle singuli�ere avec noyau de
Cauchy.
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Noyau d’Abel

Un noyau K(x, t) est dit noyau d’Abel s’il est de la forme

K(x, t) = H(x, t)
|x− t|α

, 0 < α < 1, a ≤ x, t ≤ b,

o�u α est donn�ee etH(x, t) est une fonction born�ee avecH(x, t) 6= 0. Une �equation int�egro-
di��erentielle d�e�nie avec ce noyau est dite �equation int�egro-di��erentielle faiblement singuli�ere.

Noyau de convolution

Un noyau K(x, t) est dit noyau de convolution s’il est de la forme

K(x, t) = K(x− t).

1.3 Origine des �equations int�egro-di��erentielles

Les �equations int�egro-di��erentielles apparaissent dans de nombreuses applications scienti-
�ques et d’ing�enierie. Une source rapide des E.I.D de type de Volterra peuvent être obtenues
lorque on converte des probl�emes aux valeurs initiales �a des �equations int�egrales en utilisant
la formule de Leibnitz. Cependant, les E.I.D de type de Fredholm peuvent être obtenues �a
partir de la conversion des probl�emes aux limites. Pour plus de d�etails voir [98].

Probl�emes aux valeurs initiales

Dans cette partie, nous �etudierons une m�ethode qui transforme un probl�eme aux valeurs
initiales �a une �equation int�egro-di��erentielle de type de Volterra.

On consid�ere le probl�eme aux valeurs initiales du second ordre de la forme

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = f(x), (1.7)

avec les conditions initiales
y(0) = α, y′(0) = β, (1.8)

o�u α et β sont des constantes. Les fonctionsp(x) et q(x) sont des fonctions analytiques et
g(x) est continue. On pose

y′′(x) = u(x), (1.9)

o�u u(x) est une fonction continue sur le domaine de discussion. Une premi�ere int�egration de0
�a x donne

y′(x) − y′(0) =
∫ x

0
u(t) dt,

donc
y′(x) =

∫ x

0
u(t) dt+ β. (1.10)

Par une second int�egration de 0 �a x, on obtient

y(x) − y(0) =
∫ x

0

∫ x1

0
u(t) dt dx1 + βx,

donc
y(x) =

∫ x

0
(x− t)u(t) dt+ βx+ α. (1.11)
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En substituant (1.9), (1.10) et (1.11) dans l’�equation (1.7), on obtient

u(x) + p(x)
[∫ x

0
u(t) dt+ β

]
+ q(x)

[∫ x

0
(x− t)u(t) dt+ βx+ α

]
= f(x).

Cette �equation peut s’�ecrire sous la forme d’une �equation int�egrale de Volterra

u(x) = g(x) −
∫ x

0
K(x, t)u(t) dt, (1.12)

o�u
K(x, t) = p(x) + q(x)(x− t),

et
g(x) = f(x) −

[
βp(x) + βxq(x) + αq(x)

]
.

En di��erenciant l’�equation int�egrale de Volterra (1.12), en utilisant la formule de Leibnitz, on
obtient une �equation int�egro-di��erentielle de Volterra de la formeu

′(x) +K(x, x)u(x) = g′(x) −
∫ x

0

∂K(x, t)
∂x

u(t) dt,

u(0) = g(0).
(1.13)

La technique pr�esent�e ci-dessus pour convertir les probl�emes aux valeurs initiales �a des
�equations int�egro-di��erentielles peut être g�en�eralis�ee. On consid�ere le probl�eme aux valeurs
initiales g�en�eral

y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + · · · + an−1(x)y′(x) + an(x)y(x) = f(x), (1.14)

avec les conditions initiales

y(0) = c0, y
′(0) = c1, y

′′(0) = c2, ..., y
(n−1)(0) = cn−1. (1.15)

On suppose que les fonctionsai(x), 1 ≤ i ≤ n, sont analytique �a l’origine et g(x) est continue.
Soit u(x) est une fonction continue sur le domaine de discussion, on pose

y(n)(x) = u(x). (1.16)

Une premi�ere int�egration par rapport x de l’�equation (1.16) donne

y(n−1)(x) = cn−1 +
∫ x

0
u(t) dt. (1.17)

Une deuxi�eme int�egration par rapport x donne

y(n−2)(x) = cn−2 + cn−1x+
∫ x

0

∫ x1

0
u(t) dt dx1,

donc
y(n−2)(x) = cn−2 + cn−1x+

∫ x

0
(x− t)u(t) dt. (1.18)

Une troisi�eme int�egration par rapport x donne

y(n−3)(x) = cn−3 + cn−2x+ 1
2cn−1x

2 +
∫ x

0

∫ x1

0

∫ x2

0
u(t) dt dx2 dx1,
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donc
y(n−3)(x) = cn−3 + cn−2x+ 1

2cn−1x
2 + 1

2

∫ x

0
(x− t)2u(t) dt. (1.19)

Une n−i�eme int�egration par rapport x donne

y(x) =
n−1∑
k=1

ck

k!x
k + 1

(n− 1)!

∫ x

0
(x− t)n−1u(t) dt. (1.20)

En substituant (1.16)-(1.20) dans l’�equation (1.14), on obtient

u(x) = g(x) −
∫ x

0
K(x, t)u(t) dt, (1.21)

o�u

K(x, t) =
n∑

k=1

an

(k − 1)!(x− t)k−1,

et

g(x) = f(x) −
n∑

j=1
aj

 j∑
k=1

cn−k

(j − k)!x
j−k

 .
L’�equation int�egro-di��erentielle de Volterra est obtenue par la d�erivation de (1.21) plusieurs
foie que nous voulons et par les conditions initiales de chaque �equation r�esultante.

Exemple 1.1. On consid�ere le probl�eme aux valeurs initiales

y′′(x) − y(x) = sin(x), (1.22)

avec les condition initiales
y(0) = 0, y′(0) = 0. (1.23)

On pose
y′′(x) = u(x). (1.24)

Une premi�ere int�egration par rapport x de l’�equation (1.24), en utilisant la condition initiale
y′(0) = 0 donne

y′(x) =
∫ x

0
u(t) dt. (1.25)

Une deuxi�eme int�egration, en utilisant la condition initiale y(0) = 0 donne

y(x) =
∫ x

0

∫ x1

0
u(t) dt dx1 =

∫ x

0
(x− t)u(t) dt. (1.26)

En substituant (1.24), (1.25) et (1.26) dans l’�equation (1.22), on obtient

u(x) = sin(x) +
∫ x

0
(x− t)u(t) dt. (1.27)

En di��erenciant l’�equation int�egrale de Volterra (1.27), en utilisant la formule de Leibnitz, on
obtient une �equation int�egro-di��erentielle de Volterra de la formeu

′(x) = cos(x) −
∫ x

0
u(t) dt,

u(0) = 0.
(1.28)



Chapitre 1. �Equations Int�egro-Di��erentielles 11

Probl�emes aux limites

Dans cette partie, nous allons pr�esenter une m�ethode qui transforme un problem aux
limites �a une �equation int�egro-di��erentielle de Fredholm. La m�ethode est similaire �a la m�ethode
pr�ec�edente �a l’exception que les conditions aux limites seront utilis�ees �a la place des conditions
initiales.

On consid�ere le probl�eme avec conditions aux limites de la forme

y′′(x) + g(x)y(x) = h(x), 0 < x < 1, (1.29)

avec les conditions aux limites
y(0) = α, y(1) = β. (1.30)

On pose
y′′(x) = u(x). (1.31)

Une premi�ere int�egration de l’�equation (1.31) donne

y′(x) = y′(0) +
∫ x

0
u(t) dt, (1.32)

o�u la condition initiale y′(0) n’est pas donn�ee dans le probl�eme aux limites. La condition
y′(0) sera d�etermin�ee plus tard en utilisant la condition x = 1. Une deuxi�eme int�egration de
l’�equation (1.32) donne

y(x) = y(0) + xy′(0) +
∫ x

0

∫ x1

0
u(t) dt dx1,

donc
y(x) = α+ xy′(0) +

∫ x

0
(x− t)u(t) dt. (1.33)

Pour d�eterminer y′(0), on substitue x = 1 dans l’�equation (1.33) et on utilise y(1) = β, on
obtient

y(1) = α+ y′(0) +
∫ 1

0
(1 − t)u(t) dt = β,

donc
y′(0) = (β − α) −

∫ 1

0
(1 − t)u(t) dt. (1.34)

En substituant (1.34) dans l’�equation (1.33), on obtient

y(x) = α+ (β − α)x−
∫ 1

0
x(1 − t)u(t) dt+

∫ x

0
(x− t)u(t) dt. (1.35)

En substituant (1.31) et (1.35) dans l’�equation (1.29), on obtient

u(x) +αg(x) + (β −α)xg(x) −
∫ 1

0
xg(x)(1 − t)u(t) dt+

∫ x

0
g(x)(x− t)u(t) dt = h(x). (1.36)

On utilise le formule ∫ 1

0
(·) =

∫ x

0
(·) +

∫ 1

x
(·),
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l’�equation (1.36) devient

u(x) = h(x) − αg(x) − (β − α)xg(x) − g(x)
∫ x

0
(x− t)u(t) dt

+xg(x)
[∫ x

0
(1 − t)u(t) dt+

∫ 1

x
(1 − t)u(t) dt

]
,

qui donne

u(x) = f(x) +
∫ x

0
t(1 − x)g(x)u(t) dt+

∫ 1

x
x(1 − t)g(x)u(t) dt,

qui conduit �a l’�equation int�egrale de Fredholm

u(x) = f(x) +
∫ 1

0
K(x, t)u(t) dt, (1.37)

o�u
f(x) = h(x) − α g(x) − (β − α)x g(x),

et le noyauK(x, t) est donn�e par

K(x, t) =
{
t (1 − x) g(x), pour 0 ≤ t ≤ x,

x (1 − t) g(x), pour x ≤ t ≤ 1.

D’une mani�ere analogue, on d�erive l’�equation int�egrale de Fredholm (1.37), en utilisant la
formule de Leibnitz, on obtient une �equation int�egro-di��erentielle de Fredholm.

Exemple 1.2. On consid�ere le probl�eme aux limites de la forme

y′′(x) + x y(x) = 0, (1.38)

avec les conditions aux limites
y(0) = 0, y(1) = 2. (1.39)

Il est facile de voir queα = 0, β = 2, g(x) = x et h(x) = 0. Alors, on a f(x) = −2x2. En
substituant ces derniers dans l’�equation (1.37), on obtient

u(x) = −2x2 +
∫ 1

0
K(x, t)u(t) dt, (1.40)

et le noyauK(x, t) est donn�e par

K(x, t) =
{
t x (1 − x), pour 0 ≤ t ≤ x,

x2 (1 − t), pour x ≤ t ≤ 1.

En utilisant la formule de Leibnitz, on obtient une �equation int�egro-di��erentielle de Fredholm.

1.4 Existence et unicit�e des solutions pour les E.I.D non-lin�eaires

Dans cette partie, on pr�esente les th�eor�emes du point �xe de Banach, de Brouwer et de
Schauder. Ces th�eor�emes sont importants pour montrer l’existence des solutions num�eriques
pour les �equations int�egro-di��erentielles non lin�eaires.

Le th�eor�eme du point �xe de Banach est le plus connu et plus simple. Ce th�eor�eme dit
qu’une contraction d’un espace m�etrique complet a un point �xe unique.
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Les th�eor�emes du point �xe de Brouwer et de Schauder sont plus puissants et plus topolo-
giques et a�rment qu’une application continue sur un convexe compact admet un point �xe,
qui n’est pas n�ecessairement unique.

On applique dans cette partie le th�eor�eme du point �xe de Banach aux �equations int�egro-
di��erentielles (Volterra du premier ordre et Volterra-Fredholm d’ordre n).

1.4.1 Certaines th�eor�emes du point �xe

Th�eor�eme du point �xe de Banach

Le th�eor�eme du point �xe de Banach donne l’existence et l’unicit�e d’un point �xe pour
une contraction sur un espace m�etrique complet.

Th�eor�eme 1.1 (Banach). Soient (X, d) un espace métrique complet et M ⊆ X est une partie
fermé non vide. Si l’application T : M → M est une contraction, alors T admet un point fixe
unique dans M .

Preuve. Voir [33, 106].

Th�eor�eme du point �xe de Brouwer

Le th�eor�eme du point �xe de Brouwer donne l’existence d’un point �xe (mais pas n�ecessai-
rement l’unicit�e) pour une fonction continue sur une boule ferm�e dans un espace de dimension
�nie.

Th�eor�eme 1.2 (Brouwer) . Toute application continue T de la boule unité fermé Bn ⊆ Rn

dans lui même admet au moins un point fixe.

Preuve. Voir [33, 106].

Th�eor�eme du point �xe de Schauder

Le Th�eor�eme du point �xe de Schauder prolonge le r�esultat du th�eor�eme de Brouwer pour
montrer l’existence d’un point �xe pour une fonction continue sur un convexe compact dans
un espace de Banach.

Th�eor�eme 1.3 (Schauder). Soient X un espace de Banach et M ⊆ X un ensemble non vide,
convexe et compact. Alors toute application continue T : M → M possède au moins un point
fixe.

Preuve. Voir [33, 106].

1.4.2 Applications de th�eor�eme du point �xe de Banach

E.I.D de Volterra de premier ordre

Dans cette partie, on donne quelques conditions pour assurer l’existence et l’unicit�e de la
solution de l’�equation int�egro-di��erentielle de Volterra de la forme

u′(x) = f(x) +
∫ x

a
K(x, t, u(t)) dt, x ∈ I = [a, b],

u(a) = u0,

(1.41)

o�u f : [a, b] → Rn, K : [a, b]2 ×Rn → Rn, u : [a, b] → Rn et u′ : [a, b] → Rn sont des fonctions
continues. Pour ce faire, on doit être reformuler l’�equation (1.41) en un probl�eme de point �xe.
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On consid�ere l’espace de BanachCβ(I,Rn) qui est l’espace des fonctions continues deI
dansRn muni de la norme (norme de Bielecki [16])

‖u‖β
∞ = sup

x∈I

|u(x)|
eβ(x−a) , avecβ > 0.

Ce th�eor�eme est une modi�cation de th�eor�eme (2.3) dans [66].

Th�eor�eme 1.4. Supposons que K est L-Lipschitzienne par rapport à la troisième variable

∃L > 0, ∀x, t ∈ I et u, v ∈ Rn : |K(x, t, u(t) −K(x, t, v(t)| ≤ L|u(t) − v(t)|,

si
L

β2 < 1, alors l’équation (1.41) admet une solution unique u ∈ Cβ(I,Rn).

Preuve. Soit x ∈ Cβ(I,Rn), en int�egrant l’�equation (1.41) entre a et x on obtient

u(x) = u0 +
∫ x

a
f(s) ds+

∫ x

a

∫ s

a
K(s, t, u(t)) dt ds, x ∈ I. (1.42)

R�eciproquement, si u ∈ C1(I) on retrouve bien l’�equation (1.41), en d�erivant l’�equation (1.42)
et on retrouve la condition initiale u(a) = u0 en faisant x = a. On d�e�nit ainsi l’op�erateur T
sur l’espaceCβ(I,Rn) par

(Tu)(x) = u0 +
∫ x

a
f(s) ds+

∫ x

a

∫ s

a
K(s, t, u(t)) dt ds, x ∈ I. (1.43)

Il est claire que l’op�erateur T applique Cβ(I,Rn) sur lui même car f et K sont continues,
donc T (Cβ(I,Rn)) ⊆ Cβ(I,Rn).

Maintenant, on doit v�eri�er que l’op�erateur T est une contraction. Soientu, v ∈ Cβ(I,Rn)∣∣∣(Tu)(x) − (Tv)(x)
∣∣∣ ≤

∫ x

a

∫ s

a

∣∣∣K(s, t, u(t)) −K(s, t, v(t))
∣∣∣ dt ds,

≤
∫ x

a

∫ s

a
L
∣∣u(t) − v(t)

∣∣ dt ds,
≤ L

∫ x

a

∫ s

a
|u(t) − v(t)|e−β(t−a)eβ(t−a) dt ds,

≤ L‖u− v‖β
∞

∫ x

a

∫ s

a
eβ(t−a) dt ds,

= L‖u− v‖β
∞

(
eβ(x−a) − 1

β2 − x− a

β

)
,

≤ L

(
eβ(x−a)

β2

)
‖u− v‖β

∞.

Donc, on a

‖(Tu)(x) − (Tv)(x)‖β
∞ ≤ L

β2 ‖u− v‖β
∞, ∀u, v ∈ Cβ(I,Rn), β > 0.

CommeL/β2 < 1, alors T est une contraction. Donc, par le th�eor�eme du point �xe de Banach
T a un point �xe unique dans Cβ(I,Rn), qui est la solution de l’�equation (1.41).
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E.I.D de Volterra-Fredholm d’ordre n

On consid�ere le probl�eme avec valeur initiale pour l’�equation int�egro-di��erentielle de
Volterra{Fredholm d’ordre n de la forme

u(n)(x) = F
(
x, u(x), ..., u(n−1)(x), (Au)(x), (Bu)(x)

)
, x ∈ I = [a, b], 0 ≤ a < b,

u(k)(a) = ck, k = 0, 1, ..., n− 1,
(1.44)

o�u
(Au)(x) =

∫ x

a
k1(x, t)h1

(
t, u(t), u′(t), ..., u(n−1)(t)

)
dt, (1.45)

et
(Bu)(x) =

∫ b

a
k2(x, t)h2

(
t, u(t), u′(t), ..., u(n−1)(t)

)
dt. (1.46)

Dans (1.44)-(1.46),F ∈ C(I × Rn+2,R), ki ∈ C(I2,R), hi ∈ C(I × Rn,R) pour i = 1, 2 et
a ≤ t ≤ x sont des fonctions continues etck sont des constantes r�eelles donn�ees.

SoientE = R × · · · × R (n−fois) l’espace de produit ety(j)(x) : I → R, j = 0, 1, ..., n− 1
des fonctions continues. On note

|y(x)|E =
n−1∑
j=0

|y(j)(x)|,

pour (y(x), y′(x), ..., y(n−1)(x)) ∈ E, x ∈ I. SoitG l’espace de ces fonctions(y(x), y′(x), ..., y(n−1)(x)) ∈
E qui sont continues pourx ∈ I et v�eri�ent la condition

|y(x)|E = o(exp(λx)), x ∈ I, (1.47)

o�u λ est une constante positive. Dans l’espaceG, on d�e�nie la norme (voir [16])

|y|G = sup
x∈I

{
|y(x)|E exp(−λx)

}
. (1.48)

Il est facile de voir queG avec la norme d�e�nie par (1.48) est un espace de Banach. On note
que la condition (1.47) implique qu’il existe une constanteN0 telle que

|y(x)|E ≤ N0 exp(λx).

En utilisant cette derni�ere dans (1.48), on obtient

|y|G ≤ N0. (1.49)

Il est facile d’observer que la solutionu(x) de probl�eme (1.44) et ses d�eriv�ees sont �equivalents
aux �equations

u(j)(x) =
n−1∑
i=j

ci(x− a)i−j

(i− j)!

+
∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)! F
(
s, u(s), u′(s), ..., u(n−1)(s), (Au)(s), (Bu)(s)

)
ds,

pour 0 ≤ j ≤ n− 1.
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Le r�esultat de l’existence d’une solution unique de IVP (1.44) est donn�e dans le th�eor�eme
suivant. Pour plus de d�etails voir [67].

Th�eor�eme 1.5. On suppose que
(i) Les fonctions F, hi, i = 1, 2 satisfont les conditions

|F (x, y0, y1, ..., yn−1, v1, v2) − F (x, z0, z1, ..., zn−1, w1, w2)|
≤ p(x)

[∑n−1
j=0 |yj − zj | + |v1 − w1| + |v2 − w2|

]
, (1.50)

|hi(x, y0, y1, ..., yn−1) − hi(x, z0, z1, ..., zn−1)| ≤ qi(x)
n−1∑
j=0

|yj − zj |, (1.51)

où p, qi ∈ C(I,R+).
(ii) Il existe une constante α telle que 0 ≤ α < 1 et

n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)! p(s) [exp(λs) + h∗
1(s) + h∗

2(s)] ds ≤ α exp(λx), (1.52)

pour x ∈ I, où

h∗
1(x) =

∫ x

a
|k1(x, t)|q1(t) exp(λt)dt, (1.53)

h∗
2(x) =

∫ b

a
|k2(x, t)|q2(t) exp(λt)dt, (1.54)

et λ est donnée dans (1.47)

(iii) Il existe une constante positive P telle que

h(x) +
n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)! |F (s, 0, 0, ..., 0, (A0)(s), (B0)(s)|ds ≤ P exp(λx), (1.55)

où

h(x) =
n−1∑
j=0

n−1∑
i=j

|ci|(x− a)i−j

(i− j)!

 (1.56)

Alors le problème (1.44) admet une solution unique u(x) dans G sur I.

Preuve. Soit u ∈ G, on d�e�nit l’op�erateur T sur G par

(Tu)(x) =
n−1∑
i=0

(x− a)i

i!

+
∫ x

a

(x− s)n−1

(n− 1)! F
(
s, u(s), u′(s), ..., u(n−1)(s), (Au)(s), (Bu)(s)

)
ds. (1.57)

En d�erivant les deux cot�es de l’�equation (1.57) par rapport �a x, on obtient

(Tu)(j)(x) =
n−1∑
i=j

ci(x− a)i−j

(i− j)!

+
∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)! F
(
s, u(s), u′(s), ..., u(n−1)(s), (Au)(s), (Bu)(s)

)
ds.(1.58)
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pour 0 ≤ j ≤ n− 1. �Evidemment, (Tu)(j)(x) sont continues surI.

Maintenant, on doit monter que l’op�erateur T applique G sur lui même. On v�eri�e que la
condition (1.44) est satisfaite. De (1.50), (1.55) et (1.58) on a

∣∣(Tu)(x)
∣∣
E

=
n−1∑
j=0

∣∣∣(Tu)(j)(x)
∣∣∣,

≤ h(x) +
n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)!
∣∣F (s, 0, 0, ..., 0, (A0)(s), (B0)(s))

∣∣ds
+

n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)!

∣∣∣F (s, u(s), u′(s), ..., u(n−1)(s), (Au)(s), (Bu)(s)
)

−F (s, 0, 0, ..., 0, (A0)(s), (B0)(s))
∣∣∣ds,

≤ P exp(λx) +
n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)! p(s)
[
|u(s)|E

+
∣∣(Au)(s) − (A0)(s)

∣∣+ ∣∣(Bu)(s) − (B0)(s)
∣∣]ds,

≤ P exp(λx) +
n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)! p(s)
[

exp(λs)|u|G

+
∣∣(Au)(s) − (A0)(s)

∣∣+ ∣∣(Bu)(s) − (B0)(s)
∣∣]ds. (1.59)

De (1.45), (1.51) et (1.54) on obtient

∣∣(Au)(s) − (A0)(s)
∣∣ ≤

∫ s

a

∣∣k1(s, t)
∣∣ · ∣∣∣h1

(
t, u(t), u′(t)..., u(n−1)(t)

)
− h1(t, 0, 0, ..., 0)

∣∣∣dt,
≤

∫ s

a

∣∣k1(s, t)
∣∣q1(t)

[
exp(λt)

∣∣u(t)
∣∣
E

exp(−λt)
]
dt,

≤
∫ s

a

∣∣k1(s, t)
∣∣q1(t)

[
exp(λt)

∣∣u∣∣
G

]
dt,

=
∣∣u∣∣

G
h∗

1(s). (1.60)

De même mani�ere, de (1.46), (1.51) et (1.54) on obtient∣∣(Bu)(s) − (B0)(s)
∣∣ ≤

∣∣u∣∣
G
h∗

2(s). (1.61)

De (1.59), (1.60), (1.61) , (1.49) et (1.52) on obtient

∣∣(Tu)(x)
∣∣
E

≤ P exp(λx) +
n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)! p(s)
[
exp(λs) + h∗

1(s) + h∗
2(s)

]
· |u|G ds,

≤ P exp(λx) +N0 α exp(λx),
=

[
P +N0 α

]
exp(λx). (1.62)

De (1.62) il s’ensuit queTx ∈ G. Cela preuve que l’op�erateur T applique G sur lui même.
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Maintenant, on doit v�eri�er que l’op�erateur T est une contraction. Soientu, v ∈ G. De
(1.50) et (1.58) on a

∣∣∣(Tu)(x) − (Tv)(x)
∣∣∣
E

=
n−1∑
j=0

∣∣∣(Tu)(j)(x) − (Tv)(j)(x)
∣∣∣,

≤
n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)!

∣∣∣F (s, u(s), u′(s), ..., u(n−1)(x), (Au)(s), (Bu)(x)
)

−F
(
s, v(s), v′(s), ..., v(n−1)(x), (Av)(s), (Bv)(x)

) ∣∣∣ds,
≤

n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)! p(s)
[∣∣u(x) − v(x)

∣∣
E

+
∣∣(Au)(x) − (Av)(x)

∣∣
+
∣∣(Bu)(x) − (Bv)(x)

∣∣]ds,
≤

n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)! p(s)
[

exp(λs)|u− v|G +
∣∣(Au)(x) − (Av)(x)

∣∣
+
∣∣(Bu)(x) − (Bv)(x)

∣∣]ds. (1.63)

De (1.60) et (1.61) on obtient∣∣(Au)(x) − (Av)(x)
∣∣ ≤ |u− v|G h∗

1(s), (1.64)

et ∣∣(Bu)(x) − (Bv)(x)
∣∣ ≤ |u− v|G h∗

2(s). (1.65)

En substituant (1.64) et (1.65) dans (1.63) et en utilisant la condition (1.52), on obtient

∣∣∣(Tu)(x) − (Tv)(x)
∣∣∣
E

≤ |u− v|G
n−1∑
j=0

∫ x

a

(x− s)n−j−1

(n− j − 1)! p(s)
[

exp(λs) + h∗
1(s) + h∗

2(s)
]
ds,

≤ |u− v|G α exp(λx). (1.66)

Par cons�equent, �a partir de (1.66), on a∣∣Tu− Tv
∣∣
G

≤ α|u− v|G. (1.67)

Commeα < 1, alors T est une contraction. Donc, par le th�eor�eme du point �xe de Banach T
a un point �xe unique dans G, qui la solution du probl�eme (1.44).
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Fonctions de Base Radiales

Dans ce chapitre, on donne un aper�cu sur les fonctions de base radiales et comment elles
sont utilis�ees dont un exemple simple, dont le but est de donner au lecteur une impression
intuitive de la proc�edure.

2.1 Historique des RBFs

La m�ethodologie du RBFs a �et�e introduire en 1971 par Rolland Hardy [43]. Il a pr�esent�e une
m�ethode bas�ee sur la fonction de base radiale multiquadrique (RBF-MQ) pour interpoler des
donn�ees multidimensionnelles et pour rapprocher des surfaces g�eographiques bidimensionnelles.

En 1982, Richard Franke popularise la m�ethode MQ avec sont rapport sur 32 des m�e-
thodes d’interpolation les plus couramment utilis�ees [35]. Il a compar�e diverses m�ethodes
d’interpolation et conclu que les MQ et les TPS �etaient les meilleurs.Franke a �egalement
conjectur�e que la matrice d’interpolation pour MQ est inversible [36].

La caract�erisations principale de la m�ethode MQ est que l’interpolant est une combinaison
lin�eaire d’une fonction de base qui ne d�epend que de la distance euclidienne de son centre.
Cette fonction de base est donc radialement sym�etrique par rapport �a son centre.

La m�ethode MQ a �et�e g�en�eralis�ee �a d’autres fonctions radiales, telles que la gaussienne, la
cubique, la spline �a plaque mince, etc. et la m�ethode a �et�e appel�ee la m�ethode de "Fonction
de Base Radiale".

Dans les ann�ees 1990, la m�ethodologie RBF a �et�e une fois de plus mise en lumi�ere quand
Edward Kansa [46] a introduit une nouvelle m�ethode num�erique pour r�esoudre les �equations
aux d�eriv�ees hyperboliques paraboliques, elliptiques, appel�ee m�ethode de collocation par les
fonctions de base radiales.

Puis, Buhmann et Michelle [21] en 1992, ensuiteChui [28] en 1996 o�u montr�e que les RBFs
sont li�ees aux les ondelettes. En1984, Harry Michael STEAD a prouv�e que l’approximation
des d�eriv�ees partielles d’ordre sup�erieur obtenue pour r�esoudre des �equations aux d�eriv�ees
partielles du type elliptique, parabolique ou encore hyperbolique. Cette intervention qui a
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modi��e la fonction multiquadrique a eu un grand succ�es.

En�n, en 1999, HON et al. [44] ont am�elior�e la m�ethode multiquadrique pour r�esoudre
des vari�et�es des probl�emes aux limites non lin�eaires dont la plus courante est l’�equation de
Burgers.

2.2 D�e�nition des RBFs

D�e�nition 2.1. [27]
Les fonctions de base radiales sont principalement des fonctions multivariées, leurs valeurs ne
dépendent que de la distance par rapport à l’origine, c-à-d

ϕ(x) = ϕ(r) ∈ R, x ∈ Rn, r ∈ R.

Ou alternativement sur la distance d’un point d’un ensemble donné {cj}n
j=0 et

ϕ(x− cj) = ϕ(rj) ∈ R.

Toute fonction ϕ vérifie la propriété

ϕ(x) = ϕ(‖x‖2)

est une fonction de base radiale. La norme rj = ‖x− cj‖2 est la norme euclidienne entre x et
les centres cj.

2.3 Quelques types des RBFs

Il existe plusieurs types des fonctions de base radiales et leurs caract�eristiques ont �et�e
�etudi�ees dans plusieurs travaux [46, 77]. Les plus utilis�ees et populaires g�en�eralement sont
donn�ees dans le Tableau 2.1. Le param�etre libre positifε est d�e�ni la largeur de la fonction de
base radiale, pour ajuster la forme de la fonction.

Table 2.1 { Quelques types des RBFs

Fonctions de base radiales Abr�eviation φ(r), r ≥ 0 Param�etre Doceur

Gaussienne GA e−(εr)2
ε > 0

In�niment lisseMultiquadrique MQ
√

1 + (εr)2 ε > 0
Inverse Multiquadrique IMQ 1√

1+(εr)2 ε > 0

Inverse Quadrique IQ 1
1+(εr)2 ε > 0

Multiquadrique Generalis�ee GMQ (1 + (εr)2)β ε > 0
Lin�eaire LN r /

Lisse par morceauxCubique CU r3 /

Spline en plaque mince TPS r2 log(r) /

Spline polyharmonique SPH r2k−1 /

r2k log(r) /
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Figure 2.1 { Quelques RBFs

2.4 Param�etre libre

Plusieurs RBFs contiennent un param�etre libre positif ε qui joue un rôle important pour la
pr�ecision de la m�ethode. Ce param�etre contrôle le conditionnement de syst�eme �a r�esoudre et
qui peut être r�egl�e par l’utilisateur, un param�etre libre plus petit correspond �a une fonction de
base plus plate ou plus large. Les Figures 2.2, 2.3 et 2.4 montrent trois RBFs avec di��erents
param�etres libres.

Le probl�eme de la s�election d’une bonne valeur pour le param�etre ε est un sujet de
recherche a �et�e sugg�er�e par plusieurs m�ethodes dans la litt�erature. Hardy a utilis�e ε = 0.815d,
o�u d = (1/n)

∑n
i=1 di et di est le distance entre le n�ud i−�eme et et son n�ud voisin. Franke

a remplac�e d par D/
√
n, o�u D est le diam�etre du cercle minimal entourant tous les points

d’appui et sugg�er�e d’utiliser ε = 1.25(D/
√
n). Jusqu’�a pr�esent, l’optimisation du param�etre

de forme et sa distribution sont encore en cours de recherche.

2.5 Formulation du probl�eme de RBFs interpolation

Soit Ω un ouvert born�e dans Rs tel que s > 0. On note C(Ω) l’ensemble des fonctions
continues surΩ �a valeurs r�eelles et soit x = {x1, x2, ..., xn} ⊂ Ω un ensemble de points distincts
de Ω, on note que pour tout u ∈ C(Ω) : ui = u(xi), ∀i = 1, 2, ..., n.

Notre objectif dans cette partie est d’interpoler la fonction u par un interpolant S(x) :
Ω 7→ R de la forme

S(x) =
n∑

j=1
λjϕ(‖x− cj‖2), (2.1)

avecS(xi) = u(xi), i = 1, 2, ..., n, et ϕ : Rs 7→ R est une fonction radiale de base et‖ · ‖ la
norme euclidienne deRs.

Le probl�eme d’interpolation est de d�eterminer les coe�cients r�eels λj , j = 1, 2, ..., n tels
que

n∑
j=1

λjϕ(‖xi − cj‖2) = u(xi), i = 1, 2, ..., n.
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Figure 2.2 { Fonction de base radiale Gaussienne

Figure 2.3 { Fonction de base radiale Multiquadrique

Figure 2.4 { Fonction de base radiale Inverse Multiquadrique
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C’est un syst�eme de la forme
AΛ = U (2.2)

o�u
A = [ϕ(‖xi − cj‖2)]ni,j=1,

Λ = [λ1, λ2, ..., λn]T ,

et
U = [u1, u2, ..., un]T .

Notez que
ϕj(xi) = ϕ(‖xi − cj‖2) = ϕ(‖cj − xi‖2) = ϕi(xj)

donc, la matrice est sym�etrique. Le syst�eme (2.2) admet une solution unique si et seulement
si la matrice A n’est pas singuli�ere.

2.6 Test num�erique et �etude comparative

Exemple 2.1. Laissez-nous d�eterminer le polynôme d’interpolation de la fonction

u(x) = exp(x)

dont on connâ�t les valeurs aux abscisses0, 1/4, 1/2, 3/4, 1. On choisit la fonction radiale de

xj 0 1/4 1/2 3/4 1
uj 1 e1/4 e1/2 e3/4 e

base gaussienne
ϕ(x) = exp(−(εr)2),

o�u ε = n/(max(x) −min(x)), tels quemax(x) (resp.min(x)) est le borne sup�erieure (resp.
inf�erieure) des points de contrôle et n est le nombre de ces points. Pour d�eterminerS(x) on
doit d�eterminer le vecteur des coe�cients Λ

ϕ(‖x1 − x1‖2) ϕ(‖x1 − x2‖2) · · · ϕ(‖x1 − x5‖2)
ϕ(‖x2 − x1‖2) ϕ(‖x2 − x2‖2) · · · ϕ(‖x2 − x5‖2)

...
... . . . ...

ϕ(‖x5 − x1‖2) ϕ(‖x5 − x2‖2) · · · ϕ(‖x5 − x5‖2)



λ1
λ2
...
λ5

 =


u1
u2
...
u5



ϕ(0) ϕ(1/4) ϕ(1/2) ϕ(3/4) ϕ(1)
ϕ(1/4) ϕ(0) ϕ(1/4) ϕ(1/2) ϕ(3/4)
ϕ(1/2) ϕ(1/4) ϕ(0) ϕ(1/4) ϕ(1/2)
ϕ(3/4) ϕ(1/2) ϕ(1/4) ϕ(0) ϕ(1/4)
ϕ(1) ϕ(3/4) ϕ(1/2) ϕ(1/4) ϕ(0)




λ1
λ2
λ3
λ4
λ5

 =


1.0000
1.2840
1.6487
2.1170
2.7183




1.0000 0.2096 0.0019 0.0000 0.0000
0.2096 1.0000 0.2096 0.0019 0.0000
0.0019 0.2096 1.0000 0.2096 0.0019
0.0000 0.0019 0.2096 1.0000 0.2096
0.0000 0.0000 0.0019 0.2096 1.0000




λ1
λ2
λ3
λ4
λ5

 =


1.0000
1.2840
1.6487
2.1170
2.7183





Chapitre 2. Fonctions de Base Radiales 24


λ1
λ2
λ3
λ4
λ5

 =


1.0481 −0.2298 0.0483 −0.0101 0.0020

−0.2298 1.0984 −0.2403 0.0504 −0.0101
0.0483 −0.2403 1.1006 −0.2403 0.0483

−0.0101 0.0504 −0.2403 1.0984 −0.2298
0.0020 −0.0101 0.0483 −0.2298 1.0481




1.0000
1.2840
1.6487
2.1170
2.7183


Alors

Λ =


0.8167
0.8636
1.1765
1.3591
2.4311


Donc, le polynôme d’interpolation S(x) est donn�e par

S(x) = 0.8167ϕ(|x|) + 0.8636ϕ(|x− 0.25|) + 1.1765ϕ(|x− 0.5|) + 1.3591ϕ(|x− 0.75|)
+2.4311ϕ(|x− 1|),

= 0.8167 exp
(
−(εx)2

)
+ 0.8636 exp

(
−ε2(x− 0.25)2

)
+ 1.1765 exp

(
−ε2(x− 0.5)2

)
+1.3591 exp

(
−ε2(x− 0.75)2

)
+ 2.4311 exp

(
−ε2(x− 1)2

)
.
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Figure 2.5 { Interpolation de ex par GA-RBF pour n = 5, 10, 100
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Figure 2.6 { Interpolation de ex par MQ-RBF pour n = 5, 10, 100
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Figure 2.7 { Interpolation de ex par IMQ-RBF pour n = 5, 10, 100
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Figure 2.8 { MaxErr de l’interpolation de ex par di��erents RBFs.

Figure 2.9 { Conditionnent de la matrice A par di��erents RBFs.
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Le choix de la fonction de base radiale et le nombre de points d’interpolation inue sur le
conditionnement de la matrice et l’erreur d’interpolation. Pour �etudier cette relation nous
allons proc�eder �a une �etude comparative. Dans le Tableau 2.2, on pr�esente les r�esultats obtenus
pour di��erent choix des RBFs, telles que le terme Cond repr�esente le conditionnement de la
matrice obtenue et Err repr�esente l’erreur maximale entre la fonction et l’interpolant.

Table 2.2 { �Etude comparative entre di��erentes RBFs

GA-RBF MQ-RBF IMQ-RBF
N Cond Err Cond Err Cond Err
5 2.1360 0.2367 88.8339 0.0451 12.0035 0.1215
10 3.4604 0.2224 578.6409 0.0206 24.9342 0.0874
20 4.5338 0.2036 2.7777e+03 0.0097 39.4999 0.0704
30 4.9612 0.1902 6.5862e+03 0.0061 47.9402 0.0601
100 5.6076 0.0627 7.8263e+04 6.0965e−04 71.5659 0.0145
1000 5.8674 5.2084e−04 8.0210e+06 8.4503e−08 112.6122 0.0019

Pour les di��erents choix des RBFs, on remarque que le conditionnement des matrices
d’interpolation obtenu en utilisant GA-RBF et IMQ-RBF est stable comparativement �a la
MQ-RBF quand le nombre de points d’interpolation augmente. Cependant, l’erreur absolue
obtenue apr�es l’interpolation par la MQ-RBF d�ecroit plus vite que les deux autres choix.

2.7 M�ethode de RBFs collocation pour les EDP

�Etant donn�e N points arbitraires, x1, x2, ..., xN , dans un domaineΩ. Nous consid�ererons
qu’il y a k points �a l’int�erieur de Ω et m = N − k sur le bords ∂Ω que l’on notera Γ. On
poserauN la forme approch�ee deu.

Pour bien illustrer la m�ethode de collocation par les fonctions de base radiales, on consid�ere
l’�equation aux d�eriv�ees partielles donn�ee par

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω ⊂ Rs, (2.3)
Qu(x) = g(x), x ∈ Γ. (2.4)

Soit {xj}k
j=1 ⊂ Ω et {xj}N

j=k+1 ⊂ Γ. Par la m�ethode de collocation par les fonctions de
base radiales, on cherche une solution approch�eeuN de l’�equation (2.3) et l’�equation (2.4) de
la forme

uN (x) =
N∑

j=1
αjϕj(x), (2.5)

o�u ϕj(x) = ϕ(‖x − xj‖2), ϕ �etant une fonction radiale de base.L et Q sont des op�erateurs
di��erentiels lin�eaires. Q sp�eci�e les conditions aux limites de Dirichlet, Neumann ou mixtes, f
et g sont des fonctions donn�ees deRs dansR.

En rempla�cant l’approximation (2.5) dans (2.3) et (2.4), on obtient

LuN =
N∑

j=1
αjLϕj(xi) = f(xi), i = 1, ..., k, (2.6)

QuN =
N∑

j=1
αjQϕj(xi) = g(xi), i = k + 1, ..., N. (2.7)
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On r�esout donc le syst�eme d’inconnus {αj}k+m
j=1

N∑
j=1

αjLϕj(xi) = f(xi), i = 1, ..., k, (2.8)

N∑
j=1

αjQϕj(xi) = g(xi), i = k + 1, ..., k +m. (2.9)

qui peut être �ecrit sous la forme matricielle

L1,1u L1,2u · · · L1,N−1u L1,Nu

L2,1u L2,2u · · · L2,N−1u L2,Nu
...

... . . . ...
...

Lk,1u Lk,2u · · · Lk,N−1u Lk,Nu

Qk+1,1u Qk+1,2u · · · Qk+1,N−1u Qk+1,Nu
...

... . . . ...
...

QN,1u QN,2u · · · QN,N−1u QN,Nu





α1
α2
...
αk

αk+1
...
αN


=



f1
f2
...
fk

gk+1
...
gN


Apr�es avoir calcul�e les coe�cients αj , on calcule les valeurs approch�ees deu par la formule (2.5).

Pour les probl�emes d’�evolution en dimension s, i.e. non stationnaire, �evoluant en fonction
du temps, comme par exemple

∂u

∂t
+ Lu = f(x) sur Ω × [0, Tmax],

avec les conditions initiales aux limites

Bu = g(x, t) sur Γ = ∂Ω,

et les conditions initiales
u(x, t0 = 0) = h(xi).

On utilise un sch�ema de discr�etisation en temps, par exemple celui de Crank-Nicholson

uk+1 − uk

∆t = θ
(
Luk+1 + f(x, tk+1)

)
+ (1 − θ)

(
Luk + f(x, tk)

)
,

et les conditions aux limites donn�ees, o�u ∆t = tk+1 − tk est le pas de discr�etisation en temps,
uk, k = 0, 1, 2, ... est la solution au pas de tempstk = k∆t et θ = 1/2 pour le cas deCrank-
Nicholson. Dans ce cas, la solution approch�ee �a l’instant tk par la m�ethode de collocation par
les fonctions radiales de base s’�ecrit de la forme

uk(x, tk) =
k+m∑
j=1

αj(tk)φj(x).

2.8 �Etude de la matrice associ�ee aux RBFs

La m�ethode directe des RBF, qui est exprim�ee dans (2.3) et (2.2) consiste �a inverser la
matrice A pour trouver les coe�cients, donc l’interpolant des RBF. Comme il a �et�e mentionn�e
pr�ec�edemment, la non singularit�e des matrices est une incitation �enorme �a l’utilisation de la
m�ethode des RBF. on consid�ere maintenant, l’invariabilit�e des matrices associ�ees aux fonctions
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de base radiales les plus communes. La preuve de cette caract�eristique a �et�e achev�ee en deux
�etapes. Premi�erement, Schoenberg en 1938 a prouv�e la solvabilit�e unique de (2.2) pour une
petite classe de fonctions de base radiales. Ensuite,Micchelli en 1986 a �etendu les r�esultats de
Schoenberg �a une plus grande classe de fonctions, qui comprend des fonctions plus populaires,
telles que les MQ ou les TPS RBF. En plus de [80] et de [60], on a utilis�e les sources suivantes
pour cette section [22, 24, 42, 60, 71, 101].

2.8.1 M�ethode de base des RBFs

Nous appellerons m�ethode de base des RBFs, la m�ethode caract�eris�ee dans (2.3) et (2.2).
Elle donne une expression pour l’interpolant �a condition que le syst�eme soit r�esoluble de
fa�con unique. En 1938, Schoenberg a prouv�e qu’une certaine classe de fonctions radiales, les
fonctions compl�etement monotones, donne naissance �a des matrices de collocation strictement
positives, donc inconditionnellement non singuli�eres.

Matrices d�e�nies positives

D�e�nition 2.2. Une matrice réelle symétrique A s’appelle semi-définie positive si sa forme
quadratique associée est non négative, i.e.

d∑
j=1

d∑
k=1

cjckAjk ≥ 0, (2.10)

pour c = [c1, ..., cd]T ∈ Rd. Si la forme quadratique (2.10) est nulle seulement pour c ≡ 0 ;
alors A s’appelle définie positive.

Une propri�et�e importante des matrices d�e�nies positives est que toutes leurs valeurs propres
sont positives, et donc une matrice d�e�nie positive est non singuli�ere.

Th�eor�eme 2.1. Supposons que d est un nombre entier positif et que les points xi ∈ Rd, i =
1, 2, ..., n, sont tous distincts. Si ϕ peut être écrit sous la forme

ϕ(r) =
∫ ∞

0
e−αr2

ω(α) dα, (2.11)

où ω(α) ≥ 0, pour α ≥ 0 et
∫∞

ε ω(α) dα > 0 pour certains ε > 0, alors la matrice

A = [aij ]ni,j=1 = [ϕ(‖xi − xj‖)]ni,j=1

est définie positive.

Preuve. Voir [71].

Exemple 2.2. La matrice A correspondant à l’interpolation IMQ-RBF est défini positive∫ ∞

0
α−1/2e−α(1−c2r2) dα =

√
π(1 − c2r2)−1/2, r ≥ 0.

Fonctions compl�etement monotones

D�e�nition 2.3. Une fonction

ϕ(r) =
∫ ∞

0
e−αr2

dα, r ≥ 0,
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où ω ≥ 0 est dite complètement monotone sur [0,∞[ si, on considère les dérivés de la fonction

ψ(r) = ϕ(r1/2) =
∫ ∞

0
e−αrω(α) dα.

on trouve ψ(r) ≥ 0 et (−1)kψ(k)(r) ≥ 0, r ≥ 0 pour tous les entiers positifs k.

Th�eor�eme 2.2. ϕ(r) peut être exprimé comme∫ ∞

0
e−αr2

ω(α)

si et seulement si ψ(r) = ϕ(r−1/2), r ≥ 0, est complètement monotone.

Exemple 2.3.
• GA : ϕ(r) = e−(cr)2 .
• GMQ : ϕ(r) = (1 + c2r2)β , β < 0.

Ces fonctions radiales sont compl�etement monotones, elles donnent des matrices strictement
d�e�nies positives. Cependant, le th�eor�eme 2.2 ne s’applique pas aux fonctions radiales telles
que LN, MQ ou TPS. Franke a conjectur�e la non singularit�e de la matrice d’interpolation
associ�ee aux excellentes fonctions radiales MQ, mais ce n’est qu’en1986 que Micchelli a
compl�et�e la d�emonstration des fonctions radiales LN et MQ avec la repr�esentation RBF (2.2).

Th�eor�eme 2.3. Soit ψ(r) = ϕ(r1/2) ∈ C0[0,∞), ψ(r) ≥ 0, r > 0, et ψ′(r) complètement
monotone mais pas constant sur (0,∞). Alors, pour tout ensemble de n points distincts
{xj}n

j=1, la matrice (n× n) A avec des entrées aij = ϕ(‖xi − xj‖) est non singulière. De plus,
pour n ≥ 2, la matrice a n− 1 valeurs propres négatives et une valeur propre positive.

Preuve. [22, 60].

Exemple 2.4.
• LN : ϕ(r) = r.
• MQ : ϕ(r) = (1 + c2r2)1/2.

Notez que ces fonctions radiales ne donnent pas des matrices strictement d�e�nies positives,
elles donnent des matrices inversibles.

2.8.2 M�ethode des RBFs augment�ee

Les fonctions de base radiales telles que TPS ne satisfait pas les conditions n�ecessaires
pour les Th�eor�emes 2.2 ou 2.3. En fait, quand utilis�e la fonction de base radiale TPS, il existe
des ensembles de n�uds qui produisent une matrice de singuli�ere. Dans le but d’avoir des
conditions su�santes pour un syst�eme non singulier, Micchelli a ajout�e des restrictions, de
nouvelles exigences au-dessus de (2.2) et a ainsi introduit la m�ethode RBF augment�ee.

D�e�nition 2.4 (La m�ethode RBF augment�ee) . L’interpolation par les RBFs des valeurs
données fi données points xi, i = 1, 2, ..., n dans d dimensions, prend maintenant la forme

S(x) =
n∑

i=1
λiϕ(‖x− xi‖) +

m̃∑
j=1

µjpj(x), x ∈ Rd. (2.12)

avec la contrainte supplémentaire

n∑
i=1

λipj(xi) = 0, j = 1, 2, ..., m̃, (2.13)
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avec {pj , j = 1, 2, ..., m̃} une base de Πm−1 (l’espace des polynômes de degré au plus m− 1 de
Rd dans R, et m ∈ N défini plus tard.

L’�equation �equivalente �a (2.12) prend la forme A P

P T 0


 Λ

µ

 =

 f

0

 (2.14)

o�u A est la matrice d�e�nie dans le syst�eme (2.2) et la matrice P est (m̃×n et Pij = pi(xj), i =
1, 2, ..., m̃, j = 1, 2, ..., n.

Th�eor�eme 2.4. Soit ψ(r) = ϕ(r1/2) ∈ C0[0,∞), ψ(r) ≥ 0, r > 0, et ψm+1(r) complètement
monotone mais pas constant sur (0,∞), pour m ≥ 0. Alors, pour tout ensemble de n points
distincts {xj}n

j=1 qui satisfont la condition rank(P ) = m̃ où P est la matrice (m̃× n) donnée
dans (2.14), la matrice de dimension (n+ m̃) × (n+ m̃) donnée dans (2.14) est non singulière.
De plus, si m est le plus petit m tel que ψm+1(r) est complètement monotone, alors pour tout
vecteur non nul α ∈ Rn satisfaisant la condition P Tα = 0, on a la relation (−1)m+1αTAα > 0,
où A est la matrice (n× n) dans (2.2).

Preuve. [60].

Exemple 2.5. • TPS : ϕ(r) = r2k log(r), (m = k + 1).
• GMQ : ϕ(r) = (1 + ε2r2)β , β > 0, (m = dβe).
• MQ : ϕ(r) = r2k−1, (m = k).

On note que, tous les fonctions de base radiales qui donnent une solution unique �a (2.2)
peuvent aussi être utilis�ees �a (2.14). En e�et, dans le cas o�u les fonctions sont compl�etement
monotones, on va r�ecup�erer (2.2) de (2.14) puisque dans ce casm = 0. En utilisant la
repr�esentation (2.14) plutôt que (2.2), bien que on a assoupli les conditions sur les fonctions
radiales, donc l’ouverture de la porte �a une plus grande classe de fonctions radiales, on a
ajout�e de nouvelles restrictions sur les ensembles de n�uds de donn�ees.

2.9 Unicit�e de l’interpolant

Pour avoir une solution unique, on a besoin queA soit non singuli�ere. Nous voudrions
prouver que le syst�eme lin�eaire (2.12) a une solution unique pour n’importe quel choix des
points de contrôle et des valeurs de l’RBF. Ce qui revient a montrer que le syst�eme homog�ene
de (2.14)

AΛ + Pµ = 0, (2.15)
P T Λ = 0, (2.16)

admet une solution uniqueΛ = 0 et µ = 0.
On multiple (2.15) par ΛT , en utilisons (2.16), on obtient

ΛTAΛ = 0. (2.17)

Ceci nous m�ene aux d�e�nitions suivantes :

D�e�nition 2.5. Une fonction radiale continue ϕ : Rs 7→ R serait conditionnellement définie
positive d’ordre m sur Rs si et seulement si :

ΛTAΛ =
d∑

i=1

d∑
j=1

λiλjϕ(‖xi − xj‖2) > 0,
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vérifier pour tous les ensembles X = {x1, ..., xd} ⊂ Rs avec d distinct points et tout vecteurs
non nuls Λ = (λ1, ..., λd)T ∈ Rd qui satisfont :

d∑
i=1

λip(xi) = 0, pour tout p ∈ Πm−1.

une fonction conditionnellement définie positive d’ordre 0 sur Rs s’appelle définie positive sur
Rs.

D’apr�es cette d�e�nition il est �evident que seulement si λ = 0 la condition (2.17) est v�eri�er.
Il est su�sant d’exiger que l’ensemble X soit Πm−1−unisolvent, signi�ant que le polynôme
p ∈ Πm−1 peut être uniquement r�ecup�er�e ses valeurs de la fonction dansX.

D�e�nition 2.6. Un ensemble de points X = {x1, ..., xd} ⊂ Rs s’appelle Πm−1−unisolvent si
le seul polynôme du degré total m−1 aux plus qui donne zéro sur tout les points d’interpolation
de X est le polynôme nul :

p(xj) = 0 pour tout 1 ≤ j ≤ d ⇒ p ≡ 0 pour p ∈ Πm−1.

Th�eor�eme 2.5. Soit A une matrice symétrique réelle de dimension d× d qui est condition-
nellement définie positive d’ordre un, et soit P = [1, ..., 1]T une matrice de dimension d× 1
(vecteur colonne). Alors le système des équations linéaires[

A P

pT 0

] [
λ
µ

]
=
[
f
0

]
(2.18)

est uniquement soluble.

Preuve. Voir [42].
Dans le but de g�en�eraliser ce r�esultat d’interpolation a des polynômes d’ordre �elev�e, nous

allons maintenant introduire la notion de fonctions strictement conditionnellement d�e�nie
positives d’ordrem.

Th�eor�eme 2.6. Si la fonction f a valeurs réels est strictement conditionnellement définie
positif d’ordre m sur Rs et les points x1, ..., xd forment un ensemble (m− 1)−unisolvent, alors
le système des équations linéaires (2.18) admet une solution unique.

Preuve. Voir [42].
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M�ethodes Spectrales

Les m�ethodes spectrales consistent une classe de la discr�etisation spatiale des �equations
di��erentielles, int�egrales et int�egro-di��erentielles. Elles cherchent des solutions en termes d’une
s�erie des fonctions connues et r�eguli�eres. A partir de ses fonctions on peut distinguer trois
types de m�ethodes, �a savoir Galerkin, Tau et Collocation [23]. Une premi�ere des applications
des m�ethodes spectrales aux EDP est celle deSilberman (1954) pour la mod�elisation de
la m�et�eorologie par l’approche de Galerkin. Cependant, cette m�ethode n’est pas devenue
pratique pour la r�esolution des probl�emes non lin�eaires. Apr�es, Orszag (1960, 1970) et Eliasen,
Machenhauer et Rasmussen (1970) ont d�evelopp�e des m�ethodes de transformations pour
�evaluer la somme de convolution (termes non lin�eaires).

Dans ce chapitre, on pr�esente les m�ethodes spectrales (Galerkin, Tau et Collocation)
pour la r�esolution num�erique des �equations int�egro-di��erentielles. Nous exposons �a la fois la
formulation intrins�eque de ces m�ethodes et leur application pratique �a l’aide des exemples pour
des domaines born�es. Le but de derni�ere partie est de d�ecrire des m�ethodes e�caces pour la
r�esolution num�erique ces �equations. En premier lieu, on pr�esente la m�ethode de collocation par
les fonctions de base radiales pour les �equations int�egro-di��erentielles lin�eaires et non-lin�eaires
de Volterra d’ordre sup�erieur. On pr�esente en second lieu, la m�ethode de collocation par les
polynômes de Chebyshev pour les �equations int�egro-di��erentielles non-lin�eaires de Fredholm
du premier ordre. En dernier lieu, on pr�esente la m�ethode de collocation par les polynômes
de Legendre pour les mêmes �equations. Pour plus de d�etails voir [8], [12], [23], [30], [31], [48],
[74], [83] et [84].

3.1 Principe des m�ethodes spectrales

On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de la forme{
u′(x) = (Au)(x) + g(x), x ∈ Ω,
u(0) = u0.

(3.1)

o�u (Au)(x) =
∫

ΩK(x, t)u(t) dt et Ω est un ferm�e born�e et X un espace complet, tel que
X = L2(Ω) (ou bien X = C(Ω)).
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Les m�ethodes spectrales permettent de traiter la d�ependance spatiale [87], en d�ecomposant
les �el�ements de X sur une base des fonctions{ϕj}j≥1 et on cherche

uN (x) =
N∑

j=1
cjϕj(x), ∀x ∈ Ω,

�el�ement de l’espaceBN engendr�e par lesN premi�eres de base de telle sorte que cette fonction
approche la vraie solution du probl�eme.

On d�e�ni le r�esidu associ�e �a l’approximation uN par

RN (x) = u′
N (x) − (AuN )(x) − g(x),

donc

RN (x) =
N∑

j=1
cj

{
ϕ′

j(x) −
∫

Ω
K(x, t)ϕj(t) dt

}
− g(x),

ce r�esidu serait nul si uN �etait la vraie solution. On cherche donc �a le rendre petit. Pour cela
on impose queRN soit nul en projection sur un sous-espace deX de dimensionN . Cette
projection PN d�epend de la m�ethode spectrale employ�ee. On a donc remplac�e le probl�eme
initial (3.1) par le probl�eme approch�e

Trouver uN ∈ BN telle que P⊥
NRN = 0 (N − 1) �equations

N∑
j=1

cjϕj(0) = u0.

3.2 Convergence spectrale

Th�eor�eme 3.1. Pour tout u ∈ L2
ω(I)

lim
N→∞

‖u− PNu‖L2
ω

= 0.

Quand I est born�e, la preuve est directe, voir [38]. Lorsque I n’est pas born�e, la preuve
est plus d�elicate, voir [29] pour plus de d�etails.

Le taux de convergence d�epend de la r�egularit�e deu et du type de polynômes orthogonaux
{ϕk}. On pr�esente ici un r�esultat pour les polynômes de Legendre.

On d�e�nit l’espace de Sobolev pond�er�e Hk
ω(I), k = 0, 1, 2, ... par

Hk
ω(I) =

{
u : I 7→ R

∣∣∣∣∣dmu

dxm
∈ L2

ω(I), 0 ≤ m ≤ k

}
,

muni du produit scalaire

〈u, v〉Hk
ω

=
k∑

m=0

〈
dmu

dxm
,
dmv

dxm

〉
L2

ω

,

et la norme associ�ee est donn�ee par

‖u‖Hk
ω

= 〈u, u〉1/2
Hk

ω
.
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On consid�ere le cas deI = [−1, 1] avec la fonction de poidsω(x) = 1 et les polynômes de
Legendre{Pn(x)}. La projection orthogonale pour tout u(x) ∈ L2

ω(I) est

PNu(x) =
N∑

k=0
ûkPk(x), ûk = 1

‖Pk‖2
L2

ω

〈u, Pk〉L2
ω
.

Th�eor�eme 3.2. Pour tout u(x) ∈ Hp
ω[−1, 1], p ≥ 0, il existe une constante C, indépendante

de N , telle que
‖u− PNu‖L2

ω [−1,1] ≤ CN−p‖u‖Hp
ω [−1,1].

Preuve. Voir [31].

3.3 M�ethodes spectrales

L’objectif de cette section est de pr�esenter des m�ethodes num�eriques bas�ees sur une
approximation spectrale pour les �equations int�egro-di��erentielles. Ces m�ethode cherchent des
solutions en termes d’une s�erie des fonctions de la base.

3.3.1 M�ethode de Galerkin

On applique la m�ethode de Galerkin lorsque les conditions aux limites sont p�eriodiques ou
homog�enes.

SoientX = L2(Ω) muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉 sur X et B = {v ∈ X,Bv = 0} le sous
espace des fonctions deX v�eri�ant les conditions aux limites avec B est un op�erateur de trace,
d�eterminant les conditions aux limites, on l’omettra si le domaine est p�eriodique. Dans cette
m�ethode les {ϕ1, ϕ2, ..., ϕN } forment une base deB.

En cherchant uN dans B engendr�e par les {ϕ1, ϕ2, ..., ϕN }, on est sûr de trouver une
solution v�eri�ant les conditions aux limites.

Soit P⊥
N la projection orthogonale deX sur BN . La m�ethode de Galerkin consiste �a

r�esoudre le probl�eme approch�e suivant

uN ∈ BN

telle queP⊥
NRN = 0

avecRN = u′
N −AuN − g.

M�ethode de Galerkin-Chebyshev

On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielles de Volterra [14]{
u′(x) = g(x) +

∫ x
a K(x, t)u(t) dt, x ∈ [a, b],

u(a) = u0,
(3.2)

o�u u(x) est la fonction inconnue,K(x, t) est une fonction donn�ee continue et carr�e int�egrable
et g est une fonction donn�ee.

On suppose que

u(x) ≈ uN (x) =
N∑

j=0
cjTj

(2x− (b− a)
b− a

)
, (3.3)
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o�u Tj

(
2x−(b−a)

b−a

)
est le polynôme de Chebyshev sur[a, b]. Alors, on a

u′(x) ≈ u′
N (x) =

N∑
j=0

2
b− a

cjT
′
j

(2x− (b− a)
b− a

)
. (3.4)

En substituant (3.3) et (3.4) dans (3.2), on obtient

N∑
j=0

2
b− a

cjT
′
j

(2x− (b− a)
b− a

)
= g(x) +

N∑
j=0

cj

∫ x

a
K(x, t)Tj

(2x− (b− a)
b− a

)
dt, x ∈ [a, b]

(3.5)
Pour d�eterminer les coe�cients cj , on utilise l’id�ee de Galerkin par multipliant les deux cot�es
de l’�equation (3.5) par Ti

(
2x−(b−a)

b−a

)
et int�egrant par rapport �a x de −1 �a 1. Alors, on a

N∑
j=0

2
b− a

cj

∫ 1

−1
T ′

j

(2x− (b− a)
b− a

)
Ti

(2x− (b− a)
b− a

)
dx =

∫ 1

−1
g(x)Ti

(2x− (b− a)
b− a

)
dx+

∫ 1

−1

 N∑
j=0

cj

∫ x

a
K(x, t)Tj

(2x− (b− a)
b− a

)
dt

Ti

(2x− (b− a)
b− a

)
dx, x ∈ [a, b],

pour i = 0, ..., N . Donc

N∑
j=0

2
b− a

cj

∫ 1

−1
T ′

j

(2x− (b− a)
b− a

)
Ti

(2x− (b− a)
b− a

)
dx =

∫ 1

−1
g(x)Ti

(2x− (b− a)
b− a

)
dx+

N∑
j=0

cj

∫ 1

−1

(∫ x

a
K(x, t)Tj

(2x− (b− a)
b− a

)
dt

)
Ti

(2x− (b− a)
b− a

)
dx, x ∈ [a, b]. (3.6)

La condition initiale est donn�ee par

u(a) = u0 ⇒
N∑

j=0
cjTj

(2a− (b− a)
b− a

)
=

N∑
j=1

cjTj(−1) = u0. (3.7)

Les �equations (3.6) et (3.7) forment un syst�eme de(N + 1) �equations alg�ebriques lin�eaires. On
calcule les �el�ements de{cj}N

j=0 par la r�esolution de ce syst�eme �a l’aide de la m�ethode directe.
En�n la solution approch�ee de l’�equation (3.2), est donn�ee par la formule (3.3).

d’une mani�ere analogue, on peut appliqu�e cette approche pour l’�equation int�egro-di��erentielle
de Fredholm de la forme{

u′(x) = g(x) +
∫ b

a K(x, t)u(t) dt, x ∈ [a, b],
u(a) = u0,

Exemple 3.1. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de Fredholm de la forme [14]u
′(x) = 1 − 2x sin(x) +

∫ x

0
u(t) dt, 0 < x < 1,

u(0) = 0.
(3.8)

avec la solution exacte estu(x) = x cos(x). Dans cet exemple, en utilisant la m�ethode de
Galerkin par les polynômes de Chebyshev pourn = 4, 8 et 12. La fonction approch�ee u(x)
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Figure 3.1 { M�ethode de Chebychev-Galerkin, Erreur absolue,N = 12.

s’�ecrit comme

u(x) ≈
n∑

j=0
cjTj(2x− 1),

o�u Tj(2x− 1) sont les polynômes de Chebyshev. Pourn = 8, l’�equation (3.8) devient

8∑
j=0

cjT
′
j(2x− 1) = 1 − 2x sin(x) +

∫ x

0

8∑
j=0

cjTj(2t− 1) dt. (3.9)

En multipliant les deux cot�es de l’�equation (3.9) et l’int�egrant par rapport �a x de −1 �a 1,
on obtient un syst�eme lin�eaire, qui est r�esolu par des m�ethodes directes pour d�eterminer les
coe�cients cj . Les r�esultats num�eriques sont pr�esent�es dans le Tableau 3.1, pourN = 4, 8, 12,
et l’erreur dans la Figure 3.1 pourN = 12.

Table 3.1 { M�ethode de Galerkin, Erreur absolue, Exemple 3.1,N = 4, 8, 12.

x Erreur absolue
n=4 n=8 n=12

0.0 0 0 0
0.2 5.89e−04 3.45e−09 1.99e−15
0.4 8.39e−04 5.14e−09 3.05e−15
0.6 1.21e−03 7.19e−09 4.16e−15
0.8 1.54e−03 9.39e−09 5.51e−15
1.0 2.30e−03 1.38e−08 8.09e−15

3.3.2 M�ethode de Tau

La m�ethode de Tau est une modi�cation de la m�ethode Galerkin, qui est applicable pour
les �equations avec conditions aux limites non p�eriodiques.
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Soit {ϕj}j≥1 une base orthogonale ne v�eri�ant pas les conditions aux limites, la m�ethode
de Tau consiste �a r�esoudre le probl�eme approch�e

uN ∈ BN

telle que
{
P⊥

NRN = 0, (N − 1) �equations
BuN = 0,

avecRN = u′
N −AuN − g.

o�u P⊥
N d�esigne la projection orthogonale deX sur BN−1.

M�ethode de Tau-Chebyshev

La m�ethode de Tau-Chebyshev est bas�ee sur l’interpolation de la solution du probl�eme
par une somme �nie de la s�erie de Chebyshev sous la forme

u(x) ≈ 1
2c0T0(x) + c1T1(x) + c2T2(x) + · · · + cN−1TN−1(x), x ∈ [−1, 1].

o�u Tk(x) = cos(k cos−1(x)), k = 0, 1, 2, ..., N−1 sont les polynômes de Chebyshev de premi�ere
esp�ece et les{ck}N−1

k=0 sont les coe�cients inconnus �a d�eterminer. Dans cette m�ethode, nous
travaillons dans l’espace spectral de ces coe�cients.

Th�eor�eme 3.3. Si u est Lipschitzienne continue sur [−1, 1], alors u a une représentation
unique comme une série absolument et uniformément convergente de la forme

u(x) = 1
2c0T0(x) + c1T1(x) + c2T2(x) + · · · (3.10)

et les coefficients sont donnés par la formule

ck = 2
π

∫ 1

−1

u(x)Tk(x)√
1 − x2

dx, k = 0, 1, 2, ... (3.11)

Soit uN−1(x) de la forme

uN−1(x) = 1
2c0T0(x) + c1T1(x) + c2T2(x) + · · · + cN−1TN−1(x) (3.12)

Chaque intervalle [a, b] peut être convertir �a l’intervalle [−1, 1], en utilisant les polynômes de
Chebyshev de la forme

T ∗
k (x) = Tk(αx+ β), x ∈ [a, b],

avecα = 2
b− a

et β = −b+ a

b− a
.

Tout d’abord, nous avons besoin d’un ensemble deN points de collocationx1, x2, ..., xN ∈
[−1, 1] pour trouver une bonne transformation entre l’approximation spectrale (3.12) deu et
ses repr�esentations physiquesu(x1), u(x2), ..., u(xN ).

Soit
pN−1(x) = 1

2a0T0(x) + a1T1(x) + a2T2(x) + · · · + aN−1TN−1(x) (3.13)

le polynôme unique obtenu par l’interpolation de u(x) �a travers les points x1, x2, ..., xN . Alors
on a le th�eor�eme suivant sur l’estimation d’erreur [18].
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Th�eor�eme 3.4. Soit u a au moins N dérivés sur l’intervalle [−1, 1]. Alors

u(x) − pN−1(x) = 1
N !u

(N)(ξ)
N∏

k=1
(x− xk), (3.14)

pour certain ξ sur l’intervalle étalé par x et les points d’interpolations. Le point ξ dépend de
la fonction u, N , x et l’emplacement des points d’interpolation.

Par cons�equent, les points d’interpolation sont les racines du polynôme de Chebyshev
TN (x) du premier type

xk = − cos (2k − 1)π
2N , k = 1, ..., N.

Pour ces points{xk}N
k=1, les polynômes{pN−1} sont g�en�eralement proches deu que les poly-

nômes{uN−1} et si u est analytique sur le domaine de discussion alors‖u−uN−1‖ et ‖u−pN−1‖
diminuent g�eom�etriquement quand N 7→ ∞. C’est la convergence spectrale, i.e. la convergence
de ‖u−uN−1‖ et ‖u−pN−1‖ vers z�ero est plus rapide que toute puissance de1N quandN 7→ ∞.

L’int�egration num�erique et l’interpolation de Lagrange sont tr�es proches. La formule
d’int�egration pour une fonction continue f sur [−1, 1] est de la forme

∫ 1

−1
f(x) dx ≈

N∑
k=1

ωkf(xk) = wf(x),

o�u

x = [x1, x2, ..., xN ]T ,
w = [ω1, ω2, ..., ωN ],

et ωk sont les poids de la forme

ωk =
∫ 1

−1

N∏
j=1
j 6=k

x− xj

xk − xj
dx, k = 1, 2, ..., N.

Les formules de quadrature de Gauss sont bas�ees sur les points de Legendrexk, k = 1, ..., N
et ces formules sont exactement pour les polynômes de degr�e2N − 1. L’id�ee de la quadrature
de Clenshaw-Curtis est d’utiliser les points de Chebyshevx comme des n�uds. Si on utilise les
points de Chebyshev, on obtient la r�egle de quadratures de Clenshaw-Curtis classique. Mais,
si on utilise les z�eros de la premi�ere d�eriv�ee d’un polynôme de Chebyshev plus les extr�emit�es
±1, i.e.

xk = − cos (k − 1)π
N − 1 , k = 1, ..., N,

dans [−1, 1] (les points de Chebyshev de second ordre), on obtient la r�egle de quadrature de
Clenshaw-Curtis pratique.

Laissez-nous calculer maintenant la matrice de di��erenciationD tel que, si f est le vecteur
colonne des coe�cients de Chebyshev d’une fonctionf , alorsDf est le vecteur colonne des
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coe�cients de Chebyshev de la d�eriv�ee df
dx . Sur [−1, 1], les d�eriv�ees de Ti v�eri�ent

T0 = T ′
1,

T1 = T ′
2

4 ,
...

Ti =
T ′

i+1
2(i+ 1) −

T ′
i−1

2(i− 1) , i ≥ 2.

Donc

T ′
0

2 = 0, T ′
i = 2i(Ti−1 + Ti−3 + · · · + T1), i paire,

T ′
i = 2i(Ti−1 + Ti−3 + · · · + T1 + 0.5T0), i impaire.

Par cons�equent, D est une matrice triangulaire sup�erieure,

Dii = 0, Dij = 0, pour (j − i) paire,
Dij = 2j, sinon.

Les coe�cients f (p) sont D(p)f. Si le domaine de discussion est[a, b], alors la matriceD est
multipli�ee par 2

b−a .

D’une mani�ere analogue, on calcule la matrice d’int�egration J telle que les coe�cients de∫
f(t) dt sont J f. Ici, le premier coe�cient du r�esultat J f peut être modi��e pour obtenir les

coe�cients d’une primitive sp�eci�que de f . Par exemple, les coe�cients de la primitive qui
s’annule ena sont obtenus parJ0f.

Les formules de base sur[−1, 1] sont∫
T0
2 dx = T1

2 ,∫
T1 dx = T0

4 + T2
4 ,

...∫
Tk dx = 1

2

(
Tk+1
k + 1 + Tk−1

k − 1

)
, k ≥ 2.

D’o�u

Jk,k = 0,

J0,1 = 1
2 ,

Jk,k−1 = 1
2k = −Jk,k+1 k = 1, 2, ...

Pour le domaine de discussion est[a, b], alors la matrice J est multipli�ee par b−a
2 .

Par un exemple, si on calcule les coe�cients d’une matrice primitiveF (x) de la fonction
f(x), nous devons alors r�esoudre le probl�eme �a valeur initiale

dF

dx
= f(x), u(−1) = α, x ∈ [−1, 1].
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Si c sont les coe�cients de Chebyshev deF , et f sont les coe�cients de f , l’�equation est
devient dans l’espace spectral comme

Dc = f.

On remarque que

u(−1) = c0
T0
2 + c1T1(−1) + c2T2(−1) + · · · + cN−1TN−1(−1) = α.

Cette derni�ere �equation peut être �ecrit comme

Tc = α

o�u
T =

[
T0
2 , T1(−1), T2(−1), ..., TN−1(−1)

]
.

Cela signi�e que nous pouvons remplacer la derni�ere linge deD par T et la derni�ere entr�ee
de F par α, en obtenant une nouvelle matriceD̃ et un nouveau vecteur f̃. Finalement, les
coe�cients de la primitive sont donn�es par

c = D̃−1 f̃.

Applications

On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielles de Fredholm de la forme [89]

m∑
k=0

Pk(x)d
ku

dxk
=
∫ b

a
K(x, t)u(t)f(x), x ∈ [a, b], (3.15)

avec les conditions g�en�erales

m∑
j=1

α
(1)
ij u

(j−1)(x(1)
ij ) + · · · +

m∑
j=1

α
(m)
ij u(j−1)(x(m)

ij ) = βi, i = 1, ...,m, (3.16)

o�u x
(k)
ij ∈ [a, b], ∀i, j, k = 1, ...,m. Par exemple pourm = 2 :

| Conditions initiales, u(a) = β1, u
′(a) = β2.

| Conditions aux limites, α11u(a) + α12u
′(a) = β1, α21u(b) + α22u

′(b) = β2.
En utilisant la discr�etisation matricielle avec les polynômes de Chebyshev d�ecal�e pour la

formule di��erentielle d’ordre m, on obtient

m∑
k=0

Pk(x)d
ku

dxk
=
(

m∑
k=0

Pk(x)Dk

)
c,
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et l’op�erateur int�egrale de Fredholm A(u) devient

A(u)(x) =
∫ b

a
K(x, t)u(t) dt

=
∫ b

a
K(x, t)

N−1∑
k=0

ckT
∗
k (t) dt,

=
N−1∑
k=0

ck

∫ b

a
K(x, t)T ∗

k (t) dt,

=
N−1∑
k=0

ckIk(x),

=
N−1∑
k=0

ck

N−1∑
j=0

kijT
∗
j (x),

=
N−1∑
j=0

[
N−1∑
k=0

kijck

]
T ∗

j (x).

Par consequent, sic = [c0, c1, ..., cN−1]T sont les coe�cients de u, alorsKc sont les coe�cients
deA(u), donn�es par la matrice

K = [kij ]N−1
i,j=0.

La matrice K peut être calcul�ee �a partir de

Ik(xs) =
∫ b

a
H(xs, t)T ∗

k (t) dt,

= ωiK(xs, xi)T ∗
k (xi), s, k = 0, ..., N − 1.

Sous la forme
[Ik(xs)]N−1

k,s=0 = [K(xs, xi)]N−1
s,i=0 · diag

(
[ωi]N−1

i=0 · T
)
.

L’�equation int�egro-di��erentielles de Fredholm (3.15) devient(
m∑

k=0
Pk(x)Dk −K

)
c = f, (3.17)

o�u f sont les coe�cients de Chebyshev def . L’�equation (3.17) forme un syst�eme lin�eaire, qui
est r�esolu par des m�ethodes directe.

De même, pour l’�equation int�egro-di��erentielle de Volterra

m∑
k=0

Pk(x)d
ku

dxk
=
∫ x

a
K(x, t)u(t)f(x), x ∈ [a, b], (3.18)

L’op�erateur int�egral de Volterra devient

A(u)(x) =
∫ x

a
K(x, t)u(t) dt

=
(
TJ0T

−1 · ×K(xi, xj)
)

u,
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o�u u sont les valeurs deu(x) aux points x . Par cons�equent, la repr�esentation physique de
l’op�erateur int�egral de Volterra est la matrice

Vphys = TJ0T
−1 · ×K(xi, xj),

tandis que, sa repr�esentation spectrale est donn�ee par

Vspec = TVphysT
−1.

L’�equation int�egro-di��erentielle de Volterra devient en repr�esentation physique(
m∑

k=0
Pk(x)Dk −K

)
u = f (3.19)

o�u f sont les valeurs def sur les pointsx . L’�equation (3.19) forme un syst�eme lin�eaire, qui est
r�esolu par des m�ethodes directe.

Dans le cas non lin�eaires, on obtient un syst�eme non lin�eaires, qui est r�esolu par des
m�ethodes it�eratives.

Exemple 3.2. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de Volterra du premier ordre de
la forme [90]

u′(x) + u(x) − x(1 + 2x)
∫ x

0
et(x−t)u(t) dt = 1 + 2x, x ∈ [0, 1],

avec la condition initiale
u(0) = 1.

La solution exacte de cette �equation estu(x) = exp(x2). Les r�esultats num�eriques sont
pr�esent�es dans le Tableau 3.2 pourN = 10 et les Figures 3.2 et 3.3. Dans cet exemple, on a
utilis�e les points de Chebyshev de second type.

Table 3.2 { M�ethode de Tau-Chebychev, Erreur absolue, Exemple 3.2,N = 10.

x Solution exacte Solution approch�ee Erreur absolue
0.00 1.0000000000 1.0000000000 0
0.03 1.0009096584 1.0009096153 4.31 e−08
0.12 1.0137778523 1.0137778438 8.48 e−09
0.25 1.0644944589 1.0644944403 1.85 e−08
0.41 1.1861518568 1.1861518270 2.97 e−08
0.59 1.4110900788 1.4110900897 1.09 e−08
0.75 1.7550546569 1.7550546070 4.99 e−08
0.88 2.1808795173 2.1808795343 1.70 e−08
0.97 2.5615226473 2.5615225943 5.29 e−08
1.00 2.7182818284 2.7182818363 7.91 e−09

Exemple 3.3. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de Volterra-Fredholm d’ordre 2
de la forme [90]

u′′(x) + xu′(x) − xu(x) = −x− 2x2 +
∫ 1

0
6xu2(t) dt+

∫ x

0
2u(t) dt, x ∈ [0, 1],
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Figure 3.2 { M�ethode de Tau-Chebychev, Exemple 3.2,N = 10.

Figure 3.3 { M�ethode de Tau-Chebychev, Exemple 3.2,N = 30.
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Figure 3.4 { M�ethode de Tau-Chebychev, Exemple 3.3,N = 10.

avec les conditions initiales

u(0) = 1,
u′(0) = 1.

La solution exacte de cette �equation estu(x) = x. Les r�esultats num�eriques sont pr�esent�es
dans le Tableau 3.3 pourn = 10 et les Figures 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7. Dans cet exemple, on a
utilis�e les points de Chebyshev de second type.

Table 3.3 { M�ethode de Tau-Chebychev, Erreur absolue, Eexemple 3.3,N =
10.

x Solution exacte Solution approch�ee Erreur absolue
0 0 0.000000000000000 0
0.03 0.030153689607046 0.030153689607046 1.38 e−16
0.12 0.116977778440511 0.116977778440510 8.32 e−16
0.25 0.250000000000000 0.249999999999991 9.32 e−15
0.41 0.413175911166535 0.413175911166493 4.20 e−14
0.59 0.586824088833465 0.586824088833346 1.18 e−13
0.75 0.750000000000000 0.749999999999755 2.44 e−13
0.88 0.883022221559489 0.883022221559094 3.95 e−13
0.97 0.969846310392954 0.969846310392434 5.20 e−13
1.00 1.000000000000000 0.999999999999431 5.69 e−13
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Figure 3.5 { M�ethode de Tau-Chebychev, Exemple 3.3,N = 30.

Figure 3.6 { M�ethode de Tau-Chebychev, Erreur absolue, Exemple 3.3,N =
10.
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Figure 3.7 { M�ethode de Tau-Chebychev, Erreur absolue, Exemple 3.3,N =
30.

Les r�esultats num�eriques obtenus dans les Tableaux 3.2 et 3.3 et les Figures 3.2, 3.3, 3.6 et
3.7 montrent que l’erreur absolue est d�ecroit �a chaque fois le pas de discr�etisation est petit.
Donc, pour am�eliorer la solution num�erique, il est pr�ef�er�e de choisir un pas tr�es petit.

3.3.3 M�ethode de collocation

La m�ethode de collocation est probablement la m�ethode la plus simple �a mettre en �uvre.
Les conditions d’applications pour cette m�ethode sont les mêmes que celle de Galerkin.

Pour cette m�ethode, les {ϕj}j≥1 forment une base compl�ete deX et v�eri�ent les conditions
aux limites.

On se donne de plusN points distincts {xi}N
i=1 dits de collocation dansΩ tels que la

matrice [ϕj(xi)]Ni,j=1 soit inversible.
La m�ethode de collocation consiste �a chercher

uN (x) =
N∑

j=1
cjϕj(x) dans BN

telle que son r�esiduRN v�eri�e les N conditions

RN (xi) = 0, i = 1, ..., N,

qui vont d�eterminer les coe�cients {c1, c2, ..., cn} comme solution du syst�eme lin�eaire

N∑
j=1

cj

{
φ′

j(xi) −
∫

Ω
K(xi, t)φj(t) dt

}
= g(xi), i = 1, ..., N. (3.20)
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M�ethode de collocation par les Ondelettes

On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de Volterra de la forme [25]

u(m)(x) = g(x) +
∫ x

0
K(x, t)F (u(t)) dt, 0 < x < b, (3.21)

avec les conditions aux limites

u(j)(0) = αj , j = 0, 1, ..., r − 1, (3.22)

u(j)(b) = βj , j = r, r + 1, ...,m− 1. (3.23)

o�u u(m)(x) d�esigne la d�eriv�ee d’ordre m de u(x), le noyauK(x, t) et g(x) sont des fonctions
donn�ees, F (u(t)) est une fonction non-lin�eaire. u(x) et g(x) sont suppos�ees r�eelles et di��eren-
tiable sur l’intervalle [0, b] et αj , 0 ≤ j ≤ (r − 1) et βj , r ≤ j ≤ (m− 1) sont des constantes
r�eelles.

Dans cette m�ethode, en utilisant la m�ethode de collocation bas�ee sur les ondelettes de
LegendreΨnm(x) pour r�esoudre l’�equation (3.21). La fonction approch�ee u(x) s’�ecrit comme

u(x) ≈
2k−1∑
n=1

M−1∑
m=0

cnmΨnm(x) = CT Ψ(x), (3.24)

o�u

Ψnm(x) =

2k/2
√
m+ 1

2Pm(2kx− n̂) pour n̂−1
2k ≤ x ≤ n̂+1

2k ,

0 sinon,
cnm = 〈u(x),Ψnm(x)〉,

et Pm(x) sont les polynômes de Legendre d’ordrem, n̂ = 2n−1 et C et Φ(x) sont des matrices
(2k−1M × 1)

C = [c10, ..., c1M−1, c20, ..., c2M−1, c2k−10, ..., c2k−1M−1]T ,

et

Ψ(x) = [Ψ10(x), ...,Ψ1M−1(x),Ψ20(x), ...,Ψ2M−1(x),Ψ2k−10(x), ...,Ψ2k−1M−1(x)]T .

Maintenant, on d�e�nie

L = dm

dxm
.

Alors,
L−1(·) =

∫ x

0

∫ x

0
· · ·
∫ x

0
(·) dx · · · dx dx︸ ︷︷ ︸

m−fois

On applique L−1 sur les deux cot�es de l’�equation (3.21), on obtient

L−1[u(m)(x)] = L−1[g(x)] + L−1
[∫ x

0
K(x, t)F (u(t)) dt

]
,

u(x) = f(x) + h(x) + L−1
[∫ x

0
K(x, t)F (u(t)) dt

]
.
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o�u h(x) = L−1[g(x)] et f(x) est une fonction dex. On pose

G(x) = f(x) + h(x),

Donc
u(x) = G(x) +

∫ x

0
(x− t)mK(x, t)F (u(t)) dt.

Soit
u(x) ≈ CT Ψ(x).

Alors, on a
CT Ψ(x) = G(x) +

∫ x

0
(x− t)mK(x, t)F

(
CT Ψ(t)

)
dt. (3.25)

Maintenant, on peut prendre comme points de collocation, les pointsxi = cos
(
(2i+1)π/2kM

)
, i =

1, 2, ..., 2k−1M , l’�equation (3.25) devient

CT Ψ(xi) = G(xi) +
∫ xi

0
(x− t)mK(x, t)F

(
CT Ψ(t)

)
dt. (3.26)

Pour utiliser la m�ethode d’int�egration par quadrature de Gauss, on transforme l’intervalle
[0, xi] �a l’intervalle [−1, 1], en utilisant la transformation suivante

τ = 2
xi
t− 1, t ∈ [0, xi].

L’�equation (3.26) devient

CT Ψ(xi) = G(xi) + xi

2

∫ 1

−1

(
x− xi

2 (τ + 1)
)m

K

(
x,
xi

2 (τ + 1)
)
F

(
CT Ψ

(
xi

2 (τ + 1)
))

dτ.

Alors, on a

CT Ψ(xi) = G(xi) + xi

2

s∑
j=1

ωj

(
x− xi

2 (τj + 1)
)m

K

(
x,
xi

2 (τj + 1)
)
F

(
CT Ψ

(
xi

2 (τj + 1)
))

,

(3.27)
pour i = 1, 2, ..., 2k−1M . O�u τ est le z�ero des polynômes de LegendrePs+1 et ωj sont les poids
donn�es par la formule

ωj =
∫ 1

−1

s∏
j=0
j 6=i

τ − τj

τi − τj
dτ.

L’�equation (3.27) forme un systeme de(2s+1) �equations non-lin�eaires. On calcule les �el�ements
de C par la r�esolution de ce syst�eme �a l’aide de la m�ethode de Newton.

Exemple 3.4. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de Volterra de la forme [25]

u(4)(x) = 5ex − 1 +
∫ x

0
u(x) dx, 0 < x < 1, (3.28)

avec les conditions aux limites
u(0) = 0, u′(0) = 1, (3.29)

u(1) = e, u′(1) = 2e. (3.30)
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Pour d�eterminer les coe�cients (cnm), nous pouvons prendre comme points de collocation, les
racines du polynôme de Chebyshev

xj = cos
(
(2j + 1)π/2kM

)
, j = 1, 2, ..., 2k−1M.

De plus, on utilise la r�egle d’int�egration par quadrature de Gauss∫ 1

−1
f(x) dx =

s∑
i=0

ωif(τi),

o�u τi sont les racines du polynôme de LegendrePs+1 et ωi sont les poids de la forme

ωi =
∫ 1

−1

s∏
i=0
i 6=k

(
τ − τi

τk − τi

)
dτ.

Pour k = 1 et M = 4, on obtient u(x) = x+ x2 + x3

2! + x4

3! . Donc, on u(x) = xex.

Table 3.4 { M�ethode de collocation, Erreur absolue, Exemple 3.4,M = 4, 10, 15
et k = 1.

x Erreur absolue
M=4 M=10 M=15

0.0 0 0 0
0.2 1.39e−05 4e−08 0
0.4 4.63e−04 1.2e−07 6.00e−8
0.6 3.67e−03 2.28e−06 1.60e−7
0.8 1.62e−02 3.94e−06 2.60e−7
1.0 5.16e−02 7.07e−06 1.52e−6

3.4 R�esolution num�eriques des E.I.D.

3.4.1 M�ethode de RBF collocation pour les E.I.D.V.

Dans cette partie, nous pr�esentons une m�ethode num�erique pour r�esoudre les �equations
int�egro-di��erentielles de Volterra lin�eaires et non-lin�eaires d’ordre sup�erieur. Cette m�ethode
est bas�ee sur l’interpolation par les fonctions de base radiales, en utilisant la formule de
quadrature de Legendre-Gauss-Lobatto. La m�ethode propos�ee r�eduit le probl�eme �a un syst�eme
de plusieurs �equations alg�ebriques. Quelques exemples num�eriques ont �et�e trait�es pour illustrer
l’e�cacit�e de cette m�ethode.

Principe de la m�ethode

On consid�ere les �equations int�egro-di��erentielles de Volterra de la forme

u(m)(x) = g(x) +
∫ x

0
K(x, t)u(t) dt, 0 < x < b, (3.31)
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et

u(m)(x) = g(x) +
∫ x

0
K(x, t)ψ(u(t)) dt, 0 < x < b, (3.32)

avec les conditions aux limites

u(j)(0) = αj , j = 0, 1, ..., r − 1, (3.33)

u(j)(b) = βj , j = r, r + 1, ...,m− 1. (3.34)

o�u u(m)(x) d�esigne la d�eriv�ee d’ordre m de u(x), le noyauK(x, t) et g(x) sont des fonctions
donn�ees,ψ(u(t)) est une fonction non-lin�eaire. u(x) et g(x) sont suppos�ees r�eelles et di��eren-
tiable sur l’intervalle [0, b] et αj , 0 ≤ j ≤ (r − 1) et βj , r ≤ j ≤ (m− 1) sont des constantes
r�eelles.

�Equations int�egro-di��erentielles de Volterra lin�eaires

Pour illustrer l’id�ee principale de cette m�ethode, on d�e�nie

L = dm

dxm
.

Alors,
L−1(·) =

∫ x

0

∫ x

0
· · ·
∫ x

0
(·) dx · · · dx dx︸ ︷︷ ︸

m−fois

On applique L−1 sur les deux cot�es de l’�equation (3.31), on obtient

L−1[u(m)(x)] = L−1[g(x)] + L−1
[∫ x

0
K(x, t)u(t) dt

]
.

Puis, on a
u(x) = h(x) +G(x) + 1

(m)!

∫ x

0
(x− t)(m)K(x, t)u(t) dt, (3.35)

o�u

G(x) = L−1[g(x)], h(x) =
m−1∑
k=0

αk

k! x
k,

et lesαj , 0 ≤ j ≤ (r − 1) sont des constantes qui d�e�nissent les conditions �a la bornex = a.
Cependant, les constantesαj , r ≤ j ≤ (m− 1) ne sont pas donn�ees mais seront d�etermin�ees
plus tard en utilisant les conditions aux limites �a la borne x = b, o�u

αr = u(r)(0), αr+1 = u(r+1)(0), ..., αm−1 = u(m−1)(0).

On posef(x) = h(x) +G(x), alors l’�equation (3.35) devient

u(x) = f(x) + 1
(m)!

∫ x

0
(x− t)(m)K(x, t)u(t) dt (3.36)

La fonction approch�ee u(x) s’�ecrit comme une combinaison lin�eaire des fonctions de base
radiales

u(x) '
n∑

i=0
λiφi(x) = ΦT (x) Λ (3.37)
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o�u

φi(x) = φ(‖x− ci‖),
ci for i = 0, 1, ..., n sont les n�uds de Legendre-Gauss-Lobatto,
Λ = [λ0, λ1, ..., λn]T ,
Φ(x) = [φ0(x), φ1(x), ..., φn(x)]T .

En substituant l’approximation (3.37) dans l’�equation (3.36), on obtient

ΦT (x)Λ = f(x) + 1
(m)!

∫ x

0
(x− t)(m)K(x, t)ΦT (t)Λ dt,

Donc, [
ΦT (x) − 1

(m)!

∫ x

0
(x− t)(m)K(x, t)ΦT (t) dt

]
Λ = f(x). (3.38)

Maintenant, on peut prendre comme points de collocation, les pointsxj = b

n
j, j = 0, 1, ..., n,

l’�equation (3.38) devint[
ΦT (xj) − 1

(m)!

∫ xj

0
(xj − t)(m)K(xj , t)ΦT (t) dt

]
Λ = f(xj), (3.39)

Pour utiliser la m�ethode d’int�egration par quadrature de Gauss, on transforme l’intervalle
[0, xj ] �a l’intervalle [−1, 1], en utilisant la transformation suivante

η = 2
xj
t− 1, t ∈ [0, xj ].

L’�equation (3.39) devient[
ΦT (xj) − xj

2(m)!

∫ 1

−1

(
xj − xj

2 (η + 1)
)(m)

K
(
xj ,

xj

2 (η + 1)
)

ΦT
(xj

2 (η + 1)
)
dη

]
Λ = f(xj) (3.40)

On utilise la formule de quadrature de Legendre-Gauss-Lobatto, on a[
ΦT (xj) − xj

2(m)!

n∑
i=0

ωi

(
xj − xj

2 (ηi + 1)
)(m)

K
(
xj ,

xj

2 (ηi + 1)
)

ΦT
(xj

2 (ηi + 1)
)]

Λ = f(xj)

(3.41)
pour j = 0, 1, ..., n. L’�equation (3.41) forment un syst�eme de (n+ 1) �equations alg�ebriques

lin�eaires. On calcule les �el�ements de Λ par la r�esolution de ce syst�eme �a l’aide de la m�ethode
directe. En�n la solution approch�ee de l’�equation (3.31), est donn�ee par la formule (3.37).

�Equations int�egro-di��erentielles de Volterra non-lin�eaires

L’objectif principal de cette section est pour d�eterminer la solution num�erique de l’�equation
int�egro-di��erentielle de Volterra non-lin�eaire d’ordre sup�erieur de la forme (3.32).

On applique L−1 sur les deux cot�es de l’�equation (3.32), on obtient

L−1[u(m)(x)] = L−1[g(x)] + L−1
[∫ x

0
K(x, t)ψ(u(t)) dt

]
.

Puis, on a
u(x) = f(x) + 1

(m)!

∫ x

0
(x− t)(m)K(x, t)ψ(u(t)) dt, (3.42)
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En substituant l’approximation (3.37) dans l’�equation (3.42), on obtient

ΦT (x)Λ = f(x) + 1
(m)!

∫ x

0
(x− t)(m)K(x, t)ψ

(
ΦT (t)Λ

)
dt.

On peut prendre les pointsxj = b

n
j, j = 0, 1, ..., n, comme points de collocation, l’�equation

(3.4.1) devient

ΦT (xj)Λ = f(xj) + 1
(m)!

∫ xj

0
(xj − t)(m)K(xj , t)ψ

(
ΦT (t)Λ

)
dt. (3.43)

De même, on transf�ere l’intervalle [0, xj ] �a l’intervalle [−1, 1], l’�equation (3.43) devient

ΦT (xj)Λ = f(xj) + xj

2(m)!

∫ 1

−1

[(
xj − xj

2 (η + 1)
)(m)

K
(
xj ,

xj

2 (η + 1)
)
ψ
(

ΦT
(xj

2 (η + 1)
)

Λ
)]

dη.

(3.44)
On utilise la formule de quadrature de Legendre-Gauss-Lobatto, on a

ΦT (xj)Λ = f(xj) + xj

2(m)!

n∑
i=0

ωi

(
xj − xj

2 (ηi + 1)
)(m)

K
(
xj ,

xj

2 (ηi + 1)
)
ψ
(

ΦT
(xj

2 (ηi + 1)
)

Λ
)
.

(3.45)
pour j = 0, 1, ..., n. L’�equation (3.45) forme un syst�eme de (n + 1) �equations alg�ebriques

non-lin�eaires. On calcule les �el�ements de Λ par la r�esolution de ce syst�eme �a l’aide de la
m�ethode de Newton. En�n la solution approch�ee de l’�equation (3.32), est donn�ee par la formule
(3.37).

La convergence de l’interpolation par les fonctions de base radiale a �et�e discut�e par [20, 22]
et par d’autres chercheurs dans [45, 76, 99].

R�esultats num�eriques

Exemple 3.5. On consid�ere le probl�eme aux limites lin�eaire pour l’�equation int�egro-
di��erentielle

u(4)(x) = 5ex − 1 +
∫ x

0
u(t) dt, 0 < x < 1, (3.46)

avec les conditions aux limites
u(0) = 0, u′(0) = 1, (3.47)

u(1) = e, u′(1) = 2e. (3.48)

La solution exacte de cette �equation estu(x) = xex. Dans le Tableau 3.5, les erreurs absolues
de la m�ethode propos�ee avecn = 10 pour MQ-RBF (ε = 0, 8), IMQ-RBF (ε = 0, 87) et
GA-RBF (ε = 0, 99) sont compar�es avec les r�esultats obtenus par la m�ethode bas�ee sur les
ondelettes dans [25].

Exemple 3.6. On consid�ere le probl�eme aux limites non-lin�eaire pour l’�equation int�egro-
di��erentielle

u(4)(x) = 1 +
∫ x

0
e−tu2(t) dt, 0 < x < 1, (3.49)

avec les conditions aux limites
u(0) = 1, u′(0) = 1, (3.50)

u(1) = e, u′(1) = e. (3.51)
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Table 3.5 { M�ethode des RBFs, Erreur absolue, Exemple 3.5.

x M�ethode de [25] La m�ethode propos�ee
LWM MQ-RBF IMQ-RBF GA-RBF

0.0 0.0 1.93 e−12 6.45 e−13 3.58 e−12
0.2 4 e−08 7.08 e−12 7.31 e−11 1.50 e−10
0.4 1.2 e−07 1.62 e−10 1.44 e−09 1.92 e−10
0.6 2.28 e−06 8.90 e−10 8.10 e−09 4.15 e−10
0.8 3.94 e−06 3.02 e−09 2.70 e−08 1.21 e−09
1.0 7.07 e−06 7.61 e−09 6.80 e−08 3.06 e−09

La solution exacte de cette �equation estu(x) = ex. Dans le Tableau 3.6, les erreurs absolues
de la m�ethode propos�ee avecn = 10 pour MQ-RBF (ε = 0, 78), IMQ-RBF (ε = 0, 9) et avec
n = 6 pour GA-RBF (ε = 0, 9) sont compar�es avec les r�esultats obtenus par la m�ethode bas�ee
sur les ondelettes dans [91].

Table 3.6 { M�ethode des RBFs, Erreur absolue, Exemple 3.6.

x M�ethode de [91] La m�ethode propos�ee
LWM MQ-RBF IMQ-RBF GA-RBF

0.0 0 7.21 e−14 7.23 e−13 1.40 e−14
0.2 2.7 e−06 1.12 e−13 5.58 e−11 4.48 e−09
0.4 2.46 e−05 5.95 e−12 1.22 e−09 1.52 e−07
0.6 1.88 e−05 3.39 e−11 6.88 e−09 9.84 e−07
0.8 4.09 e−05 1.13 e−10 2.30 e−08 3.46 e−06
1.0 1.82 e−05 2.84 e−10 5.80 e−08 8.93 e−06

3.4.2 M�ethode de collocation-Chebyshev pour les E.I.D.F.

Dans cette partie, nous allons d�evelopper une m�ethode pour la r�esolution num�erique des
�equations int�egro-di��erentielles non-lin�eaires de Fredholm du premier ordre. Cette m�ethode
est bas�ee sur les polynômes de Chebyshev de premier type. La pr�esente m�ethode r�eduit le
probl�eme �a un syst�eme de plusieurs �equations. Nous allons traiter quelques exemples pour
montrer l’e�cacit�e de cette m�ethode.

Principe de la m�ethode

On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de la formeu
′(x) =

∫ 1

0
K(x, t)ψ(u(t)) dt+ g(x), 0 ≤ x ≤ 1,

u(0) = u0.

(3.52)
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avecK ∈ L2[0, 1)2 et g ∈ L2[0, 1) sont des fonctions donn�ees etu est une fonction inconnue �a
d�eterminer. On a

ψ(u(t)) = ψ

(∫ t

0
u′(x) dx+ u0

)
,

= ψ

(∫ t

0

(∫ 1

0
K(x, s)ψ(u(s)) ds+ g(x)

)
dx+ u0

)
,

= ψ

(∫ t

0

∫ 1

0
K(x, s)ψ(u(s)) ds dx+

∫ t

0
g(x) dx+ u0

)
. (3.53)

La fonction approch�ee ψ(u(t)) s’�ecrit comme une combinaison lin�eaire de la forme

ψ(u(t)) '
n∑

r=0
ar Tr(t) = AT T (t). (3.54)

Apr�es, en substituant cette derni�ere approximation (3.54) dans l’�equation (3.53), on obtient

AT T (t) = ψ

(∫ t

0

∫ 1

0
K(x, s)AT T (s) ds dx+

∫ t

0
g(x) dx+ u0

)
. (3.55)

Pour d�eterminer les coe�cients {ar}n
r=0, on va utiliser la m�ethode de collocation et on peut

prendre comme points de collocation les pointsti = 1
2

(
1 − cos( iπ

n )
)
, i = 0, 1, ..., n, de sorte

que

AT T (ti) = ψ

(∫ ti

0

∫ 1

0
K(x, s)AT T (s) ds dx+

∫ ti

0
g(x) dx+ u0

)
. (3.56)

Pour utiliser la m�ethode d’int�egration par quadrature de Gauss, on converte les intervalles
[0, 1] et [0, ti] �a l’intervalle [−1, 1], en utilisant les transformations suivantes, respectivement

η1 = 2s− 1, s ∈ [0, 1],
η2 = 2

ti
x− 1, x ∈ [0, ti].

On pose
H(x, s) = K(x, s)AT T (s)

L’�equation (3.56) devient

ATT (ti) = ψ

[
ti
4

∫ 1

−1

∫ 1

−1
H

(
ti
2 (η2 + 1), 1

2(η1 + 1)
)
dη1 dη2 + ti

2

∫ 1

−1
g

(
ti
2 (η2 + 1)

)
dη2 + u0

]
.

(3.57)
On utilise la formule de quadrature de Clenshaw Curtis, on a

ATT (ti) = F

 ti
4

n∑
j=0

′′
n∑

k=0

′′ωkωjH

(
ti
2 (ηj + 1), 1

2(ηk + 1)
)

+ ti
2

n∑
j=0

′′g

(
ti
2 (ηj + 1)

)
+ u0

 .
(3.58)

pour i = 0, 1, ..., n et

ωk = 4
n

n∑
i=0

i even

′′ 1
1 − i2

cos
(
i
kπ

n

)
,

le symbole
∑ ′′ signi�e que le premier et le dernier terme sont divis�es par deux. L’�equation

(3.58) forme un syst�eme de plusieurs �equations non-lin�eaires qui est r�esolu par la m�ethode de
Newton.
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Alors, u′(x) est approch�ee comme

u′(x) =
∫ 1

0
K(x, t)ψ(u(t)) dt+ g(x),

= 1
2

∫ 1

−1
K
(
x, (η + 1)/2

)
ATT

(
(η + 1)/2

)
dη + g(x),

= 1
2

n∑
i=0

′′ωiK
(
x, (ηi + 1)/2

)
ATT

(
(ηi + 1)/2

)
+ g(x). (3.59)

Aussi, u(x) est approch�ee comme

u(t) = 1
2

n∑
i=0

′′ωi

∫ t

0
K
(
x, (ηi + 1)/2

)
AT T

(
(ηi + 1)/2

)
dx+

∫ t

0
g(x) dx+ u0. (3.60)

R�esultats num�eriques

Exemple 3.7. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle suivanteu
′(x) = 1 − x

3 +
∫ 1

0
xu2(t) dt,

u(0) = 0,
(3.61)

telle que la solution exacte de cette �equation estu(x) = x. Une comparaison entre la m�ethode
propos�ee et les m�ethodes dans [63, 11] est pr�esent�ee dans le Tableau 3.7 pourn = 3.

Table 3.7 { M�ethode de Chebyshev, Erreur absolue, Exemple 3.7.

x M�ethode de [63] M�ethode de [11] La m�ethode propos�ee
n = 7 n = 3 n = 3

0.0 3.20e−09 4.02e−10 0
0.2 7.18e−10 4.91e−10 5.86e−19
0.4 1.42e−10 5.99e−10 2.34e−18
0.6 4.07e−11 7.32e−10 5.27e−18
0.8 9.10e−10 8.94e−10 9.38e−18
1.0 3.70e−09 1.49e−10 1.46e−17

Exemple 3.8. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle suivantey
′(x) =

∫ 1

0
cos(x− t) (y(t))2 dt+ g(x),

y(0) = 0,
(3.62)

telle que la solution exacte de cette �equation estu(x) = sin(x) et g(x) = cos(x) − 2
3 sin(x) +

1
2 sin(x − 1) + 1

4 sin(x + 1) − 1
12 sin(x − 3). Les r�esultats num�eriques sont pr�esent�es dans le

Tableau 3.8 pourn = 6, 14. Nous avons compar�e l’erreur absolue de la m�ethode propos�ee avec
les r�esultats obtenus par l’interpolation de Lagrange dans [82].
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Table 3.8 { M�ethode de Chebyshev, Erreur absolue, Exemple 3.8.

x M�ethode de [82] La m�ethode propos�ee
n = 6 n = 6 n = 14

0.0 0 0 0
0.2 6e−06 3.64e−07 4.68e−17
0.4 1e−05 8.84e−07 1.27e−16
0.6 2e−05 1.54e−06 2.37e−16
0.8 4e−05 2.30e−06 3.74e−16
1.0 5e−05 3.15e−06 5.30e−16

Exemple 3.9. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle suivanteu
′(x) = ex − e3−1

3 e−x2 +
∫ 1

0
e2t−x2

u(t) dt

u(0) = 1,
(3.63)

telle que la solution exacte de cette �equation estu(x) = ex. Les r�esultats num�eriques sont
pr�esent�es dans le Tableau 3.9 pourn = 5, 10, 15.

Table 3.9 { M�ethode de Chebyshev, Erreur absolue, Exemple 3.9.

x La m�ethode propos�ee
n = 5 n = 10 n = 15

0.0 0 0 0
0.2 6.28e−05 3.96e−10 1.06e−16
0.4 1.21e−04 7.62e−10 2.03e−16
0.6 1.70e−04 1.07e−09 2.86e−16
0.8 2.09e−04 1.32e−09 3.52e−16
1.0 2.38e−04 1.50e−09 3.99e−16

3.4.3 M�ethode de collocation-Legendre pour les E.I.D.F.

D’une mani�ere analogue, nous pouvons aussi utiliser la base des polynômes de Legendre
{Lj(x)}n

j=0 pour la r�esolution num�erique des �equations int�egro-di��erentielles non-lin�eaires de
Fredholm du premier ordre. Cette m�ethode r�eduit le probl�eme �a un syst�eme non-lin�eaire. Pour
montrer l’e�cacit�e de la m�ethode propos�ee, nous allons traiter quelques exemples.

Principe de la m�ethode

On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de la forme (3.52). La fonction approch�ee
ψ(u(t)) s’�ecrit comme une combinaison lin�eaire des polynômes des Legendre de la forme

ψ(u(t)) '
n∑

i=0
ci L

∗
i (t) = CT L∗(t). (3.64)
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Apr�es, en substituant cette derni�ere approximation (3.64) dans l’�equation (3.53), on obtient

CT L∗(t) = ψ

(
t,

∫ t

0

∫ 1

0
K(x, s)CT L∗(s) ds dx+

∫ t

0
g(x) dx+ u0

)
. (3.65)

On peut prendre comme points de collocation les pointstj = a+ (b− a)j
n

, j = 0, 1, ..., n, de
sorte que

CT L∗(tj) = ψ

(
tj ,

∫ tj

0

∫ 1

0
K(x, s)CT L∗(s) ds dx+

∫ tj

0
g(x) dx+ u0

)
. (3.66)

Pour utiliser la m�ethode d’int�egration par quadrature de Gauss, on transforme les intervalles
[0, 1] et [0, tj ] �a l’intervalle [−1, 1], en utilisant les transformations suivantes, respectivementη1 = 2s− 1, s ∈ [0, 1],

η2 = 2
tj
x− 1, x ∈ [0, tj ].

On pose
H(x, s) = K(x, s)CT L∗(s)

L’�equation (3.66) devient

CTL∗(tj) = ψ

[
tj ,

tj
4

∫ 1

−1

∫ 1

−1
H

(
tj
2 (η2 + 1), 1

2(η1 + 1)
)
dη1 dη2 + tj

2

∫ 1

−1
g

(
tj
2 (η2 + 1)

)
dη2 + u0

]
.

(3.67)
On utilise la formule de quadrature de Legendre-Gauss, on a

CTL∗(tj) = ψ

[
tj ,

tj
4

n∑
l=0

n∑
k=0

ωkωlH

(
tj
2 (ηl + 1), 1

2(ηk + 1)
)

+ tj
2

n∑
l=0

g

(
tj
2 (ηl + 1)

)
+ u0

]
.

(3.68)
pour j = 0, 1, ..., n. L’�equation (3.68) forme un syst�eme non-lin�eaire qui est r�esolu par la
m�ethode de Newton.

Alors, u′(x) est approch�ee comme

u′(x) =
∫ 1

0
K(x, t)ψ(t, u(t)) dt+ g(x),

= 1
2

∫ 1

−1
K
(
x, (η + 1)/2

)
CTL∗

(
(η + 1)/2

)
dη + g(x),

= 1
2

n∑
i=0

ωiK
(
x, (ηi + 1)/2

)
CTL∗

(
(ηi + 1)/2

)
+ g(x). (3.69)

Aussi, u(x) est approch�ee comme

u(t) = 1
2

n∑
i=0

ωi

∫ t

0
K
(
x, (ηi + 1)/2

)
CT L∗

(
(ηi + 1)/2

)
dx+

∫ t

0
g(x) dx+ u0. (3.70)
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R�esultats num�eriques

Exemple 3.10. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de la formeu
′(x) = 1 − x

3 +
∫ 1

0
xu2(t) dt,

u(0) = 0,
(3.71)

telle que la solution exacte de cette �equation estu(x) = x. Dans le Tableau 3.10, l’erreur
absolue de la m�ethode propos�ee pourn = 3 est compar�e avec les r�esultats obtenus par la
m�ethode bas�ee sur l’approximation par les fonctions hybride [11] et de la m�ethode bas�ee sur
les polynômes de Bernstein dans [63].

Table 3.10 { M�ethode de Legendre, Erreur absolue, Exemple 3.10.

x M�ethode de [63] M�ethode de [11] La m�ethode propos�ee
n = 7 n = 3 n = 3

0.0 3.20e−09 4.02e−10 0
0.2 7.18e−10 4.91e−10 1.42e−17
0.4 1.42e−10 5.99e−10 5.67e−17
0.6 4.07e−11 7.32e−10 1.27e−16
0.8 9.10e−10 8.94e−10 2.27e−16
1.0 3.70e−09 1.49e−10 3.54e−16

Exemple 3.11. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de la formeu
′(x) = ex − 1

5(e5 − 1)e−x2 +
∫ 1

0
e2t−x2

u3(t) dt,

u(0) = 1,
(3.72)

telle que la solution exacte de cette �equation estu(x) = exp(x). Dans le Tableau 3.11, l’erreur
absolue de la m�ethode propos�ee pourn = 9 est compar�e avec les r�esultats obtenus par la
m�ethode bas�ee sur les polynômes de Bernstein dans [63].

Table 3.11 { M�ethode de Legendre, Erreur absolue, Exemple 3.11.

x M�ethode de [63] La m�ethode propos�ee
n = 9 n = 9

0.0 2.47e−012 0
0.2 1.98e−012 6.84e−016
0.4 2.60e−012 1.32e−015
0.6 3.89e−012 1.85e−015
0.8 5.77e−012 2.28e−015
1.0 3.34e−012 2.59e−015
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Exemple 3.12. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de la formeu
′(x) =

∫ 1

0
cos(x− t)u2(t) dt+ g(x),

u(0) = 0,
(3.73)

telle que la solution exacte de cette �equation estu(x) = sin(x), et g(x) = cos(x) − 2
3 sin(x) +

1
2 sin(x− 1) + 1

4 sin(x+ 1) − 1
12 sin(x− 3). Dans le Tableau 3.12, l’erreur absolue de la m�ethode

propos�ee pour n = 6 est compar�e avec les r�esultats obtenus par la m�ethode bas�ee sur
l’interpolation par les polynômes de Lagrange dans [82].

Table 3.12 { M�ethode de Legendre, Erreur absolue, Exemple 3.12.

x M�ethode de [82] La m�ethode propos�ee
n = 6 n = 6

0.0 0 0
0.2 6e−06 2.79e−12
0.4 1e−05 6.76e−12
0.6 2e−05 1.18e−11
0.8 4e−05 1.76e−11
1.0 4e−05 2.40e−11

Exemple 3.13. On consid�ere l’�equation int�egro-di��erentielle de la formeu
′(x) = 1 − (e− 1)e−t−1 +

∫ 1

0
et−xe−2u(t) dt,

u(0) = 0,
(3.74)

telle que la solution exacte de cette �equation estu(x) = x. Les r�esultats num�eriques sont
pr�esent�es dans le Tableau 3.13 pourn = 2, 4, 6.

Table 3.13 { M�ethode de Legendre, Erreur absolue, Exemple 3.13.

x La m�ethode propos�ee

n = 2 n = 4 n = 6

0.0 0 0 0

0.2 1.83e−05 4.44e−11 3.20e−17

0.4 3.33e−05 8.08e−11 5.83e−17

0.6 4.56e−05 1.11e−11 7.97e−17

0.8 5.57e−05 1.35e−10 9.73e−17

1.0 6.39e−05 1.55e−10 1.12e−16
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3.4.4 Discussion

Les r�esultats num�eriques obtenus dans les di��erents tableaux, montrent que l’erreur num�e-
rique d�ecroit �a chaque fois le pas de discr�etisation est petit. Pour cette raison, il est pr�ef�er�e
d’appliquer ces m�ethodes avec des pas tr�es petits autant possibles pour am�eliorer la solution
num�erique.

Dans l’objectif de tester l’e�cacit�e de ces m�ethodes propos�ees, nous allons e�ectuer une
�etude comparative avec certaines m�ethodes num�eriques connues dans le domaine de la r�esolu-
tion approch�ee des �equations int�egro-di��erentielles.

Les r�esultats obtenus par la m�ethode de collocation par les polynômes de Chebyshev ont
�et�e compar�es avec les r�esultats obtenus par une m�ethode bas�ee sur les polynômes de Bernstein
pour n = 3 dans le Tableau 3.7 et par une m�ethode d’interpolation de Lagrange pourn = 6
dans le Tableau 3.8.

D’autre part, en utilisant la m�ethode collocation par les polynômes de Legendre avec la
même �equation. Nous avons compar�e l’erreur absolue de notre m�ethode avec les r�esultats
obtenus par une m�ethode bas�ee sur l’approximation par les fonctions hybride pourn = 3
dans le Tableau 3.10, une m�ethode bas�ee sur les polynômes de Bernstein pourn = 9 dans le
Tableau 3.11 et par une m�ethode d’interpolation de Lagrange pourn = 6 dans le Tableau
3.12.

Comparativement aux r�esultats obtenus par la m�ethode des fonction de base radiales,
deux m�ethodes bas�ees sur les ondelettes, pourn = 10 dans les Tableaux 3.5 et 3.6.

�A travers ces exemples num�eriques et cette �etude comparative nous avons test�e l’e�cacit�e
de ces m�ethode propos�ee, ainsi comme nous le montrent les r�esultats obtenus dans les tableaux
pr�ec�edents, la conclusion est que pour des petites valeurs den, l’erreur est tr�es satisfaisante.

3.4.5 Conclusion

Dans la pr�esente analyse, nous avons propos�e la m�ethode de collocation par les polynômes
de Chebyshev et par les polynômes de Legendre pour les �equations int�egro-di��erentielles
de Fredholm non-lin�eaires du premier ordre, et par les fonctions de bases radiales pour
les �equations int�egro-di��erentielles de Volterra lin�eaires et non-lin�eaires d’ordre sup�erieur.
Les m�ethodes propos�ees sont tr�es simples. L’id�ee principale est bas�ee sur la projection de
notre �equation dans un sous espace fonctionnel de dimension �nie, dans lequel on cherche
�a approcher la solution exacte par une combinaison lin�eaire des �el�ements de la base. Ces
m�ethodes transf�erent le probl�eme de r�esolution d’une �equation int�egro-di��erentielle �a la
r�esolution d’un syst�eme de plusieurs �equations alg�ebriques qui est r�esolu par des m�ethodes
standard. Les m�ethodes propos�ees sont test�ees sur quelques exemples et les r�esultats sont
satisfaisants.
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Conclusion G�en�erale et Perspectives

Cette partie conclut la th�ese en donnant un bilan du travail e�ectu�e et les perspectives
envisageables.

Le but principal de ce travail a �et�e de construire de m�ethodes num�eriques pour quelques
�equations int�egro-di��erentielles. Nous avons appliqu�ees des m�ethodes num�eriques telles que : la
m�ethode de collocation, la m�ethode de Galerkin et la m�ethode Tau. Ces m�ethodes consistent
�a chercher des solutions sous forme d’une combinaison lin�eaire des �el�ements de la base. Une
contribution consid�erable a �et�e apport�ee dans ce travail pour la r�esolution num�erique des
�equations int�egro-di��erentielles de Volterra non-lin�eaires d’ordre sup�erieur, en utilisant la
m�ethode de collocation par les fonctions de base radiales. Au regard des di��erents tableaux
donn�es, nous pouvons a�rmer l’e�cacit�e et la convergence de cette approche.

Ce travail peut être �etendu �a d’autres types d’�equations int�egrales et int�egro-di��erentielles,
et pour un syst�eme des �equations int�egro-di��erentielles de Fredholm en 2D.



65

Annexes

A. Polynômes de Chebyshev (premi�ere esp�ece)

D�e�nition et propri�et�es

• Le polynôme de Chebyshev de premi�ere esp�eceTn(x) de d�egr�ee n est d�e�ni par la
formule suivante

Tn(x) = cos(n arccosx), −1 ≤ x ≤ 1.

• Les premiers de ces polynômes sont

T0(x) = 1,
T1(x) = x,

T2(x) = 2x2 − 1,
T3(x) = 4x3 − 3x.

• La relation de r�ecurrence

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), n = 2, 3, ...

• Les polynômes de Chebyshev de premi�ere esp�ece sont orthogonaux sur l’intervalle
[−1, 1] avecω(x) = (1 − x2)−1/2. En particulier,

∫ 1

−1

Ti(x)Tj(x)√
1 − x2

dx =


0 i 6= j

π/2 i = j 6= 0
π i = j = 0

• Le polynôme de ChebyshevTn(x) a n z�eros sur l’intervalle [−1, 1]

x = cos
(
π(k − 1

2)
n

)
, k = 1, 2, ..., n.

• Probl�eme de Sturm-Liouville(√
1 − x2T ′

n(x)
)′

+ k2
√

1 − x2
Tn(x) = 0, xß(−1, 1).

• Propri�et�e de sym�etrie

Tn(−x) = (−1)nTn(x), Tn(±1) = (±1)n.

•
|Tn(x)| ≤ 1, |T ′

n(x)| ≤ n2, −1 ≤ x ≤ 1.
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• Relations de r�ecurrence pour les d�eriv�ees

(1 − x2)T ′
n(x) = n

2Tn−1(x) − n

2Tn+1(x)

T ′
n(x) = 2n

n−1∑
k=0

k+n impaire

1
ck
Tk(x),

T ′′
n (x) =

n−2∑
k=0

k+n paire

1
ck
n(n2 − k2)Tk(x),

o�u ck = 2, et ck = 1 pour k ≥ 1.
• Conditions aux limites

T ′
n(±1) = (±1)n−1n2,

T ′′
n (±1) = 1

3(±1)nn2(n2 − 1).

Formules de quadrature de Chebyshev-Gauss

• Quadrature de Chebyshev-Gauss (CG) :

xj = − cos (2j + 1)π
2N + 2 , ωj = π

N + 1 , 0 ≤ j ≤ N.

• Quadrature de Chebyshev-Gauss-Radau (CGR) :

xj = − cos 2πj
2N + 1 , 0 ≤ j ≤ N,

ω0 = π

2N + 1 , ωj = 2π
2N + 1 , 1 ≤ j ≤ N.

• Quadrature de Chebyshev-Gauss-Lobatto (CGL) :

x0 = 1, xN = −1, ω0 = ωN = π

2N ,

xj = cos πj
N
, ωj = π

N
, 1 ≤ j ≤ N − 1.

Formules de quadrature de Clenshaw-Curtis

xj = cos
(
jπ

N

)
, ωkj =



1
N cos

(
jkπ
N

)
, j = 0,

2
N cos

(
jkπ
N

)
, j = 1, 2, ..., N − 1,

1
N cos

(
jkπ
N

)
, j = N.
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Estimation d’erreur

Soit

Hm
ω [−1, 1] =

{
u ∈ L2

ω[−1, 1] : pour 0 ≤ k ≤ m,
dku

dxk
(x) ∈ L2

ω[−1, 1]
}
, (75)

o�u la d�eriv�ee dku
dxk est prise au sens des distributions p�eriodiques. L’espaceHm

ω [−1, 1] muni du
produit scalaire

〈u, v〉m,ω =
m∑

k=0

∫ 1

−1

1√
1 − x2

dku

dxk
(x)d

kv

dxk
(x) dx, (76)

est �a son tour un Hilbert. La norme associ�ee est donn�ee par

‖u‖Hm
ω [−1,1] =

(
m∑

k=0
‖u(k)‖2

L2
ω [−1,1]

)1/2

. (77)

Th�eor�eme .5. Soient u ∈ Hm
ω [−1, 1] et

Pn(u(x)) =
N∑

j=0
cjTj(x),

la série tronquée de Chebyshev de u. Alors, ∃C > 0, telle que

‖u− Pnu‖L2
ω [−1,1] ≤ CN−m

 ∑
k=min(m,N+1)

‖u(k)‖2
H2

ω [−1,1]

1/2

. (78)

Preuve. Voir [23].

B. Polynômes de Chebyshev (seconde esp�ece)

D�e�nition et propri�et�es

• Le polynôme de Chebyshev de seconde esp�eceUn(x) d’ordre n est d�e�ni par la formule
suivante

Un(x) = sin[(n+ 1) cos−1(x)]
sin[cos−1(x)] , x ∈ [−1, 1], n = 0, 1, 2, ...

• De cette d�e�nition, la propri�et�e suivante est �evidente

Un(x) = sin(n+ 1)θ
sin θ , x = cos θ.

• Les premiers de ces polynômes sont

U0(x) = 1,
U1(x) = 2x,
U2(x) = 4x2 − 1,
U3(x) = 8x3 − 4x.

• La relation de r�ecurrence

Un+1(x) = 2xUn(x) − Un−1(x), n = 2, 3, ...
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• La relation d’orthogonalit�e

∫ 1

−1
Ui(x)Uj(x)(1 − x2)−1/2 dx =

{
0 i 6= j
π
8 i = j

C. Polynômes de Legendre

D�e�nition et propri�et�es

• Les polynômes de LegendreLn(x) sont d�e�nis par la relation de r�ecurrence

Ln+1(x) = 2n+ 1
n+ 1 xLn(x) − n

n+ 1Ln−1(x), n ≥ 1.

• Les premiers de ces polynômes sont

L0(x) = 1,
L1(x) = x,

L2(x) = 1
2(3x2 − 1),

L3(x) = 1
2(5x3 − 3x).

• Orthogonalit�e ∫ 1

−1
Ln(x)Lm(x) dx = 2

2n+ 1δnm.

o�u δnm est delta de Kronecker.
• Probl�eme de Sturm-Liouville(

(1 − x2)L′
n(x)

)′
+ λnLn(x) = 0, λn = n(n+ 1).

ou
(1 − x2)L′′

n(x) − 2xL′
n(x) + n(n+ 1)Ln(x) = 0.

• Formule de Rodrigue

Ln(x) = 1
2nn!

dn

dxn

[
(x2 − 1)n

]
, n ≥ 0.

• Propri�et�e de sym�etrie

Ln(−x) = (−1)nLn(x), Ln(±1) = (±1)n.

•
|Ln(x)| ≤ 1, ∀x ∈ [−1, 1], n ≥ 0.
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• Relations de r�ecurrence pour les d�eriv�ees

(2n+ 1)Ln(x) = L′
n+1(x) − L′

n+1(x), n ≥ 1,

(1 − x2)L′
n(x) = n(n+ 1)

2n+ 1 (Ln−1(x) − Ln+1(x)),

L′
n(x) =

n−1∑
k=0

k+n impaire

(2k + 1)Lk(x),

L′′
n(x) =

n−2∑
k=0

k+n paire

(
k + 1

2

)
(n(n+ 1) − k(k + 1))Lk(x).

• Conditions aux limites

L′
n(±1) = 1

2(±1)n−1n(n+ 1),

L′′
n(±1) = (±1)n(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)/8.

Formules de quadrature de Legendre-Gauss

• Quadrature de Legendre-Gauss (LG) : {xj}N
j=0 sont les z�eros deLN+1(x), et

ωj(x) = 2
(1 − x2

j )[L′
N+1(xj)]2

, 0 ≤ j ≤ N.

• Quadrature deLegendre-Gauss-Radau (LGR) : {xj}N
j=0 sont les z�eros deLN (x)+

LN+1(x), et

ω0 = 2
(N + 1)2 , ωj = 1

(N + 1)2
1 − xj

[LN (xj)]2 , 1 ≤ j ≤ N.

• Quadrature de Legendre-Gauss-Lobatto (LGL) : x0 = −1, xN = 1, {xj}N−1
j=1

sont les z�eros deL′
N (x), et

ωj = 2
N(N + 1)

1
[LN (xj)]2 , 0 ≤ j ≤ N.

Estimation d’erreur

Soit

Hm[−1, 1] =
{
u ∈ L2[−1, 1] : pour 0 ≤ k ≤ m,

dku

dxk
(x) ∈ L2[−1, 1]

}
, (79)

L’espaceHm[−1, 1] muni du produit scalaire

〈u, v〉m =
m∑

k=0

∫ 1

−1

dku

dxk
(x)d

kv

dxk
(x) dx, (80)
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est un Hilbert, appel�e espace de Sobolev. La norme associ�ee est

‖u‖Hm[−1,1] =
(

m∑
k=0

‖u(k)‖2
L2[−1,1]

)1/2

. (81)

Th�eor�eme .6. Soit u ∈ Hm[−1, 1]. Alors, la série de Legendre tronquée

Pn(u(x)) =
N∑

j=0
cjLj(x),

est la meilleure approximation polynomiale de u(x) au sens de la norme L2. De plus, ∃C > 0,
telle que

‖u− Pnu‖L2[−1,1] ≤ CN−m‖u‖Hm[−1,1]. (82)

Preuve. Voir [23].
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Figure 8 { Polynômes de Chebychev de premi�ere esp�ece pourN = 0, 1, 2, 3, 4

Figure 9 { Polynômes de Chebychev de seconde esp�ece pourN = 0, 1, 2, 3, 4

Figure 10 { Polynômes de Legendre pourN = 1, 2, 3, 4
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