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Introduction Générale

Cette these s’inscrit dans le cadre de I’étude et de la construction de méthodes numériques
pour quelques équations intégro-différentielles.

Les équations intégro-différentielles apparaissent dans divers domaines (voir [30], [48],
[49] et [98]). Ces équations proviennent de la modélisation mathématique des phénomenes
scientifiques tres variés, tels que : la dynamique des fluides, la physique des solides, la physique
des plasmas, la viscoélasticité de la biologie [81], I’économie [57], le transfert de la chaleur [17],
la médecine, le chémostat [100], le biotissues [39], 'analyse statique des tours et des cheminées
[88], la chemical kinetics [86] et etc.

Les équations différentielles connectent des fonctions inconnues, leurs dérivés et leurs
variables indépendantes. D’autre part, les équations intégrales contiennent des fonctions
inconnues sous une intégrale. Le terme équation intégro-différentielle est utilisé dans le cas ou
I’équation contient une fonction inconnue avec ses dérivés et quand soit une fonction inconnue
ou ses dérivés ou les deux apparaissent sous une intégrale [95].

Volterra est 'un des fondateurs de la théorie des équations intégro-différentielles [93, 95].
Son travail en élasticité a été l'origine de cette théorie. En 1909, Volterra [92] a étudié un type
particulier de telles équations et a montré que cette équation intégro-différentielle est équiva-
lente a un systeme composé de trois équations intégrales linéaires et d’équations différentielles
partielles de second ordre.

L’un des premiers exemples des équations intégro-différentielles étudiées au début du
vingtieme siecle était dans les travaux de Schlesinger [78], [79], ou I’équation suivante est
étudiée

b
ug(z,y) :/a flz,y, s)u(x, s) ds.

D’autres types des équations intégro-différentielles linéaires plus générales ont été discutées
par Pomey [70].

L’un des représentants importants dans I’économie est le modele de processus de risque
dans la théorie de ruine, qui sont des équations intégro-différentielles de Volterra de second
ordre [57]

c*u(x) = 2(8 + O)eu (x) + (8 + 6)*cu(x) = 52 /Ox fla —thu(t) + B°(1 - F(z)),

u(0) =0, u'(0) = ug,

ou x est un surplus initial, 8 est un parametre d’échelle, § est un parametre non négatif et F'
est une fonction de distribution.



Les équations intégro-différentielles apparaissent aussi dans I’étude de divers problémes de
viscoélasticité. Le moment M, des forces viscoélastiques est écrit comme suit

t
M, = lvg(z,t) — / Li(t — s)vg(z,t)ds, | = const > 0,
0
o L; le noyau de relaxation, continu avec t € RT.

La modélisation mathématiques du développement de spatio-temporal d’une épidémie et
de divers modeles physiques et biologiques donne des équations intégro-différentielles non
linéaires de Volterra de la forme [97]

W™ (2 +/ R(u(t)) + N(u(®)]dt, u™(0) = b, k = 0, — 1, 0 > 0,
et des équations intégro-différentielles non linéaires de Fredholm de la forme

u™ (2 +/ K (2, ) [R(u(t) + N(u(t))]dt, u™(0) = by, k= 0,on — 1, n >0,

Dans le circuit électronique LRC, on rencontre une équation intégro-différentielle pour
déterminer le courant instant qui circule dans un circuit fermé avec une tension donnée E(t)
et elle est écrite comme

LI'(t) + RI(t) c/ I(r E®),  1(0) = I.
ol L est I'inductance, R est la résistance et C' est la capacité.

En ingénierie structurelle, un modele typique pour les tours et les cheminées [88]

T
V(@) + Bla)u@) + ale) [ (@)u@)de = q(@), v € 0,1, n>2,
0
avec les conditions aux limites

u(i)(h) =a;, 1=0,...,n—1.

Les concepts des équations intégro-différentielles ont motivé un grand nombre de travaux
de recherche ces dernieres années. Ces équations sont difficiles a résoudre analytiquement, il est
donc nécessaire pour obtenir une solution approchée efficace. Plusieurs méthodes numériques
ont été appliquées pour ces équations telles que : El-Gendi [32], Polynomes de Chebyshev
[4, 6], Ondelettes de Chebyshev [7], [10], Galerkin-Chebyshev [13], Polynémes de Bernstein
[11], Polynémes de Taylor [59], Matrice de Bernoulli [13], Polynémes de Legendre [58], [91],
[103], Ondelette de Legendre [25], Legendre-Galerkin [34], Collocation de Legendre [62], Tau
[64], Interpolation de Lagrange [75], [82], Interpolation par Spline [36], Polynomes de Bessel
[104], Différence finie [107] et etc.

Depuis une dizaine d’années, de nouvelles méthodes numériques, alternative aux méthodes
classiques comme la méthode des éléments finis [26], ont été développées. Ces méthodes
numériques, sont appelées méthodes sans maillage (meshfree, meshless) (voir [42], [51] et [85]).



Les méthodes sans maillage étaient pour les premieres fondées sur des méthodes d’interpolation
purement nodales. I.’idée est de reconstruire une fonction définie sur un espace continu a partir
de ’ensemble des valeurs discrétes prises par cette fonction sur un nuage de points de domaine.
Ces méthodes utilisent juste un ensemble de points de collocation, indépendamment de toute
information de relation entre ces noeuds (points de collocation). Done, 'absence de connectivi-
tés fixes entre ces nceuds supprime les effets indésirables dus a la déformation du maillage.
Cette propriété est le principal avantage de ces techniques par rapport aux méthodes classiques.

En 1990, Kansa [46] a introduit une nouvelle méthode numérique pour résoudre les équa-
tions aux dérivés partielles, est appelée méthode de collocation par les fonctions de base
radiales (RBFs). Cette méthode est utilisée comme une famille bien connue de méthodes sans
maillage, pour approximer les solutions de divers types des équations fonctionnelles linéaires
et non linaires telles que : les équations différentielles partielles (EDP) [46], [47], [65], les
équations différentielles ordinaire (EDO) [56], les équations intégrales (EI) [40] et les équations
intégro-différentielles (EID) [41], [68]. Pour des raisons de fiabilité, de simplicité et d’actualité,
on a donc choisi la méthode de collocation RBF's dans notre travail.

Dans ce travail, on s’intéresse a I'application de la méthode de collocation par les fonctions
radiales de base indirecte (IRBF's), qui est basée sur les méthodes de quadrature. D’abord,
la méthode de collocation IRBFs est présentée et utilisée par Mai-Day et Tran-Cong [54],
[55], [56] pour les équations différentielles. Ensuite, cette méthode a été appliquée pour
résoudre les équations intégro-différentielles du premier ordre par les auteurs dans [68]. Puis,
Biazar et Asadi [15] ont généralisé la méthode IRBFs pour les équations intégro-différentielles
d’ordre supérieur. La nouveauté dans notre travail par rapport aux travaux récents est que,
on a fait une modification sur cette méthode pour la résolution numérique des équations
intégro-différentielles de Volterra non linéaires d’ordre supérieur de la forme

u™ (z) = g(z) + /0 Kz 8) b(ult) dt, 0<z<b,

avec les conditions aux limites

uD(0)=a;, j=0,1,.,r—1, (1)
WD) =8, j=rr+1,.,m—1. (2)

ott ul™)(z) désigne la dérivée d’ordre m de u(x), le noyau K (z,t) et g(z) sont des fonctions
données, 1(u(t)) est une fonction non-linéaire. u(x) et g(x) sont supposées réelles et différen-
tiable sur I'intervalle [0,0] et o, 0 < j < (r—1) et B, r < j < (m — 1) sont des constantes
réelles.

Apres une introduction générale, la suite de cette thése est donc organisée en trois chapitres.

Le premier chapitre consiste en rappel de la définition des équations intégro-différentielles
et leurs classifications, qui a pour objectif de familiariser le lecteur avec le concept de ces
équations. Puis, on établit 1'origine des équations intégro-différentielles et la relation entre ces
dernieres et les équations différentielles. Enfin, on donne trois grands théoremes du point fixe
celui de Banach, de Brouwer et de Schauder. Ces théorémes sont importants pour montrer
I’existence des solutions numériques pour les équations non linéaires.

Dans le deuzriéme chapitre, on donne un apercu sur les fonctions de base radiales et
comment elles sont utilisées dont un exemple simple, dont le but est de donner au lecteur une



impression intuitive de la procédure.

Les méthodes spectrales (Galerkin, Tau et collocation) font I'objet du dernier chapitre.
Le but de ce chapitre est de décrire des méthodes de résolution efficace pour les équations
intégro-différentielles. Ces méthodes cherchent des solutions en termes d’une série des fonc-
tions connues et régulieres. On applique ces méthodes récentes pour quelques équations
intégro-différentielles. On présente la méthode de collocation par les fonctions de base radiales
indirectes (IRBFs) pour les équations intégro-différentielles linéaires et non linéaires de type
de Volterra d’ordre supérieur et on montre sa efficacité.

Avant les références bibliographiques, on a jugé utile d’insérer a la fin de cette these
quelques notions de base que nous avons utilisée dans ce travail (les polynémes de Chebyshev,
les polynomes de Legendre). Ces notions se trouvent dans l’annexe.



CHAPITRE

Equations Intégro-Différentielles

Dans ce chapitre, nous donnons brievement un rappel sur la définition des équations
intégro-différentielles. Puis, nous introduirons a la classification de ces équations, qui a pour
objectif de familiariser le lecteur avec le concept d’équation intégro-différentielle. Ensuite,
nous parlons de l'origine des équations intégro-différentielles et la relation entre ces derniéres
et les équations différentielles. La derniére partie est consacrée a la question d’existence et
d’unicité, nous présentons certaines théoremes du point fixe et ces applications.

1.1 Définition des équations intégro-différentielles

Une équation intégro-différentielle est une équation fonctionnelle dans laquelle I’inconnu,
généralement une fonction d’une ou plusieurs variables, apparait sous le signe intégral, pa-
raissent leurs dérivées.

Nous intéressons dans cette partie beaucoup plus aux types les plus simples qui concernent
les équations intégro-différentielles unidimensionnelles. La forme générale d’une équation
intégro-différentielle d’ordre n est donnée par [50]

u™ (z) = f (a:,u(x),u’(:z:),...,u(”fl)(3:)> —|—)\/QK (as,t,u(t),u'(t), ...,u("fl)(t)) dt, (1.1)
avec les conditions initiales :
u(a) = P,
U/(Oé) = 61;
W D(a) = B, (12)

aet f; (0<i<n-—1)nombres donnés.

w, v, u™ Y : des fonctions inconnues.

K : noyau de ’équation intégro-différentielle.

f : fonction donnée.

Q : un ensemble fermé, borné et mesurable d’un espace euclidien de dimension fini.
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e )\ : parametre numérique.

1.2 Classification des équations intégro-différentielles

Le domaine des équations intégro-différentielles est trés vaste. Nous présentons ici une
classification générale des équations intégro-différentielles, qui est centrée sur plusieurs carac-
téristiques de base décrivent leur structure globale.

1.2.1 Types des équations intégro-différentielles

On distingue trois types majeurs des équations intégro-différentielles [98]

Equations intégro-différentielles de Fredholm

On appelle équation intégro-différentielle de Fredholm une équation de la forme

b
W™ (2) = flz) + A / K (o6, u(t)) dt (1.3)
ou la région d’intégration est fixée.

Equations intégro-différentielles de Volterra

On appelle équation intégro-différentielle de Volterra une équation de la forme

W™ (z) = f(z) + / K (x4, u(t)) dt (1.4)
ou la région d’intégration est variable.

Equations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm

On appelle équation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm une équation de la forme

u™ (z) = f(x) + A /;K(a:,t,u(t)) dt + Ag /abK(:c,t,u(t)) dt, (1.5)

et
™ (z,t) = fx,t) + )\/Ot/QG(a;,t,y,z,u(y,z)) dydz, (x,t) € Q x[0,T], (1.6)

ou f(z,t) et G(z,t,y,z,u(y,z)) sont des fonctions analytiques sur Q x [0,7], et © est une
sous ensemble fermé sur R, n = 1,2, 3.

1.2.2 Linéarité et Homogénéité des équations intégro-différentielles

Autres classes de terminologie liées a ces trois équations de Volterra, de Fredholm et de
Volterra-Fredholm sont la linéarité et 1’homogénéité. Ces deux concepts jouent un role majeur
dans la structure des solutions.

Linéarité des équations intégro-différentielles

e Sion prend K(z,t,u(t)) = k(z,t)u(t), 'équation intégro-différentielle devient linéaire.
e Si la fonction K dépend de u, ’équation intégro-différentielle devient non linéaire ou si

’équation contient une fonction non linéaire de u, telle que u?, u?, ¥, cos(u), sinh(u),

In(1+ u).
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Homogénéité des équations intégro-différentielles

Si la fonction f(x) dans I’équation intégro-différentielle de Volterra ou de Fredholm ou de
Volterra-Fredholm de deuxieme espece est nul alors I’équation intégro-différentielle est dite
homogene, in-homogene sinon.

1.2.3 Singularité des équations intégro-différentielles

Une équation intégro-différentielle est dite singuliere si :
(i) L’une des bornes d’intégration ou les deux sont infinies.
(ii) Le noyau est non borné sur I'intervalle de I'intégration.

Remarque 1.1. L’ordre d’une équation intégro-différentielle est l'ordre de plus haute dérivée
qui apparait dans opérateur différentiel.

Remarque 1.2. .
e Si la fonction inconnue dépende d’une seule variable indépendante, l’équation intégro-
différentielle est dite ordinaire.
e Si la fonction inconnue dépende de deux ou plusieurs variables indépendantes I’équation
intégro-différentielle est dite partielle.

Remarque 1.3. On doit noter qu’une équation de Fredholm peut étre réduite en une équation
de Volterra, il suffit de prendre le noyau K(x,t) =0, pour xz < t.

1.2.4 Types des noyaux
Noyau symétrique (Hermitien)

Un noyau K (z,t) est dit Hermitien s’il est de la forme

K(z,t) = K(t,x),
dans le cas réel, ce noyau est dit symétrique si

K(z,t) = K(t,x).

Noyau dégénéré (séparable)
Un noyau K (z,t) est dit dégénéré s’il est de la forme

n

K(z,t) =) gi()hi(t),

i=1
ou les fonctions g;(z) et h;(t) sont supposées continues dans le carré a < x,t < b et linéairement
indépendantes.
Noyau de Cauchy

Un noyau K (z,t) est dit noyau de Cauchy s'il est de la forme

H(z,t)

K(z,t) = p—

,a<uz,t<b,

ou H(x,t) est une fonction différentiable avec H(x,t) # 0. Une équation intégro-différentielle
définie avec ce noyau est appelée équation intégro-différentielle singuliére avec noyau de
Cauchy.
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Noyau d’Abel

Un noyau K (z,t) est dit noyau d’Abel s’il est de la forme

H(z,t)
|z —

K(x,t) = O<a<l,a<zt<b,

ou « est donnée et H(z,t) est une fonction bornée avec H(z,t) # 0. Une équation intégro-
différentielle définie avec ce noyau est dite équation intégro-différentielle faiblement singuliére.

Noyau de convolution

Un noyau K (z,t) est dit noyau de convolution s’il est de la forme

K(z,t) = K(z —t).

1.3 Origine des équations intégro-différentielles

Les équations intégro-différentielles apparaissent dans de nombreuses applications scienti-
fiques et d’ingénierie. Une source rapide des E.I.LD de type de Volterra peuvent étre obtenues
lorque on converte des problemes aux valeurs initiales a des équations intégrales en utilisant
la formule de Leibnitz. Cependant, les E.I.LD de type de Fredholm peuvent étre obtenues a
partir de la conversion des problemes aux limites. Pour plus de détails voir [98].

Problémes aux valeurs initiales

Dans cette partie, nous étudierons une méthode qui transforme un probleme aux valeurs
initiales a une équation intégro-différentielle de type de Volterra.

On consideére le probléme aux valeurs initiales du second ordre de la forme

y' (@) +p(a)y'(2) + q(x)y(z) = f(2), (1.7)

avec les conditions initiales
y(0) =a, ¥'(0) =5, (1.8)
ou « et [ sont des constantes. Les fonctions p(x) et g(x) sont des fonctions analytiques et
g(z) est continue. On pose
y'(z) = u(x), (1.9)

ou u(x) est une fonction continue sur le domaine de discussion. Une premiere intégration de 0

a x donne -

v(@)=y/(0) = [ u,

0
donc

Y (2) = / u(t) dt + B. (1.10)
0
Par une second intégration de 0 a x, on obtient
T rr
y(x) —y(0) = / / u(t) dt dey + Bz,
0 Jo

donc
y(x) = /0 (x —t)u(t) dt + pz + a. (1.11)
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En substituant (1.9), (1.10) et (1.11) dans I’équation (1.7), on obtient
€T

u(e) +p(@) | [“ut)de+ 5] + ata) | ["@ ~ u@dt + 2+ o] = f0)

Cette équation peut s’écrire sous la forme d’une équation intégrale de Volterra

() = g(z) — /O " K (x, tu(t) dt, (1.12)

K(z,t) = p(x) + q(z)(z — t),
et
g(z) = f(z) — [Bp(z) + Brq(x) + ag(x)].

En différenciant 1’équation intégrale de Volterra (1.12), en utilisant la formule de Leibnitz, on
obtient une équation intégro-différentielle de Volterra de la forme

o (2) + Kz, 2)u(z) = ¢ (z) — / : Wu(t) dt,

0
u(0) = 9(0).

La technique présenté ci-dessus pour convertir les problemes aux valeurs initiales a des
équations intégro-différentielles peut étre généralisée. On considere le probleme aux valeurs
initiales général

(1.13)

y™ (@) + a1 (@)y™ V(@) + -+ an_1 () (2) + an(z)y(z) = f(2), (1.14)
avec les conditions initiales
y(0) = co, ¥/ (0) = c1, ¥/ (0) = 2, ., y" "V (0) = e (1.15)

On suppose que les fonctions a;(z),1 < ¢ < n, sont analytique & l'origine et g(z) est continue.
Soit u(x) est une fonction continue sur le domaine de discussion, on pose

y™(z) = u(z). (1.16)
Une premiére intégration par rapport x de ’équation (1.16) donne
X
y ™ (2) = cpy +/ u(t) dt. (1.17)
0
Une deuxieme intégration par rapport x donne

T rT
Yy (2) = cho + Carz + / / u(t) dt dzq,
o Jo

donc x
y " (@) = cpg + cpax + / (z = t)u(t) dt. (1.18)
0

Une troisieme intégration par rapport x donne

(n—3) 1 o, [T [T [T
Yy (aj) =Cp-3 + Cp—2T + icnflx + / / / U(t) dt d,IQ dl’l,
o Jo Jo
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donc

1 1 /=
Y (1) = cns+ cpom + Sz’ + 5 / (z —t)*u(t) dt. (1.19)
0

Une n—ieme intégration par rapport x donne

n—1 1

ya)= Y Fak+ T /Om(m — ) Lu(t) dt. (1.20)

k=1

En substituant (1.16)-(1.20) dans ’équation (1.14), on obtient

() = g(z) /OIK(:U,t)u(t) dt, (1.21)
K(x,t) = Y an z— )1,
)= 3 e =
et

g(z) = f(x) — Zaj (Z an)‘xj—k) )
j=1 k=1 :

(-

L’équation intégro-différentielle de Volterra est obtenue par la dérivation de (1.21) plusieurs
foie que nous voulons et par les conditions initiales de chaque équation résultante.

Exemple 1.1. On considere le probleme aux valeurs initiales

y"(z) — y(x) = sin(z), (1.22)
avec les condition initiales
y(0) =0, 4(0)=0. (1.23)
On pose
y"(z) = u(z). (1.24)

Une premiere intégration par rapport x de ’équation (1.24), en utilisant la condition initiale
y'(0) = 0 donne

J(x) = /0 () dt. (1.25)

Une deuxieéme intégration, en utilisant la condition initiale y(0) = 0 donne
€T T x
y(x) = / / w(t) dt dy = / (@ — tult) dt. (1.26)
0 Jo 0
En substituant (1.24), (1.25) et (1.26) dans ’équation (1.22), on obtient

u(z) = sin(z) + /0 "2 — tult) dt. (1.27)

En différenciant 1’équation intégrale de Volterra (1.27), en utilisant la formule de Leibnitz, on
obtient une équation intégro-différentielle de Volterra de la forme

(1.28)
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Problémes aux limites

Dans cette partie, nous allons présenter une méthode qui transforme un problem aux
limites a une équation intégro-différentielle de Fredholm. La méthode est similaire a la méthode
précédente a ’exception que les conditions aux limites seront utilisées a la place des conditions
initiales.

On considere le probleme avec conditions aux limites de la forme

y'(2) + g(x)y(z) = h(z), 0<z<1, (1.29)
avec les conditions aux limites
y(0) =a, y(1)=4. (1.30)
On pose
y"(z) = u(x). (1.31)

Une premiére intégration de 1’équation (1.31) donne

x
y(@) =y )+ [ utd (1:32)
0
ou la condition initiale y'(0) n’est pas donnée dans le probléme aux limites. La condition

y'(0) sera déterminée plus tard en utilisant la condition z = 1. Une deuxieéme intégration de
I'équation (1.32) donne

y(z) = y(0) + =y (0 // t) dt dzy,

donc

y(@) = a+ 2y (0) + /0 "z — tult) dt. (1.33)

Pour déterminer y/(0), on substitue x = 1 dans I’équation (1.33) et on utilise y(1) = 3, on
obtient

1
y(1) = a+y/©) + [ (1= tu@yde =,
donc .
Y(0) = (B —a) — /O (1 — tyu(t) dt. (1.34)

En substituant (1.34) dans I’équation (1.33), on obtient

y(x):a+(5—a)m—/ 2(1— t)u dt—l—/ (@ — t)u (1.35)

En substituant (1.31) et (1.35) dans I’équation (1.29), on obtient

u(z) + ag(w) + (8 — a)rg(z) — /0 ag(e)(1— tyu(t) di + /0 " g(@) (@ — tyu(t) dt = hz). (1.36)

[o=[0+[0

On utilise le formule
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Péquation (1.36) devient
u(e) = hla) - ag(e) = (6 - a)eg(e) (@) [ (o= ult)ds
t+ag(2) {/01(1 Yt dt + /;(1 — Hu(t) dt} ,
qui donne

u(z) :f(x)—l—/oxt(l—:n)g(:v)u(t) dt+le(1—t)g(x)u(t) dt.

qui conduit a I’équation intégrale de Fredholm

1
(@) = f(z) + /0 K, tyu(t) dt, (1.37)

f(z) = h(z) = ag(z) = (B - a)zg(z),

et le noyau K (x,t) est donné par

t(l—z)g(x), pour0<t<uz,
z(l—t)g(x), pourz<t<I.

K(x,t)—{

D’une manieére analogue, on dérive ’équation intégrale de Fredholm (1.37), en utilisant la
formule de Leibnitz, on obtient une équation intégro-différentielle de Fredholm.
Exemple 1.2. On consideére le probleme aux limites de la forme

Y (z) + zy(z) =0, (1.38)

avec les conditions aux limites
y(0) =0, y(1)=2. (1.39)

Il est facile de voir que a = 0, 8 = 2, g(z) = x et h(x) = 0. Alors, on a f(z) = —222. En
substituant ces derniers dans I’équation (1.37), on obtient

1
w(z) = —227 + / Kz, tyu(t) dt, (1.40)
0
et le noyau K (z,t) est donné par

K(z.1) tz(l—=x), pour0<t<uz,
x,t) =
2?2 (1—t), pourx <t<l.

En utilisant la formule de Leibnitz, on obtient une équation intégro-différentielle de Fredholm.

1.4 Existence et unicité des solutions pour les E.I.D non-linéaires

Dans cette partie, on présente les théoremes du point fixe de Banach, de Brouwer et de
Schauder. Ces théoremes sont importants pour montrer I'existence des solutions numériques
pour les équations intégro-différentielles non linéaires.

Le théoreme du point fixe de Banach est le plus connu et plus simple. Ce théoreme dit
qu’une contraction d’un espace métrique complet a un point fixe unique.
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Les théoremes du point fixe de Brouwer et de Schauder sont plus puissants et plus topolo-
giques et affirment qu'une application continue sur un convexe compact admet un point fixe,
qui n’est pas nécessairement unique.

On applique dans cette partie le théoréeme du point fixe de Banach aux équations intégro-
différentielles (Volterra du premier ordre et Volterra-Fredholm d’ordre n).

1.4.1 Certaines théoremes du point fixe

Théoréme du point fixe de Banach

Le théoreme du point fixe de Banach donne ’existence et 'unicité d’un point fixe pour
une contraction sur un espace métrique complet.

Théoréme 1.1 (Banach). Soient (X, d) un espace métrique complet et M C X est une partie
fermé non vide. St Uapplication T : M — M est une contraction, alors T admet un point fize
unique dans M.

Preuve. Voir [33, 106]. =

Théoréme du point fixe de Brouwer

Le théoreme du point fixe de Brouwer donne I’existence d’un point fixe (mais pas nécessai-
rement 'unicité) pour une fonction continue sur une boule fermé dans un espace de dimension
finie.

Théoréme 1.2 (Brouwer). Toute application continue T' de la boule unité fermé B™ C R"
dans lui méme admet au moins un point fize.

Preuve. Voir [33, 106]. =

Théoréme du point fixe de Schauder

Le Théoreme du point fixe de Schauder prolonge le résultat du théoreme de Brouwer pour
montrer I'existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans
un espace de Banach.

Théoréme 1.3 (Schauder). Soient X un espace de Banach et M C X un ensemble non vide,
conveze et compact. Alors toute application continue T : M — M posséde au moins un point

fize.
Preuve. Voir [33, 106]. =

1.4.2 Applications de théoreme du point fixe de Banach
E.I.D de Volterra de premier ordre

Dans cette partie, on donne quelques conditions pour assurer l’existence et 'unicité de la
solution de I’équation intégro-différentielle de Volterra de la forme

W) = f(x) +/;K(x,t,u(t)) dt, wel=lab) )

u(a) = uo,

ot f:[a,b] = R", K :[a,b]?xR® = R", u:[a,b] = R" et :[a,b] = R™ sont des fonctions
continues. Pour ce faire, on doit étre reformuler ’équation (1.41) en un probleme de point fixe.
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On considere 'espace de Banach C(I,R™) qui est I’espace des fonctions continues de I
dans R™ muni de la norme (norme de Bielecki [16])

s _ . u@)
llulls SUD <o)

avec 8 > 0.

Ce théoreme est une modification de théoreme (2.3) dans [66].

Théoréme 1.4. Supposons que K est L-Lipschitzienne par rapport a la troisiéme variable

AL > 0, Vx,t € I et u,v € R" : |K(x,t,u(t) — K(x,t,v(t)] < Llu(t) — v(t)],
. L L . . . n
st 7 < 1, alors l’équation (1.41) admet une solution unique u € Cg(I,R"™).

Preuve. Soit z € Cg(I,R"), en intégrant '’équation (1.41) entre a et = on obtient

x x S
w(z) = ug +/ f(s) ds +/ / K(s,t,u(t)) dtds, zcl. (1.42)
a a a
Réciproquement, si u € C1(I) on retrouve bien 1’équation (1.41), en dérivant 1’équation (1.42)

et on retrouve la condition initiale u(a) = ug en faisant x = a. On définit ainsi Popérateur T
sur 'espace Cg(I,R™) par

(Tu)(z) :u0+/:f(s) ds+/: /;K(s,t,u(t)) dt ds, wel. (1.43)

Il est claire que l'opérateur 1" applique Cg(I,R™) sur lui méme car f et K sont continues,
donc T (Cg(1,R™)) € Cs(I,R™).

Maintenant, on doit vérifier que 'opérateur 7" est une contraction. Soient u,v € Cg(I,R")

K(s,t,u(t)) — K(s,t,v(t))‘ dt ds,

(@ - @ < [ [
< / /;Lyu(t)—v(t)\ dt ds,

< L / / lu(t) — v(t)|e~ P B0 gt g,
< L||u—v|]go/ / A=) gt ds,
fle—a) _1 gz —q
= Ljju—v ﬁo ¢ — ,
eﬁ(w_a)
< L( 72 lu — vl

Donc, on a

L

?Hu —v|2, Vu,ve Cs(I,R"), > 0.
Comme L/B? < 1, alors T est une contraction. Donc, par le théoréme du point fixe de Banach
T a un point fixe unique dans Cg(I,R"™), qui est la solution de I’équation (1.41). m

I(Tw)(2) — (Tw)(2)]15% <
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E.I.D de Volterra-Fredholm d’ordre n

On considere le probleme avec valeur initiale pour I’équation intégro-différentielle de
Volterra—Fredholm d’ordre n de la forme

u™(z) =F (x,u(a:), ou™ D (2), (Au) (), (Bu)(x)) ,xe€l=1Jab], 0<a<b,

(1.44)
u®(a) =cp, k=0,1,..,n—1,
(Au)(z) = / ki, O (Lu(t), (8), oD (1)) dt, (1.45)
et b
(Bu)(z) — / o )h (1 u(t), o (1), oo s (1)) . (1.46)

Dans (1.44)-(1.46), F € C(I x R"*2 R), k; € C(I*,R), h; € C(I x R*,R) pour i = 1,2 et
a <t <z sont des fonctions continues et ¢ sont des constantes réelles données.

Soient £ =R x --- x R (n—fois) espace de produit et y)(z) : I - R, j =0,1,....,n— 1
des fonctions continues. On note

n—1
ly(@)le =Y [yV ()],
=0
pour (y(z),y' (z), ...,y V(z)) € E, x € I. Soit G 'espace de ces fonctions (y(z), v (x), ...,y (z)) €
FE qui sont continues pour x € I et vérifient la condition

ly(z)|p = o(exp(A\z)), = € I, (1.47)

ol A est une constante positive. Dans 'espace G, on définie la norme (voir [16])
lyle = sup {|y(@)| s exp(~Az) | (1.48)
zel

11 est facile de voir que G avec la norme définie par (1.48) est un espace de Banach. On note
que la condition (1.47) implique qu’il existe une constante Ny telle que

[y(x)[e < No exp(Az).
En utilisant cette derniere dans (1.48), on obtient
lyle < No. (1.49)

11 est facile d’observer que la solution u(z) de probleme (1.44) et ses dérivées sont équivalents
aux équations

n—1

u(j)(x) = 762(56 — q)i_j
; (i = j)!

¢ (p— )it
+/a (<n—g)—1>vF (s, (), (5), ., u =V (s), (Au)(s), (Bu)(s)) ds,

pour 0 <j<n—1.
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Le résultat de Iexistence d’une solution unique de IVP (1.44) est donné dans le théoreme
suivant. Pour plus de détails voir [67].

Théoréme 1.5. On suppose que
(i) Les fonctions F, h;, i = 1,2 satisfont les conditions

’F(x7y07y17 --~7yn—17U17U2) - F(xaz()?zl?-"7z’n—17w17w2>‘

< p(x) [ "0y — 2| + lor — wa| + v — w2|} : (1.50)

’hi(xvy()ayh "'7yn—1) - hi(w,ZO,Zl, sy Zn—1 ’ < QZ Z ‘y] j 7 (151)

ou p,gi € C(I,Ry).

(i) Il existe une constante « telle que 0 < a < 1 et

n]l

Z / ) [exphs) + A9 + (o)l ds S aexpra), (152)

pour x € I, ou
hi(z) = /;\kl(x,t)\ql(t)exp()\t)dt, (1.53)
ni(z) = /ab]kg(a:,t)qg(t)exp(/\t)dt, (1.54)

et A est donnée dans (1.47)

(iii) Il existe une constante positive P telle que

mw) 2 S [ E T 00, 0. (AD)(s). (BO)(s)|ds < Pexp(A 1.55
<x>+;0/a DT (0.0,.1,0, (A0)(s), (BO)s)lds < Pexp(ha),  (155)

ot
8 fel(o — )
ha) =3 |\ > = (1.56)
; ; (i —j)!
Alors le probléeme (1./4) admet une solution unique u(x) dans G sur I.

Preuve. Soit u € G, on définit 'opérateur T" sur G par

@) =
1=0 :
T (r—g n—1
+ g ((n—)l)‘F (8,u(s),u’(s), w8, (Au)(s), (Bu)(s)) ds. (1.57)

En dérivant les deux cotés de I’équation (1.57) par rapport a x, on obtient

(Tu))( Z ci(w —a)'™

—
= (-

CE—S)” 7j—1
/ S F (s, u(9), 0 (s), o ™ (s), (Au) (s), (Bu)(s) ) ds.(1.58)

(n—7—1)!
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pour 0 < j < n — 1. Evidemment, (Tu) (z) sont continues sur I.

Maintenant, on doit monter que I'opérateur 1" applique G sur lui méme. On vérifie que la
condition (1.44) est satisfaite. De (1.50), (1.55) et (1.58) on a

n—1

(@), = X |T0P(@)],
j=0
x—s)" J—1
< @)+ Z/ DI (:0.0,..,0,(A0)(s), (BO)(s))|ds
= (x—s n -1 n—1
+§/ W‘F(s u($), 1/ (5), - w1 (s), (Au)(s), (Bu)(s))
~F (5,0,0,...,0, (A0)(s), (BO)(s)) |ds,
x—s)"" 1
< Pexp(\a) +z / - () s
+|(Au)(s) — (A0)(s \+y (Bu)( s)—(BO)(s)”ds,
x—s)" i1
< Pexp(ha) +z/ e el

+|(Au)(s) = (A0)(s)| + |(Bu)(s) — (BO)(s)||ds. (1.59)
De (1.45), (1.51) et (1.54) on obtient
|(Au)(s) — (A0)(s)| < / et (s, )]+ [Py (,u(t), W/ (D)0, '™ D (1)) = ha(£,0,0,...,0)]dt,
< [ (s 0lan(®) [expO)|u®)] yexp(-20)] dt
< [ s lan(®) [exp(rn)ul o] at
= |ulg hi(s). (1.60)
De méme maniere, de (1.46), (1.51) et (1.54) on obtient
[(Bu)(s) — (BO)(s)| < [uly h(s). (1.61)
De (1.59), (1.60), (1.61) , (1.49) et (1.52) on obtient

(x —s)" 1
(T, < Pepi) +Z / (o) exp(3) + i (5) + 5] ol s,

< P exp(Ax) + NO a exp(Ax),

= [P+ Npalexp(Az). (1.62)

De (1.62) il s’ensuit que Tz € G. Cela preuve que 'opérateur T applique G sur lui méme.
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Maintenant, on doit vérifier que I'opérateur T est une contraction. Soient u,v € G. De
(1.50) et (1.58) on a

(Tw)(@) - (To)(@)| = Zi Tu)9)(z) — (To) (@),
_ n 7—1

< Z/a T S|P (s, u(s), 4 (5), s ul D (@), (Au) (5), (Bu)(a) )
—F (5,0(5),/(5), .., v" D (x), (Av)(s), (Bv)(x)) |ds,

<y A b =) [futa) — v(a)] s + [(Au)(a) - (40) (@)

= Za =i B
+|(Bu)(z) - (Bv)()||ds,
n-l N )

< ¥ / o) [exphs) = vl + [(40) (@) - (Av)(a)
+|(Bu)(x) — (Bv)()||ds. (1.63)

De (1.60) et (1.61) on obtient
|(Au)(x) — (Av)(2)] < Ju — vl hi(s), (1.64)

et
[(Bu)(z) — (Bv)(@)] < [u—vlah(s). (1.65)

En substituant (1.64) et (1.65) dans (1.63) et en utilisant la condition (1.52), on obtient

(@) - @)@ < -l z / b o) o) + i) + )]s,
< Ju-— v\Ga exp(/\:c). (1.66)
Par conséquent, a partir de (1.66), on a
Tu —Tv|, < alu—v|g. (1.67)

Comme « < 1, alors T' est une contraction. Donc, par le théoreme du point fixe de Banach T
a un point fixe unique dans G, qui la solution du probleme (1.44). =
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CHAPITRE

Fonctions de Base Radiales

Dans ce chapitre, on donne un apercu sur les fonctions de base radiales et comment elles
sont utilisées dont un exemple simple, dont le but est de donner au lecteur une impression
intuitive de la procédure.

2.1 Historique des RBF's

La méthodologie du RBF's a été introduire en 1971 par Rolland Hardy [43]. Il a présenté une
méthode basée sur la fonction de base radiale multiquadrique (RBF-MQ) pour interpoler des
données multidimensionnelles et pour rapprocher des surfaces géographiques bidimensionnelles.

En 1982, Richard Franke popularise la méthode MQ avec sont rapport sur 32 des mé-
thodes d’interpolation les plus couramment utilisées [35]. Il a comparé diverses méthodes
d’interpolation et conclu que les MQ et les TPS étaient les meilleurs. Franke a également
conjecturé que la matrice d’interpolation pour MQ est inversible [36].

La caractérisations principale de la méthode MQ est que I'interpolant est une combinaison
linéaire d’une fonction de base qui ne dépend que de la distance euclidienne de son centre.
Cette fonction de base est donc radialement symétrique par rapport & son centre.

La méthode MQ a été généralisée a d’autres fonctions radiales, telles que la gaussienne, la
cubique, la spline a plaque mince, etc. et la méthode a été appelée la méthode de "Fonction
de Base Radiale”.

Dans les années 1990, la méthodologie RBF a été une fois de plus mise en lumiere quand
Edward Kansa [46] a introduit une nouvelle méthode numérique pour résoudre les équations
aux dérivées hyperboliques paraboliques, elliptiques, appelée méthode de collocation par les
fonctions de base radiales.

Puis, Buhmann et Michelle [21] en 1992, ensuite Chui [28] en 1996 ou montré que les RBFs
sont liées aux les ondelettes. En 1984, Harry Michael STEAD a prouvé que I'approximation
des dérivées partielles d’ordre supérieur obtenue pour résoudre des équations aux dérivées
partielles du type elliptique, parabolique ou encore hyperbolique. Cette intervention qui a
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modifié la fonction multiquadrique a eu un grand succes.

Enfin, en 1999, HON et al. [44] ont amélioré la méthode multiquadrique pour résoudre
des variétés des problemes aux limites non linéaires dont la plus courante est ’équation de
Burgers.

2.2 Définition des RBF's

Définition 2.1. [27]
Les fonctions de base radiales sont principalement des fonctions multivariées, leurs valeurs ne
dépendent que de la distance par rapport a l'origine, c-a-d

o) =p(r)eR, zeR"rekR.
Ou alternativement sur la distance d’un point d’un ensemble donné {c;}7_ et
p(z —cj) = p(rj) eR.
Toute fonction p vérifie la propriété
p(z) = ¢(llzll2)

est une fonction de base radiale. La norme r; = ||x — c;||2 est la norme euclidienne entre x et
les centres c;.

2.3 Quelques types des RBFs

Il existe plusieurs types des fonctions de base radiales et leurs caractéristiques ont été
étudiées dans plusieurs travaux [46, 77]. Les plus utilisées et populaires généralement sont
données dans le Tableau 2.1. Le parametre libre positif € est défini la largeur de la fonction de
base radiale, pour ajuster la forme de la fonction.

TABLE 2.1 — Quelques types des RBFs

’ Fonctions de base radiales \ Abréviation \ o(r),r>0 \ Parametre Doceur
Gaussienne GA e~ (er)? e>0
Multiquadrique MQ 1+ (er)? e>0 Infiniment lisse
Inverse Multiquadrique IMQ — e>0
1+(er)?
- T
Inverse Quadrique 1Q THen)? e>0
Multiquadrique Generalisée GMQ (1+ (er)?)? e>0
Linéaire LN r /
Cubique CU 3 / Li
- - 5 isse par morceaux
Spline en plaque mince TPS < log(r) /
2k—1
Spline polyharmonique SPH TQZ Tog(r) ?
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FIGURE 2.1 — Quelques RBFs

2.4 Parametre libre

Plusieurs RBFs contiennent un parametre libre positif € qui joue un réle important pour la
précision de la méthode. Ce parametre controle le conditionnement de systeme a résoudre et
qui peut étre réglé par I'utilisateur, un parametre libre plus petit correspond a une fonction de
base plus plate ou plus large. Les Figures 2.2, 2.3 et 2.4 montrent trois RBFs avec différents
parametres libres.

Le probleme de la sélection d’une bonne valeur pour le parametre ¢ est un sujet de
recherche a été suggéré par plusieurs méthodes dans la littérature. Hardy a utilisé € = 0.815d,
oud=(1/n)X>"d; et d; est le distance entre le noeud i—eéme et et son nceud voisin. Franke
a remplacé d par D//n, ou D est le diametre du cercle minimal entourant tous les points
d’appui et suggéré d’utiliser e = 1.25(D/+/n). Jusqu’a présent, l'optimisation du parametre
de forme et sa distribution sont encore en cours de recherche.

2.5 Formulation du probleme de RBF's interpolation

Soit © un ouvert borné dans R® tel que s > 0. On note C(2) I'ensemble des fonctions
continues sur 2 a valeurs réelles et soit © = {1, z, ...,z } C Q un ensemble de points distincts
de €, on note que pour tout u € C(2) : u; = u(x;),Vi =1,2,...,n.

Notre objectif dans cette partie est d’interpoler la fonction u par un interpolant S(x) :
Q — R de la forme

n

S(@) =Y Nz = ¢ll2), (2.1)
j=1
avec S(z;) = u(x;),1 = 1,2,...,n, et ¢ : R® — R est une fonction radiale de base et || - || la
norme euclidienne de R?.
Le probleme d’interpolation est de déterminer les coefficients réels A;, j = 1,2,...,n tels
que

)\]SO(Hxl - C]||2) = U(l’l), L= 11 27 sy T
1

n

J
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C’est un systeme de la forme

AN=U (2.2)
ou
A= [p(llzi = ¢jll2)]ij=1,
A=A, Aoy ey M)
et
U= [Ul,UQ, ...,un]T.
Notez que

pj(xi) = p(llzi — cill2) = w(llej — zill2) = wi(z;)

donc, la matrice est symétrique. Le systéme (2.2) admet une solution unique si et seulement
si la matrice A n’est pas singuliere.

2.6 Test numérique et étude comparative
Exemple 2.1. Laissez-nous déterminer le polynéme d’interpolation de la fonction
u() = exp(a)

dont on connait les valeurs aux abscisses 0,1/4,1/2,3/4,1. On choisit la fonction radiale de

;[0 1/4]1/2]3/4]1
wj | 1] eV/T | el2 | e | e

base gaussienne

p(x) = exp(—(er)?),
ou € = n/(maz(x) — min(z)), tels que max(x) (resp. min(x)) est le borne supérieure (resp.
inférieure) des points de controle et n est le nombre de ces points. Pour déterminer S(x) on
doit déterminer le vecteur des coefficients A

o(llrr —z1ll2)  @(llzr —22ll2) -+ @(llz1 — 25]l2) | [ M1 U
p(llze —aill)  elllze = z2ll2) - @(llez —wsll2) | |Ae|  |ue
o(lzs —w1ll2)  @(llzs —x2ll2) -+ @(llos —25]2)] [Xs us

e(0)  w(1/4) ©(1/2) @B/4) 1) ] [M 1.0000
e(1/4)  (0)  w(1/4) ©(1/2) @(3/4)| |2 1.2840
e(1/2) o(1/4)  ©(0)  @(1/4) @(1/2)] |As| = [1.6487
e(3/4) ©(1/2) »(1/4)  ¢(0) @(1/4)| [\ 2.1170
(1) (3/4) ©(1/2) ¢(1/4)  ¢(0) ] [As 2.7183

1.0000 0.2096 0.0019 0.0000 0.0000]| {Aq 1.0000
0.2096 1.0000 0.2096 0.0019 0.0000( |A2 1.2840
0.0019 0.2096 1.0000 0.2096 0.0019| |X3| = |1.6487
0.0000 0.0019 0.2096 1.0000 0.2096| |A4 2.1170
0.0000 0.0000 0.0019 0.2096 1.0000] |As 2.7183
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Alors

A1 1.0481 —-0.2298 0.0483 —0.0101 0.0020 1.0000
A2 —0.2298 1.0984 —0.2403 0.0504 —0.0101| |1.2840
As| = 0.0483 —0.2403 1.1006 —0.2403 0.0483 1.6487
Vi —0.0101 0.0504 —0.2403 1.0984 —0.2298| |2.1170
A5 0.0020 —0.0101 0.0483 —0.2298 1.0481 2.7183

0.8167

0.8636

A = |1.1765

1.3591

2.4311

Dongc, le polynéme d’interpolation S(z) est donné par

S(x)

0.8167¢(|z]) + 0.8636(|z — 0.25]) + 1.1765¢ (|2 — 0.5]) + 1.3591¢(|z — 0.75])
+2.4311¢(|x — 1)),

0.8167 exp (—(ex)?) + 0.8636 exp (—e*(x — 0.25)%) + 1.1765 exp (—e*(x — 0.5)2)
+1.3591 exp (—eX(z = 0.75)) + 24311 exp (—* (2 — 1)?).



Chapitre 2. Fonctions de Base

25

Solution approchée, n=5

Solution approchée, n=10

Solution approchée, n=100
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FIGURE 2.5 — Interpolation de e* par GA-RBF pour n = 5,10, 100
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FIGURE 2.6 — Interpolation de e* par MQ-RBF pour n = 5,10, 100
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MaxEr de exp(x) par différents RBFs
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FI1GURE 2.8 — MaxErr de l'interpolation de e* par différents RBFs.
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F1GURE 2.9 — Conditionnent de la matrice A par différents RBFs.
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Le choix de la fonction de base radiale et le nombre de points d’interpolation influe sur le
conditionnement de la matrice et ’erreur d’interpolation. Pour étudier cette relation nous
allons procéder a une étude comparative. Dans le Tableau 2.2, on présente les résultats obtenus
pour différent choix des RBFs, telles que le terme Cond représente le conditionnement de la
matrice obtenue et Err représente I’erreur maximale entre la fonction et I'interpolant.

TABLE 2.2 — Etude comparative entre différentes RBFs

GA-RBF MQ-RBF IMQ-RBF
N Cond Err Cond Err Cond Err
5 2.1360 0.2367 88.8339 0.0451 12.0035 | 0.1215
10 | 3.4604 0.2224 578.6409 0.0206 24.9342 | 0.0874

20 | 4.5338 0.2036 2.7777e+03 0.0097 39.4999 | 0.0704
30 | 4.9612 0.1902 6.5862e+-03 0.0061 47.9402 | 0.0601
100 | 5.6076 0.0627 7.8263e404 | 6.0965e—04 | 71.5659 | 0.0145
1000 | 5.8674 | 5.2084e—04 | 8.0210e+06 | 8.4503e—08 | 112.6122 | 0.0019

Pour les différents choix des RBFs, on remarque que le conditionnement des matrices
d’interpolation obtenu en utilisant GA-RBF et IMQ-RBF est stable comparativement a la
MQ-RBF quand le nombre de points d’interpolation augmente. Cependant, ’erreur absolue
obtenue apres l'interpolation par la MQ-RBF décroit plus vite que les deux autres choix.

2.7 Méthode de RBFs collocation pour les EDP

Etant donné N points arbitraires, x1,x2, ..., xx, dans un domaine ). Nous considérerons
qu’il y a k points a l'intérieur de Q et m = N — k sur le bords 92 que 'on notera I'. On
posera uy la forme approchée de u.

Pour bien illustrer la méthode de collocation par les fonctions de base radiales, on considere
I’équation aux dérivées partielles donnée par

Lu(x) = f(zx), z€QCR® (2.3)
Qu(z) = g(z), zel.
Soit {:Cj}?:l C Qet {:Ej}é-v:k,Jrl C I". Par la méthode de collocation par les fonctions de

base radiales, on cherche une solution approchée uy de 1’équation (2.3) et I’équation (2.4) de
la forme

N
uy(z) =Y ajeps(a), (2.5)
=1

ou ¢;(z) = ¢(||z — zj||2), ¢ étant une fonction radiale de base. L et @) sont des opérateurs
différentiels linéaires. @) spécifie les conditions aux limites de Dirichlet, Neumann ou mixtes, f
et g sont des fonctions données de R* dans R.

En remplagant 'approximation (2.5) dans (2.3) et (2.4), on obtient

N

Luy = Y ojLgj(x) = f(x), i=1,..k (2.6)
=1
jN

Quny = ZO‘J’Q%(%’) =g(z;), i=k+1,..,N. (2.7)

J=1
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On résout donc le systeme d’inconnus {¢; }fi{”
N
dYoaiLej() = fla), i=1..k (2.8)
j=1
N
Zanwj(fvi) = g(z;), i=k+1,...k+m. (2.9)
j=1

qui peut étre écrit sous la forme matricielle

Liqu Lisu - Lin-iu Ly nu a1 fi

Lyqu Loou -+ Lan_qu Lo nu o f2

Lju Lipou -+ Lpyn_u Ly nu ap | = | fr
Qrs1,1u Qreiou - QryiN-1U Qry1,NU| |yt Jk41
| Qnau Qngu o - Qnv—aiw QnNu | [ an | | 9N |

Apres avoir calculé les coefficients c, on calcule les valeurs approchées de u par la formule (2.5).

Pour les problemes d’évolution en dimension s, i.e. non stationnaire, évoluant en fonction
du temps, comme par exemple
ou

a + Lu = f(gj) sur ) x [O,Tmax]v

avec les conditions initiales aux limites
Bu = g(z,t) sur I' = 909,

et les conditions initiales
u(z,to =0) = h(x;).

On utilise un schéma de discrétisation en temps, par exemple celui de Crank-Nicholson

W —

A7 ut = G(Lungrl + f(x,tk+1)) + (1 - 9)(Luk + f($atk))7

et les conditions aux limites données, ou At = t; 1 — t est le pas de discrétisation en temps,
uk, k= 0,1,2,... est la solution au pas de temps t;, = kAt et § = 1/2 pour le cas de Crank-
Nicholson. Dans ce cas, la solution approchée a l'instant ¢; par la méthode de collocation par
les fonctions radiales de base s’écrit de la forme

k+m

Wz, te) = > o (te)d(@).

j=1

2.8 FEtude de la matrice associée aux RBFs

La méthode directe des RBF, qui est exprimée dans (2.3) et (2.2) consiste a inverser la
matrice A pour trouver les coefficients, donc l'interpolant des RBF. Comme il a été mentionné
précédemment, la non singularité des matrices est une incitation énorme a l'utilisation de la
méthode des RBF. on considére maintenant, I'invariabilité des matrices associées aux fonctions
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de base radiales les plus communes. La preuve de cette caractéristique a été achevée en deux
étapes. Premierement, Schoenberg en 1938 a prouvé la solvabilité unique de (2.2) pour une
petite classe de fonctions de base radiales. Ensuite, Micchelli en 1986 a étendu les résultats de
Schoenberg a une plus grande classe de fonctions, qui comprend des fonctions plus populaires,
telles que les MQ ou les TPS RBF. En plus de [80] et de [60], on a utilisé les sources suivantes
pour cette section [22, 24, 42, 60, 71, 101].

2.8.1 Méthode de base des RBF's

Nous appellerons méthode de base des RBF's, la méthode caractérisée dans (2.3) et (2.2).
Elle donne une expression pour l'interpolant a condition que le systeme soit résoluble de
fagon unique. En 1938, Schoenberg a prouvé qu'une certaine classe de fonctions radiales, les
fonctions completement monotones, donne naissance a des matrices de collocation strictement
positives, donc inconditionnellement non singuliéres.

Matrices définies positives

Définition 2.2. Une matrice réelle symétriqgue A s’appelle semi-définie positive si sa forme
quadratique associée est non négative, i.e.

d d
D e >0, (2.10)
j=lk=1

pour ¢ = [c1, ...,cq|T € R Si la forme quadratique (2.10) est nulle seulement pour ¢ = 0 ;
alors A s’appelle définie positive.

Une propriété importante des matrices définies positives est que toutes leurs valeurs propres
sont positives, et donc une matrice définie positive est non singuliére.

Théoréme 2.1. Supposons que d est un nombre entier positif et que les points x; € R, i =
1,2,...,n, sont tous distincts. Si ¢ peut étre écrit sous la forme

o(r) = /Ooo e_o”Qw(a) da, (2.11)

ot w(aw) >0, pour o > 0 et [*°w(a)do > 0 pour certains € > 0, alors la matrice

A = a]i =1 = [l — 251)]7 =1

est définie positive.
Preuve. Voir [71]. =

Exemple 2.2. La matrice A correspondant a linterpolation IMQ-RBF est défini positive

/ o 12ema(l=c"r?) 4o Va1l =) >0,
0

Fonctions compléetement monotones

Définition 2.3. Une fonction



Chapitre 2. Fonctions de Base Radiales 32

ot w > 0 est dite complétement monotone sur [0, 00[ si, on considére les dérivés de la fonction

o

r) = o(r/?) = e “w(a)da.
V) = o/ = [ e (e

on trouve ¥(r) > 0 et (=1)*F) (1) >0, r > 0 pour tous les entiers positifs k.

Théoréme 2.2. ¢(r) peut étre exprimé comme

si et seulement si h(r) = @(r~12), r >0, est complétement monotone.

Exemple 2.3.
o GA: o(r) = e=(er)?,
e GMQ : p(r) = (1 +c*r?)8, B <.

Ces fonctions radiales sont complétement monotones, elles donnent des matrices strictement
définies positives. Cependant, le théoreme 2.2 ne s’applique pas aux fonctions radiales telles
que LN, MQ ou TPS. Franke a conjecturé la non singularité de la matrice d’interpolation
associée aux excellentes fonctions radiales MQ, mais ce n’est qu’en 1986 que Micchelli a
complété la démonstration des fonctions radiales LN et MQ avec la représentation RBF (2.2).

Théoréme 2.3. Soit (r) = p(r'/?) € C°[0,00), ¥(r) > 0, r > 0, et ¢'(r) complétement
monotone mais pas constant sur (0,00). Alors, pour tout ensemble de n points distincts
{z;}7-1, la matrice (n xn) A avec des entrées a;; = ¢(||z; — ;|) est non singuliére. De plus,
pour n > 2, la matrice a n — 1 valeurs propres négatives et une valeur propre positive.

Preuve. [22, 60]. =

Exemple 2.4.
o LN : o(r)=r.
o MQ : o(r) = (1 + 2r?)l/2,

Notez que ces fonctions radiales ne donnent pas des matrices strictement définies positives,
elles donnent des matrices inversibles.

2.8.2 Meéthode des RBFs augmentée

Les fonctions de base radiales telles que TPS ne satisfait pas les conditions nécessaires
pour les Théoremes 2.2 ou 2.3. En fait, quand utilisé la fonction de base radiale TPS, il existe
des ensembles de noeuds qui produisent une matrice de singuliere. Dans le but d’avoir des
conditions suffisantes pour un systeéme non singulier, Micchelli a ajouté des restrictions, de
nouvelles exigences au-dessus de (2.2) et a ainsi introduit la méthode RBF augmentée.

Définition 2.4 (La méthode RBF augmentée). L’interpolation par les RBFs des valeurs
données f; données points x;, i = 1,2, ...,n dans d dimensions, prend maintenant la forme

n m

S(x) = (e = zill) + Y njpj(), = € R (2.12)
i=1 j=1
avec la contrainte supplémentaire

> Nipjli) =0, j=1,2,...,m, (2.13)
i=1
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avec {pj, j =1,2,...,m} une base de Il,,,_1 (I'espace des polynomes de degré au plus m —1 de
R? dans R, et m € N défini plus tard.

L’équation équivalente & (2.12) prend la forme

AP A|_ |t (2.14)

PT |0 U 0

ou A est la matrice définie dans le systeme (2.2) et la matrice P est (m xn et Pi; = pi(z;), i =
1,2, .0, §j=1,2,....n.

Théoréme 2.4. Soit (1) = p(r'/?) € C°[0,00), ¥ (r) > 0, r > 0, et ™ (1) complétement
monotone mais pas constant sur (0,00), pour m > 0. Alors, pour tout ensemble de n points
distincts {x;}}_y qui satisfont la condition rank(P) = m ot P est la matrice (m X n) donnée
dans (2.14), la matrice de dimension (n+m) X (n+m) donnée dans (2.1}) est non singuliére.
De plus, sim est le plus petit m tel que ™ (r) est complétement monotone, alors pour tout
vecteur non nul o € R™ satisfaisant la condition PTa = 0, on a la relation (—1)™1aT Aa > 0,
ot A est la matrice (n X n) dans (2.2).

Preuve. [60]. =

Exemple 2.5. e TPS : p(r) = r**log(r), (m =k +1).
o GMQ : ¢(r) = (1+ €)%, 5> 0, (m = [5]).
o MQ : p(r) =71 (m =k).

On note que, tous les fonctions de base radiales qui donnent une solution unique a (2.2)
peuvent aussi étre utilisées a (2.14). En effet, dans le cas ou les fonctions sont complétement
monotones, on va récupérer (2.2) de (2.14) puisque dans ce cas m = 0. En utilisant la
représentation (2.14) plutot que (2.2), bien que on a assoupli les conditions sur les fonctions

radiales, donc 'ouverture de la porte a une plus grande classe de fonctions radiales, on a
ajouté de nouvelles restrictions sur les ensembles de noeuds de données.

2.9 Unicité de l’interpolant

Pour avoir une solution unique, on a besoin que A soit non singuliere. Nous voudrions
prouver que le systéme linéaire (2.12) a une solution unique pour n’importe quel choix des
points de controle et des valeurs de 'RBF. Ce qui revient a montrer que le systeme homogene
de (2.14)

AN+ Pu = 0, (2.15)
PTA = 0 (2.16)

admet une solution unique A =0 et p = 0.
On multiple (2.15) par AT, en utilisons (2.16), on obtient

ATAAN = 0. (2.17)

Ceci nous mene aux définitions suivantes :

Définition 2.5. Une fonction radiale continue ¢ : R® — R serait conditionnellement définie
positive d’ordre m sur R® si et seulement si :

d

d
ATAN =373 Xidje(llzi — zj]l2) > 0,
i=1j=1
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vérifier pour tous les ensembles X = {x1,...,xq} C R® avec d distinct points et tout vecteurs
non nuls A = (A\1,...,\q)" € R? qui satisfont :

d

Z Aip(z;) =0, pour tout p € 1.
i=1

une fonction conditionnellement définie positive d’ordre 0 sur R® s’appelle définie positive sur
R*.

D’apres cette définition il est évident que seulement si A = 0 la condition (2.17) est vérifier.
Il est suffisant d’exiger que ’ensemble X soit II,,_;—unisolvent, signifiant que le polynoéme
p € II,,,_1 peut étre uniquement récupéré ses valeurs de la fonction dans X.

Définition 2.6. Un ensemble de points X = {x1,...,xq} C R® s’appelle 11,1 —unisolvent si
le seul polynome du degré total m — 1 aux plus qui donne zéro sur tout les points d’interpolation
de X est le polynome nul :

p(x;) =0 pour tout 1 < j <d=p=0 pourp € Il,_;.

Théoreme 2.5. Soit A une matrice symétrique réelle de dimension d X d qui est condition-
nellement définie positive d’ordre un, et soit P = [1,...,1]T une matrice de dimension d x 1
(vecteur colonne). Alors le systéeme des équations linéaires

En]end 69

est uniquement soluble.

Preuve. Voir [12]. =

Dans le but de généraliser ce résultat d’interpolation a des polynémes d’ordre élevé, nous
allons maintenant introduire la notion de fonctions strictement conditionnellement définie
positives d’ordre m.

Théoréme 2.6. Si la fonction f a valeurs réels est strictement conditionnellement définie
positif d’ordre m sur RS et les points x1, ..., x4 forment un ensemble (m — 1)—unisolvent, alors
le systéeme des équations linéaires (2.18) admet une solution unique.

Preuve. Voir [12]. =
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CHAPITRE

Méthodes Spectrales

Les méthodes spectrales consistent une classe de la discrétisation spatiale des équations
différentielles, intégrales et intégro-différentielles. Elles cherchent des solutions en termes d’une
série des fonctions connues et régulieres. A partir de ses fonctions on peut distinguer trois
types de méthodes, a savoir Galerkin, Tau et Collocation [23]. Une premiére des applications
des méthodes spectrales aux EDP est celle de Silberman (1954) pour la modélisation de
la météorologie par 'approche de Galerkin. Cependant, cette méthode n’est pas devenue
pratique pour la résolution des problemes non linéaires. Apres, Orszag (1960, 1970) et Eliasen,
Machenhauer et Rasmussen (1970) ont développé des méthodes de transformations pour
évaluer la somme de convolution (termes non linéaires).

Dans ce chapitre, on présente les méthodes spectrales (Galerkin, Tau et Collocation)
pour la résolution numérique des équations intégro-différentielles. Nous exposons a la fois la
formulation intrinseéque de ces méthodes et leur application pratique a ’aide des exemples pour
des domaines bornés. Le but de derniere partie est de décrire des méthodes efficaces pour la
résolution numérique ces équations. En premier lieu, on présente la méthode de collocation par
les fonctions de base radiales pour les équations intégro-différentielles linéaires et non-linéaires
de Volterra d’ordre supérieur. On présente en second lieu, la méthode de collocation par les
polynomes de Chebyshev pour les équations intégro-différentielles non-linéaires de Fredholm
du premier ordre. En dernier lieu, on présente la méthode de collocation par les polynomes
de Legendre pour les mémes équations. Pour plus de détails voir [8], [12], [23], [30], [31], [48],
[74], [83] et [84].

3.1 Principe des méthodes spectrales

On considere I'équation intégro-différentielle de la forme

{u'(:c> = (Au)(z) + g(z), z€Q, (3.1)
u(0) = up.

ou (Au)(z) = [o K(x,t)u(t)dt et Q est un fermé borné et X un espace complet, tel que
X = L*(Q) (ou bien X = C(9)).
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Les méthodes spectrales permettent de traiter la dépendance spatiale [87], en décomposant
les éléments de X sur une base des fonctions {¢;};>1 et on cherche

N
un(z) = chcpj(a:), Va € (),
j=1

élément de 'espace By engendré par les N premieres de base de telle sorte que cette fonction
approche la vraie solution du probleme.

On défini le résidu associé a 'approximation uy par
Ry(z) = uy(z) — (Aun)(z) — g(2),

donc
N

Ry(@) = Yo {¢(o) ~ [ Klatio ) dt} - g(a).

j=1
ce résidu serait nul si uy était la vraie solution. On cherche donc a le rendre petit. Pour cela
on impose que Ry soit nul en projection sur un sous-espace de X de dimension N. Cette
projection Py dépend de la méthode spectrale employée. On a donc remplacé le probleme
initial (3.1) par le probléme approché

Trouver uy € By telle que PyxRy =0 (N — 1) équations

N
Z cj;(0) = uo.
j=1

3.2 Convergence spectrale

Théoréme 3.1. Pour tout u € L2 (I)
lim ||u— Pyullz2 = 0.
N—o0 w

Quand I est borné, la preuve est directe, voir [38]. Lorsque I n’est pas borné, la preuve
est plus délicate, voir [29] pour plus de détails.

Le taux de convergence dépend de la régularité de u et du type de polyndémes orthogonaux
{¢K}. On présente ici un résultat pour les polynémes de Legendre.

On définit I’espace de Sobolev pondéré H*(I), k = 0,1,2,... par
d™u
dx™

Hﬁ([):{u:IHR

eLi(I),ogmgk},

muni du produit scalaire

k
d"u d™v
(1,5) s = z< > |
12

dx™’ dx™
m=0
et la norme associée est donnée par

_ 1/2
ol s = (s ) -
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On considere le cas de I = [—1, 1] avec la fonction de poids w(z) =1 et les polynomes de
Legendre {P,(z)}. La projection orthogonale pour tout u(x) € L2 (I) est

N
~ . 1
PNU(LL’):ZU]CPk(:E), ukzip 3 <u,P]§>L3}
P 122,

Théoréme 3.2. Pour tout u(z) € HP[—-1,1], p > 0, il existe une constante C, indépendante
de N, telle que
lw = Pyullzz(-11) < ON"Pllul|gr_y -

Preuve. Voir [31]. =

3.3 Meéthodes spectrales

L’objectif de cette section est de présenter des méthodes numériques basées sur une
approximation spectrale pour les équations intégro-différentielles. Ces méthode cherchent des
solutions en termes d’une série des fonctions de la base.

3.3.1 Méthode de Galerkin

On applique la méthode de Galerkin lorsque les conditions aux limites sont périodiques ou
homogenes.

Soient X = L?(Q) muni d’un produit scalaire (-,-) sur X et B = {v € X, Bv = 0} le sous
espace des fonctions de X vérifiant les conditions aux limites avec B est un opérateur de trace,
déterminant les conditions aux limites, on I'omettra si le domaine est périodique. Dans cette
méthode les {¢1, p2, ..., on } forment une base de B.

En cherchant uy dans B engendré par les {¢1, @2, ..., 0N}, on est siir de trouver une
solution vérifiant les conditions aux limites.

Soit Py la projection orthogonale de X sur By. La méthode de Galerkin consiste &
résoudre le probléeme approché suivant

unN € BN

telle que Py Ry =0

avec Ry = uly — Aun — g.
Méthode de Galerkin-Chebyshev

On considére I’équation intégro-différentielles de Volterra [14]

{u’(m) =g(z) + [ K(z,t)u(t)dt, z € la,b], (3.2)

u(a) = wuo,

ou u(z) est la fonction inconnue, K (z,t) est une fonction donnée continue et carré intégrable
et g est une fonction donnée.

On suppose que

N 2z — (b—a)
u(z) ~uy(x) = Gy |\ ———— |, 3.3
@~ uvle) = 3ot (5207 (33)
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ot T} (Zx;(_b—a)) est le polynome de Chebyshev sur [a,b]. Alors, on a

a

N
V@) =) = 3 ey (B, (3.4

j=0 N

En substituant (3.3) et (3.4) dans (3.2), on obtient

i:: (2x . Eba a)> = g(z) +j§cj /agC K(z,t)T} (W) dt, x € [a, b

(3.5)

Pour déterminer les coefficients c¢;, on utilise I'idée de Galerkin par multipliant les deux cotés
—(b—a)
—aQ

de I’équation (3.5) par T; (

St [y () g (L o [ (250 gy

pour ¢ =0, ..., N. Donc

;bfﬂ/wbib;“»n(%;&;a>dx—/g 7 (5000

S [ ([ w0 (5 (5D et

La condition initiale est donnée par

N —(b—a N
a) = Uup = .chTj <2ab(_ba)) = chTj(_l) = Ug. (3.7)
7=0 7j=1

) et intégrant par rapport a  de —1 a 1. Alors, on a

Les équations (3.6) et (3.7) forment un systeme de (/V + 1) équations algébriques linéaires. On
calcule les éléments de {c; };VZO par la résolution de ce systeme a ’aide de la méthode directe.
Enfin la solution approchée de I’équation (3.2), est donnée par la formule (3.3).

d’une maniere analogue, on peut appliqué cette approche pour I’équation intégro-différentielle
de Fredholm de la forme

{wm = g(x) + [P K (x,t)u(t)dt, = € [a,b],

u(a) = uyp,
Exemple 3.1. On considere 1’équation intégro-différentielle de Fredholm de la forme [14]

u'(x) =1-—2xsin(x) +/ u(t)dt, 0<x<l,
0
u(0) =0.

(3.8)

avec la solution exacte est u(x) = xcos(z). Dans cet exemple, en utilisant la méthode de
Galerkin par les polyndémes de Chebyshev pour n = 4,8 et 12. La fonction approchée u(x)
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g x 107"
7.x 107
6.x10 "
5.x 1079
4.x 107"
3. x 107"
2.x 107

Lx10 "

FI1GURE 3.1 — Méthode de Chebychev-Galerkin, Erreur absolue, N = 12.

s’écrit comme

ch (2 — 1),

ou Tj(2x — 1) sont les polynomes de Chebyshev. Pour n = 8, I"équation (3.8) devient

8
Z Tj (2 —1) =1 — 2z sin(x —|—/ ZCJ (2t —1)d (3.9)

En multipliant les deux cotés de I’équation (3.9) et l'intégrant par rapport & x de —1 a 1,
on obtient un systeme linéaire, qui est résolu par des méthodes directes pour déterminer les
coefficients c;. Les résultats numériques sont présentés dans le Tableau 3.1, pour N = 4,8, 12,
et l'erreur dans la Figure 3.1 pour N = 12.

TABLE 3.1 — Méthode de Galerkin, Erreur absolue, Exemple 3.1, N = 4,8, 12.

x Erreur absolue
n=4 n=8 n=12

0.0 0 0 0

0.2 5.89e—04 3.45e—09 1.99e—15
0.4 8.39e—04 5.14e—09 3.05e—15
0.6 1.21e—03 7.19e—09 4.16e—15
0.8 1.54e—03 9.39¢—09 5.51e—15
1.0 2.30e—03 1.38e—08 8.09e—15

3.3.2 Méthode de Tau

La méthode de Tau est une modification de la méthode Galerkin, qui est applicable pour
les équations avec conditions aux limites non périodiques.
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Soit {¢;};>1 une base orthogonale ne vérifiant pas les conditions aux limites, la méthode
de Tau consiste a résoudre le probleme approché

UNEBN

telle que {PﬁRN = 0’ (N - 1) équations

UN:()a

avec Ry = u'N — Auy — g.

ou Py désigne la projection orthogonale de X sur By_i.
N g J g

Méthode de Tau-Chebyshev
La méthode de Tau-Chebyshev est basée sur 'interpolation de la solution du probleme
par une somme finie de la série de Chebyshev sous la forme

1
u(x) ~ §cng(x) + clTl(a:) + CQTQ(.’L‘) + -4 CN_1TN_1($), x € [—1, 1].

ott Ty(w) = cos(kcos™!(z)), k=0,1,2,..., N —1 sont les polynomes de Chebyshev de premiére
espece et les {ck}g:Bl sont les coefficients inconnus a déterminer. Dans cette méthode, nous
travaillons dans ’espace spectral de ces coefficients.

Théoréme 3.3. Si u est Lipschitzienne continue sur [—1,1], alors u a une représentation
unique comme une série absolument et uniformément convergente de la forme

u(z) = %C()T()(.T) +aTi(z) + eTo(x) + - (3.10)

et les coefficients sont donnés par la formule

2 (1 u(z)Ti(x)

o == [ BEERD) g k=0,1,2,... 3.11
AR AR = (3.11)
Soit un_1(z) de la forme
1
uN,l(x) = *C()To(x) + C1T1(3}) + CQTQ(.I) 4+ -+ CNflTNfl((E) (3.12)

2

Chaque intervalle [a, b] peut étre convertir a I'intervalle [—1, 1], en utilisant les polynomes de
Chebyshev de la forme
Ty (z) = Ti(ax + B), =z € [a,b],

etﬂ:—b+a.
—a b—a

avec o =
b

Tout d’abord, nous avons besoin d’un ensemble de N points de collocation x1, xo,...,xN €
[—1,1] pour trouver une bonne transformation entre ’approximation spectrale (3.12) de u et
ses représentations physiques u(x1),u(z2), ..., u(zN).

Soit

pN,1($) = %aoTo(CC) + a1 (.T) + CLQTQ(QZ) + -+ CLNflTNfl(l‘) (313)

le polynoéme unique obtenu par l'interpolation de u(x) a travers les points 1, 22, ..., 2. Alors
on a le théoréme suivant sur l'estimation d’erreur [18].
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Théoréme 3.4. Soit u a au moins N dérivés sur lintervalle [—1,1]. Alors

N
u(z) — pv-1(2) = 370 T[ (& — ), (3.14)
’ k=1

pour certain & sur lintervalle étalé par x et les points d’interpolations. Le point & dépend de
la fonction u, N, x et ’emplacement des points d’interpolation.

Par conséquent, les points d’interpolation sont les racines du polynome de Chebyshev
Tn(z) du premier type
(2k — 1)m

2N
Pour ces points {zy}I_;, les polynémes {px_1} sont généralement proches de u que les poly-
nomes {uy_1} et si u est analytique sur le domaine de discussion alors ||lu—un—_1]| et ||lu—pny—_1]]
diminuent géométriquement quand N — oo. C’est la convergence spectrale, i.e. la convergence
de |lu—un—1]| et |lu—pn_1] vers zéro est plus rapide que toute puissance de - quand N — oco.

T = — Ccos k=1,...,N.

L’intégration numérique et l'interpolation de Lagrange sont tres proches. La formule
d’intégration pour une fonction continue f sur [—1, 1] est de la forme

1 N
[ p@yde Y ) = wh ),
-1 k=1

ou

X = [1’1,1'2, "'7xN]T7

W = [wi, w2, ..., WN],

et wy sont les poids de la forme

1N

W = [[—2Lde, k=12, N
,1j:1:1,‘k—{L‘]
ik

Les formules de quadrature de Gauss sont basées sur les points de Legendre zx, k = 1,..., N
et ces formules sont exactement pour les polynémes de degré 2N — 1. L’idée de la quadrature
de Clenshaw-Curtis est d’utiliser les points de Chebyshev x comme des noeuds. Si on utilise les
points de Chebyshev, on obtient la regle de quadratures de Clenshaw-Curtis classique. Mais,
si on utilise les zéros de la premiere dérivée d'un polynéme de Chebyshev plus les extrémités
+1, i.e.

(k—1)rm

N-1"~
dans [—1, 1] (les points de Chebyshev de second ordre), on obtient la regle de quadrature de
Clenshaw-Curtis pratique.

T = — COS k=1,...,N,

Laissez-nous calculer maintenant la matrice de différenciation D tel que, si f est le vecteur
colonne des coeflicients de Chebyshev d’une fonction f, alors Df est le vecteur colonne des
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coefficients de Chebyshev de la dérivée g—f Sur [—1, 1], les dérivées de T; vérifient

z°

To = T,
T/
T = -2,
4
T — i/+1 _ T, P> 9.
‘ 20 +1) 2(i-1) =
Donc
Ty o .
5 =0, T;=2(T,1+Ti—3+---+1T1), i paire,

T! =2i(T;—1 +Ti—3 + -+ T1 + 0.5Tp), 1 impaire.
Par conséquent, D est une matrice triangulaire supérieure,

D;; =0, D;j; =0, pour (j — i) paire,

Di]' = 2], sinon.

Les coefficients f(P) sont D®)f. Si le domaine de discussion est [a, b], alors la matrice D est
multipliée par b2

a

D’une maniére analogue, on calcule la matrice d’intégration J telle que les coefficients de
[ f(t)dt sont J£. Ici, le premier coefficient du résultat Jf peut étre modifié pour obtenir les
coefficients d’une primitive spécifique de f. Par exemple, les coefficients de la primitive qui
s’annule en a sont obtenus par Jyf.

Les formules de base sur [—1, 1] sont

To Ty
Ogr = L
g & 9
o 1>
Tide = 20422
/ 1 ax 4 + 45
1 (T TH)
T.d = = k> 2.
/k’m 2(k+1+k—1’ =
D’ou
Jke = 0,
1
JO,I = 5)
J = i = —J k=12
kk—1 — 2]{7_ k,k+1 = Ly &y

Pour le domaine de discussion est [a, b], alors la matrice J est multipliée par b_Ta.

Par un exemple, si on calcule les coefficients d’une matrice primitive F'(x) de la fonction
f(x), nous devons alors résoudre le probléeme a valeur initiale

dF

o= flz), u(-1)=a, xe€l[-1,1].
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Si ¢ sont les coefficients de Chebyshev de F', et f sont les coefficients de f, ’équation est

devient dans l’espace spectral comme
Dc=+f

On remarque que

u(—1) = C()T

5 +aTi(—1)+ Do (-1)+ -+ env—1Tn-1(-1) = a.

Cette derniere équation peut étre écrit comme
Tc=a«a

ou
T
T = 20711(_1)712(_1)?"‘7TN_1(_1) :

Cela signifie que nous pouvons remplacer la derniére linge de D par T et la derniere entrée
de I’ par «, en obtenant une nouvelle matrice D et un nouveau vecteur f. Finalement, les
coefficients de la primitive sont donnés par

c=D7'f

Applications

On considere 1’équation intégro-différentielles de Fredholm de la forme [89]
s d*u b
> A g = [ K@ u®i@), = efab) (3.15)
k=0 dx a
avec les conditions générales
Z @)+ + Y e D@y =5, i=1,.,m, (3.16)

(*)

ou z;; € [a,bl], ¥i,j,k =1,...,m. Par exemple pour m = 2 :

— Conditions initiales, u(a) = p1, v/ (a) = Ba.

— Conditions aux limites, ajiu(a) + ajou’(a) = B1, a1u(b) + agu’(b) = Bo.

En utilisant la discrétisation matricielle avec les polynémes de Chebyshev décalé pour la
formule différentielle d’ordre m, on obtient

m

ko, m
it - (S o)
k=0

k=0
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et 'opérateur intégrale de Fredholm A(u) devient

A(u)(z) = bK(a:,t)u(t) dt

N—-1[N-1

j=0 LEk=0

Par consequent, si ¢ = [cg, c1, ..., cn—1]T
de A(u), donnés par la matrice

sont les coefficients de u, alors K¢ sont les coefficients
N—
K = [kij]i,jzl(]'
La matrice K peut étre calculée a partir de
In(zs) = / H(xs, t)Ty: (t) dt,
= wK(vs,x;)T} (x;), s,k=0,...,N — 1.

Sous la forme
ez = [K (v, 2]y - diag (w5t - 7).

L’équation intégro-différentielles de Fredholm (3.15) devient

<Z Py (z ) c=f (3.17)

ou f sont les coefficients de Chebyshev de f. L’équation (3.17) forme un systéme linéaire, qui
est résolu par des méthodes directe.

De méme, pour I’équation intégro-différentielle de Volterra

m ku =
> R = [ K@ u i), v ela) (315)
k=0 a

L’opérateur intégral de Volterra devient

xT

Aw)(z) = / K (e, tyu(t) dt

= (TJOT*1 : XK(UCi,xj)) u,
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ou u sont les valeurs de u(x) aux points x. Par conséquent, la représentation physique de
I'opérateur intégral de Volterra est la matrice

Vohys = TJoT ™1 - x K (w4, 25),
tandis que, sa représentation spectrale est donnée par
V:epec = T‘/physT_l'

L’équation intégro-différentielle de Volterra devient en représentation physique

(i Py, (x)DF — K) u=f (3.19)
k=0

ou f sont les valeurs de f sur les points x. L’équation (3.19) forme un systéme linéaire, qui est
résolu par des méthodes directe.

Dans le cas non linéaires, on obtient un systeme non linéaires, qui est résolu par des
méthodes itératives.

Exemple 3.2. On considere ’équation intégro-différentielle de Volterra du premier ordre de
la forme [90]

o' (z) +u(z) —z(1+ 2:):)/ @ yt)dt =1+ 22, = el0,1],
0

avec la condition initiale
u(0) = 1.

La solution exacte de cette équation est u(x) = exp(x?). Les résultats numériques sont
présentés dans le Tableau 3.2 pour N = 10 et les Figures 3.2 et 3.3. Dans cet exemple, on a
utilisé les points de Chebyshev de second type.

TABLE 3.2 — Méthode de Tau-Chebychev, Erreur absolue, Exemple 3.2, N = 10.

b Solution exacte Solution approchée Erreur absolue
0.00 1.0000000000 1.0000000000 0
0.03 1.0009096584 1.0009096153 4.31 e—08
0.12 1.0137778523 1.0137778438 8.48 e—09
0.25 1.0644944589 1.0644944403 1.85 e—08
0.41 1.1861518568 1.1861518270 2.97 e—08
0.59 1.4110900788 1.4110900897 1.09 e—08
0.75 1.7550546569 1.7550546070 4.99 e—08
0.88 2.1808795173 2.1808795343 1.70 e—08
0.97 2.5615226473 2.5615225943 5.29 e—08
1.00 2.7182818284 2.7182818363 7.91 e—09

Exemple 3.3. On considere 1’équation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm d’ordre 2
de la forme [90]

W (2) + 20l () — wulz) = —z — 222 + /D baul(t) dt + /0 “ou(tydt, = eo,1],
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La valeur absolue des coefficients de la solution

10 I T | T I I T I
100 £ * ........ ** ........ _

g 2 +* : : :

: * : g

5 : : * § :
10 B i inoesme BN o o simy wina e imye o asoys 180 sye ' yase s e di0he o jave)sconus LS laxe oz aimye s oo niesaisiteaeseees R -
*

10'10 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 B 7 8 9 10

FIGURE 3.2 — Méthode de Tau-Chebychev, Exemple 3.2, N = 10.

La valeur absolue des coefficients de la solution

FIGURE 3.3 — Méthode de Tau-Chebychev, Exemple 3.2, N = 30.
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La valeur absolue des coefficients de la solution

10 L ! ! ! ' !
mlE ................... ......... ........ 4
4 - |
1™ i . i i i . t 1
1 2 3 5 B 7 a 9 10
La solution approchée
1 I T T T T T T I
=oghko... e i
= : :
D I 1 | 1 1 | | I
1] 0.1 0z n4 05 0B 0F D08 09 1

F1GURE 3.4 — Méthode de Tau-Chebychev, Exemple 3.3, N = 10.

avec les conditions initiales

u(0) =1,
u'(0) = 1.

La solution exacte de cette équation est u(z) = x. Les résultats numériques sont présentés
dans le Tableau 3.3 pour n = 10 et les Figures 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7. Dans cet exemple, on a
utilisé les points de Chebyshev de second type.

10.

TABLE 3.3 — Méthode de Tau-Chebychev, Erreur absolue, Eexemple 3.3, N =

Solution exacte

Solution approchée

Erreur absolue

0.03
0.12
0.25
0.41
0.59
0.75
0.88
0.97
1.00

0
0.030153689607046
0.116977778440511
0.250000000000000
0.413175911166535
0.586824088833465
0.750000000000000
0.883022221559489
0.969846310392954
1.000000000000000

0.000000000000000
0.030153689607046
0.116977778440510
0.249999999999991
0.413175911166493
0.586824088833346
0.749999999999755
0.883022221559094
0.969846310392434
0.999999999999431

0
1.38 e—16
8.32 e—16
9.32 e—15
4.20 e—14
1.18 e—13
2.44 e—13
3.95 e—13
5.20 e—13
5.69 e—13
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o La valeur absolue des coefficients de la solution
10 F—afer T T T T T
mm_ ........................................................... i
* 4 :
"I"**_*_ : : : :
e Jall SO b T Ut SR T U |
0 5 10 15 20 25 30
La solution approchée
1 T I T I T I T T I
Eooghoi g i
= ; : :
D 1 1 1 I 1 I 1 1 I
0 01 0z 0.3 0.4 0s 0B 0.7 0.a 0g 1
X

FIGURE 3.5 — Méthode de Tau-Chebychev, Exemple 3.3, N = 30.

BT

FIGURE 3.6 — Méthode de Tau-Chebychev, Erreur absolue, Exemple 3.3, N =
10.
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o Erreur absolue, N =30, MaxErr = 5.6956e-13

BIT

FI1GURE 3.7 — Méthode de Tau-Chebychev, Erreur absolue, Exemple 3.3, N =
30.

Les résultats numériques obtenus dans les Tableaux 3.2 et 3.3 et les Figures 3.2, 3.3, 3.6 et
3.7 montrent que ’erreur absolue est décroit & chaque fois le pas de discrétisation est petit.
Donc, pour améliorer la solution numérique, il est préféré de choisir un pas tres petit.

3.3.3 Méthode de collocation

La méthode de collocation est probablement la méthode la plus simple & mettre en ceuvre.
Les conditions d’applications pour cette méthode sont les mémes que celle de Galerkin.

Pour cette méthode, les {¢;};>1 forment une base complete de X et vérifient les conditions
aux limites.

On se donne de plus N points distincts {z;}~; dits de collocation dans  tels que la
matrice [cpj(:ci)]%-:l soit inversible.

La méthode de collocation consiste & chercher

N
un(z) = chgaj(x) dans By
j=1

telle que son résidu Ry vérifie les N conditions
Ry(z;)) =0, i=1,...,N,

qui vont déterminer les coefficients {ci, ca, ..., ¢, } comme solution du systeéme linéaire

N
ch {gb;(a:i) —/QK(xi,t)qu(t) dt} =g(z;), i=1,..,N. (3.20)

J=1
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Méthode de collocation par les Ondelettes

On considére I’équation intégro-différentielle de Volterra de la forme [25]
x
u™ (2) = g(x) + / Kz, t) Fu(t)dt, 0<z<b, (3.21)
0

avec les conditions aux limites

WD) =8, j=rr+1,.,m—1. (3.23)

ott ul™(z) désigne la dérivée d’ordre m de u(x), le noyau K (z,t) et g(z) sont des fonctions
données, F'(u(t)) est une fonction non-linéaire. u(zx) et g(x) sont supposées réelles et différen-
tiable sur I'intervalle [0,b0] et o, 0 < j < (r—1) et B, r < j < (m — 1) sont des constantes
réelles.

Dans cette méthode, en utilisant la méthode de collocation basée sur les ondelettes de
Legendre ¥,,,,(x) pour résoudre ’équation (3.21). La fonction approchée u(x) s’écrit comme

2k=1 pr—1
~ DD eamVnm(z) = CTU(2), (3.24)
n=1 m=0
ou
il <@ < L

ok/2 [ + %pm(zkx —n) pour
0 sinon,
Cnm = (u(z), Ypm(x)),

et Py, (x) sont les polynémes de Legendre d’ordre m, i = 2n—1 et C' et ®(z) sont des matrices
(2F 1M x 1)
C = [C104 ++ey CLM—15 €205 ++s COM—15 Cak—105 -++s Coh—1 07—1) s

et
\I/<J:‘) = [\1110(1'), ceey \IflM_l(iL‘), \1120($), ceny \IJQM_l(.CIT), \IJQk—lo(JJ), ceey qukflM_l(x)]T.
Maintenant, on définie
L= —dm
dam’
Alors,
/ / / d:n dx

m— f01s

On applique L1 sur les deux cotés de I’équation (3.21), on obtient

L ™ @) = L g + 27| [ K F(u(®) ]

u(z) = f(z) + h(z) + L [/Ox K (2, ) F(u(?)) dt] .
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ott h(z) = L™ Yg(z)] et f(x) est une fonction de z. On pose

G(z) = f(z) + h(z),

Donc
u(z) = G(x) + /0 (¢ — O)™K (2, ) F (u(t)) dt.
Soit
u(z) ~ CTW(z).
Alors, on a

T (x ) + / ™K (2, )F (CTU(t)) dt. (3.25)

Maintenant, on peut prendre comme points de collocation, les points x; = cos ((21’—1—1)77/2’“M), =
1,2,...,257 1M, Iéquation (3.25) devient

5
CTW () = Glas) + / (e — " K (2, )P (CTU(0)) d. (3.26)

0
Pour utiliser la méthode d’intégration par quadrature de Gauss, on transforme l'intervalle

[0, z;] & l'intervalle [—1, 1], en utilisant la transformation suivante

2
=—t—1, tE[O,JZi].

T

L’équation (3.26) devient

CTO(z;) = G 2/ (:E—T—I—l))mK(x,zi(T+1)) (c%( (T+1))>d.

Alors, on a

T () = Gla) + 2 Z% (x o+ 1)>mK (z %(Tj - 1)) (CT\I; ( (15 + 1)))

(3.27)
pour i = 1,2, ..., 281 M. Ou 7 est le zéro des polynomes de Legendre Py, 1 et wj sont les poids
donnés par la formule

L’équation (3.27) forme un systeme de (2s+ 1) équations non-linéaires. On calcule les éléments
de C par la résolution de ce systeme a l’aide de la méthode de Newton.

Exemple 3.4. On considére I’équation intégro-différentielle de Volterra de la forme [25]
xX
u(z) =5e" — 1 —i—/ u(z)dr, 0<xz<l1, (3.28)
0

avec les conditions aux limites

u(0) = 0,4/(0) =1, (3.29)
u(l) = e,u'(1) = 2e. (3.30)
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Pour déterminer les coefficients (¢p,), nous pouvons prendre comme points de collocation, les
racines du polynéme de Chebyshev

;= cos ((2j n 1)7r/2kM) . j=1,2,..., 281

De plus, on utilise la regle d’intégration par quadrature de Gauss

/1 f@)de =" wif(m),
-1 i=0

ol 7; sont les racines du polynéme de Legendre Ps,; et w; sont les poids de la forme

1 S
T—T;
(.Ui:/ H( Z)d’i’.
“1; g \Tk — Ti

i#k

Pour k = 1 et M = 4, on obtient u(z) =z + 22 + ’g—? + %T. Donc, on u(z) = xe®.

TABLE 3.4 — Méthode de collocation, Erreur absolue, Exemple 3.4, M = 4,10, 15

et k=1.
X Erreur absolue
M=4 M=10 M=15

0.0 0 0 0
0.2 1.39e—05 4e—08 0
0.4 4.63e—04 1.2e—07 6.00e—8
0.6 3.67e—03 2.28e—06 1.60e—7
0.8 1.62e—02 3.94e—06 2.60e—7
1.0 5.16e—02 7.07e—06 1.52e—6

3.4 Résolution numériques des E.I.D.

3.4.1 Meéthode de RBF collocation pour les E.I.D.V.

Dans cette partie, nous présentons une méthode numérique pour résoudre les équations
intégro-différentielles de Volterra linéaires et non-linéaires d’ordre supérieur. Cette méthode
est basée sur l'interpolation par les fonctions de base radiales, en utilisant la formule de
quadrature de Legendre-Gauss-Lobatto. La méthode proposée réduit le probleme a un systéme
de plusieurs équations algébriques. Quelques exemples numériques ont été traités pour illustrer
lefficacité de cette méthode.

Principe de la méthode

On considere les équations intégro-différentielles de Volterra de la forme

W™ (2) = g(z) + /0 "K(zut)dt, 0<w<b, (3.31)
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et
W™ (2) = g(z) + /0 " Kot bu(t)dt, 0<az<b, (3.32)

avec les conditions aux limites

uD(0) =aj, j=0,1,.,7—1, (3.33)
uD ()= B;, j=rr+1,...,m—1 (3.34)
ot u(™m () désigne la dérivée d’ordre m de u(x), le noyau K (z,t) et g(z) sont des fonctions
données, 1(u(t)) est une fonction non-linéaire. u(x) et g(x) sont supposées réelles et différen-

tiable sur 'intervalle [0,b] et aj, 0 < j < (r—1) et Bj, 7 < j < (m — 1) sont des constantes
réelles.

Equations intégro-différentielles de Volterra linéaires
Pour illustrer I'idée principale de cette méthode, on définie
dm
L=——.
dx™
Alors,
€T €T x
L710) :/ / / (\) dx - - -dxdx
0o Jo o T~

m—fois

On applique L~! sur les deux cotés de I’équation (3.31), on obtient

L™ (2)] = L g(2)] + L { /0 " K@ Hut) dt} .

Puis, on a
(@) = h(z) + G(z) + (;L), /0 (= DK (z, )ult) dt, (3.35)
ou -
Ga) =L 'g(@)], h(x) =3 “Eat,
k=0 k

et les aj, 0 < j < (r — 1) sont des constantes qui définissent les conditions & la borne z = a.
Cependant, les constantes a;, r < j < (m — 1) ne sont pas données mais seront déterminées
plus tard en utilisant les conditions aux limites a la borne x = b, ou

Ay = U(T) (0)7 Qpry1 = u(rJrl)(o), vy Q1 = u(mil) (0)

On pose f(x) = h(xz) + G(x), alors ’équation (3.35) devient

u(z) = f(x wa—(m)xu
() = 1)+ gy = 0K () (3.36)

La fonction approchée u(z) s'écrit comme une combinaison linéaire des fonctions de base
radiales

u(z) ~ i Nigi(x) = dT(z) A (3.37)
=0
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ou

¢i(z) = o[z — cill),
¢; for i =0,1,...,n sont les nceuds de Legendre-Gauss-Lobatto,

A =[N, Ay M)
O(z) = [po(x), ¢1(), ..., dn ()]

En substituant I’approximation (3.37) dans I’équation (3.36), on obtient

T(x)A = f(x 1 IZL'— M) K (2, £)®T
(@A = f@) + gy [ @ 0K neT (@At

Donc,

{@T(x) _ (Wll)' /0 "= MK (2,87 (1) dt} A= f(a). (3.38)

b
Maintenant, on peut prendre comme points de collocation, les points x; = Ej’ 7=0,1,...,n,

I’équation (3.38) devint

1), /O Y@y — K (25,687 (t) dt] A= f(z)), (3.39)

(m)!

7 (x;) —

Pour utiliser la méthode d’intégration par quadrature de Gauss, on transforme l'intervalle
[0, ;] & I'intervalle [—1, 1], en utilisant la transformation suivante

2
=—t—1, te|0,x;|.
n JE] ) [7x]]

L’équation (3.39) devient

1
Ty P ] ) e (o % T — fla,
07 - 5 [ (o= G ) " K (e G+ 0) o7 (S0 ) an] 4 = 1) 310
On utilise la formule de quadrature de Legendre-Gauss-Lobatto, on a
(m) x;
[@T z;) ,Zwl (2= Zm+1) K (o, o+ 1) 07 (F <m+1>)]Af<xj>

(3.41)
pour j =0,1,...,n. L’équation (3.41) forment un systéme de (n + 1) équations algébriques
linéaires. On calcule les éléments de A par la résolution de ce systéme & l’aide de la méthode
directe. Enfin la solution approchée de 1’équation (3.31), est donnée par la formule (3.37).

Equations intégro-différentielles de Volterra non-linéaires

L’objectif principal de cette section est pour déterminer la solution numérique de 1’équation
intégro-différentielle de Volterra non-linéaire d’ordre supérieur de la forme (3.32).
On applique L™! sur les deux cotés de I’équation (3.32), on obtient

L ) (@) = L gl@)] + L7 | [* Kty o) ae).

Puis, on a

u(z) = f(z) + — /O 9&(95 — ) MK (2, t)y(u(t)) dt, (3.42)
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En substituant I’approximation (3.37) dans I’équation (3.42), on obtient

z)A = f(x 1 x:z:— M) K (
(@A = @) + oo | @ ="K @ (97 0n) ar

b

On peut prendre les points z; = —j, j = 0,1, ...,n, comme points de collocation, I’équation
n

(3.4.1) devient

1 [ ”
@T(xj)A_f@jHW/o (2 — ) K (. 1) (97 (H)A) dt. (3.43)

De méme, on transfere I'intervalle [0, ;] a 'intervalle [—1, 1], I'équation (3.43) devient

T, ! T (m) T,
@7 (2g)A = fa) + 5oy / [(xj D) K (2w ) (@ (Fm+) A)} dn.
(3.44)
On utilise la formule de quadrature de Legendre-Gauss-Lobatto, on a
o7 (25 = f(;) (xj D+ 1) K (o5 o) v (o7 (o +1)A).
(3.45)

pour j = 0,1,...,n. L’équation (3.45) forme un systéme de (n 4 1) équations algébriques
non-linéaires. On calcule les éléments de A par la résolution de ce systeme a l'aide de la
méthode de Newton. Enfin la solution approchée de I’équation (3.32), est donnée par la formule
(3.37).

La convergence de I'interpolation par les fonctions de base radiale a été discuté par [20, 22]
et par d’autres chercheurs dans [45, 76, 99].
Résultats numériques

Exemple 3.5. On considere le probleme aux limites linéaire pour l’équation intégro-
différentielle

u®(z) = 56" — 1 +/ w(t)dt, 0<x<l, (3.46)
0
avec les conditions aux limites
u(0) = 0,u'(0) =1, (3.47)
u(l) = e, u/(1) = 2e. (3.48)

La solution exacte de cette équation est u(x) = xe®. Dans le Tableau 3.5, les erreurs absolues
de la méthode proposée avec n = 10 pour MQ-RBF (e = 0,8), IMQ-RBF (e = 0,87) et
GA-RBF (e = 0,99) sont comparés avec les résultats obtenus par la méthode basée sur les
ondelettes dans [25].

Exemple 3.6. On considere le probleme aux limites non-linéaire pour I’équation intégro-
différentielle .
D) =1 +/ et (t)dt, 0<z<1, (3.49)
0

avec les conditions aux limites



Chapitre 3. Méthodes Spectrales 56

TABLE 3.5 — Méthode des RBF's, Erreur absolue, Exemple 3.5.

b'e Méthode de [25] La méthode proposée

LWM MQ-RBF IMQ-RBF GA-RBF
0.0 0.0 1.93 e—12 6.45 e—13 3.58 e—12
0.2 4 e—08 7.08 e—12 7.31 e—11 1.50 e—10
0.4 1.2 e—07 1.62 e—10 1.44 e—09 1.92 e—10
0.6 2.28 e—06 8.90 e—10 8.10 e—09 4.15 e—10
0.8 3.94 e—06 3.02 e—09 2.70 e—08 1.21 e—09
1.0 7.07 e—06 7.61 e—09 6.80 e—08 3.06 e—09

La solution exacte de cette équation est u(z) = e®. Dans le Tableau 3.6, les erreurs absolues
de la méthode proposée avec n = 10 pour MQ-RBF (e = 0,78), IMQ-RBF (e = 0,9) et avec
n = 6 pour GA-RBF (e = 0,9) sont comparés avec les résultats obtenus par la méthode basée
sur les ondelettes dans [91].

TABLE 3.6 — Méthode des RBF's, Erreur absolue, Exemple 3.6.

b'e Méthode de [91] La méthode proposée

LWM MQ-RBF IMQ-RBF GA-RBF
0.0 0 7.21 e—14 7.23 e—13 1.40 e—14
0.2 2.7 e—06 1.12 e—13 5.58 e—11 4.48 e—09
0.4 2.46 e—05 5.95 e—12 1.22 e—09 1.52 e—07
0.6 1.88 e—05 3.39 e—11 6.88 e—09 9.84 e—07
0.8 4.09 e—05 1.13 e—10 2.30 e—08 3.46 e—06
1.0 1.82 e—05 2.84 e—10 5.80 e—08 8.93 e—06

3.4.2 Meéthode de collocation-Chebyshev pour les E.I.D.F.

Dans cette partie, nous allons développer une méthode pour la résolution numérique des
équations intégro-différentielles non-linéaires de Fredholm du premier ordre. Cette méthode
est basée sur les polyndémes de Chebyshev de premier type. La présente méthode réduit le

probléeme a un systeme de plusieurs équations. Nous allons traiter quelques exemples pour
montrer Vefficacité de cette méthode.

Principe de la méthode

On considere I'équation intégro-différentielle de la forme

W@ = [ K Ou)d+ g, 0se<1,
u(0) = ug.

(3.52)
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avec K € L%[0,1)? et g € L?[0,1) sont des fonctions données et u est une fonction inconnue a
déterminer. On a

( d:1;+u0>
= ( (/ K(x,s)Y(u(s))ds + g(x ))dl‘—i—uo),
:ﬂ;( /sz dsd:L‘+/ de’+U0> (3.53)

La fonction approchée 1 (u(t)) s’écrit comme une combinaison linéaire de la forme

u(t)) ~ zn: a, T, (t) = AT T(t). (3.54)
r=0

Apres, en substituant cette derniere approximation (3.54) dans I’équation (3.53), on obtient

=1 (/Ot/ol K(x,s)ATT(s)dsdx—i-/()tg(x)da:+uo>. (3.55)

Pour déterminer les coefficients {a,}]'_, on va utiliser la méthode de collocation et on peut
prendre comme points de collocation les points t; = % (1 — COS(%)) ,t=0,1,...,n, de sorte
que

— ¢ (/Ot /01 K(z,s) AT T(s) ds dz + Oti g(x) dz + u0> . (3.56)

Pour utiliser la méthode d’intégration par quadrature de Gauss, on converte les intervalles
[0,1] et [0,¢;] a lintervalle [—1, 1], en utilisant les transformations suivantes, respectivement

m=2s—1, sel0,1],
N2 = t%x— 1, z€][0,t).

On pose
H(z,s) = K(z,s) AT T(s)

L’équation (3.56) devient

ATT(t; [// ( (2 +1), ;(n1+1)>dn1dn2+2/ ( n2+1))dn2+uol

(3.57)
On utilise la formule de quadrature de Clenshaw Curtis, on a

ATT(t;

ZZZ Z wyw; H ( (nj +1), 2(77k+1> éz ( nj+1)+u0]
o B (3.58)
pour : =0,1,...,n et

4 & 1 km
wE = — Z ”1_1,2 cos(zn),

le symbole " signifie que le premier et le dernier terme sont divisés par deux. L’équation
(3.58) forme un systeme de plusieurs équations non-linéaires qui est résolu par la méthode de
Newton.
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Alors, u/(x) est approchée comme

1
W)= [ K@ Outuv)dt+g(a).

_ ;/11;(( (0 + 1)/2) ATT((n+ 1)/2) dn + g(z),
ié K (i, (i + 1)/2) AT (s +1)/2) + g(x). (3.59)

Aussi, u(z) est approchée comme
1
52"”1/ (i + 1 /2)A T((m 1)/2 da:+/ z)dr +ug.  (3.60)

Résultats numériques

Exemple 3.7. On considére I’équation intégro-différentielle suivante

T 1
W) =11 +/0 vu(t) dt
u(0) =0,

(3.61)

telle que la solution exacte de cette équation est u(x) = x. Une comparaison entre la méthode
proposée et les méthodes dans [63, 11] est présentée dans le Tableau 3.7 pour n = 3.

TABLE 3.7 — Méthode de Chebyshev, Erreur absolue, Exemple 3.7.

X Méthode de [63] Méthode de [11] La méthode proposée
n="7 n=3 n=23

0.0 3.20e—09 4.02e—10 0

0.2 7.18e—10 4.91e—-10 5.86e—19

0.4 1.42e—10 5.99e—10 2.34e—18

0.6 4.07e—11 7.32e—10 5.27e—18

0.8 9.10e—10 8.94e—10 9.38e—18

1.0 3.70e—09 1.49e—10 1.46e—17

Exemple 3.8. On considere I’équation intégro-différentielle suivante

1
V(@) = [ eosta—0)(u(0)*di +g(a)
y(0) =0,

(3.62)

telle que la solution exacte de cette équation est u(z) = sin(z) et g(z) = cos(z) — 2 sin(z) +
$sin(z — 1) + 1sin(z + 1) — & sin(x — 3). Les résultats numériques sont présentés dans le
Tableau 3.8 pour n = 6, 14. Nous avons comparé ’erreur absolue de la méthode proposée avec
les résultats obtenus par l'interpolation de Lagrange dans [82].
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TABLE 3.8 — Méthode de Chebyshev, Erreur absolue, Exemple 3.8.

X Méthode de [82] La méthode proposée
n==06 n==6 n =14

0.0 0 0 0

0.2 6e—06 3.64e—07 4.68e—17
0.4 le—05 8.84e—07 1.27e—16
0.6 2e—05 1.54e—06 2.37e—16
0.8 4e—05 2.30e—06 3.74e—16
1.0 oe—05 3.15e—06 5.30e—16

Exemple 3.9. On considére I’équation intégro-différentielle suivante

(3.63)

telle que la solution exacte de cette équation est u(z) = e®. Les résultats numériques sont
présentés dans le Tableau 3.9 pour n = 5,10, 15.

TABLE 3.9 — Méthode de Chebyshev, Erreur absolue, Exemple 3.9.

X La méthode proposée
n=2>5 n =10 n=15

0.0 0 0 0

0.2 6.28e—05 3.96e—10 1.06e—16
0.4 1.21e—04 7.62e—10 2.03e—16
0.6 1.70e—04 1.07e—09 2.86e—16
0.8 2.09e—04 1.32e—09 3.52e—16
1.0 2.38e—04 1.50e—09 3.99¢—16

3.4.3 Meéthode de collocation-Legendre pour les E.I.D.F.

D’une maniere analogue, nous pouvons aussi utiliser la base des polynémes de Legendre
{L;j(x)}7_ pour la résolution numérique des équations intégro-différentielles non-linéaires de
Fredholm du premier ordre. Cette méthode réduit le probléme a un systéme non-linéaire. Pour
montrer 'efficacité de la méthode proposée, nous allons traiter quelques exemples.

Principe de la méthode

On considere ’équation intégro-différentielle de la forme (3.52). La fonction approchée
¥ (u(t)) s'écrit comme une combinaison linéaire des polynomes des Legendre de la forme

Y(u(t)) ~ zn: ¢ Li(t) = CT L*(¢). (3.64)
=0
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Apres, en substituant cette derniére approximation (3.64) dans 1’équation (3.53), on obtient

CT (1) ( / / (,5) CT L*(s dsdx—l—/ d:c+ug> (3.65)

b— )i
On peut prendre comme points de collocation les points t; = a + ﬂ, 7=0,1,...,n, de
n
sorte que
CT L (t; (j/ / K(z,5)CT L*(s dsdm+/ da;+u0> (3.66)

Pour utiliser la méthode d’intégration par quadrature de Gauss, on transforme les intervalles
[0,1] et [0,¢;] & I'intervalle [—1,1], en utilisant les transformations suivantes, respectivement

m=2s—1, se€l0,1],
Ny = %x—l, z € [0,t5].

On pose
H(z,s) = K(z,s) CT L*(s)

L’équation (3.66) devient

CTL*(t;) = |:J7 // ( (m2 + 1), 2(771+1)>d771d?72+2/ (2]772+1)>d772+u0}‘

(3.67)
On utilise la formule de quadrature de Legendre-Gauss, on a
CTL*(ty) lizz szH( (m +1), 2(77k+1>+2329< (m +1 )+uo :
=0 k=0 =
(3.68)

pour j = 0,1,...,n. L’équation (3.68) forme un systéme non-linéaire qui est résolu par la
méthode de Newton.
Alors, u/(z) est approchée comme

/ K (z,t)(t, u(t)) dt + g(z),
=5 / (n+1)/2) CTL* (0 + 1)/2) dn + g(x),
= gw K(ﬂc (i +1)/2) CTL* (i +1)/2) + g(). (3.69)
Aussi, u(z) est approchée comme

;zn: / ( m+1)/2)CTL*((m+1)/2 d:c+/g ) dzx + ug. (3.70)
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Résultats numériques

Exemple 3.10. On considére I'équation intégro-différentielle de la forme

T 1
u'(x) zlf§+/0 zu?(t) dt,
u(0) =0,

(3.71)

telle que la solution exacte de cette équation est u(x) = x. Dans le Tableau 3.10, l'erreur
absolue de la méthode proposée pour n = 3 est comparé avec les résultats obtenus par la
méthode basée sur I'approximation par les fonctions hybride [11] et de la méthode basée sur
les polynoémes de Bernstein dans [63].

TABLE 3.10 — Méthode de Legendre, Erreur absolue, Exemple 3.10.

X Méthode de [63] Méthode de [11] La méthode proposée
n==7 n=3 n=3

0.0 3.20e—09 4.02e—10 0

0.2 7.18e—10 4.91e—10 1.42e—-17

0.4 1.42e—10 5.99e—10 5.67e—17

0.6 4.07e—11 7.32e—10 1.27e—16

0.8 9.10e—-10 8.94e—10 2.27e—16

1.0 3.70e—09 1.49e—10 3.54e—16

Exemple 3.11. On considere I'équation intégro-différentielle de la forme

/ e 1.5 —x? ! 2t—z2 3
W(@) =" — (P —1)e +/ 2% 3 (1) dt,
0

0 5 (3.72)
u(0 =1,

telle que la solution exacte de cette équation est u(x) = exp(z). Dans le Tableau 3.11, I'erreur
absolue de la méthode proposée pour n = 9 est comparé avec les résultats obtenus par la
méthode basée sur les polynoémes de Bernstein dans [63].

TABLE 3.11 — Méthode de Legendre, Erreur absolue, Exemple 3.11.

b'e Méthode de [63] La méthode proposée
n=29 n=9

0.0 2.47e—012 0

0.2 1.98e—012 6.84e—016

0.4 2.60e—012 1.32e—015

0.6 3.89e—012 1.85e—015

0.8 5.77e—012 2.28e—015

1.0 3.34e—012 2.59e—-015
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Exemple 3.12. On considére I'équation intégro-différentielle de la forme

u'(z) = /01 cos(x — t) u?(t) dt + g(x),
u(0) =0,

(3.73)

telle que la solution exacte de cette équation est u(z) = sin(z), et g(z) = cos(z) — 2 sin(z) +
+sin(z — 1)+ sin(z + 1) — &5 sin(z — 3). Dans le Tableau 3.12, 'erreur absolue de la méthode
proposée pour n = 6 est comparé avec les résultats obtenus par la méthode basée sur

'interpolation par les polynémes de Lagrange dans [82].

TABLE 3.12 — Méthode de Legendre, Erreur absolue, Exemple 3.12.

b'e Méthode de [82] La méthode proposée
n==6 n==6

0.0 0 0

0.2 6e—06 2.79e—12

0.4 1le—05 6.76e—12

0.6 2e—05 1.18e—11

0.8 4e—05 1.76e—11

1.0 4e—05 2.40e—11

Exemple 3.13. On considére I'équation intégro-différentielle de la forme

1
w(zr) =1—(e—1)et1 —I—/ et=re= 2 gy,
0
u(0) =0,

(3.74)

telle que la solution exacte de cette équation est u(x) = x. Les résultats numériques sont
présentés dans le Tableau 3.13 pour n = 2,4, 6.

TABLE 3.13 — Méthode de Legendre, Erreur absolue, Exemple 3.13.

X La méthode proposée

n =2 n=4 n==~0
0.0 0 0
0.2 1.83e—05 4.44e—11 3.20e—17
0.4 3.33e—05 8.08e—11 5.83e—17
0.6 4.56e—05 1.11le—11 7.97e—17
0.8 5.57e—05 1.35e—10 9.73e—17

1.0 6.39e—05 1.55e—10 1.12e—16
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3.4.4 Discussion

Les résultats numériques obtenus dans les différents tableaux, montrent que I’erreur numé-
rique décroit a chaque fois le pas de discrétisation est petit. Pour cette raison, il est préféré
d’appliquer ces méthodes avec des pas tres petits autant possibles pour améliorer la solution
numérique.

Dans 'objectif de tester 'efficacité de ces méthodes proposées, nous allons effectuer une
étude comparative avec certaines méthodes numériques connues dans le domaine de la résolu-
tion approchée des équations intégro-différentielles.

Les résultats obtenus par la méthode de collocation par les polynémes de Chebyshev ont
été comparés avec les résultats obtenus par une méthode basée sur les polynomes de Bernstein
pour n = 3 dans le Tableau 3.7 et par une méthode d’interpolation de Lagrange pour n = 6
dans le Tableau 3.8.

D’autre part, en utilisant la méthode collocation par les polynomes de Legendre avec la
méme équation. Nous avons comparé I'erreur absolue de notre méthode avec les résultats
obtenus par une méthode basée sur 'approximation par les fonctions hybride pour n = 3
dans le Tableau 3.10, une méthode basée sur les polynoémes de Bernstein pour n = 9 dans le
Tableau 3.11 et par une méthode d’interpolation de Lagrange pour n = 6 dans le Tableau
3.12.

Comparativement aux résultats obtenus par la méthode des fonction de base radiales,
deux méthodes basées sur les ondelettes, pour n = 10 dans les Tableaux 3.5 et 3.6.

A travers ces exemples numériques et cette étude comparative nous avons testé 'efficacité
de ces méthode proposée, ainsi comme nous le montrent les résultats obtenus dans les tableaux
précédents, la conclusion est que pour des petites valeurs de n, l'erreur est tres satisfaisante.

3.4.5 Conclusion

Dans la présente analyse, nous avons proposé la méthode de collocation par les polynomes
de Chebyshev et par les polynémes de Legendre pour les équations intégro-différentielles
de Fredholm non-linéaires du premier ordre, et par les fonctions de bases radiales pour
les équations intégro-différentielles de Volterra linéaires et non-linéaires d’ordre supérieur.
Les méthodes proposées sont tres simples. L’idée principale est basée sur la projection de
notre équation dans un sous espace fonctionnel de dimension finie, dans lequel on cherche
a approcher la solution exacte par une combinaison linéaire des éléments de la base. Ces
méthodes transferent le probleme de résolution d’une équation intégro-différentielle a la
résolution d’un systeme de plusieurs équations algébriques qui est résolu par des méthodes
standard. Les méthodes proposées sont testées sur quelques exemples et les résultats sont
satisfaisants.
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Conclusion Générale et Perspectives

Cette partie conclut la these en donnant un bilan du travail effectué et les perspectives
envisageables.

Le but principal de ce travail a été de construire de méthodes numériques pour quelques
équations intégro-différentielles. Nous avons appliquées des méthodes numériques telles que : la
méthode de collocation, la méthode de Galerkin et la méthode Tau. Ces méthodes consistent
a chercher des solutions sous forme d’une combinaison linéaire des éléments de la base. Une
contribution considérable a été apportée dans ce travail pour la résolution numérique des
équations intégro-différentielles de Volterra non-linéaires d’ordre supérieur, en utilisant la
méthode de collocation par les fonctions de base radiales. Au regard des différents tableaux
donnés, nous pouvons affirmer 'efficacité et la convergence de cette approche.

Ce travail peut étre étendu a d’autres types d’équations intégrales et intégro-différentielles,
et pour un systeme des équations intégro-différentielles de Fredholm en 2D.
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Annexes

A. Polynoémes de Chebyshev (premiére espéce)

Définition et propriétés

e Le polynéme de Chebyshev de premiere espece T),(x) de dégrée n est défini par la
formule suivante
T, (z) = cos(narccos x), —-1<z<1

e Les premiers de ces polynomes sont

To(x) =1,
Ty(z) =z,
To(z) =22 — 1,
T3(x) = 42 — 3z

La relation de récurrence

Toi1(z) = 22T, (x) — Tho1 (), n=23,..

Les polynémes de Chebyshev de premiere espece sont orthogonaux sur l'intervalle
[—1,1] avec w(zx) = (1 — 22)~1/2. En particulier,

i F
' () Ty(x) o
/_1ﬁdl'— 71'/2 Z—j?éo

T i=j=0

Le polynéme de Chebyshev T),(z) a n zéros sur l'intervalle [—1, 1]

k—1
T = cos <7r(n2)>’ k=1,2,...n.

Probléme de Sturm-Liouville

/ 2
(V1 =22T; () +Vqéﬂﬁﬂxmzzm 2B(—1,1).

Propriété de symétrie

To(—2) = (=1)"Th(x), Ta(£l) = (£1).

T (z)] <1, |T.(z)|<n? —-1<z<l1.



Chapitre 3. Méthodes Spectrales

66

e Relations de récurrence pour les dérivées

(1= a?)T() = 5Th-1 () = $Ts ()

n—1 1
Tw)=20 Y —Ti),
k=0 k
k+n impaire
n—2 1
Tiw) = Y —nln® —KF)T(),
k=0 k
k+n paire

oucp =2,et ¢ =1 pour k> 1.
e Conditions aux limites
T)(+1) = (£1)" 02,

T/ (1) = %(:l:l)"nQ(nQ —1).

Formules de quadrature de Chebyshev-Gauss

e Quadrature de Chebyshev-Gauss (CG) :

(2j + D)m m :
.Tj:—COSm, w]:N+1, OSJSN
e Quadrature de Chebyshev-Gauss-Radau (CGR) :
2mj )
xJ:—cos2N+1, 0<j<N,
s 27
= — = 1<j5<N.
NToNy1 TNt )=
e Quadrature de Chebyshev-Gauss-Lobatto (CGL) :
i
Lo y TN )y Wo = WN ON’
) T .
xj:cosﬁ, wjzﬁ, 1<j<N-1.
Formules de quadrature de Clenshaw-Curtis
Yeos(4E), =0,
_ J _ 2 km _
xj—cos<N), Wrj = Ncos(%), j=1,2,..,.N—1,
% cos (%) ., J=N
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Estimation d’erreur

Soit
m 2 d*u 2
H'-1,1]=<Sue L [-1,1] : pour 0 <k <m, T( x) e Li[-1,1] ¢, (75)
zk

ou la dérivée Z i

produit scalaire

est prise au sens des distributions périodiques. L’espace H'[—1, 1] muni du

dkv

Z/ mdm‘k( )dxk

est a son tour un Hilbert. La norme associée est donnée par

() dzx, (76)

m 1/2
[wll i —1,0) = (Z ||U(k)H%g[—1,1]> : (77)

k=0

Théoréme .5. Soient uw € H'[—1,1] et

N
) = ¢ Ti(@)
j=0

la série tronquée de Chebyshev de u. Alors, 3C > 0, telle que

1/2
lu — Poullpp—1) < ONT™ ( Z [ ||§{3[—1,1}) . (78)

k=min(m,N+1)

Preuve. Voir [23]. =

B. Polynémes de Chebyshev (seconde espéce)

Définition et propriétés

e Le polynome de Chebyshev de seconde espece U, (x) d’ordre n est défini par la formule

suivante
sin[(n + 1) cos™1(x)]

sinf[cos™1(z)]

Un(x) = , x€[-1,1], n=0,1,2,..

e De cette définition, la propriété suivante est évidente

i 1)6
Un(z) = Sm(T,Li—F), x = cosf.
sin 6
e Les premiers de ces polynomes sont

Uo(.l‘) = 1,

Ul (.iU) = 2$7

Us(z) = 42 — 1,

Us(z) = 8% — 4x

e La relation de récurrence

Unii1(x) = 22U, () — Up—1(x), n=23,..
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e La relation d’orthogonalité

[ O -2 o {2 '
—1 ] 1=

C. Polynomes de Legendre

Définition et propriétés
e Les polynomes de Legendre L, (z) sont définis par la relation de récurrence

2n+1 n
Ly(z) —
n+l’ (@) n+1

Lyyi(z) = L,_i(x), n>1.

e Les premiers de ces polynomes sont

Lo(x) = 1,

Li(z) = =z,

Lo(z) = 5 (32> - 1),
1

e Orthogonalité

ol 0,m est delta de Kronecker.
e Probléeme de Sturm-Liouville

(1= L) + AnLn(@) =0, Ay =n(n+1).

ou
(1 —2*)L!(z) — 2z L] (x) + n(n + 1)L, (x) = 0.
e Formule de Rodrigue

1 dan
ol dan

Ln(z)

{(952 - 1)”} , n>0.
e Propriété de symétrie

Lo(—z) = (=1)"Ly(z), Lp(£1) = (£1)".

|Lp(z)| <1, Vxel[-1,1],n>0.
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e Relations de récurrence pour les dérivées

(2n + D Ln(2) = L1 (2) = Lpga (2), n > 1,

(1 -8 w) = "D (L1 @) ~ L (@),
n—1
L@ = > (@k+ 1)),
k+nkir:n(1);)aire
n—2
Li(x)= > (k + ;) (n(n+1) —k(k +1))Li(z).
k—&—ftngire

e Conditions aux limites
L (£1) = L(£1)"In(n + 1),
L(£1) = (£1)™"(n — 1)n(n+ 1)(n + 2)/8.

Formules de quadrature de Legendre-Gauss

e Quadrature de Legendre-Gauss (LG) : {xj}év:o sont les zéros de Ly y1(x), et

0<j<N.

e Quadrature de Legendre-Gauss-Radau (LGR) : {z; };-V:O sont les zéros de Ly (x)+
L N+1 (1‘), et

2 = Lot <<

TN YT (N2 I T

e Quadrature de Legendre-Gauss-Lobatto (LGL) : zyp = —1, zy = 1, {xj};\f:_ll
sont les zéros de L'y (z), et

2 1
wij = , 0<j5<N.
7 N(N +1) [Ly(z))]
Estimation d’erreur
Soit
m 2 d*u 2
H™"[-1,1]=<u € L*[-1,1] : pour 0 < k <m, ﬂ(ac) e L°[-1,1] ¢, (79)
L’espace H™[—1,1] muni du produit scalaire
"ol dbu,  dRo
(O = Z/_l @) (@) dr, (80)

k=0
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est un Hilbert, appelé espace de Sobolev. La norme associée est

m 1/2
[ul| rm-1,1) = <Z Hu(k)H%?[l,l}) ~ (81)
k=0

Théoréme .6. Soit u € H™[—1,1]. Alors, la série de Legendre tronquée
N
Pp(u(z)) =) ¢;Ly(x),
j=0

est la meilleure approxvimation polynomiale de u(z) au sens de la norme L?. De plus, 3C > 0,

telle que
lu = Poullzep-11) < CONT"|Jul zrmi-1,1)- (82)

Preuve. Voir [23]. =
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T 4
T,
T,00|
T,
0|+

FIGURE 8 — Polynomes de Chebychev de premiere espece pour N =0,1,2,3,4

0.5
=
t 0
o>
05 gt
U,x)
n U,
U,fx)
16+ U )

FIGURE 9 — Polynomes de Chebychev de seconde espece pour N =0,1,2,3,4

L)
(=3

F1GURE 10 — Polynomes de Legendre pour N =1,2,3,4
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Résumeé

Cette these s’inscrit dans le domaine mathématique de ’étude numérique des équations
intégro-différentielles. Ces équations sont tres intéressantes, car il y a un lien tres étroit entre
ces derniéres et ’analyse fonctionnelle et la théorie des opérateurs. Les EIDs sont issues a
partir de plusieurs domaines de la recherche scientifique et de la modélisation mathématique
des phénomeénes scientifiques tres variés tels que : la dynamique des fluides, la physique des
solides, la physique des plasmas, ’économie, le chémostat, le biotissues, la chemical kinetics et
etc. Les EIDs sont difficiles a résoudre analytiquement, il est donc nécessaire d’obtenir une
solution approchée. L’objectif essentiel de ce travail de these est de construire des méthodes
numériques efficaces pour la résolution approchée de ces équations, telles que : la méthode
de collocation, la méthode de Galerkin et la méthode de Tau. On a appliqué la méthode de
collocation par les RBFs sur les EIDs linéaires et non linéaires de Volterra d’ordre supérieur,
qui est basée sur les méthodes de quadrature.

Mots clés : Equations intégro-différentielles, Fonctions de base radiales, Méthodes spectrale,
Polynomes orthogonaux.

Abstract

This thesis is concerned with the numerical study of the integro-differential equations.
These equations are very interesting because there is a very close link between these and the
functional analysis and the theory of the operators. The integro-differential equations occur in
various areas. These equations arise in mathematical modeling of many scientific phenomena,
such as : fluid dynamics, solid state physics, plasma physics, economics, chemostat, biotissues,
chemical kinetics and etc. The IDEs are difficult to solve analytically, so it is necessary
to obtain an approximate solution. The main objective of this thesis is to present efficient
numerical methods for the approximate resolution of these equations, such as : collocation
method, Galerkin method and Tau method. The indirect RBF collocation method has been
applied to higher order linear and nonlinear IDEs of Volterra, which is based on quadrature
formulas.

Keywords : Integro-differential equations, Radial basis functions, Spectral methods, Ortho-
gonal polynomials.
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