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INTRODUCTION

La modélisation d’un problème réel utilise les lois de la physique (mécanique, thermo dyna-
mique, électromagnétisme, etc), ces lois sont généralement écrites sous la forme de bilans qui se
traduisent mathématiquement par des équations différentielles ordinaires ou par des équations aux
dérivées partielles.

L’étude des EDP est un sujet de recherche très actif en mathématiques et elles sont a l’origine de
la création de beaucoup de concepts mathématiques comme par example la transformée de Fourier et
la théorie des distributions. Dans la plupart des cas il est très difficile de proposer ou bien de décou-
vrir les solutions d’une équations aux dérivées partielles. Dans certains cas on arrive a montrer que le
problème est bien posé (c’est a dire qu’il admet une solution unique et stable par rapport aux données
du problème ) et on peut parfois calculer des approximations numérique des solutions.

Les équations d’évolution non linéaire (EENL) sont des équations aux dérivées partielles (EDP)
non linéaire du premier ou du second ordre par rapport au temps. L’étude analytique de ces EENL
est pertinente car la connaissance de leurs solutions exactes facilite la vérification des solveurs numé-
riques et aide à l’analyse de stabilité des solutions. L’étude des solutions d’ondes progressives pour
ces équations joue un rôle important dans l’étude d’une grande variété des phénomènes physiques
non linéaires, où le phénomène des ondes non linéaires apparait dans divers domaines scientifiques et
techniques, comme la mécanique des fluides, la physique des plasmas, la géochimie et la biologie. Il
s’agit notamment des phénomènes de dispersion des ondes non linéaires, de dissipation, de diffusion,
de réflexion, de diffraction et de réfraction.

Dans la littérature, les chercheurs utilisent habituellement des méthodes distinctes pour analyser
les EENL. Les méthodes vont du raisonnable au difficile et exigent un travail énorme. Il n’existe pas
une méthode unifiée qui peut être utilisée pour tous les types d’équations d’évolutions non linéaires.

Avec le développement rapide de la science non linéaire, les scientifiques et les chercheurs sont
intéressés aux techniques analytiques asymptotiques pour les problèmes non linéaires. Il est encore
difficile de résoudre des problèmes non linéaires numériquement ou analytiquement. Cela est proba-
blement du au fait que les différentes méthodes de simulation numérique s’appliquent aux technique
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d’itérations pour trouver leurs solutions numériques aux problèmes non linéaires, et que globalement
toutes les méthodes itératives sont sensibles aux solutions initiales. Il semble donc difficile d’obtenir
des résultats cohérents en cas de forte non-linéarité.

Lorsque la variable dépendante u dans l’EDP correspond à une grandeur physique (comme la
hauteur de surface d’une onde d’eau, l’amplitude d’une onde électromagnétique, etc.), il est impor-
tant d’étudier les propriétés de propagation ou d’agrégation de u. Cela motive l’étude des méthodes
permettant de résoudre analytiquement des équations d’évolution par des méthodes symboliques.
L’objectif est de trouver des solutions exactes d’ondes progressives. Si ces solutions ne changent pas
de forme pendant la propagation, elles sont appelées les ondes solitaires. Ces dernières qui conservent
leur forme en cas de collision sont appelées solitons. Les ondes solitaires et les solitons apparaissent
en raison d’un équilibre critique entre dispersion et non-linéarité.

Ce travail est organisé en trois chapitres principaux. Dans le premier chapitre on a rappelé les
notions de base et apporté des définitions concernant les équations différentielles ordinaires et les
équations aux dérivées partielles. Le deuxième chapitre on a commencé par une introduction et défi-
nition sur les ondes progressives et leur types de solutions et on conclu ce chapitre par une description
de la méthode d’expansion G

′

G
.

Finalement dans le troisièmement chapitre on a résolu analytiquement l’équation de Boussinseq
par cette méthode.
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CHAPITRE

1

NOTIONS ET PRÉLIMINAIRES

1.1 Équations différentielles ordinaires

Definition 1.1 C’est une équation définie en termes d’une variable x ∈ I , (I intervalle real), et une
fonction inconnue y : I 7→ R et ses dérivées par rapport à x, en formule

F (x, y(x), y′(x), y′′(x), ...) = 0.

• Une équation différentielle ordinaire est d’ordre k si elle contient les dérivées de y jusqu’à l’ordre
k.

Équations différentielles du premier ordre

Definition 1.2 Une équation différentielle du premier ordre est une expression qui décrit une relation
entre une fonction à une variable et sa dérivée première.

F (x, y, y′) = 0.

lorsque cette équation est résoluble en y
′
, on peut mettre sous la forme :

y
′ = f(x, y).

L’ensemble des solutions de l’équation différentielle est appelé solution générale.
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1.1. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

Remarque 1.1 Si on ajoute à une équation une condition initiale y(x0) = y0 on dit que le systèmey
′ = f(x, y),
y(x0) = y0,

admet une solution particulière.

1.1.1 Types d’équations différentielles du premier ordre

Équations différentielles à variables séparables

Definition 1.3 Une équation différentielle du premier ordre est à variables séparables si elle peut se
mettre sous la forme :

g(y) y′ = f(x),

où f et g sont des fonctions continues.
Dans la pratique, on écrit g(y) y′ = f(x) de la façon suivante

g(y) dy
dx

= f(x).

Ce que l’on peut encore écrire
g(y) dy = f (x) dx.

on intègre les deux cotés, ce qui donne∫
g (y) dy =

∫
f (x) dx⇔ G (y) = F (x) +K,

où G une primitive de g, F une primitive de f et K une constante arbitraire.

Example 1.1 Soit l’équation

y
′ = 2xy

(1 + x2) .

On se ramène à
1
y
dy = 2x

1 + x2 dx,⇔
∫ 1
y
dy =

∫ 2x
1 + x2 dx,

on intègre, on obtient
ln (y) = ln

(
1 + x2

)
+ C ⇔ y = k

(
1 + x2

)
.

Équations différentielles homogènes

Proposition 1.1 On appelle équation différentielle du premier ordre homogène toute équation de la
forme :

y
′ = f

(
y

x

)
, x 6= 0. (1.1)

où f est définie, continue sur I ∈ R.
Pour intégrer cette équation on fait le changement d’inconnue suivant y = ux, soit encore
u = y

x
, x 6= 0 et donc

y
′ (x) = u (x) + xu

′ (x) ,
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1.1. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

on remplace dans (1.1), on trouve

xu
′ (x) = f (u)− u (x) ,

c’est une équation à variable séparable qui s’écrit sous la forme :

u
′

f(u)− u = 1
x
.

Example 1.2 Soit l’équation
x2y

′ = xy − y2.

On a
x2y

′ = xy − y2 ⇔ y
′ = y

x
−
(
y

x

)2
,

on pose : u = y

x
, x 6= 0,

et donc
y

′(x) = u(x) + xu
′(x),

on remplace dans (1.1), on trouve
xu

′(x) = −u2(x).

C’est une équation à variables séparables qui s’écrit sous la forme :

u
′

−u2 = 1
x
⇔ du

−u2 = dx

x
,

on intègre ∫ du

−u2 =
∫ dx

x
⇔ 1

u
= ln |x|+ c

⇔ y = x

ln |x|+ c
.

Équations différentielles linaires

Definition 1.4 On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 toute équation différentielle de la
forme :

y
′ + a(x) y = c(x), (1.2)

où a et c sont des fonctions continues.
L’équation homogène associe à (1.2) est

y
′ + a(x) y = 0. (1.3)

1. Méthode de résolution d’équation homogène

y
′ + a(x) y = 0⇔ dy

dx
= −a(x) y

⇔ dy

y
= −a(x) dx

⇔
∫ dy

y
=
∫
−a(x) dx

⇔ ln |y| = −A(x) + c.

7



1.1. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

Avec A une primitive de a, donc les solutions générales de l’équation différentielle (1.3) sont
les fonctions

y(x) = k exp(−A(x)).

Où k est une constante réelle.

2. Résolution de l’équation avec second membre

• Méthode de résolution
Pour résoudre une équation différentielle linéaire

y
′ + a(x) y = c(x).

On suit les étapes suivantes

1. Résoudre l’équation homogène associe (calcul de primitive) : y′ + a(x) y = 0.

2. Trouver une solution particulière de l’équation avec second membre.

3. Ajouter la solution particulière à la solution générale

y = y0 + k exp(−A(x)).

La valeur de k sera déterminée par une condition initiale. Dans le cas où la solution particulière
n’est pas claire, on utilise la méthode suivante :

• Méthode de la variation de la constante
Pour déterminer la valeur de k par la méthode de la variation de la constante, on montre si y est
solution de l’équation homogène et ne s’annule pas sur I, on peut chercher une solution particulière
de la forme :

y = k(x) exp(−A(x)).

Comme k est dérivable, on a :

y
′ = k

′(x) exp(−A(x))− k(x) a(x) exp(−A(x)),

en reportant dans l’équation (1.2), on obtient

k
′ exp(−A(x)) = c(x),

alors par l’intégration
k(x) =

∫
c(x) exp(A(x))dx,

la solution particulière est donc,

y(x) = k(x) exp(−A(x)) = exp(−A(x))
∫
c(x) exp(A(x)).
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1.1. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

Example 1.3 Soit l’équation différentielle

y
′ + y = exp(x). (1.4)

L’équation homogène est
y

′ + y = 0,

donc,
y = k exp(−x).

Recherchant la solution particulière par la méthode de variation de la constante

y
′ = k

′ exp(−x)− k exp(−x),

en substituant cette expression dans l’équation (1.4) on obtient

k
′(x) = exp(2x),

par intégration

k(x) = exp(2x)
2 + c,

donc la solution générale est

y(x) = c exp(−x) + exp(x)
2 .

Équations différentielles ordinaires du deuxième ordre à coeffi-
cients constantes

Definition 1.5 Une équation différentielle d’ordre 2 est de la forme :

F (x, y, y′
, y

′′) = 0.

Definition 1.6 On appelle équation différentielle linéaire du deuxième ordre à coefficients constants
toute équation du type

y
′′ + a y

′ + b y = c(x), (1.5)

où a, b sont des réels et c : I −→ R une fonction continue, et I un intervalle ouvert de R.

Definition 1.7 L’équation
y

′′ + a y
′ + b y = 0,

est appelée une équation homogène (sans second membre).
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1.1. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

1.1.2 Méthode de résolution d’équation homogène

• Polynôme caractéristique associé
On considère l’équation différentielle homogène du second ordre à coefficient constante où a, b ∈ R

y
′′ + a y

′ + b y = 0.

On pose y = exp(r x)
r2 exp(rx) + a r exp(rx) + b exp(rx) = 0,

exp(rx)
(
r2 + ar + b

)
= 0⇔

(
r2 + ar + b

)
= 0.

Definition 1.8 On appelle polynôme caractéristique associé à l’équation différentielle

y
′′ + a y

′ + b y = 0

le polynôme
r2 + a r + b = 0.

1ère cas : racines réelles c’est-à-dire ∆ > 0 : y1(x) = exp(r1x) et y2(x) = exp(r2x) sont des
solutions de l’équation, alors la solution générale est

y(x) = c1 exp(r1x) + c2 exp(r2x).

Où c1 et c2 ∈ R.

2eme cas :racines réelles doubles c’est-à-dire ∆ = 0 : y(x) = exp(rx), alors la solution géné-
rale est

y(x) = c1 exp(rx) + c2 x exp(rx).

3eme cas :racines complexes c’est-à-dire ∆ < 0 : r1 = α+ i β et r2 = α− i β, alors la solution
générale est

y(x) = exp(αx) (c1 cos βx+ c2 sin βx) .

1.1.3 Méthode de résolution d’équation différentielle non homogène

La relation de l’équation (1.5) réside donc dans :

1. La recherche de la solution générale de l’équation homogène y′′ + ay
′ + by = 0.

2. la recherche d’une solution particulière de y′′ +ay′ +by = c(x), pour cela on utilise la méthode
de variation de la constante

y(x) = c1 y1(x) + c2 y2(x),

une solution d’équation différentielle homogène, on pose

y(x) = c1(x) y1 + c2(x) y2,

10



1.1. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

avec c1 et c2 deux fonctions dérivables vérifiant la condition de Cauchy

c
′

1 y + c
′

2 y = 0,

puis en calcule y′ et y′′ et on remplace dans (1.5), on trouve

c
′

1(x) y′

1(x) + c
′

2(x) y′

2(x) = c(x),

ensuite on résoudre le systèmec
′
1(x) y′

1(x) + c
′
2(x) y′

2(x) = c(x),
c

′
1(x) y(x) + c

′
2(x) y(x) = 0.

Example 1.4 Soit l’équation différentielle

y
′′ + y = tan x.

L’équation homogène associée est
y

′′ + y = 0,

l’équation caractéristique est
r2 + 1 = 0,

la solution de l’équation homogène est

y(x) = c1 cosx+ c2 sin x,

on utilise la méthode de variation de la constante, on pose

y(x) = c1(x) cosx+ c2(x) sin x,

et on résoudre le système −c
′
1(x) sin x+ c

′
2(x) cos x = tan x,

c
′
1(x) cos x+ c

′
2(x) sin x = 0,

On a

W [y1(x), y2(x)] =

∣∣∣∣∣∣ cosx sin x
− sin x cosx

∣∣∣∣∣∣ = cos2 x+ sin2 x = 1 6= 0,

On utilise la méthode de Cramer donc le système admet une solution

c
′

1(x) =

∣∣∣∣∣∣tan x cosx
0 sin x

∣∣∣∣∣∣
c

′

2(x) =

∣∣∣∣∣∣− sin x tan x
cosx 0

∣∣∣∣∣∣
11



1.2. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

donc
c

′

1 = tan x sin x.

c
′

2 = tan x cosx.

On trouve

c1(x) =
∫

tan x (sin x) dx,

= − ln | 1
cosx + tan x|+ sin x+ c.

c2(x) =
∫
− tan x cosx dx,

= cosx+ c
′
.

donc la solution générale est

y(x) =
(
− ln | 1

cosx + tan x|+ sin x+ c
)

cosx+
(
cosx+ c

′) sin x.

1.2 Équations aux dérivées partielles

Definition 1.9 Une équation aux dérivées partielles (noté EDP) est une relation entre une fonction
de plusieurs variables (réelles) u, et ses dérivées partielles, et une fonction données f

F

(
u, x1, ...xn,

∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xn
,
∂2u

∂x2
1
, ...,

∂mu

∂xmn

)
= f u dans Ω (1.6)

où Ω est un ouvert de Rn, et F est une fonction de plusieurs variable réelles.
L’ordre de dérivation le plus élevé apparaissant dans (1.6) est appelé l’ordre de l’EDP.

Remarque 1.2 Si la fonction f est nulle alors F est une équation homogène.

• Dimension et ordre d’une EDP
— La dimension d’une équation aux dérivées partielles est le nombre de variables indépendantes

dont dépend la fonction inconnue u .
— L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de dérivation présent

dans l’équation.

1.2.1 Équations aux dérivées partielles linéaires

Definition 1.10 Une EDP d’une inconnue u est dite linéaire si l’on peut la mettre sous la forme :

Lu = f, (1.7)

où
L est une opérateur linéaire différentielle ,
f est une fonction de n variables indépendants définie sur un domaine de R.
Si f = 0, on dit que l’équation est linéaire homogène. Sinon elle est non-homogène .
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1.2. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

Example 1.5 L’équation

u+ y
∂2u

∂y2 + 2x y ∂
2u

∂x2 = 1,

est linéaire non-homogène sur R2 car elle peut s’écrire sous la forme (1.7) où

Lu = u+ y
∂2u

∂y2 + 2xy∂
2u

∂x2

est un opérateur linéaire différentielle et f(x, y) = 1.
Vérifions la linéarité de L : soit (a, b) ∈ R2 et soient u1, u2 deux fonctions suffisamment régulières,
on a

L (au1 + bu2) = (au1 + bu2) + y
∂2(au1 + bu2)

∂y2 + 2xy ∂
2(au1 + bu2)

∂x2

= a

(
u1 + y

∂2u1

∂y2 + 2xy ∂
2u1

∂x2

)
+ b

(
u2 + y

∂2u2

∂y2 + 2xy ∂
2u2

∂x2

)
= aL(u1) + bL(u2).

1.2.2 Équations aux dérivées partielles quasi-linéaires

Une EDP est quasi-linéaire quand elle est linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre plus
élève pour chacune des variables.

1.2.3 Équations aux dérivées partielles non linéaires

Une EDP est non linéaire si l’équation est non linéaire par rapport aux dérivées partielles de la
fonction inconnue .

Example 1.6

1.
∂2u

∂x∂y
+ ∂2u

∂x2 + ∂u

∂y
− u = 0, est une UDP linéaire d’ordre 2 homogène.

2. xyz
∂2u

∂x2 + u
∂u

∂y
− ∂2u

∂x∂y
= c, est une EDP quasi-linéaire d’ordre 2 non homogène.

3.
(
∂2u

∂x2 −
∂2u

∂y

)2

+ ∂2u

∂x∂y
− c = 0, est une EDP d’ordre 2 non linéaire et non homogène.

Remarque 1.3 la solution générale d’une EDP non homogène est la somme d’une solution particu-
lière de l’EDP non homogène et d’une solution générale de l’EDP homogène.

classification des équations aux dérivées partielles

Les équations aux dérivées partielles peuvent être classée selon différents points de vue,

1. si le temps est l’une des variables indépendantes de la fonction cherchée, on perle à des équa-
tions d’évolutions.
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1.2. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

2. si l’équation contient seulement les variables spatiales nous parlons à des équations station-
naires.

3. l’ordre de l’équation différentielle.

4. si l’équation constitue uniquement d’une combinaison linéaire de u et de ses dérivées, nous
parlons d’une équation linéaire.

5. dans le cas contraire, on parle à des équations non linéaires.

Équations aux dérivées partielles du première ordre

Definition 1.11 Une équation dans laquelle figure une fonction f de plusieurs variables indépen-
dantes x1 ,...,xn et des dérivées partielles du 1er ordre de f par rapport à ces variables, c’est-à-dire
une équation de la forme :

F

(
x1, ..., xn,

∂f

∂x1
, ...,

∂f

∂xn

)
= 0,

est dite une équation aux dérivées partielles (EDP) du première ordre.

Remarque 1.4

∂f

∂x
= 0⇔ f(x, y) = ϕ(y),

∂f

∂y
= 0⇔ f(x, y) = ϕ(x).

Proposition 1.2 Une fonction φ(x, y, z) est une intégrale première d’un système différentielle si et
seulement si elle est solution de l’équation aux dérivées partielles associée.

Definition 1.12 Soit f une fonction de deux variables. Une équation aux dérivées partielles linéaire
du 1er ordre est une relation de la forme :

P (x, y, z) ∂f
∂x

+Q(x, y, z) ∂f
∂y

= R(x, y, z),

où P,Q,R sont des fonctions de x, y, z définies sur un ouvert de R3. Soit z = f(x, y) une solution de
l’équation précédent.
Posons φ(x, y, z) = f(x, y)− z On a

∂φ

∂x
= ∂f

∂x
,

∂φ

∂y
= ∂f

∂y
,

∂φ

∂z
= −1.

L’équation précédente s’écrit

p(x, y, z) ∂φ
∂x

+Q(x, y, z) ∂φ
∂y

+R(x, y, z) ∂φ
∂z

= 0,

d’où
∂φ

∂x
+ Q(x, y, z)
P (x, y, z)

∂φ

∂y
+ R(x, y, z)
P (x, y, z

∂φ

∂z
= 0.
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1.2. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

Cette équation aux dérivées partielles peut être considérée comme associée au système différentiel

dy

dx
= Q(x, y, z)
P (x, y, z) ,

dz

dx
= R(x, y, z)
P (x, y, z) ,

ou sous forme plus symétrique

dx

P (x, y, z) = dy

Q(x, y, z) = dz

R(x, y, z) .

Ce système est appelé système caractéristique de l’équation aux dérivées partielles.

Proposition 1.3 Les solutions de l’équation aux dérivées partielles :

P (x, y, z) ∂f
∂x

+Q(x, y, z) ∂f
∂y

= R(x, y, z),

sont définies par
φ(x, y, z) = 0,

où φ représente l’intégrale première la plus générale du système caractéristique :

dx

P (x, y, z) = dy

Q(x, y, z) = dz

R(x, y, z) .

Remarque 1.5 Comme φ s’exprime au moyen de deux intégrales premières indépendantes φ1 et φ2,
donc l’intégration de l’équation aux dérivées partielles se trouve ramenée à la recherche de deux
intégrales premières.

Example 1.7 Déterminer la solution générale de l’équation

∂z

∂x
+ 2 ∂z

∂y
+ z = 0.

Le système caractéristique associe est

dx

1 = dy

2 = dz

−z
.

dx

1 = dy

2 ⇒
∫
dx =

∫ 1
2 dy

⇒ x+ c1 = 1
2 y + c2

⇒ 2x− y = k1.

Le première intégrale u(x, y, z) = 2x− y.

dx

1 = dz

−z
⇒
∫
−dx =

∫ 1
z
dz

⇒ −x+ c1 = ln(z) + c2

⇒ z exp(x) = k.
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1.2. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

Le deuxième intégrale v(x, y, z) = z exp(x).
Par conséquent, la solution général s’écrit

f (2x− y, z exp(x)) = 0

d’où

z exp(x) = g (2x− y)
z = exp(−x)g (2x− y) .

f et g sont des fonctions arbitraires.

Équations aux dérivées partielles du deuxième ordre

Definition 1.13 Soit f une fonction de deux variable x et y. On appelle équation aux dérivées par-
tielles du 2éme ordre, une relation de la forme :

F

(
x, y, f,

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂2f

∂x2 ,
∂2f

∂x∂y
,
∂2f

∂y2

)
= 0,

faisant intervenir f et ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre 2.

1.2.4 Classification des équations aux dérivées partielles du deuxième ordre

Une équation aux dérivées partielles du deuxième ordre à deux variables x et y sous la forme
générale est donnée par

a
∂2f

∂x2 + b
∂2f

∂x∂y
+ c

∂2f

∂y2 + d
∂f

∂x
+ e

∂f

∂y
+ gf = k, (1.8)

où a, b, c, d, e, g et k sont des constants ou des fonctions à deux variables x et y. Une équation aux
dérivées partielles du deuxième ordre (1.8) est généralement classée en trois classes

1. Parabolique :l’équation parabolique est une équation qui satisfait la propriété

b2 − 4ac = 0.

Des exemples d’équations parabolique est une l’équation de la chaleur,

ut = kuxx.

2. Hyperbolique : l’équation hyperbolique est une équation qui satisfait la propriété

b2 − 4ac > 0.

Des exemples d’équation hyperbolique sont les équations des ondes,

utt = c2uxx.
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3. Elliptique : l’équation elliptique est une équation qui satisfait la propriété

b2 − 4ac < 0.

Des exemples d’équation elliptique sont l’équation de Laplace,

uxx + uyy = 0.

Example 1.8 Classez les équations aux dérivées partielles du deuxième ordre suivants comme hy-
perbolique , parabolique ou elliptique :

1. ut = 4uxx.
a = 4, b = 0, c = 0,
alors

b2 − 4ac = 0,

donc l’équation est parabolique.

2. utt = 4uxx.
a = 4, b = 0, c = −1,
alors

b2 − 4ac = 16 > 0,

donc l’équation est hyperbolique.

3. uxx + uyy = 0.
a = 1, b = 0, c = 1,
alors

b2 − 4ac = −4 < 0,

donc l’équation est elliptique.
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CHAPITRE

2

ONDES PROGRESSIVES ET MÉTHODE
D’EXPANSION

(
G′/G

)

En 1834, [Russell, 1844] fut le premier à observer les ondes solitaires. Il a observé une grande
émergence d’eau déplaçant lentement sur le canal d’Edimbourg-Glasgow sans changement de forme.
Le renflement d’eau, qu’il observait et appelait ”grande onde de translation”. L’onde s’est déplacée
le long du canal d’eau pendant une longue période de temps tout en conservant sa forme. Cette seule
onde bosselée de renflement d’eau s’appelle maintenant onde solitaire ou soliton.
Les solitons localisée, des ondes très stables qui conservent leur identité (forme et vitesse).
La découverte remarquable a motivé Russell à mener des expériences de laboratoire physique pour
mettre l’accent sur son observation et d’étudier ces ondes solitaires Il a établi la relation

c2 = g(h+ a)

qui déterminer la vitesse c de l’onde solitaire, où a est l’amplitude maximale au-dessus de la surface
de l’eau, h est la profondeur finie et g est l’accélération de la gravité. Les ondes solitaires sont donc
appelées les ondes de gravité.[5]

2.1 Définitions

Il est intéressant maintenant de donner quelques définitions de certains concepts de la théorie
mathématiques des ondes.
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2.1. DÉFINITIONS

2.1.1 Onde progressive

La définition physique d’une onde est un mouvement de haut en bas ou d’avant en arrière. L’onde
est aussi une perturbation qui transmet l’énergie d’un endroit à un autre. La caractéristique principale
de l’onde progressive est que la perturbation se retrouve identique à elle-même après une durée T (pé-
riode temporelle de propagation) et à une distance de X (période spatiale ou propagation ou longueur
d’onde). Il faut pour cela que le milieu de propagation ait une extension infinie ou, tout du moins, une
taille très grande devant celle de la longueur d’onde.
L’équation de propagation d’onde la plus simple est donnée par

utt = c2uxx

où u(x, t) représente l’amplitude de l’onde, et c est la vitesse de l’onde.
Cette équation a la solution générale d’Alembert

u(x, t) = f(x− ct) + g(x+ ct)

où f et g sont des fonctions arbitraires qui représentent respectivement des ondes de propagation droit
et gauche. Les deux ondes distinctes f et g se propagent sans changer leur identité. Les fonctions f et
g sont habituellement déterminées en utilisant les valeur initiales u(x, 0) et ut(x, 0) qui sont habituel-
lement prescrites. Comme l’équation d’onde est linéaire, les deux solutions peuvent être additionnées
selon le principe de superposition. Avec g = 0, l’onde se propage dans la bonne direction uniquement
comme dans l’équation ut + ux = 0 avec u(x, t) = f(x− t) et vitesse c = 1.
D’autre part, une onde progressive est une onde dans laquelle le milieu se déplace dans la direction
de propagation de l’onde. Les ondes progressive apparaissent dans l’étude des EDPs non linéaire où
les ondes sont représentées par la forme u(x, t) = f(x − ct) , où u(x − ct) décrit une perturbation
déplaçant dans la direction x négative ou positive c < 0 ou c > 0 respectivement.[5]

2.1.2 Types de solutions d’ondes progressives

La solution d’onde progressive est une solution de forme permanente déplaçant avec une vitesse
constante. Les solutions d’ondes progressives sont généralement obtenues en réduisant les EENLs en
équations différentielles ordinaires (EDOs) associées, qui sont résolues par plusieurs méthodes ap-
propriées. Ceci est principalement géré en utilisant u(x, t) = u(ζ), ζ = x − ct, c’est la vitesse de
l’onde.

Il existe de nombreux types des solutions d’ondes progressives qui présentent un intérêt particu-
lier pour la théorie des ondes solitaires qui se développe rapidement dans de nombreux domaines
scientifiques, comme les ondes d’eau en eaux peu profondes à la physique des plasmas. Les ondes
progressives apparaissent dans de nombreux types, et certains d’entre eux seront pris en compte.[5]

2.1.2.1 Ondes solitaires et solitons

Les ondes solitaires sont des ondes progressives localisées qui se déplacent à des vitesses constantes
et prennent une forme asymptotiquement nulle sur de grande distance. a définit l’onde solitaire comme
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2.1. DÉFINITIONS

un onde de gravité localisée qui maintient sa cohérence, elle a une amplitude finie et se propage
avec une vitesse et une forme constante. Les solitons sont des types particuliers des ondes solitaires.
Le soliton est une solution spatialement localisée, d’où u

′(ζ), u′′(ζ), u′′′(ζ), et u(ζ) → 0 tel que
ζ → ±∞, ζ = x− ct.

Figure 1 : Une solution de soliton u(x, t) = sech2(x− t)

L’équation de KdV est le modèle pionnier qui donne naissance aux solitons. La figure 1 montre un
graphe d’une solution de soliton u(x, t) = sech2(x− t) en forme de cloche caractérisée par des ailes
infinies ou des queues infinies.
Il n’est pas facile de trouver une définition précise d’un soliton. Cependant, ont définit un soliton
comme toute solution d’une équation non linéaire qui :

1. est une onde solitaire de forme permanente.

2. est localisé, de sort qu’il décoit ou s’approche d’une constante à l’infini.

3. peut interagir fortement avec d’autres solitons et conserve son identité.

4. est dû à un équilibre délicat entre les effets non linéaire et dispersifs.

Dans la littérature physique, la différence entre les ondes solitaires et les solitons est devenue floue.
Les ondes solitaires peuvent être définies comme des solutions de type soliton d’EENLs décrivant des
processus d’ondes dans des milieux dispersifs et dissipatifs.

2.1.2.2 Ondes périodiques

Les ondes périodiques sont des ondes progressives où le mouvement de la source est périodique,
il se répète au bout du temps t.
L’équation d’onde standard utt = uxx donne des solutions périodiques.

Figure 2 :Une solution périodique u(x, t) = cos(x− t)
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La figure 2 montre une solution périodique u(x, t) = cos(x− t) pour une équation d’onde standard.

2.1.2.3 Kinks

Les kinks sont des ondes solitaires qui montent ou descendent d’un état asymptotique à un autre.
La solution de kink approche d’une constante à l’infini.
L’équation de bergers standard ut + uux = ρuxx, où ρ est le coefficient de viscosité, est une équation
bien connue qui donne des solutions de kinks.

Figure 3 : Une solution de kink u(x, t) = 1− tanh(x− t)

La figure montre une solution de kink u(x, t) = 1 − tanh(x − t) pour l’équation de burgers avec

ρ = 1
2 .

2.1.2.4 Peakons

Les peakons sont des ondes solitaires avec des points. Dans ce cas, les solutions d’ondes progres-
sives sont lisses à l’exception d’un point sur un coin de sa crête.
Les peakons sont les points auxquels les dérivées spatiales changent de signe de sorte que les peakons
ont un saut fini dans la première dérivée de la solution u(x, t).
Cela signifie que les peakons ont des discontinuités dans la dérivée x mais que les deux dérivées uni-
latérales existent et ne différent que par un signe.
Les équations intégrables Camassa-Holm (CH) et Degasperis-Procesi (DP)

ut − uxxt + (b+ 1)uux = buxuxx + uuxxx

pour b = 2 et b = 3 respectivement, admettent des solutions de peakons.

Figure 5 :Une solution de peakon u(x, t) = exp(−|x− t|)
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la figure 5 montre une solution de peakon u(x, t) = c exp(−|x − t|) pour l’équation CH avec c = 1,
où c est la vitesse de l’onde.

2.1.2.5 cuspons

Les cuspons sont d’autres formes des ondes solitaires où la solution présente des cuspides à leurs
crêtes. Contrairement aux peakons où les dérivées aux pointes ne diffèrent que par un signe, les déri-
vées au saut d’un cuspon divergent.

Figure 4 :Un cuspon u(x, t) = exp

− | x− t |
1
6


La figure 4 montre un graphique virtuel d’un cuspon qui n’est pas obtenu à partir d’un modèle bien
connu. L’hypothèse est que le cuspon peut être représenté comme suit

u(x, t) = c exp

− | x− t | 1n
 , n > 1

2.2 La méthode d’expansion (G′/G)

Ces dernières années, de nombreuses approches ont été utilisées pour trouver les solutions exactes
des équations aux dérivées partielles non linéaire. Une de ces méthodes est connue sous le nom mé-
thode d’expansion (G′/G) et a été proposée par Roshid et Al.
la méthode d’expansion (G′/G) est simple et outil mathématique puissant pour la construction de so-
lutions d’ondes progressives d’équations d’évolutions non linéaires qui surviennent dans les domaines
des sciences de l’ingénieur, de la physique mathématique et des application en temps réel.

2.3 Principe de la méthode d’expansion (G′/G)

Dans ce travaille, nous décrivons la méthode d’expansion (G′/G) pour trouver les solutions des
équations aux dérivées partielles non linéaire, avec deux variables x et t, qui s’écrit sous la forme :
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p(u , ut, ux, uxt, utt, uxx...) = 0, (2.1)

où u = u(x, t)
le résumé de cette méthode ce distingue en cinq étapes suivantes :

étape 1 : On utilisant la variable d’onde progressive

u(x, t) = u(ζ), ζ = x− ct, (2.2)

Cette variable permet de réduire (2.1) à une EDO en terme de ζ,

p (u, cu′
, u

′
, cu

′′
, c2u

′′
, u

′′
...) = 0. (2.3)

étape 2 : Supposons que la solution de (2.3) peut être exprimée par un polynôme à coefficients(
G

′

G

)
comme suit :

u(ζ) =
m∑
i=0

ai

(
G

′

G

)i
, (2.4)

tel que G = G(ζ) satisfait l’équation différentielle linéaire de deuxième ordre.

G
′′(ζ) + λG′(ζ) + µG(ζ) = 0 (2.5)

G
′ = dG

dζ
, G′′ = d2G

dζ2 et ai(i = 1...n), λ et µ sont des constants réelles à déterminer ultérieu-
rement.
Utilisant la solution générale de l’équation (2.5) on obtient :

• si ∆ = λ2 − 4µ > 0
On obtient deux racines réels

G1 = −λ+
√
λ2 − 4µ

2 , G2 = −λ−
√
λ2 − 4µ

2 ,
alors la solution générale est

G(ζ) = k1 exp(G1ζ) + k2 exp(G2ζ)

où k1, k2 sont des constants .

G(ζ) = k1 exp
((−λ

2 +
√

∆
2
)
ζ

)
+ k2 exp

((−λ
2 −

√
∆
2
)
ζ

)
.

Nous dérivons G par rapport à ζ donc,

G
′(ζ) = k1

(−λ
2 +
√

∆
2
)

exp
((−λ

2 +
√

∆
2
)
ζ

)
+k2

(−λ
2 −
√

∆
2
)

exp
((−λ

2 −
√

∆
2
)
ζ

)
.
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d’où

G
′

G
=

exp(−λ2 ζ)
[
k1
(−λ

2 +
√

∆
2
)

exp(
√

∆
2 ζ) + k2

(−λ
2 −

√
∆
2
)

exp(−
√

∆
2 ζ)

]

exp(−λ2 ζ)
[
k1 exp(

√
∆
2 ζ) + k2 exp(−

√
∆

2 ζ)
] ,

= −λ
2 +

√
∆
2


k1 exp

(√∆
2 ζ

)
− k2 exp

(−√∆
2 ζ

)
k1 exp

(√∆
2 ζ

)
+ k2 exp

(−√∆
2 ζ

)
 ,

On a

exp
(√

∆
2 ζ

)
= cosh

(√
∆
2 ζ

)
+ sinh

(√
∆
2 ζ

)
.

exp
(
−
√

∆
2 ζ

)
= cosh

(√
∆
2 ζ

)
− sinh

(√
∆
2 ζ

)
.

donc,
G′

G
= −λ2 +

√
∆
2

(
A

B

)

avec

A = K1 cosh(
√

∆
2 ζ) +K1 sinh(

√
∆
2 ζ)−K2 cosh(

√
∆
2 ζ) +K2 sinh(

√
∆
2 ζ)

B = K1 cosh(
√

∆
2 ζ) +K1 sinh(

√
∆
2 ζ) +K2 cosh(

√
∆
2 ζ)−K2 sinh(

√
∆
2 ζ)

où

G′

G
= −λ2 +

√
∆
2


(k1 − k2) cosh(

√
∆
2 ζ) + (k1 + k2) sinh(

√
∆
2 ζ)

(k1 + k2) cosh(
√

∆
2 ζ) + (k1 − k2) sinh(

√
∆
2 ζ)

 ,
On pose que : k1 + k2 = c1, k1 − k2 = c2 alors

G
′

G
= −λ2 +

√
∆
2


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)

 .

• si ∆ = λ2 − 4µ < 0
On obtient deux racines complexes

G1 = −λ+
√
−λ2 + 4µ i
2 , G2 = −λ−

√
−λ2 + 4µ i
2 ,

alors la solution générale est

G (ζ) = exp
(
α ζ
)

(c1 cos β ζ + c2 sin β ζ) .

où α = −λ2 , β =
√
−λ2 + 4µ

2 alors
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G (ζ) = exp
(−λ

2 ζ
)(

c1 cos
√
−λ2 + 4µ

2 ζ + c2 sin
√
−λ2 + 4µ

2 ζ

)
,

= C1 exp
(−λ

2 ζ
)

cos
(√

∆
2 ζ

)
+ C2 exp

(−λ
2 ζ

)
sin

(√
∆
2 ζ

)
.

Nous dérivons G par rapport à ζ donc,

G
′ (ζ) = −C1

λ

2 exp
(−λ

2 ζ
)

cos
(√

∆
2 ζ

)
− c1

√
∆
2 exp

(−λ
2 ζ

)
sin

(√
∆
2 ζ

)

− c2
λ

2 exp
(−λ

2 ζ
)

sin
(√

∆
2 ζ

)
+ C2

√
∆
2 exp

(−λ
2 ζ

)
cos

(√
∆
2 ζ

)
.

on a

G′

G
= exp

−λ
2 ζ

(A)

exp
−λ
2 ζ

(
c1 cos(

√
∆
2 ζ) + c2 sin(

√
∆
2 ζ)

) ,

avec

A = −c1
λ

2 cos(
√

∆
2 ζ)− c1

√
∆
2 sin(

√
∆
2 ζ)− c2

λ

2 sin(
√

∆
2 ζ) + c2

√
∆
2 cos(

√
∆
2 ζ),

où

G′

G
= −λ

2


c1 cos(

√
∆
2 ζ) + C2 sin(

√
∆)
2 ζ

c1 cos(
√

∆
2 ζ) + c2 sin(

√
∆
2 ζ)



+
√

∆
2


−c1 sin(

√
∆
2 ζ) + c2 cos(

√
∆
2 ζ)

c1 cos(
√

∆
2 ζ) + c2 sin(

√
∆
2 ζ)

 ,
alors

G
′

G
= −λ2 +

√
∆
2


−c1 sin(

√
∆
2 ζ) + c2 cos(

√
∆
2 ζ)

c1 cos(
√

∆
2 ζ) + c2 sin(

√
∆
2 ζ)

 .
• si ∆ = λ2 − 4µ = 0

On obtient une racine double G0 = −λ2 , alors la solution générale est

G(ζ) = c1 exp
(
G0ζ

)
+ c2ζ exp

(
G0ζ

)
.

où c1, c2 sont des constants .

G(ζ) = c1 exp
(−λ

2 ζ
)

+ c2 ζ exp
(−λ

2 ζ
)
.

G
′(ζ) = −λ2 C1 exp

(−λ
2 ζ

)
+ c2 exp

(−λ
2 ζ

)
− λ

2 c2 ζ exp
(−λ

2 ζ
)
.
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G
′

G
=
−λ
2 C1 exp

(−λ
2 ζ

)
+ c2 exp

(−λ
2 ζ

)
− λ

2 c2 ζ exp
(−λ

2 ζ
)

c1 exp
(−λ

2 ζ
)

+ c2ζ exp
(−λ

2 ζ
) ,

= −λ2

(
c1 exp

(−λ
2 ζ

)
+ c2 ζ exp

(−λ
2 ζ

))
(
c1 exp

(−λ
2 ζ

)
+ c2 ζ exp

(−λ
2 ζ

)) +

(
c2 exp

(
− λ

2 ζ
))

(
c1 exp

(−λ
2 ζ

)
+ c2 ζ exp

(
−λ
2 ζ

)) ,
alors

G
′

G
= −λ2 + c2

c1 + c2 ζ
.

Donc on trouve le système :

G
′

G
=



−λ
2 +

√
λ2−4µ

2


c1 sinh

{√
λ2 − 4µ

2 ζ

}
+ c2 cosh

{√
λ2 − 4µ

2 ζ

}

c1 cosh
{√

λ2 − 4µ
2 ζ

}
+ c2 sinh

{√
λ2 − 4µ

2 ζ

}
 λ2 − 4µ > 0,

−λ
2 +

√
λ2−4µ

2


−c1 sin

{√
λ2 − 4µ

2 ζ

}
+ c2 cos

{√
λ2 − 4µ

2 ζ

}

c1 cos
{√

λ2 − 4µ
2 ζ

}
+ c2 sin

{√
λ2 − 4µ

2 ζ

}
 , λ2 − 4µ < 0,

(
c2

c1 + c2ζ

)
− λ

2 λ2 − 4µ = 0,

Après la simplicité on trouve :

G
′

G
=



−λ
2 +

√
−4µ+ λ2

2 tanh
{√
−4µ+ λ2

2 ζ

}
λ2 − 4µ > 0,

−λ
2 +

√
4µ− λ2

2 tan
{√

4µ− λ2

2 ζ

}
λ2 − 4µ < 0,

( c2

c1 + c2 ζ
)− λ

2 λ2 − 4µ = 0.

(2.6)

étape 3 : L’entier positif m peut être déterminer par l’égalité entre les dérivées d’ordre le plus
élevé et les termes non linéaire apparaissant dans l’équation (2.3) comme suit : si nous défi-
nissons le degré de u(ζ) comme D[u(ζ)] = m, alors le degré des autres expressions est défini
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par

D

(
dqu

dζq

)
= m+ q,

D

(
ur
(
dqu

dζq

)s)
= mr + s (q +m) .

étape 4 : En substituant l’équation (2.4) dans l’équation (2.3), utilisons la solution générale de
l’équation (2.5), en rassemblant tous les termes de même puissance puis en égalant chaque
coefficient du polynôme obtenu à zéro, on obtient un ensemble d’équations algébriques pour
ai, c, λ, µ.

étape 5 : En résolvant les équations algébriques nous obtenons les valeurs ai, c, λ, µ. Par substitu-
tion de ces valeurs dans l’équation (2.4), on obtient les solutions d’ondes progressives d’EDP
non linéaire (2.1).
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CHAPITRE

3

RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DE
L’ÉQUATION DE BOUSSINESQ

3.1 Équation de Boussinesq

Les équations de Boussinesq en mécanique des fluides désignent un système d’équations d’ondes
obtenue par approximation des équations d’Euler pour des écoulements incompressibles irrationnels
à surface libre.
Elles permettent de prévoir les ondes de gravité comme ondes cnoidales, ondes de stokes, solitons,
etc. Ces équations ont été introduites par joseph Boussinesq en 1872 et sont un exemple d’équations
aux dérivées partielles dispersive.
Dans cette partie, nous avons obtenu des solutions d’ondes progressives exactes de l’équation aux
dérivées partielles non linéaire, à savoir l’équation de Boussinesq du quatrième ordre impliquant
des paramètres via la méthode d’expansion (G′/G) . Dans cette méthode, la solution générale de
l’équation différentielle ordinaire linéaire du second ordre à coefficient constants est mise en œuvre.
De plus, les solitons et les solutions périodique sont décrits à travers trois familles différentes.

3.2 Résolution numérique de l’équation de Boussinesq

On considère l’équation de Boussinesq sous la forme :[2]

utt − uxx −
(
u2
)
xx

+ uxxxx = 0. (3.1)
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3.2. RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DE L’ÉQUATION DE BOUSSINESQ

On utilise la transformation u (x, t) = u (ζ) , avec ζ = x− ct on trouve :

c2u
′′ − u′′ −

(
u2
)′′

+ u
′′′′ = 0(

c2 − 1
)
u

′′ −
(
u2
)′′

+ u
′′′′ = 0 (3.2)

d’après l’intégration de (3.2) on obtient :

(
c2 − 1

)
u− u2 + u

′′ = 0 (3.3)

On considère l’équilibre homogène entre la dérivée d’ordre le plus élevé et le terme non linéaire,
donc :

2m = m+ 2⇒ m = 2

u(ζ) =
m∑
i=0

ai

(
G

′

G

)i
⇒ u (ζ) = a0 + a1

(
G

′

G

)
+ a2

(
G

′

G

)2

. (3.4)

d’après l’équation (2.5) et (3.4) on trouve :

u2 (ζ) = a2
0 + 2a0a1

(
G

′

G

)
+
(
a2

1 + 2a0a2
)(G′

G

)2

+ 2a1a2

(
G

′

G

)3

+ a2
2

(
G

′

G

)4

. (3.5)

u
′′ (ζ) = λµa1 + 2µ2a2 +

(
λ2a1 + 2a1µ+ 6λµa2

)(G′

G

)
(3.6)

+
(
3λa1 + 4λ2a2 + 8µa2

)(G′

G

)2

+ (2a1 + 10λa2)
(
G

′

G

)3

+ 6a2

(
G

′

G

)4

.

On substituant (3.4), (3.5) et (3.6) dans (3.3)

(c2 − 1) a0 + (c2 − 1) a1

(
G

′

G

)
+ (c2 − 1) a2

(
G

′

G

)2

− a2
0 − 2a0a1

(
G

′

G

)
− (a2

1 + 2a0a2)
(
G

′

G

)2

−

2a1a2

(
G

′

G

)3

−a2
2

(
G

′

G

)4

+6a2

(
G

′

G

)4

+(2a1 + 10λa2)
(
G

′

G

)3

+(3λa1 + 4λ2a2 + 8a2µ)
(
G

′

G

)2

+

(λ2a1 + 2a1µ+ 6λµa2)
(
G

′

G

)
+ λµa1 + 2µ2a2.

On collectons les termes de même ordre, puis le mise a zero et on ressoude le système algébrique
pour trouvé a0, a1, a2, c.

(
G

′

G

)0

: c2a0 − a0 − a2
0 + λµa1 + 2µ2a2 = 0.

(
G

′

G

)1

: c2a1 − a1 − 2a0a1 + λ2a1 + 2a1µ+ 6λµa2 = 0.

(
G

′

G

)2

: c2a2 − a2 − a2
1 − 2a0a2 + 3λa1 + 4λ2 − a2 + 8µa2 = 0.
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(
G

′

G

)3

: −2a1a2 + 2a1 + 10λa2 = 0.

(
G

′

G

)4

: −a2
2 + 6a2 = 0.

Donc

a0 = 6µ, a1 = 6λ, a2 = 6, c =
√

1 + 4µ− λ2, (3.7)

où

a0 = λ2 + 2µ, a1 = 6λ, a2 = 6, c =
√

1− 4µ+ λ2. (3.8)

Où λ et µ sont des constants arbitraires .
On substituant (3.7) dans (3.4) alors :

u1 (ζ) = 6µ+ 6λ
(
G

′

G

)
+ 6

(
G

′

G

)2

; avec : ζ1 = x−
√

1− λ2 + 4µ t. (3.9)

On substituant (3.8) dans (3.4) alors :

u2 (ζ) = λ2 + 2µ+ 6λ
(
G

′

G

)
+ 6

(
G

′

G

)2

; avec : ζ2 = x−
√

1 + λ2 − 4µ t. (3.10)

Utilisant la solution générale de l’équation (2.5) on obtient :

• si ∆ = λ2 − 4µ > 0

donc G1 = −λ−
√
λ2 − 4µ

2 ; G2 = −λ+
√
λ2 − 4µ

2
alors la solution générale est :

G(ζ) = k1 exp
(
G1 ζ

)
+ k2 exp

(
G2 ζ

)
.

où k1, k2 sont des constants.

G(ζ) = k1 exp
((
−λ
2 +

√
∆
2

)
ζ

)
+ k2 exp

((
−λ
2 −

√
∆
2

)
ζ

)
.

G
′(ζ) = k1

(−λ
2 +

√
∆
2
)

exp
((−λ

2 +
√

∆
2
)
ζ

)
+ k2

(−λ
2 −

√
∆
2
)

exp
((−λ

2 −
√

∆
2
)
ζ

)
.

alors

G
′

G
=

exp
(−λ

2 ζ
) [
k1

(
−λ
2 +

√
∆
2

)
exp

(√∆
2 ζ

)
+ k2

(
−λ
2 −

√
∆
2

)
exp

(−√∆
2 ζ

)]

exp
(−λ

2 ζ
) [
k1 exp

(√∆
2 ζ

)
+ k2 exp

(−√∆
2 ζ

)] ,

= −λ2 +
√

∆
2


k1 exp

(√∆
2 ζ

)
− k2 exp

(−√∆
2 ζ

)
k1 exp

(√∆
2 ζ

)
+ k2 exp

(−√∆
2 ζ

)
 .
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On a :

exp
(√∆

2 ζ
)

= cosh
(√

∆
2 ζ

)
+ sinh

(√
∆
2 ζ

)
.

exp
(
−
√

∆
2 ζ

)
= cosh

(√
∆
2

)
− sinh

(√
∆
2 ζ

)
.

donc,
G′

G
= −λ2 +

√
∆
2

(
A

B

)

avec

A = K1 cosh(
√

∆
2 ζ) +K1 sinh(

√
∆
2 ζ)−K2 cosh(

√
∆
2 ζ) +K2 sinh(

√
∆
2 ζ)

B = K1 cosh(
√

∆
2 ζ) +K1 sinh(

√
∆
2 ζ) +K2 cosh(

√
∆
2 ζ)−K2 sinh(

√
∆
2 ζ)

où

G′

G
= −λ2 +

√
∆
2


(k1 − k2) cosh(

√
∆
2 ζ) + (k1 + k2) sinh(

√
∆
2 ζ)

(k1 + k2) cosh(
√

∆
2 ζ) + (k1 − k2) sinh(

√
∆
2 ζ)

 ,
On pose que : k1 + k2 = c1, k1 − k2 = c2 alors

G
′

G
= −λ2 +

√
∆
2


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)

 . (3.11)
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• cas 1 : où ζ1 = x−
√

1− λ2 + 4µ t.
On substituant (3.11) dans (3.9) on obtient :

u(1,1) (ζ) = 6µ+ 6λ
(
G

′

G

)
+ 6

(
G

′

G

)2

,

= 6µ+ 6λ−λ2 +
√

∆
2


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)



+6

−λ2 +
√

∆
2


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)


2 ,

= 6µ− 3λ2 + 3λ
√

∆


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)



+6
[λ2

4 + ∆
4


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)


2

−2λ
√

∆
2


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)

],

= 6µ− 3λ2 + 3λ
√

∆


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)

+ 3
2λ

2

+3∆
2


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)


2

,

alors

u(1,1) (ζ) = 6µ− 3
2λ

2 + 3
2
(
λ2 − 4µ

)
c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)


2

.
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• cas 2 : où ζ2 = x−
√

1 + λ2 − 4µ t.
On substituant (3.11) dans (3.10) on obtient :

u(1,2) (ζ) = λ2 + 2µ+ 6λ
(
G

′

G

)
+ 6

(
G

′

G

)2

,

= λ2 + 2µ+ 6λ


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)



+6


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)


2

,

= λ2 + 2µ− 3λ2 + 3λ
√

∆


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)



+6
(
λ2

4 + ∆
4


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)


2

−λ
√

∆
2


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)


)
,

= 2µ− 2λ2 + 3
2λ

2 + 3∆
2


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)


2

,

alors

u(1,2) (ζ) = 2µ− 1
2λ

2 + 3∆
2


c1 sinh(

√
∆
2 ζ) + c2 cosh(

√
∆
2 ζ)

c1 cosh(
√

∆
2 ζ) + c2 sinh(

√
∆
2 ζ)


2

.
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• si ∆ = λ2 − 4µ = 0

donc G0 = −λ2 alors la solution générale est :

G (ζ) = c1 exp
(
G0
)

+ c2 ζ exp
(
G0
)
.

où c1, c2 sont des constants.

G (ζ) = c1 exp
(−λ

2 ζ
)

+ c2 ζ exp
(−λ

2 ζ
)
.

G
′ (ζ) = −λ2 C1 exp

(−λ
2 ζ

)
+ c2 exp

(−λ
2 ζ

)
− λ

2 c2 ζ exp
(−λ

2 ζ
)
.

(
G

′

G

)
=
−λ
2 C1 exp

(−λ
2 ζ

)
+ c2 exp

(−λ
2 ζ

)
− λ

2 c2 ζ exp
(−λ

2 ζ
)

c1 exp
(−λ

2 ζ
)

+ c2 ζ exp
(−λ

2 ζ
) ,

= −λ2

(
c1 exp

(−λ
2 ζ

)
+ c2ζ exp

(−λ
2 ζ

))
(
c1 exp

(−λ
2 ζ

)
+ c2ζ exp

(−λ
2 ζ

)) +

(
c2 exp

(−λ
2 ζ

))
(
c1 exp

(−λ
2 ζ

)
+ c2ζ exp

(−λ
2 ζ

)) ,

donc

(
G

′

G

)
= −λ2 + c2

c1 + c2ζ
. (3.12)

• cas 1 : où ζ1 = x−
√

1 + 4µ− λ2 t.

On substituant (3.12) dans (3.9) on trouve :

u(2,1) (ζ) = 6µ+ 6λ
(
G

′

G

)
+ 6

(
G

′

G

)2

,

= 6µ+ 6λ
(
−λ
2 + c2

c1 + c2ζ

)
+ 6

(
−λ
2 + c2

c1 + c2ζ

)2

,

= 6µ− 3λ2 + 6λc2

c1 + c2ζ
+ 6

(
λ2

4 + c2
2

(c1 + c2ζ)2 −
λc2

c1 + c2ζ

)
,

alors

u(2,1) (ζ) = 6µ− 3λ2 + 6 c2
2

(c1 + c2ζ)2 .
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• cas 2 : où ζ2 = x−
√

1 + λ2 − 4µ t.
On substituant (3.12) dans (3.10) on trouve :

u(2,2)(ζ) = λ2 + 2µ+ 6λ
(
G

′

G

)
+ 6

(
G

′

G

)2

,

= λ2 + 2µ+ 6λ
(
−λ
2 + c2

c1 + c2ζ

)
+ 6

(
−λ
2 + c2

c1 + c2ζ

)2

,

= λ2 + 2µ− 3λ2 + 6λc2

c1 + c2ζ
+ 6

(
λ2

4 + c2
2

(c1 + c2ζ)2 −
λc2

c1 + c2ζ

)
,

alors

u(2,2) (ζ) = 2µ− λ2

2 + 6 c2
2

(c1 + c2ζ)2 .

• si ∆ = λ2 − 4µ < 0
On obtient deux racines complexes

G1 = −λ+
√
−λ2 + 4µ i
2 , G2 = −λ−

√
−λ2 + 4µ i
2 ,

alors la solution générale est

G (ζ) = exp
(
α ζ
)

(c1 cos β ζ + c2 sin β ζ) .

où α = −λ2 , β =
√
−λ2 + 4µ

2 alors

G (ζ) = exp
(−λ

2 ζ
)(

c1 cos
√
−λ2 + 4µ

2 ζ + c2 sin
√
−λ2 + 4µ

2 ζ

)
,

= C1 exp
(−λ

2 ζ
)

cos
(√

∆
2 ζ

)
+ C2 exp

(−λ
2 ζ

)
sin

(√
∆
2 ζ

)
.

Nous dérivons G par rapport à ζ donc,

G
′ (ζ) = −C1

λ

2 exp
(−λ

2 ζ
)

cos
(√

∆
2 ζ

)
− c1

√
∆
2 exp

(−λ
2 ζ

)
sin

(√
∆
2 ζ

)

− c2
λ

2 exp
(−λ

2 ζ
)

sin
(√

∆
2 ζ

)
+ C2

√
∆
2 exp

(−λ
2 ζ

)
cos

(√
∆
2 ζ

)
.

on a

G′

G
= exp

−λ
2 ζ

(A)

exp
−λ
2 ζ

(
c1 cos(

√
∆
2 ζ) + c2 sin(

√
∆
2 ζ)

) ,

avec

A = −c1
λ

2 cos(
√

∆
2 ζ)− c1

√
∆
2 sin(

√
∆
2 ζ)− c2

λ

2 sin(
√

∆
2 ζ) + c2

√
∆
2 cos(

√
∆
2 ζ),
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où

G′

G
= −λ

2


c1 cos(

√
∆
2 ζ) + C2 sin(

√
∆)
2 ζ

c1 cos(
√

∆
2 ζ) + c2 sin(

√
∆
2 ζ)



+
√

∆
2


−c1 sin(

√
∆
2 ζ) + c2 cos(

√
∆
2 ζ)

c1 cos(
√

∆
2 ζ) + c2 sin(

√
∆
2 ζ)

 ,
alors

G
′

G
= −λ2 +

√
∆
2


−c1 sin(

√
∆
2 ζ) + c2 cos(

√
∆
2 ζ)

c1 cos(
√

∆
2 ζ) + c2 sin(

√
∆
2 ζ)

 . (3.13)

• cas 1 : où ζ1 = x−
√

1 + 4µ− λ2 t.

On substituant (3.13) dans (3.9) on trouve :

u(3,1) (ζ) = 6µ+ 6λ
(
G

′

G

)
+ 6

(
G

′

G

)2

,

= 6µ+ 6λ

−λ2 +
√

∆
2


−c1 sin

√
∆
2 ζ + c2 cos

√
∆
2 ζ

c1 cos
√

∆
2 ζ + c1 sin

√
∆
2 ζ




+6

−λ2 +
√

∆
2


−c1 sin

√
∆
2 ζ + c2 cos

√
∆
2 ζ

c1 cos
√

∆
2 ζ + c2 sin

√
∆
2 ζ




2

,

alors

u(3,1) (ζ) = 6µ− 3λ2 + 3
2(−λ2 + 4µ)


−c1 sin

√
∆
2 ζ + c2 cos

√
∆
2 ζ

c1 cos
√

∆
2 ζ + c2 sin

√
∆
2 ζ


2

.
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• cas 2 : où ζ2 = x−
√

1 + λ2 − 4µ t.

On substituant (3.13) dans (3.10) on trouve :

u(3,2) (ζ) = 2µ+ λ2 + 6λ
(
G

′

G

)
+ 6

(
G

′

G

)2

,

= 2µ+ λ2 + 6λ

−λ2 +
√

∆
2


−c1 sin

√
∆
2 ζ + c2 cos

√
∆
2 ζ

c1 cos
√

∆
2 ζ + c2 sin

√
∆
2 ζ




+6

−λ2 +
√

∆
2


−c1 sin

√
∆
2 ζ + c2 cos

√
∆
2 ζ

c1 cos
√

∆
2 ζ + c2 sin

√
∆
2 ζ




2

,

alors

u(3,2) (ζ) = 2µ− 1
2λ

2 + 3
2(−λ2 + 4µ)


−c1 sin

√
∆
2 ζ + c2 cos

√
∆
2 ζ

c1 cos
√

∆
2 ζ + c2 sin

√
∆
2 ζ


2

.

37



CONCLUSION

Les équations d’évolution non linéaires (EENLs) possèdent beaucoup de structures d’ondes pro-
gressives intéressantes. Dans l’étude des équations modélisant les phénomènes d’ondes, l’un des ob-
jectifs fondamentaux est les solutions d’ondes progressives, que leurs expressions soient explicites ou
implicites, sont très intéressantes du point de vue des applications. Ces types d’ondes ne modifieront
pas leur profile pendant la propagation et sont donc faciles à identifier

le but de notre travail est de déterminer le comportement des solutions d’ondes progressives en
résolvant des EENLs.

On peut observer qu’il existe différents types de solution d’ondes progressive. Cette étude montre
que la méthode a prouvé efficacité pour l’application aux équations d’évolution non linéaires.
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Abstract
In this work, we established travelling wave solutions for some nonlinear evolution equations. The

ravelling wave solutions are expressed by the hyperbolic functions, the trigonometric functions and
the rational functions.
This study shows that the proposed method is effective and gives mor solutions for nonlinear evolu-
tions equations.

Key Words : (G
′

G
)-expansion method, Boussinesq equation, Travelling wave.

Résumé
Dans ce travail on a étudié les solutions d’ondes progressives pour les équations aux dérivées par-

tielles non linéaires. Ces solutions sont exprimées par des fonctions hyperboliques, trigonométriques,
rationnelles.

Cette étude montre que la méthode proposée est assez efficace et pratiquement bien adaptée à être
utilisée pour trouver des solutions exactes des équations aux dérivées partielles non linéaires.

Mots Clés : Méthode d’expansion (G
′

G
), Équation de boussinesq, ondes progressives.
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