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Introduction

Les équations aux dérivées partielles constituent aujourd’hui l’un des thèmes importants de la
compréhension scientifique et dans la modélisation de nombreux problèmes en physique, biolo-

gie et économie ou ailleurs. Par exemple en physique, ces équations correspondant à la traduction
mathématique des lois de la physique :

-Thermique : équation de la chaleur.
Cette équation est une équation aux dérivées partielles parabolique pour décrire le phénomène
physique de conduction thermique, introduit initialement en 1807 par Joseph Fourier (1768−1830)

donnée par la loi
q = −K∇u,

qui exprime le flux de la chaleur q proportionnellement au gradient de température. Alors dans
ce cas la chaleur propage à vitesse infinie. Cette propriété connue sous le nom de "paradoxe de la
chaleur".
Pour corriger ce paradoxe et obtenir une meilleure description de la réalité Maxwell-Cattaneo a
proposé un modèle dans lequel la chaleur se propage à vitesse finie donné par la loi

b
∂q

∂t
+ q = −K∇u,

où b > 0 est le temps de relaxation qui doit être très faible et b∂q
∂t

est l’inertie thermique qui évite
le phénomène de propagation infinie.
Cette modification de la loi de Fourier permet d’obtenir le modèle hyperbolique de l’équation de
la chaleur.
La résolution des équations aux dérivées partielles d’évolution nécessite des conditions initiales
(initialement à t = 0) et des conditions aux limites. Il existe un grand nombre de conditions aux
limites possibles, en fonction de la formulation du problème. On cite par exemple les conditions
aux limites de Dirichlet (nommée d’après Johann Dirichlet (1805−1859)) et de Neumann (nommée
d’après Carl Neumann (1832− 1925)).
Les questions fondamentales sur l’étude d’une EDP sont
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- L’existence des solutions,
- L’unicité de solution,

éventuellement en fonction de données aux limites.
L’étude théorique des EDP fait appel à presque toutes les branches de l’analyse par exemple l’ana-
lyse fonctionnelle, la théorie des équations différentielles ordinaires,... .
Ce travail concerne l’étude mathématique de quelques problèmes de chaleur parabolique et hyper-
bolique.
Ce mémoire est composé de trois chapitres
Le premier chapitre se concentre sur quelques notions essentielles d’analyse fonctionnelle (Espace
de Hilbert, espaces de Lebesgue, espace de Sobolev, ...) et la théorie des équations différentielles
ordinaires (EDO) (Théorème d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz et lemme de Gronwall).
Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de l’équation de la chaleur parabolique avec la
condition aux limites de Dirichlet homogène sur le bord (voir [20])

∂u

∂t
− div(K(x, t)∇u) = f(x, t) dans Ω× [0, T ],

u(x, t) = 0 sur Γ× ]0, T [,

u(x, 0) = u0 dans Ω,

où K est la conductivité thermique et f est une fonction donnée.
On présente la méthode de Galerkin pour montrer l’existence de solutions de la formulation varia-
tionnelle associée à ce problème.
On peut résumer cette méthode en trois étapes :

- Recherche de solutions approchées.
- Estimations a priori.
- Passage à la limite (existence de solutions faibles).

Ensuite, on donne un résultat d’unicité de la solution faible.
Dans le dernier chapitre, on présente la méthode de Galerkin comme dans le chapitre 2

mais pour l’équation de la chaleur hyperbolique avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet
homogène-Neumann) (voir [3])

b
∂2u

∂t2
+
∂u

∂t
− div(K(x, t)∇u) = f(x, t) dans Ω× [0, T ],

u(x, t) = 0 sur Γ1× ]0, T [,

(K∇u) · n = g sur Γ2× ]0, T [,

u(x, 0) = u0 dans Ω,
∂u

∂t
(x, 0) = u1.

De plus, on donne un résultat d’unicité de la solution faible de ce problème.
Enfin, on termine notre travail par une conclusion générale.

6



1
Préliminaires et notions fondamentales

Ce chapitre rappelle quelques notions fondamentales et les principaux résultats mathématiques
de l’analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans ce travail.

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Définitions et propriétés élémentaires de l’espace de Hilbert

Définition 1.1. Soit H un espace vectoriel réel resp complexe. On appelle produit scalaire sur
H toute forme bilinéaire, symétrique resp hermitienne qui est définie positive.

On notera < x, y > le produit scalaire des vecteurs x, y ∈ H. Cela signifie que l’application

< ·, · >: H ×H 7→ K = R ou C

(x, y) 7→ < x, y >,

vérifie
- Pour tout y ∈ H, l’application x ∈ H 7→< x, y >∈ K est une forme linéaire.
- Pour tous x, y ∈ H on a :

< y, x > = < x, y > si l’espace est réel,

< y, x > = < x, y > si l’espace est complexe.

- Pour tout x ∈ H,< x, x >> 0 et < x, x >= 0 si et seulement si x = 0.

Définition 1.2. Si l’espace vectoriel H est muni d’un produit scalaire, on dit que c’est un espace
pré-hilbertien.

Comme < x, x >> 0 on peut poser ‖ x ‖=
√
< x, x > définit une norme hilbertienne sur H.

Théorème 1.1. [5] (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tous x, y ∈ H on a,

|< x, y >|6 ‖ x ‖ ‖ y ‖ .
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Exemple 1.1. Le produit scalaire usuel sur Rd est défini par

< x, y > =
d∑
j=1

xjyj,

où x = (x1, ..., xd), y = (y1, ..., yd).

Définition 1.3. Si un espace pré-hilbertien est complet pour sa norme hilbertienne, on dit que
c’est un espace de Hilbert.

Exemple 1.2. L’espace vectoriel `2 des suites de scalaires (xn)n>0 pour lesquelles la série
∑
n>0

| xn |2

converge, muni de la norme

x = (xn)n>0 ∈ `2, ‖ x ‖2 =

(
+∞∑
n=0

| xn |2
) 1

2

,

est un espace de Hilbert.

Définition 1.4. (Système orthonormal) On dit que (wn)n∈I est un système orthonormal
dans H si

- ∀n 6= m ∈ I, < wn, wm >= 0 (ie, (wn)n∈I est un système orthogonal),
- ∀n ∈ I, ‖ wn ‖=

√
< wn, wn > = 1.

Théorème 1.2. [13] (Projection sur un sous espace vectoriel de dimension finie) Soit
w1, ..., wn un système orthonormal fini et V = V ect [w1, ..., wn] le sous espace vectoriel de H en-
gendré par les wi. Alors

∀x ∈ H, PV (x) =
n∑
i=1

< x,wi > wi.

Définition 1.5. (Partie dense) Soit E un espace métrique et A une partie de E. On dit que A
est dense dans E si l’une des conditions équivalentes suivante est vérifiée

- Pour x ∈ E, il existe une suite (yn) d’éléments de A qui converge vers x.
- Pour tout x ∈ E, et pour tout ε > 0, il existe y ∈ A avec ‖ y − x ‖6 ε.
- L’adhérence A de A est égale à E.

Définition 1.6. (Base hilbertienne) Un système orthonormal total (wn)n∈I de H (ie, l’espace
vectoriel engendré par les (wn) est dense dans H) appelé une base hilbertienne de H.

Définition 1.7. On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un sous ensemble D ⊂ E

dénombrable et dense.

Exemple 1.3. Les espaces vectoriels Rd ou Cd munis d’une norme quelconque sont séparables.
En effet, Qd est dense dans Rd, et l’ensemble

{(x1 + iy1, ..., xd + iyd) : (x1, ..., xd) ∈ Qd et (y1, ..., yd) ∈ Qd},

est dense dans Cd.

Théorème 1.3. [5] Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

1.2 Espaces de Lebesgue

Dans toute la suite Ω désigne un domaine (ouvert et connexe) borné de Rd et régulier (par
exemple de classe C1) muni de la mesure de Lebesgue dx. On note ∂Ω = Γ.

Définition 1.8. (p.p presque partout) Une propriété P (x) est dite presque partout si l’en-
semble des points où elle est fausse est négligeable (ie, un ensemble négligeable est un ensemble de
mesure nulle).

Exemple 1.4. (f = g p.p ⇔ µ(x ∈ X : f(x) 6= g(x)) = 0).

Définition 1.9. (L’espace des fonctions intégrables L1(Ω)) Soit f : Ω→ R. On dit qu’une fonction
mesurable f est sommable (ou intégrable au sens de Lebesgue) si∫

Ω

| f(x) | dx < +∞.

Définition 1.10. (L’espace L2(Ω)) On désigne par L2(Ω) l’espace des fonctions mesurables de Ω

dans R de carré sommable muni du produit scalaire et de la norme associée

(f, g)L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x) dx, ‖ f ‖L2(Ω) =

(∫
Ω

| f(x) |2 dx
) 1

2

.

Exemple 1.5. La fonction ln est dans l’espace L2(0, 1) ie,∫ 1

0

(ln(x))2dx < +∞.

On a, ∫ 1

0

[ln(x)]2dx = lim
a→0+

∫ 1

a

(ln(x))2dx,

on intègre par parties, on obtient∫ 1

a

(ln(x))2dx = −a(ln(a))2 − 2

∫ 1

a

ln(x) dx,

on intègre par parties, on obtient∫ 1

a

(ln(x))2dx = −a(ln(a))2 + 2a ln(a) + 2(1− a).

D’où ∫ 1

0

(ln(x))2dx = lim
n→0+

(−a(ln(a)2 + 2a ln(a) + 2(1− a)),

comme
lim
a→0+

a ln(a) = 0,

et
lim
a→0+

a (ln(a))2 = 0,
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

on obtient ∫ 1

0

(ln(x))2dx = 2,

d’où le résultat.

Théorème 1.4. (Riesz Frisher) [16] L’espace L2(Ω) muni du produit scalaire (., .)L2(Ω) est un
espace de Hilbert.

Théorème 1.5. [5] Les espaces L1(Ω) et L2(Ω) sont des espaces séparables.

Proposition 1.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) [5] Soient f, g ∈ L2(Ω). Alors fg ∈ L1(Ω) et∫
Ω

| fg | dx 6 ‖ f‖L2(Ω) ‖ g‖L2(Ω).

Définition 1.11. (L’espace L∞(Ω)) On désigne par L∞(Ω) l’espace des fonctions mesurables es-
sentiellement bornées sur Ω, c’est à dire qu’il existe une constante C > 0 telle que | f(x) | 6 C

p.p dans Ω muni de la norme

‖ f ‖L∞(Ω) = inf {C > 0 tel que | f(x) | 6 C p.p dans Ω}
= sup ess {| f(x) |, x ∈ Ω}.

Exemple 1.6. La fonction indicatrice de Q définie sur R qui vaut 1 en chaque nombre rationnel et
0 partout ailleurs est dans L∞(R) et coïncide dans cet espace avec la fonction constante de valeur
nulle du fait que l’ensemble des rationnels est négligeable.

Théorème 1.6. [1] Les espaces L1(Ω) et L∞(Ω) sont des espaces de Banach (ie, espace vectoriel
normé complet).

Proposition 1.2. [5] L∞(Ω) n’est pas séparable.

Définition 1.12. Soient (X , ‖ · ‖X ) et (Y , ‖ · ‖Y) deux espaces normés

- X ↪→continue Y , signifie X ⊂ Y avec l’injection continue c-à-d

∃c > 0, ‖ u ‖Y 6 c‖ u ‖X , ∀u ∈ X .

- X ↪→compacte Y si de toute suite bornée dans X , on peut extraire une sous suite converge
dans Y .

Théorème 1.7. [9] Supposons que

mes(Ω) =| Ω |=
∫

Ω

dx <∞,

alors, on a
‖ u ‖L2(Ω) 6

√
| Ω | ‖ u ‖L∞(Ω) ,
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

(ie,L∞(Ω)↪→continue L
2(Ω)), et

‖ u ‖L1(Ω) 6 | Ω | ‖ u ‖L∞(Ω),

(ie,L∞(Ω)↪→continue L
1(Ω)). De plus, on a

‖ u ‖L1(Ω) 6
√
| Ω | ‖ u ‖L2(Ω),

(ie,L2(Ω)↪→continue L
1(Ω)).

Définition 1.13. (Dual topologique) Soit (E, ‖ . ‖) un K-espace vectoriel normé.On appelle
dual topologique de E et l’on note E ′ l’ensemble des formes linéaires continues de E dans K.

Théorème 1.8. [5] Le dual topologique de L1(Ω) est L∞(Ω) et le dual topologique de L2(Ω) est
L2(Ω).

Définition 1.14. Soit f une fonction de Ω dans R. On appelle support de f l’ensemble fermé de
Rd qui est l’adhérence de {x ∈ Ω : f(x) 6= 0},

supp(f) = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0} ⊂ Rd.

Définition 1.15. L’espace D(Ω) = C∞c (Ω) est l’espace des fonctions infiniment dérivables
C∞(Ω) à support compact.

Exemple 1.7. Dans Rd, la fonction

f(x) =

exp
(

−1
1−‖x‖2

)
si ‖ x ‖< 1,

0 sinon,

appartient à D(Rd) et son support est la boule fermée B(0, 1) pour la norme utilisée

B(0, 1) = {x ∈ Rd, ‖ x ‖6 1}.

Théorème 1.9. [5] L’espace D(Ω) est dense dans L2(Ω) et dans L1(Ω).

Définition 1.16. (Distribution) Le dual topologique de D(Ω) sur R est D′(Ω) (un élément T ∈
D′(Ω) si T : D(Ω) → R linéaire et continue). L’espace D′(Ω) désigne l’ensemble des distributions
sur Ω.

Définition 1.17. (La dérivée d’une distribution) Soit T ∈ D′(Ω). Les dérivées premières de
T au sens de distribution sont définies par

<
∂T

∂xi
, ϕ >= − < T,

∂ϕ

∂xi
>, ∀i = 1, ..., d.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Définition 1.18. (Dérivation faible) Soit v une fonction de L2(Ω), on dit que v est dérivable
au sens faible dans L2(Ω), s’il existe des fonctions ψi ∈ L2(Ω) pour i ∈ {1, ..., d} telles que pour
toute fonction φ ∈ D(Ω) on a∫

Ω

v(x)
∂φ

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω

ψi(x)φ(x)dx,

chaque ψi est appelée la ieme dérivée partielle faible de v et notée désormais
∂v

∂xi
.

Définition 1.19. (Espace réflexif) Soient E un espace vectoriel normé et J : E → E ′′ tel que

J(x)(f) =< f, x >E′,E, ∀x ∈ E,∀f ∈ E ′

où < ·, · >E′,E désigne le produit de dualité entre E ′ et E. (L’application f 7→ < f, x >E′,E définie
de E dans R est une forme linéaire continue sur E ′). Un espace E est dit réflexif si J est bijectif
de E dans E ′′ (E ′′est le bidual topologique de E c’est à dire le dual topologique de E ′).

Proposition 1.3. [5] Soit E un espace de Banach réflexif et F un sous espace vectoriel fermé de
E. Alors, F est réflexif.

Théorème 1.10. [5] L’espace L2(Ω) est réflexif,mais les espaces L1(Ω) et L∞(Ω) ne sont pas
réflexifs.

1.3 Espaces de Sobolev

Espace de Sobolev H1(Ω)

Définition 1.20. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ω que l’on note par H1(Ω) l’ensemble
des fonctions de L2(Ω) ayant des dérivées au sens des distributions dans L2(Ω) en d’autre terme

H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω),

∂u

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, 2, ..., d

}
,

où les dérivées
∂u

∂xi
, i = 1, 2, ..., d sont prises au sens des distributions.

L’espace H1(Ω) muni de produit scalaire

< u, v >H1(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx+
d∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx,

et dont la norme qui définie par

‖ u ‖H1(Ω) =
(
< u, u >H1(Ω)

) 1
2 =

(∫
Ω

| u |2dx+
d∑
i=1

∫
Ω

∣∣ ∂u
∂xi

∣∣2 dx) 1
2

.

Pour la topologie induite par cette norme, une suite (un)n de H1(Ω) converge vers u ∈ H1(Ω) si

un −→ u dans L2(Ω) et
∂un
∂xi
−→ ∂u

∂xi
dans L2(Ω) pour tout i = 1, ..., d.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Exemple 1.8. Soit Ω =]− 1,+1[. Montrons que la fonction

u(x) =
1

2
(| x | +x) ∈ H1(Ω),

et que

u′(x) = H(x) =

1 si 0 < x < 1,

0 si − 1 < x < 0.

La fonction u est continue et bornée sur Ω. Elle appartient donc à L2(Ω). Montrons que sa dérivée
au sens de distribution vaut H. En effet pour tout ϕ ∈ D(Ω), on a

−
∫

Ω

uϕ′ dx = −
∫ 0

−1

uϕ′ dx−
∫ 1

0

uϕ′ dx =

∫ 1

0

ϕdx =

∫
Ω

Hϕdx.

Ainsi, u ∈ H1(Ω) et u′ = H. Or H est bornée sur Ω, et donc H ∈ L2(Ω).

Théorème 1.11. [16] L’espace (H1(Ω), ‖ · ‖H1(Ω)) est un espace de Hilbert séparable et réflexif.

Théorème 1.12. [1] L’espace C1(Ω) est dense dans H1(Ω).

Remarque 1.1. [5] On a toujours l’injection suivante

H1(Ω)↪→compacteL
2(Ω).

On considère le théorème de trace suivant

Théorème 1.13. (Théorème de trace) [16] On peut définir de façon unique la trace γ0(v) de
v ∈ H1(Ω) sur Γ de façon que γ0(v) coïncide avec la définition usuelle

γ0(v(x)) = v(x), x ∈ Γ,

si v ∈ C1(Ω). De plus l’application

γ0 : H1(Ω)→ L2(Γ),

est linéaire et continue.

Proposition 1.4. (Formule de Green) ([4], [5]) Pour tous u, v ∈ H1(Ω)∫
Ω

∂u

∂xi
v dx = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx+

∫
Γ

γ0(u)γ0(v) · ni dY,

où (ni)
d
i=1 sont les composantes de n avec n est le vecteur unitaire de la normale extérieur à Γ.

De plus, pour tout u ∈ H1(Ω) et v ∈ (H1(Ω))
d on a∫

Ω

u div(v) dx = −
∫

Ω

v·∇u dx+

∫
Γ

γ0(u)(γ0(v) · n) dY,

où div(v) =
d∑
i

∂vi
∂xi

, qui désigne la divergence de v et v · n =
d∑
i

vi ni.
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Espace de Sobolev H1
0(Ω)

Définition 1.21. L’espace H1
0 (Ω) est l’adhérence de D(Ω) dans (H1(Ω)), ‖ · ‖H1(Ω)) (l’adhérence

dans H1(Ω) muni de sa norme ‖ · ‖H1(Ω) )

H1
0 (Ω) = {ϕ ∈ D(Ω)

H1(Ω)
}.

Remarque 1.2. L’espace H1
0 (Ω) est le sous-espace de H1(Ω) des fonctions qui s’annulent au bord,

ie,
H1

0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v|Γ = 0}.

Théorème 1.14. [5] On a (H1
0 (Ω), ‖ · ‖H1(Ω)) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Par définition H1
0 (Ω) est un sous-espace fermé de H1(Ω) (qui est un espace de

Hilbert) donc c’est aussi un espace de Hilbert.

Théorème 1.15. (Inégalité de Poincaré) [16] Il existe une constante C > 0 telle que pour toute
fonction v ∈ H1

0 (Ω), on a ∫
Ω

| v(x) |2dx 6 C

∫
Ω

| ∇v(x) |2dx, (1.1)

où C ne dépend que de Ω.

Cette inégalité est fausse dans l’espace H1(Ω), prendre par exemple v = 1.

Corollaire 1.1. [16] La semi-norme de H1(Ω) définie par

| v |H1(Ω)= ‖ ∇v ‖L2(Ω),

vérifie dans H1
0 (Ω)

∀v ∈ H1
0 (Ω), ‖ ∇v ‖L2(Ω)6‖ v ‖H1(Ω)6

√
1 + C ‖ ∇v ‖L2(Ω) .

C’est donc une norme sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme ‖ · ‖H1(Ω) . De plus, on a

∀u, v ∈ H1
0 (Ω), (u, v)H1

0 (Ω) = (∇u,∇v)L2(Ω),

définit un produit scalaire (associé à la norme) sur H1
0 (Ω).

Définition 1.22. (Dualité) Le dual de l’espace de Sobolev H1
0 (Ω) est appelé H−1(Ω). On note

< L, φ >H−1(Ω),H1
0 (Ω) = L(φ),

le produit de dualité entre H1
0 (Ω) et son dual pour toute forme linéaire continue L ∈ H−1(Ω) et

toute fonction φ ∈ H1
0 (Ω).
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Puisque D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω), le dual H−1(Ω) de H1

0 (Ω) s’identifie à un sous-espace de
D′(Ω)

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω),

avec injections continues et denses.

Espace de Sobolev H1
Γ1

(Ω)

Définition 1.23. L’espace de Sobolev des fonctions nulles sur une partie de bord est défini par

H1
Γ1

(Ω) = {u ∈ H1(Ω), u = 0 sur Γ1},

où Γ1 est une partie de Γ.
On suppose que Γ1 de mesure non nulle (mes(Γ1) =| Γ1 |6= 0) l’espace H1

Γ1
(Ω) est fermé dans

H1(Ω).

Proposition 1.5. [16] On suppose que mes(Γ1) > 0, alors pour toute fonction v ∈ H1
Γ1

on a
l’inégalité de Poincaré (1.1).

Espace de Sobolev H2(Ω)

Définition 1.24. L’espace de Sobolev d’ordre 2 sur Ω est définie par

H2(Ω) =

{
v ∈ H1(Ω),

∂2v

∂xi∂xj
∈ L2(Ω),∀i, j = 1, ..., d

}
.

On lui associé le produit scalaire

(u, v)H2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx+
d∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xi
(x)dx+

d∑
i,j=1

∫
Ω

∂2u

∂xi∂xj
(x)

∂2v

∂xi∂xj
(x)dx.

La norme associée est notée par

‖ v ‖H2(Ω) =

‖ v ‖2
L2(Ω) + ‖ ∇v ‖2

L2(Ω) +
d∑

i,j=1

∫
Ω

[
∂2v

∂xi∂xj
(x)

]2

dx

 1
2

.

Théorème 1.16. [16] (H2(Ω), ‖ · ‖H2(Ω)) est un espace de Hilbert .

1.4 Espaces de Lebesgue et de Sobolev dépendants du temps

Dans cette section, on introduit quelques outils fondamentaux pour l’étude des problèmes d’évo-
lution.
Pour T > 0, X = ]0, T [ et on considère un espace de Banach B de norme ‖.‖B.
Espace L2(X;B)
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Définition 1.25. On définit

L2(X;B) =

{
f : X → B mesurable telle que

∫
X

‖ f(t) ‖B2dt < +∞
}
,

que l’on muni de la norme

‖ f ‖L2(X;B) =

(∫
X

‖ f(t) ‖B2dt

) 1
2

.

Théorème 1.17. [11] On a les résultats suivants
- Si l’espace B est séparable (resp. réflexif) alors l’espace L2(X;B)) est aussi séparable (resp.
réflexif).

- L’ensemble des fonctions continues à valeurs dans B, C(X;B) est dense dans L2(X;B).
- Si B est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (·, ·)B alors l’espace L2(X;B) est un
espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)L2(X;B) =

∫
X

(u(t), v(t))Bdt.

Définition 1.26. (Dualité) Le dual de L2(X;B) est L2(X;B′)) où B′ est le dual topologique de
B.

Espace L∞(X;B)

Définition 1.27. On définit l’espace de Banach suivant

L∞(X;B) = {f : X → B mesurable ∃C > 0, ‖ f(t) ‖B 6 C pour presque tout t} ,

muni de la norme

‖ f ‖L∞(X;B) = inf{C > 0 | ‖ f(t) ‖B6 C pour presque tout t}
= sup esst∈X ‖ f(t) ‖B .

Définition 1.28. (Ensemble relativement compact) Un ensemble G ⊂ E est relativement
compact si pour toute suite (un) de G, il existe une sous suite (un(k)) qui converge dans E.

Théorème 1.18. [21] Soient B0, B,B1 trois espaces de Banach tels que, B0 ⊂ B ⊂ B1 et

B0↪→compacteB. Si F est borné dans L∞(X; B0) et
∂F

∂t
=

{
∂f

∂t
, f ∈ F

}
est borné dans L2(X; B1)

alors F est relativement compact dans l’espace des fonctions continues de [0, T ] dans B (C([0, T ]; B)).

Espace H1(X;B)

Définition 1.29. On définit l’espace de Sobolev à valeur dans l’espace de Banach B comme suit

H1(X;B) =
{
u ∈ L2(X;B), u′ ∈ L2(X;B)

}
,
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où la dérivée u′ est prise au sens des distributions muni de la norme

‖ u ‖H1(X;B) = ‖ u ‖L2(X;B) + ‖ u′ ‖L2(X;B) ,

ou la norme équivalente

‖ u ‖H1(X;B) =
(
‖ u ‖2

L2(X;B) + ‖ u′ ‖2
L2(X;B)

) 1
2
.

Proposition 1.6. [11] On a les résultats suivants
- Si B est séparable alors H1(X;B) est aussi séparable.
- Si B est séparable réflexif alors H1(X;B) est réflexif.
- Si u ∈ H1(X;B) alors u est continue sur X. De plus, on a (H1(X;B) ⊂ C([0, T ]; B) avec
l’injection continue).

Espace W 1,∞(X;B)

Définition 1.30. L’espace W 1,∞(X;B) est défini par

W 1,∞(X;B) = {u ∈ L∞(X;B), u′ ∈ L∞(X;B)},

où u′ est prise au sens des distributions muni de la norme

‖u‖W 1,∞(X;B) = ‖u‖L∞(X;B) + ‖u′‖L∞(X;B).

Théorème 1.19. [11] L’espace W 1,∞(X;B) est un espace de Banach.
De plus, on a

W 1,∞(X;B)↪→continueC([0, T ]; B).

Théorème de Cauchy-Lipschitz et lemme de Gronwall

Théorème 1.20. (Cauchy-Lipschitz) [8] Soit Y ′(t) = A(t)Y (t) + B(t) un système différentiel
d’ordre 1 sur un intervalle I de R tel que :
A : I →Mn(K) et B : I →Mn,1(K) sont continues sur I.
Pour tout t0 de I et Y0 de Mn,1(K), il existe une unique solution Y sur I de ce système différentiel
telle que Y (t0) = Y0.

Lemme 1.1. (de Gronwall) [14] Soient ψ et y : [a, b]→ R+ deux fonctions continues vérifiant

∃c 6 0, ∀t ∈ [a, b] , y(t) 6 c+

∫ t

a

ψ(s)y(s)ds.

Alors,

∀t ∈ [a, b] , y(t) 6 c exp

(∫ t

a

ψ(s)ds

)
.
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1.5 Topologies faible et faible*

Soit E un espace de Banach, la topologie faible σ(E,E ′) sur E est la topologie la moins fine
sur E c’est à dire avec le minimum d’ensembles ouverts, rendant continues toutes les applications

ϕf : x ∈ E 7→< f, x >E′,E ∈ R, ∀f ∈ E ′.

On définit la convergence d’une suite de E pour la topologie faible σ(E,E ′) de la façon suivante

Définition 1.31. Soit (xn)n∈N une suite de E, on dit que (xn)n∈N converge faiblement vers x ∈ E
et on note

xn ⇀ x si ∀f ∈ E ′, < f, xn >E′,E → < f, x >E′,E .

Proposition 1.7. [5] Soit (xn)n∈N une suite de E on a les propriétés suivantes
- Si xn → x fortement alors xn ⇀ x faiblement.
- Si xn ⇀ x faiblement alors (‖ xn ‖)n∈N est bornée et ‖ x ‖6 lim inf ‖ xn ‖.
- Si xn ⇀ x faiblement et si fn → f fortement dans E ′, (c’est à dire ‖ fn − f ‖E′ → 0) alors,
< fn, xn >E′,E→< f, x >E′,E .

Théorème 1.21. [5] L’espace de Banach E est réflexif si et seulement si de toute suite bornée
(xn)n∈N de E admet une sous suite extraite faiblement convergente.

Pour chaque x ∈ E, on considère l’application ϕx : E ′ → R définie par f 7→ ϕx(f) = f(x) on
obtient ainsi une famille d’applications linéaires de E ′ dans R.
La topologie faible* est la topologie la moins fine sur E ′ rendant continues toutes les applications
(ϕx)x∈E .

On définit la convergence d’une suite de E ′ pour la topologie faible* de la façon suivante

Définition 1.32. Soit (fn)n∈N une suite de E ′, on dit que fn converge vers f pour la topologie
faible* et l’on note

fn
∗
⇀ f si ∀x ∈ E (< fn, x >E′,E ⇀ < f, x >E′,E) .

Proposition 1.8. [5] Soit (fn)n∈N une suite de E ′, on a les propriétés suivantes
- Si fn

∗
⇀ f alors ‖ fn ‖ est bornée et ‖ f ‖6 lim inf ‖ fn ‖ .

- Si fn
∗
⇀ f et si xn → x dans E alors < fn, xn >E′,E→< f, x >E′,E .

Théorème 1.22. (Banach-Alaoglu) [5] L’ensemble BE′ = {f ∈ E ′ : ‖ f ‖E′6 1} est compact
pour la topologie faible*.

Théorème 1.23. [5] Soit E un espace de Banach séparable, alors de toute suite bornée (fn)n∈N de
E ′ admet une sous suite faiblement* convergente.

Remarque 1.3. (Convergence faible dans les espaces de Lebesgue)
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(i) On dit qu’une suite (un)n∈N d’éléments de L2(Ω) converge fortement vers u dans L2(Ω) si

lim
n→+∞

‖ un − u ‖L2(Ω)= 0.

On note un → u.

(ii) On dit qu’une suite (un)n∈N d’éléments de L2(Ω) converge faiblement vers u dans L2(Ω) si

lim
n→+∞

∫
Ω

(un(x)− u(x))ϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ L2(Ω).

On note un ⇀ u.

(iii) On parle de convergence faible* dans L∞(Ω) au lieu de convergence faible car le dual de
L∞(Ω) contient strictement L1(Ω) et il est strictement plus grand que L1(Ω). On dit que la
suite (un)n∈N converge faiblement* vers u si un, u ∈ L∞(Ω) et si

lim
n→+∞

∫
Ω

(un(x)− u(x))ϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ L1(Ω),

et on note un
∗
⇀ u.

Exemple 1.9. Soit α > 0, on définit la suite suivante

un(x) =

{
nα si x ∈

[
0, 1

n

]
,

0 si x ∈
[

1
n
, 1
]
.

Montrons que

un −→ 0, dans L2(0, 1)⇔ 0 6 α <
1

2
,

un ⇀ 0 dans L2(0, 1)⇔ 0 6 α 6
1

2
.

En effet,

‖ un ‖2
L2(0,1) =

∫ 1

0

| un |2 dx =

∫ 1
n

0

n2α dx = n2α−1.

Donc
un −→ 0 dans L2(0, 1) si 2α− 1 < 0 (ie, 0 6 α <

1

2
).

Pour montrer que un ⇀ 0 dans L2(0, 1), on doit prouver la convergence suivante

lim
n→+∞

∫ 1

0

un(x)ϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ L2(0, 1).

Pour α = 1
2
et comme l’espace vectoriel des fonctions en escalier est dense dans l’espace L2(0, 1)

et ‖ un ‖L2(0,1)= 1, il suffit de prouver le résultat lorsque ϕ est une fonction en escalier, ce qui
signifie qu’il existe 0 = a0 < a1 < ... < am = 1 tel que ϕ(x) = bi pour x ∈]ai, ai+1[ 0 6 i 6 m− 1.

On obtient donc, pour n suffisamment grand∫ 1

0

un(x)ϕ(x) dx = b0

∫ 1
n

a0

n
1
2 dx = b0(n

−1
2 ),

d’où

lim
n→+∞

∫ 1

0

un(x)ϕ(x) dx = 0.
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2
Étude de l’équation de la chaleur parabolique

L’objectif de ce chapitre est de présenter la méthode de Galerkin pour montrer l’existence de
solutions faibles de l’équation de la chaleur parabolique (dont la capacité thermique est constante
égale à 1 et la conductivité thermique dépend de x et t) muni de la condition nulle au bord
(condition de Dirichlet homogène) avec une condition initiale à l’instant t = 0. Ensuite, on donne
un résultat d’unicité.

2.1 Position du problème

On considère l’équation de la chaleur parabolique dans un domaine borné de Rd à frontière
régulier ∂Ω = Γ, sur un intervalle de temps [0, T ] suivante (voir [3])

a(x, t)
∂u

∂t
+ div(q) = f(x, t) dans Ω× [0, T ], (2.1)

où a est la capacité thermique et q le flux de la chaleur et f est la dissipation d’énergie c’est une
donnée du problème.
On suppose que le phénomène de conduction de la chaleur est décrit par la loi de Fourier [12]

q = −K(x, t)∇u,

où K est la matrice de conductivité thermique du matériau. Cette loi exprime le flux de la chaleur
proportionnellement au gradient de la température. Donc, on a

a(x, t)
∂u

∂t
− div(K(x, t)∇u) = f(x, t) Ω× [0, T ].

Dans le cas simplifié où la capacité et la conductivité thermiques sont constantes par exemple
a(x, t) = 1 et K(x, t) = (Kij(x, t))16i,j6d , avec

Kij(x, t) =

1 si i = j,

0 sinon.

On obtient l’équation suivante

∂u

∂t
−∆u = f(x, t) dans Ω× [0, T ],
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où ∆ est Laplacien

(
∆u = div (∇u) =

d∑
i=1

∂2u

∂x2
i

)
. Cette équation est assortie d’une condition

initiale
u(x, 0) = u0 pour x ∈ Ω,

et d’une condition aux limites de Dirichlet homogène

u(x, t) = 0 sur Γ×]0, T [,

où u0 est une fonction donnée.Donc, on a le problème suivant :
Trouver u : [0, T ]× Ω→ R tel que

∂u

∂t
−∆u = f(x, t) dans Ω× [0, T ],

u(x, t) = 0 sur Γ× ]0, T [,

u(x, 0) = u0 dans Ω.

Ce problème a été étudié par [20]. On va considérer dans cette partie le problème (P1) donné par
Problème (P1) : Trouver u : [0, T ]× Ω→ R tel que

∂u

∂t
− div(K(x, t)∇u) = f(x, t) dans Ω× [0, T ],

u(x, t) = 0 sur Γ× ]0, T [,

u(x, 0) = u0 dans Ω.

La matrice de conductivité thermique K est symétrique et satisfait

K ∈ L∞(0, T ; (L∞(Ω))d×d), (2.2)

∃K0 > 0 tel que,
d∑

i,j=1

Kij(x, t)αiαj >
d∑

i,j=1

K0 | αi |2 p.p dans Ω× ]0, T [, ∀α ∈ Rd.

On suppose que
t 7→ K(·, t) et t 7→ f(·, t) sont continues. (2.3)

Pour étudier ce problème. En utilisant le même technique comme dans [2] et dans [20]

2.2 Formulation variationnelle du problème

La formulation variationnelle est dite aussi la formulation faible, c’est une autre manière d’énon-
cer un problème physique réagi par des équations différentielles aux dérivées partielles.
L’intérêt de cette approche est de pouvoir disposer de concepts et de propriétés de l’analyse fonc-
tionnelle, en particulier ceux des espaces de Hilbert et de Sobolev...etc.
On suppose que la norme de l’espace de Hilbert H1

0 (Ω) est définie par

‖ u ‖H1
0 (Ω) =

(∫
Ω

| ∇u |2 dx
) 1

2

,

où |.| désigne la norme euclidienne.
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Proposition 2.1. Supposons que f est un élément de L2(0, T ;L2(Ω)) et que u0 est un élément de
L2(Ω). Le problème (P1) conduit au problème variationnel suivant,

Problème (P2) Trouver u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) et

∂u

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), vérifiant l’équation varia-

tionnelle suivante〈∂u
∂t
, ϕ
〉

+

∫
Ω

K(x, t)∇u · ∇ϕ(x) dx =

∫
Ω

f(x, t)ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω), p.p t ∈]0, T [, (2.4)

avec la condition initiale
u(x, 0) = u0 dans Ω,

où
〈
., .
〉
désigne le produit de dualité entre H1

0 (Ω) et H−1(Ω).

Démonstration. En multipliant l’équation de la chaleur parabolique par une fonction test ϕ de
H1

0 (Ω), en intégrant en espace, on obtient∫
Ω

∂u

∂t
ϕ(x) dx−

∫
Ω

div(K(x, t)∇u)ϕ(x) dx =

∫
Ω

f ϕ(x) dx. (2.5)

En utilisant la formule de Green, on obtient

−
∫

Ω

div(K(x, t)∇u)ϕ(x) dx =

∫
Ω

K(x, t)∇u · ∇ϕ(x) dx−
∫

Γ

ϕ(x) (K(x, t)∇u) · n dY.

Comme ϕ = 0 sur Γ on a

−
∫

Ω

div(K(x, t)∇u)ϕ(x) dx =

∫
Ω

K(x, t)∇u · ∇ϕ(x) dx.

En remplaçant dans (2.5) on trouve (2.4).

2.3 Résultats d’existence et d’unicité

Lemme 2.1. [11] Soit u une fonction de L2(0, T ;H1
0 (Ω)) telle que

∂u

∂t
soit dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

Alors u s’identifie à une fonction de C([0, T ];L2(Ω)) vérifiant

‖ u(., T ) ‖2
L2(Ω) − ‖ u(., 0) ‖2

L2(Ω) = 2

∫ T

0

〈∂u
∂t
, u
〉
dt.

Théorème 2.1. Le problème (P2) admet une unique solution.

Démonstration. La démonstration de ce théorème est décomposée en quatre étapes :

Étape 1 :Construction de la solution approchée par la méthode de Galerkin
La méthode de Galerkin est une méthode approximative utilisée pour déterminer l’existence des
solutions des équations aux dérivées partielles d’évolution.
Pour montrer l’existence de solutions en utilisant la méthode de Galerkin qui approche un problème
en dimension infinie par un problème en dimension finie, qui aura une unique solution.
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Comme H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert séparable alors il admet une base hilbertienne (wi)i∈N∗ .

Donc on peut considérer les espaces Vm = V ect (w1, ..., wm) qui sont les approximations de l’espace
H1

0 (Ω). Notamment l’union ∪mVm est dense dans H1
0 (Ω).

Avec la densité de H1
0 (Ω) dans L2(Ω), on suppose que les (wi)i∈N∗ forme une base orthogonale de

H1
0 (Ω) et une base orthonormale dans L2(Ω) (voir [2]). Pour tout m > 1, on cherche une fonction

um donnée par

um(x, t) =
m∑
k=1

cmk (t)wk, (2.6)

tel que pour tout j ∈ {1, ...,m} on a∫
Ω

∂um
∂t

(x, t)wj(x) dx+

∫
Ω

K(x, t)∇um(x, t) · ∇wj(x) dx =

∫
Ω

f(x, t)wj(x) dx, (2.7)

avec um ∈ C([0, T ], Vm) et um(·, 0) = um0 est définie comme la projection orthogonale de u0 dans
L2(Ω) sur Vm tel que

um0 −→ u0 dans L2(Ω).

m −→ +∞

En remplaçant um par son expression (2.6) dans (2.7) on obtient donc le système de m équations
différentielles linéaires à m inconnues suivant :

m∑
k=1

∂cmk
∂t

(t)

∫
Ω

wj(x)wk(x) dx+
m∑
k=1

cmk (t)

∫
Ω

K(x, t)∇wj(x) · ∇wk(x) dx =

∫
Ω

f(x, t)wj(x) dx.

En utilisant l’orthonormalité de (wi)i∈N∗ dans L2(Ω) ce système prend la forme

∂X

∂t
+ A(t)X = F (t), (2.8)

où

X = (cmk (t))16k6m , A(t) =

(∫
Ω

K(x, t)∇wj(x) · ∇wk(x) dx

)
16j,k6m

,

F (t) =

(∫
Ω

f(x, t)wj(x) dx

)
16j6m

, X = (ci)16i6m .

On peut récrire le système (2.8) sous la forme
∂X

∂t
(t) = −A(t)X + F (t) = G(t,X),

X(0) = X0, X0 = (cmk (0))16k6m.

De (2.3) on a A(t) et F (t) sont continues en temps. Donc, ce système admet une unique solution
par le théorème de Cauchy-Lipschitz.
De plus, comme Fj ∈ L2(0, T ) et Aj,k ∈ L∞(0, T ) alors la fonction G ∈ L2(0, T ;Rm) et donc
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(ci)16i6m appartenant à H1(0, T ;Rm).

Étape 2 : Estimations a priori
En multipliant (2.7) par cmj (t). En sommant de j = 1, ...,m, on obtient∫

Ω

∂um(x, t)

∂t
um(x, t) dx+

∫
Ω

K(x, t)∇um(x, t) · ∇um(x, t) dx =

∫
Ω

f(x, t)um(x, t) dx, (2.9)

tel que, ∫
Ω

∂um(x, t)

∂t
um(x, t) dx =

1

2

∂

∂t

∫
Ω

| um(x, t) |2dx =
1

2

∂

∂t
‖ um(·, t) ‖2

L2(Ω), (2.10)

d’où

1

2

∂

∂t
‖ um(·, t) ‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

K(x, t)∇um(x, t) · ∇um(x, t) dx =

∫
Ω

f(x, t)um(x, t) dx,

en utilisant (2.2), on trouve∫
Ω

K(x, t)∇um(x, t) · ∇um(x, t) dx > K0

∫
Ω

| ∇um(x, t) |2 dx

= K0‖ ∇um(·, t) ‖2
L2(Ω),

(2.11)

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité de Poincaré, on obtient∫
Ω

f(x, t)um(x, t) dx 6 ‖ f(·, t) ‖L2(Ω)‖ um(·, t) ‖L2(Ω)

6 Cp‖ f(·, t) ‖L2(Ω)‖ ∇um(·, t) ‖L2(Ω),

(2.12)

où Cp est la constante de Poincaré.
De (2.10)-(2.12) l’équation (2.9) devient

1

2

∂

∂t
‖ um(·, t) ‖2

L2(Ω) +K0 ‖ ∇um(·, t) ‖2
L2(Ω) 6 Cp ‖ f(·, t) ‖L2(Ω)‖ ∇um(·, t) ‖L2(Ω).

En appliquant l’inégalité de Young (voir [5])

ab 6
δ

2
a2 +

1

2δ
b2, ∀a, b ∈ R,∀δ > 0,

on obtient

Cp ‖ f(·, t) ‖L2(Ω)‖ ∇um(·, t) ‖L2(Ω) 6
K0

2
‖ ∇um(·, t) ‖2

L2(Ω) +
1

2K0

C2
p ‖ f(·, t) ‖2

L2(Ω),

d’où
∂

∂t
‖ um(·, t) ‖2

L2(Ω) +K0 ‖ ∇um(·, t) ‖2
L2(Ω) 6 C1‖ f(·, t) ‖2

L2(Ω),

où C1 = 1
K0
C2
p .

On intègre de 0 à s, on obtient∫ s

0

∂

∂t
‖ um(·, t) ‖2

L2(Ω) dt+K0

∫ s

0

‖ ∇um(·, t)2
L2(Ω) dt 6 C1

∫ s

0

‖ f(·, t) ‖2
L2(Ω) dt,
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donc

‖ um(·, s) ‖2
L2(Ω) +K0

∫ s

0

‖ ∇um(·, t) ‖2
L2 dt 6 C2 + ‖ um0 ‖2

L2(Ω),

où C2 = C1‖ f ‖2
L2(0,T ;L2(Ω)).

Comme um0 est définie comme la projection orthogonale de u0 dans L2(Ω) sur Vm et la suite (um0)

est bornée dans L2(Ω), alors il existe C3 > 0,

‖ um0 ‖L2(Ω) 6 ‖ u0 ‖L2(Ω) 6 C3.

D’où
‖ um(·, s) ‖2

L2(Ω) +K0

∫ s

0

‖ ∇um(·, t) ‖2
L2(Ω)dt 6 C4.

Donc, on obtient les estimations suivantes

‖ um ‖L2(0,T,H1
0 (Ω)) 6 C, (2.13)

et
‖ um ‖L∞(0,T ;L2(Ω))6 C, (2.14)

où C est une constante indépendante de m.
Maintenant, on montre qu’il existe une constante C > 0 tel que∥∥∥∥∂um∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;H−1(Ω))

6 C, (2.15)

où C est une constante indépendante de m.
Soit ϕ ∈ H1

0 (Ω), pour tout m > 1, on définit ϕm comme la projection orthogonale pour le produit
scalaire de H1(Ω) de ϕ sur Vm. Avec (voir [2])

ϕm =
m∑
j=1

βmj wj,

et
ϕm → ϕ fortement dans H1

0 (Ω).

En multipliant (2.7) par βmj et en sommant de j = 1, ...,m pour m ∈ N∗, on obtient∫
Ω

∂um(x, t)

∂t
ϕm(x) dx +

∫
Ω

K(x, t)∇um(x, t) · ∇ϕm(x) dx =

∫
Ω

f(x, t)ϕm(x) dx, (2.16)

ie, ∫
Ω

∂um(x, t)

∂t
ϕm(x) dx = −

∫
Ω

K(x, t)∇um(x, t) · ∇ϕm(x) dx+

∫
Ω

f(x, t)ϕm(x) dx,

d’où ∣∣∣∣∫
Ω

∂um(x, t)

∂t
ϕm(x) dx

∣∣∣∣ 6 ∫
Ω

|K(x, t)∇um(x, t) · ∇ϕm(x)| dx+

∫
Ω

| f(x, t)ϕm(x) | dx.
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En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré, on obtient∣∣∣∣∫
Ω

∂um(x, t)

∂t
ϕm(x) dx

∣∣∣∣ 6 ‖ K(·, t) ‖L∞(Ω)‖ ∇um(·, t) ‖L2(Ω)‖ ∇ϕm ‖L2(Ω)

+ Cp ‖ f(·, t) ‖L2(Ω)‖ ∇ϕm ‖L2(Ω)

6
[
‖ K(·, t) ‖L∞(Ω)‖ um(·, t) ‖H1

0 (Ω) +Cp ‖ f(·, t) ‖L2(Ω)

]
‖ ϕm ‖H1

0 (Ω) .

Comme (wi)i∈N∗ est une famille orthogonale de L2(Ω) et ϕm est la projection orthogonale pour le
produit scalaire de H1(Ω) de ϕ sur Vm on a (voir [2])(

∂um
∂t

, ϕm

)
=

(
∂um
∂t

, ϕj

)
, ∀j > m, ‖ ϕm ‖H1(Ω)6‖ ϕ ‖H1(Ω),

et
‖ ∇ϕm ‖L2(Ω)6‖ ϕm ‖H1(Ω)6‖ ϕ ‖H1(Ω)6 Cp ‖ ϕ ‖H1

0 (Ω),

où Cp est la constante de Poincaré et (·, ·) est le produit scalaire dans L2(Ω).

Puisque les (wi)i∈N∗ est une base hilbertienne de H1
0 (Ω), la suite (ϕj)j>1 converge fortement vers

ϕ dans H1
0 (Ω) et on obtient (

∂um
∂t

, ϕm

)
=

(
∂um
∂t

, ϕ

)
.

D’où, pour presque tout t ∈]0, T [∣∣∣∣∫
Ω

∂um(x, t)

∂t
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ 6 Cp( ‖ K(·, t) ‖L∞(Ω)‖ um(·, t) ‖H1
0 (Ω) +Cp ‖ f(·, t) ‖L2(Ω)

)
‖ ϕ ‖H1

0 (Ω) .

Donc, ∥∥∥∥∂um(·, t)
∂t

∥∥∥∥
H−1(Ω)

6 Cp
(
‖ K(·, t) ‖L∞(Ω)‖ um(·, t) ‖H1

0 (Ω) +Cp ‖ f(·, t) ‖L2(Ω)

)
.

En utilisant (a+ b)2 6 2a2 + 2b2, on obtient

∥∥∥∥∂um(·, t)
∂t

∥∥∥∥2

H−1(Ω)

6 C2
p(‖ K(·, t) ‖L∞(Ω)‖ um(·, t) ‖H1

0 (Ω) +Cp ‖ f(·, t) ‖L2(Ω))
2

6 2C2
p(‖ K(·, t) ‖2

L∞(Ω)‖ um(·, t) ‖2
H1

0 (Ω) +C2
p ‖ f(·, t) ‖2

L2(Ω)).

On a donc,∫ T

0

∥∥∥∥∂um(·, t)
∂t

∥∥∥∥2

H−1(Ω)

dt 6 2C2
p(‖ K ‖2

L∞(0,T ;L∞(Ω))‖ um ‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)) +C2
p ‖ f ‖2

L2(0,T ;L2(Ω))),

de (2.13), on obtient ∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
L2(0,T ;H−1(Ω))

6 C.
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Étape 3 : Passage à la limite m −→ +∞
D’après les estimations (2.13) et (2.14), la suite (um)m>1 est bornée dans les espaces L2(0, T ;H1

0 (Ω))

et dans L∞(0, T ;L2(Ω). De plus, de l’estimation (2.15), la suite
(
∂um
∂t

)
m>1

est bornée dans

L2(0, T ;H−1(Ω)). On peut donc extraire une sous-suite notée encore (um)m>1 tel que on a les
convergences suivantes

um ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

um ⇀ u faiblement ∗ dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

∂um
∂t

⇀
∂u

∂t
faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

En rappelant que (ϕm)m>1 converge fortement vers ϕ dans H1
0 (Ω). Alors pour tout χ ∈ D(0, T )

ϕmχ(t) −→ ϕχ(t) dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

En utilisant le théorème 1.18, on trouve

um −→ u fortement dans C([0, T ];H),

où H est un espace de Banach tel que L2(Ω) ⊂ H ⊂ H−1(Ω) avec l’injection de L2(Ω) dans H est
compacte. On en déduit que

um(0) −→ u(0) fortement dans H.

Donc, on a aussi
um(0) −→ u(0) fortement dans L2(Ω),

or
lim

m→+∞
um(0) = u0 fortement dans L2(Ω).

Par unicité de la limite u(0) = u0.

De (2.16), pour tout χ ∈ D(0, T ), on a∫ T

0

(∫
Ω

∂um
∂t

(x, t)ϕm(x) dx

)
χ(t) dt+

∫ T

0

(∫
Ω

K(x, t)∇um(x, t) · ∇ϕm(x) dx

)
χ(t)dt

=

∫ T

0

(∫
Ω

f(x, t)ϕm(x) dx

)
χ(t) dt.

En passant à la limite quand m −→ +∞, en utilisant les convergences obtenues, on obtient∫ T

0

〈
∂u

∂t
, ϕ

〉
χ(t) dt+

∫ T

0

[∫
Ω

K(x, t)∇u(x, t) · ∇ϕ(x) dx

]
χ(t) dt

=

∫ T

0

[∫
Ω

f(x, t)ϕ(x) dx

]
χ(t) dt, ∀χ ∈ D(0, T ),∀ϕ ∈ H1

0 (Ω).
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Donc, on a bien (2.4).

Étape 4 : L’unicité de solution
Si u1 et u2 sont deux solutions, on pose u = u1 − u2 alors〈

∂u

∂t
, ϕ

〉
+

∫
Ω

K(x, t)∇u(x, t) · ∇ϕ(x) dx = 0,

on peut prendre pour tout t, ϕ la fonction u(., t) comme fonction test. D’après le lemme 2.1, on
obtient

1

2

∂

∂t
‖ u(·, t) ‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

K(x, t)∇u(x, t) · ∇u(x, t) dx = 0,

vraie pour presque tout t. En utilisant (2.2), on obtient

1

2

∂

∂t
‖ u(·, t) ‖2

L2(Ω) +K0‖ ∇u(·, t) ‖2
L2(Ω) 6 0.

On intègre en 0 et t on obtient

‖ u(., t) ‖2
L2(Ω) + 2K0

∫ t

0

‖ ∇u(., s) ‖2ds 6 0,

car u1(·, 0) = u2(·, 0) = u0. Pour tout t > 0. Donc,

u1(., t) = u2(., t).

Remarque 2.1. Si on suppose que u0 ∈ L2(Ω) et f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). Par densité de H1
0 (Ω)

dans L2(Ω) et L2(0, T ;L2(Ω)) dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

On considère une suite (u0)n de fonction de H1
0 (Ω) convergeant dans L2(Ω) vers u0, et une suite

(fn) d’éléments de L2(0, T ;L2(Ω)) convergeant vers f dans L2(0, T ;H−1(Ω)). Le problème associé
à (u0)n et (fn) a une unique solution un.
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3
Étude de l’équation de la chaleur hyperbolique

Dans ce chapitre, on introduit le modèle hyperbolique de l’équation de la chaleur selon Cattaneo
(dont la capacité thermique est constante égale à 1 et la conductivité thermique dépend de x et t)
avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet homogène et de Neumann non homogène) et une
condition initiale en t = 0 (voir [3] où les auteurs ont pris la capacité et la conductivité thermique
dépend de x et t avec des conditions aux limites de Neumann et de Dirichlet non homogènes.
Pour ramener à la condition de Dirichlet homogène, ils ont fait un changement d’inconnue). Puis,
on présente la méthode de Galerkin pour montrer que la formulation variationnelle associée à ce
problème admet au moins une solution. Finalement, on donne un résultat d’unicité.

3.1 Description du problème

Dans le cas simplifié de l’équation de la chaleur parabolique (2.1) où a etK sont constantes avec
la condition aux limites de Dirichlet et f = 0, la chaleur se propage à vitesse infinie car le principe
maximum implique que si u(x, t0) ≥ 0 avec u(x, t0) 6= 0 alors u(x, t) > 0 pour tout t > 0. (ie,
paradoxe de la chaleur voir [5]). Cette propriété ne correspond pas à la réalité physique notamment
dans des situations présentant forts gradients de température ou des temps d’observation très
courts.
Pour pallier à ce paradoxe Maxwell-Cattaneo a proposé un modèle dans lequel la chaleur se propage
à vitesse finie. Cette loi de transfert de la chaleur est appelée loi de Cattaneo [6], elle s’écrit sous
la forme

b
∂q

∂t
+ q = −K∇u,

où b est le temps de relaxation. La valeur de b est très faible (0 < b << 1) (de l’ordre 10−13 à 10−10

seconde) et q le flux de la chaleur .
L’équation de la chaleur hyperbolique dans le cas simplifié où la capacité thermique est constante
égale 1 et f = 0 est donnée par (voir [3])

b
∂2u

∂t2
+
∂u

∂t
− div(K∇u) = 0.
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Ce qui peut se décompose en 
∂u

∂t
+ div(q) = 0

q + b
∂q

∂t
= −K∇u.

Dans ce travail, on considère le problème hyperbolique suivant avec Ω est un domaine borné de
Rd à frontière régulière, ∂Ω = Γ = Γ1 ∪ Γ2 .
Problème (P1) : Trouver u : Ω× [0, T ]→ R tel que

b
∂2u

∂t2
+
∂u

∂t
− div(K(x, t)∇u) = f(x, t) dans Ω× [0, T ],

u(x, t) = 0 sur Γ1× ]0, T [,

(K∇u) · n = g sur Γ2× ]0, T [,

u(x, 0) = u0 dans Ω,
∂u

∂t
(x, 0) = u1.

3.2 Formulation variationnelle du problème

On suppose que
t 7→ f(·, t) est continue. (3.1)

On introduit l’espace suivant

V0 = {ϕ ∈ H1(Ω), ϕ = 0 sur Γ1},

V0 est un sous espace fermé de H1(Ω) donc V0 est un espace de Hilbert pour la norme H1(Ω),

ie,
‖ u ‖V0=

(
‖ u ‖2

L2(Ω) + ‖ ∇u ‖2
L2(Ω)

) 1
2 .

Supposons que

u0 ∈ V0, u1 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), g ∈ H1(0, T ;L2(Γ2)).

La matrice K est symétrique et satisfait
Kij ∈ W 1,∞ (0, T ;L∞(Ω)),

∃K0 > 0 :
d∑

i,j=1

Kij(x, t)αiαj >
d∑

i,j=1

K0 | αi |2 p.p dans Ω× ]0, T [, ∀α ∈ Rd.
(3.2)

On suppose de plus que

d∑
i,j=1

∂Kij

∂t
(x, t)αiαj > 0 p.p dans Ω× ]0, T [, ∀α ∈ Rd.

On notera
M =

∥∥∥∥∂K∂t
∥∥∥∥
L∞ (0,T ;(L∞(Ω))d×d)

, (3.3)
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β =‖ K ‖L∞ (0,T ;(L∞(Ω))d×d) . (3.4)

Notons que b est une constante strictement positive.

Dans toute la suite, on note u′′(t) au lieu
∂2u

∂t2
et u′(t) au lieu

∂u

∂t
.

Proposition 3.1. La formulation variationnelle du problème (P1) est donnée par
Problème(P2) : Trouver u ∈ L2(0, T ;V0) avec u′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) et u′′ ∈ L2(0, T ;V ′0) vérifiant
le problème suivant (au sens des distributions)

b < u′′(t), w > +(u′(t), w) + (K(x, t)∇u(t),∇w) = (f(t), w) + (g(t), w)Γ2 ∀w ∈ V0, (3.5)

u(0) = u0, (3.6)

u′(0) = u1, (3.7)

où (., .) est le produit scalaire dans L2(Ω), < ., . > est le produit de dualité entre V0 et V ′0 ,
(., .)Γ2 est le produit scalaire dans L2(Γ2), V ′0 est l’espace dual de V0

Démonstration. En multipliant l’équation hyperbolique par une fonction test w ∈ V0, en intégrant
en espace, on obtient∫

Ω

b u′′(t)w(x) dx+

∫
Ω

u′(t)w(x) dx−
∫

Ω

div(K(x, t)∇u)w(x) dx

=

∫
Ω

f(x, t)w(x) dx +

∫
Ω

g(t)w(x) dx.
(3.8)

En utilisant la formule de Green on obtient

−
∫

Ω

div(K(x, t)∇u)w(x) dx =

∫
Ω

K(x, t)∇u · ∇w(x) dx−
∫

Γ

(K(x, t)∇u) · n)w(x) dx.

Comme w = 0 sur Γ1 et ((K∇u) · n) = g sur Γ2× ]0, T [, on obtient

−
∫

Ω

div(K(x, t)∇u)w(x) dx =

∫
Ω

K(x, t)∇u · ∇w(x) dx−
∫

Γ2

g(t)w(x) dx. (3.9)

En remplaçant (3.9) dans (3.8) on obtient (3.5)

3.3 Résultat d’existence et d’unicité pour le problème (P2)

3.3.1 Résultat d’existence

Méthode de Galerkin

Comme l’espace V0 est un espace de Hilbert séparable alors il admet une base hilbertienne
(wi)i∈N∗ on note Vm = V ect(w1, ..., wm). Avec la densité de V0 dans L2(Ω), on suppose que les
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(wi)i∈N∗ forment une base orthogonale de V0 et une base orthonormale dans L2(Ω).

Pour tout m ≥ 1, la décomposition um sur la base (w1, ..., wm) est comme suit

um(x, t) =
m∑
k=1

cmk (t)wk. (3.10)

On cherche les coefficients cmk (t), (0 6 t 6 T ) et k = 1, ...,m vérifiant pour tout j ∈ {1, ...,m}

b < u′′m(t), wj > +(u′m(t), wj) + (K(x, t)∇um(t),∇wj) = (f(t), wj) + (g(t), wj)Γ2 , (3.11)

um(x, 0) = u0m dans V0,

u′m(x, 0) = u1m dans L2(Ω),

où u0m est la projection orthogonale de u0 dans V0 sur l’espace généré par {w1, ..., wm} et de
même pour u1m dans L2(Ω). De plus (ci)16i6m ∈ H2(0, T ;Rm). En effet en remplaçant um par son
expression (3.10) on a

b
m∑
k=1

c′′mk (t)(wk, wj) +
m∑
k=1

c′mk (t)(wk, wj) +
m∑
k=1

cmk (t)(K(x, t)∇wk,∇wj)

= (f(t), wj) + (g(t), wj)Γ2 ∀1 ≤ j ≤ m.

Avec,

lim
m→+∞

u0m = u0 dans V0,

lim
m→+∞

u1m = u1 dansL2(Ω).

On obtient donc le système suivant
bX ′′ + X ′ + A(t)X = F,

X(0) = X0,

X ′(0) = X1,

(3.12)

où

X = (cmk (t))16k6m, X0 = (cmk (0))16k6m, X1 = (c′mk (0))16k6m

A(t) = ((K(x, t)∇wk,∇wj))16j,k6m, X = (ci)16i6m

F (t) = ((f(t), wj) + (g(t), wj)Γ2)16j6m.

Par le changement de variable suivant

Y =

(
X ′

X

)
, Y ′ =

(
X ′′

X ′

)
,
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on obtient, (
bI 0

0 I

)
Y ′ =

(
F (t)−X ′ − A(t)X

X ′

)
,

alors (
bI 0

0 I

)
Y ′ =

(
−I −A(t)

I 0

)
Y +

(
F (t)

0

)
.

On note par

B1 =

(
bI 0

0 I

)
, B2(t) =

(
−I −A(t)

I 0

)
, F(t) =

(
F (t)

0

)
.

Comme la matrice B1 est inversible. Donc on a

Y ′ = A(t)Y + B(t) = G(t, Y ),

où A(t) = B−1
1 B2(t)

B(t) = B−1
1 F(t).

Comme Kij ∈ W 1,∞ (0, T ;L∞(Ω)) et g ∈ H1 (0, T ;L2(Γ2)) alors Kij ∈ C([0, T ];L∞(Ω)) et g ∈
C([0, T ];L2(Γ2)). Donc, de (3.1) on a A et B sont continues en temps. De plus, G ∈ L2(0, T ;R2m).

Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, le système d’équations différentielles ordinaires admet une
unique solution dans l’intervalle [0, T ] et (ci)16i6m appartenant à H2(0, T ;Rm).

Estimations a priori de la solution approchée

Lemme 3.1. [11] Soient X0 = V0, X = X ′ = L2(Ω), X1 = V
′

0 les injections de X0 dans X
et de X dans X1 sont continues et denses. De plus, l’injection de X0 dans X est compacte. Si

ϕ ∈ L2(0, T ;V0) et
∂ϕ

∂t
∈ L2(0, T ;V

′
0 ) alors ϕ ∈ C([0, T ], L2(Ω)). De plus, on a

∫ T

0

<
∂ϕ

∂t
, ϕ > dt =

1

2

∫ T

0

∂

∂t
‖ϕ‖2

L2(Ω) dt

=
1

2
‖ϕ(T )‖2

L2(Ω) −
1

2
‖ϕ(0)‖2

L2(Ω),

on a la formule la plus générale suivante∫ T

0

<
∂u(t)

∂t
, v(t) > dt =

∫ T

0

∂

∂t
(u, v) dt−

∫ T

0

<
∂v(t)

∂t
, u(t) > dt

= (u(T ), v(T ))− (u(0), v(0))−
∫ T

0

<
∂v(t)

∂t
, u(t) > dt,

∀u, v ∈ L2(0, T ;V0), ∀∂u
∂t
,
∂v

∂t
∈ L2(0, T ;V ′0).
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Proposition 3.2. Sous les hypothèses précédentes sur les données, on a les estimations suivantes

‖ um ‖L∞(0,T ;V0)6 C, (3.13)

‖ u′m ‖L∞(0,T ;L2(Ω))6 C, (3.14)

où C est une constante strictement positive indépendante de m .

Démonstration. En multipliant l’équation (3.11) par c′mk et en sommant sur k = 1, 2, ...,m, on
obtient

b < u′′m(t),
m∑
k=1

c′mk (t)wk > +
(
u′m(t),

m∑
k=1

c′mk (t)wk

)
+
(
K(x, t)∇um(t),

m∑
k=1

c′mk (t)∇wk
)

=
(
f(t),

m∑
k=1

c′mk (t)wk

)
+
(
g(t),

m∑
k=1

c′mk (t)wk

)
Γ2

,

d’où

b
〈
u′′m(t), u′m(t)

〉
+
(
u′m(t), u′m(t)) + (K(x, t)∇um(t),∇u′m(t)

)
=
(
f(t), u′m(t)

)
+
(
g(t), u′m(t)

)
Γ2
,

(3.15)

comme
< u′′m(t), u′m(t) >=

1

2

∂

∂t
‖ u′m(t) ‖2

L2(Ω),

on trouve

b

2

∂

∂t
‖ u′m(t) ‖2

L2(Ω) + ‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) +(K(x, t)∇um(t),∇u′m(t))

= (f(t), u′m(t)) + (g(t), u′m(t))Γ2 .

Puisque K dépend de x et de t, alors

(K(x, t)∇um(t),∇u′m(t)) =
1

2

∂

∂t
(K(x, t)∇um(t),∇um(t))− 1

2

(
∂K

∂t
∇um(t),∇um(t)

)
,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

b

2

∂

∂t
‖ u′m(t) ‖2

L2(Ω) + ‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) +

1

2

∂

∂t
(K(x, t)∇um(t),∇um(t))

6 ‖ f(t) ‖L2(Ω)‖ u′m(t) ‖L2(Ω) +(g(t), u′m(t))Γ2 +
1

2

(
∂K

∂t
∇um(t),∇um(t)

)
.

(3.16)

En intègre entre (0, s) avec 0 < s < T et en utilisant (3.3), on trouve

b

2
‖ u′m(s) ‖2

L2(Ω) +

∫ s

0

‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) dt +

1

2
(K(x, s)∇um(s),∇um(s))

6
b

2
‖ u′m(0) ‖2

L2(Ω) +
1

2
(K(x, 0)∇um(0),∇um(0)) +

∫ s

0

‖ f(t) ‖L2(Ω)‖ u′m(t) ‖L2(Ω) dt

+

∫ s

0

(g(t), u′m(t))Γ2 dt+
M

2

∫ s

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt.

(3.17)
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En utilisant l’intégration par parties,∫ s

0

∫
Γ2

g(t)u′m(t) dx dt = −
∫ s

0

∫
Γ2

g′(t)um(t) dx dt+

[∫
Γ2

g(t)um(t) dx

]s
0

= −
∫ s

0

∫
Γ2

g′(t)um(t) dx dt+

∫
Γ2

g(s)um(s) dx−
∫

Γ2

g(0)um(0) dx.

En remplaçant dans l’inéquation (3.17) et de (3.2) et (3.4), on obtient

b

2
‖ u′m(s) ‖2

L2(Ω) +

∫ s

0

‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) dt+

K0

2
‖ ∇um(s) ‖2

L2(Ω)

6
b

2
‖ u′m(0) ‖2

L2(Ω) +
β

2
‖ ∇um(0) ‖2

L2(Ω)2
+

∫ s

0

‖ f(t) ‖L2(Ω)‖ u′m(t) ‖L2(Ω) dt

+ ‖ g(s) ‖L2(Γ2)‖ um(s) ‖L2(Γ2) +‖ g(0) ‖L2(Γ2)‖ um(0) ‖L2(Γ2)

+

∫ s

0

‖ g′(t) ‖L2(Γ2)‖ um(t) ‖L2(Γ2) dt+
M

2

∫ s

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt.

(3.18)

Par le théorème de trace, il existe une constante γ > 0 telle que

‖ ϑ ‖L2(Γ2)6 γ ‖ ϑ ‖H1(Ω), ∀ϑ ∈ H1(Ω). (3.19)

Alors

b

2
‖ u′m(s) ‖2

L2(Ω) +

∫ s

0

‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) dt+

K0

2
‖ ∇um(s) ‖2

L2(Ω)

6
b

2
‖ u1 ‖2

L2(Ω) +
β

2
‖ u0 ‖2

V0
+

∫ s

0

‖ f(t) ‖L2(Ω)‖ u
′
m(t) ‖L2(Ω) dt

+γ ‖ g(s) ‖L2(Γ2)‖ um(s) ‖V0 +γ ‖ g(0) ‖L2(Γ2)‖ u0 ‖V0

+γ

∫ s

0

‖ g′(t) ‖L2(Γ2)‖ um(t) ‖V0 dt+
M

2

∫ s

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt.

(3.20)

En appliquant l’inégalité de Young

ab 6
δ

2
a2 +

1

2δ
b2, ∀a, b ∈ R,∀δ > 0, (3.21)

on obtient
‖ f(t) ‖L2(Ω)‖ u′m(t) ‖L2(Ω)6

3

2
‖ u′m(t) ‖2

L2(Ω) +
1

6
‖ f(t) ‖2

L2(Ω) .
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En remplaçant ces inégalités dans (3.20), on trouve

b

2
‖ u′m(s) ‖2

L2(Ω) +

∫ s

0

‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) dt+

K0

2
‖ ∇um(s) ‖2

L2(Ω)

6
b

2
‖ u1 ‖2

L2(Ω) +
β

2
‖ u0 ‖2

V0
+

1

6
‖ f ‖2

L2(0,T ;L2(Ω))

+γ ‖ g(s) ‖L2(Γ2)‖ um(s) ‖V0 +γ ‖ g(0) ‖L2(Γ2)‖ u0 ‖V0

+γ

∫ s

0

‖ g′(t) ‖L2(Γ2)‖ um(t) ‖V0 dt+
3

2

∫ s

0

‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) dt

+
M

2

∫ s

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt.

(3.22)

Donc,

b

2
‖ u′m(s) ‖2

L2(Ω) +
K0

2
‖ ∇um(s) ‖2

L2(Ω)

6 C1 +
1

2

∫ s

0

‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) dt+ γ ‖ g(s) ‖L2(Γ2)‖ um(s) ‖V0

+γ

∫ s

0

‖ g′(t) ‖L2(Γ2)‖ um(t) ‖V0 dt+
M

2

∫ s

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt,

(3.23)

où
C1 =

b

2
‖ u1 ‖2

L2(Ω) +
β

2
‖ u0 ‖2

V0
+

1

6
‖ f ‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) +γ ‖ g(0) ‖L2(Γ2)‖ u0 ‖V0 .

En utilisant l’inégalité de Young (3.21), on obtient

γ

∫ s

0

‖ g′(t) ‖L2(Γ2)‖ um(t) ‖V0 dt 6
γ2

2M

∫ s

0

‖ g′(t) ‖2
L2(Γ2) dt+

M

2

∫ s

0

‖ um(t) ‖2
V0
dt,

et aussi
γ ‖ g(s) ‖L2(Γ2)‖ um(s) ‖V0 6

K0

4
‖ um(s) ‖2

V0
+
γ2

K0

‖ g(s) ‖2
L2(Γ2) .

D’autre part, on a∫ s

0

‖ um(t) ‖2
V0
dt =

∫ s

0

‖ um(t) ‖2
L2(Ω) dt+

∫ s

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt

=

∫ s

0

‖
∫ t

0

u′m(σ) dσ + um(0) ‖2
L2(Ω) dt+

∫ s

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt

6 2

∫ s

0

(
t

∫ t

0

‖ u′m(σ) ‖2
L2(Ω) dσ

)
dt+ 2

∫ s

0

‖ um(0) ‖2
L2(Ω) dt

+

∫ s

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt 6 s2

∫ s

0

‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) dt

+ 2s ‖ u0 ‖2
L2(Ω) +

∫ s

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt,
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et
‖ um(s) ‖2

V0
6 2s

∫ s

0

‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) dt+ 2 ‖ u0 ‖2

L2(Ω) + ‖ ∇um(s) ‖2
L2(Ω) .

En remplaçant dans (3.23), on obtient

b

2
‖ u′m(s) ‖2

L2(Ω) +
K0

4
‖ ∇um(s) ‖2

L2(Ω) 6 C1 +

(
1

2
+
K0s

2
+
s2M

2

)∫ s

0

‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) dt

+ (Ms+
K0

2
) ‖ u0 ‖2

L2(Ω) +
γ2

2M
‖ g′ ‖L2(0,T,L2(Γ2))

+
γ2

K0

‖ g(s) ‖2
L2(Γ2) +M

∫ T

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt.

On note

C2 = C1 + (MT +
K0

2
) ‖ u0 ‖2

L2(Ω) +
γ2

2M
‖ g′ ‖2

L2(0,T,L2(Γ2)) +
γ2

K0

‖ g ‖2
L∞(0,T ;L2(Γ2)),

et
C3 =

1 + T 2M +K0T

2
,

on obtient donc

b

2
‖ u′m(s) ‖2

L2(Ω) +
K0

4
‖ ∇um(s) ‖2

L2(Ω)≤ C2 +C3

∫ s

0

‖ u′m(t) ‖2
L2(Ω) dt+M

∫ s

0

‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω) dt.

En prenant

C ′ = min

(
b

2
,
K0

4

)
, C ′′ = max(C3,M).

On a

C ′
(
‖ u′m(s) ‖2

L2(Ω) + ‖ ∇um(s) ‖2
L2(Ω)

)
6 C2 + C ′′

∫ s

0

(
‖ u′m(t) ‖2

L2(Ω) + ‖ ∇um(t) ‖2
L2(Ω)

)
dt.

En utilisant le lemme de Gronwall, on a

‖ u′m(s) ‖2
L2(Ω) + ‖ ∇um(s) ‖2

L2(Ω)6
C2

C ′
+
C ′′

C ′

∫ s

0

C2

C ′
exp

(
C ′′

C ′
(s− t)

)
dt,

d’où
‖ u′m(s) ‖2

L2(Ω) + ‖ ∇um(s) ‖2
L2(Ω)6

C2

C ′
exp

(
C ′′

C ′
s

)
,

on obtient les estimations suivantes

‖ u′m ‖L∞(0,T ;L2(Ω))6 C, (3.24)

et
‖ ∇um ‖L∞(0,T ;L2(Ω))6 C, (3.25)

avec
C =

C2

C ′
exp

(C ′′
C ′
T
)
.
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Théorème 3.1. (Passage à la limite quand m→ +∞) Le problème (P2) admet au moins une
solution.

Démonstration. En utilisant la proposition 3.2, on déduit que (∇um)m≥1 et (u′m)m≥1 sont bornées
respectivement dans L∞(0, T ;L2(Ω))∩L2(0, T ;L2(Ω)) et L∞(0, T ;L2(Ω))∩L2(0, T ;L2(Ω)). Donc,
on peut extraire une sous suite de (um)m≥1 notée encore (um)m≥1 et une sous suite de (u′m)m≥1

notée encore (u′m)m≥1 vérifiant les convergences faibles suivantes

um ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;V0)

um ⇀ u faiblement∗ dans L∞(0, T ;V0)
(3.26)

et

u′m ⇀ u′ faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω))

u′m ⇀ u′ faiblement∗ dans L∞(0, T ;L2(Ω)).
(3.27)

Montrons maintenant que u est solution de (3.5) - (3.7). En effet, soit w ∈ V0 , il existe une suite
de la forme :

wm =
m∑
j=1

µmj wj,

telle que wm → w dans V0. Alors, pour tout ϕ ∈ D(0, T )

wmϕ(t)→ wϕ(t) fortement dans L2(0, T ;V0),

et
wmϕ

′(t)→ wϕ′(t) fortement dans L2(0, T ;V0).

En multipliant (3.11) par ϕ(t)µmj et en sommant de j = 1, ...,m pour m ∈ N∗

b〈u′′m(t), ϕ(t)wm〉+ (u′m(t), ϕ(t)wm) + (K(x, t)∇um(t),∇(ϕ(t)wm))

= (f(t), ϕ(t)wm) + (g(t), ϕ(t)wm)Γ2 .
(3.28)

En intégrant entre (0, T ), on a∫ T

0

(
− b(u′m(t), ϕ′(t)wm) + (u′m(t), ϕ(t)wm) + (K(x, t)∇um(t),∇(ϕ(t)wm))

)
dt

=

∫ T

0

(f(t), ϕ(t)wm) dt+

∫ T

0

(g(t), ϕ(t)wm)Γ2 dt.

(3.29)

En utilisant (3.26) - (3.27), on passe à la limite quand m→ +∞, on obtient∫ T

0

(
− b(u′(t), ϕ′(t)w) + (u′(t), ϕ(t)w) + (K(x, t)∇u(t),∇(ϕ(t)w))

)
dt

=

∫ T

0

(f(t), ϕ(t)w) dt+

∫ T

0

(g(t), ϕ(t)w)Γ2 dt.

(3.30)
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On écrit aussi ∫ T

0

(
− b(u′(t), w)ϕ′(t) + (u′(t), w)ϕ(t) + (K(x, t)∇u(t),∇w)ϕ(t)

)
dt

=

∫ T

0

(f(t), w)ϕ(t) dt+

∫ T

0

(g(t), w)Γ2ϕ(t) dt.

(3.31)

On en déduit que (3.5) a bien lieu.
En réintégrant par parties dans (3.31), on obtient pour ϕ ∈ D(0, T )

b

∫ T

0

< u′′(t), w ϕ(t) > dt = −
∫ T

0

(
(u′(t), w)ϕ(t)− (K(x, t)∇u(t),∇w)ϕ(t)

)
dt

+

∫ T

0

(f(t), w)ϕ(t) dt+

∫ T

0

(g(t), w)Γ2ϕ(t) dt.

(3.32)

Donc, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et (3.19) comme dans la proposition 3.2 on obtient∣∣∣∣∫ T

0

< u′′(t), w ϕ(t) > dt

∣∣∣∣ 6 C ‖ ϕw ‖L2(0,T ;V0), ∀ϕ ∈ D(0, T ). (3.33)

La densité de D(0, T ) dans L2(0, T ) implique que (3.33) reste vraie pour tout ϕ ∈ L2(0, T ).

D’où u′′ ∈ L2(0, T ;V ′0).

Maintenant, on montre que les conditions initiales sont satisfaites c’est à dire

u(0) = u0, u′(0) = u1.

En utilisant le théorème 1.18, on trouve

um → u fortement dans C([0, T ];L2(Ω)).

D’où
um(0)→ u(0) dans L2(Ω).

D’autre part, on a

lim
m→+∞

um(0) = u0 dans V0 et donc dans L2(Ω).

Par unicité de la limite, on trouve u(0) = u0.

Pour prouver que u′(0) = u1, on prend ϕ ∈ C∞([0, T ];R) telle que ϕ(T ) = 0, on obtient∫ T

0

(
b < u′′(t), w > ϕ(t) + (u′(t), w)ϕ(t) + (K(x, t)∇u(t),∇w)ϕ(t)

)
dt

=

∫ T

0

(
f(t), w)ϕ(t) + (g(t), w)Γ2ϕ(t)

)
dt.

Puisque u′′ ∈ L2(0, T ;V ′0), on intègre par parties on a∫ T

0

(
− b(u′(t), w)ϕ′(t) + (u′(t), w)ϕ(t) + (K(x, t)∇u(t),∇w)ϕ(t)

)
dt

=

∫ T

0

(
(f(t), w)ϕ(t) + (g(t), w)Γ2ϕ(t)

)
dt+ b < u′(0), w > ϕ(0).

(3.34)
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En intégrant par parties dans (3.28), on trouve∫ T

0

(
− b(u′m(t), wm)ϕ′(t) + (u′m(t), wm)ϕ(t) + (K(x, t)∇um(t),∇wm)ϕ(t)

)
dt

=

∫ T

0

(
f(t), wm)ϕ(t) + (g(t), wm)Γ2ϕ(t)

)
dt+ b(u′m(0), wm)ϕ(0),

(3.35)

en passant à la limite quand m tend vers +∞, on a∫ T

0

(−b(u′(t), w)ϕ′(t) + (u′(t), w)ϕ(t) + (K(x, t)∇u(t),∇w)ϕ(t)) dt

=

∫ T

0

(
(f(t), w)ϕ(t) + (g(t), w)Γ2ϕ(t)

)
dt+ b(u1, w)ϕ(0).

Donc
< u1 − u′(0), w >= 0, ∀w ∈ V0.

Alors
u1 − u′(0) = 0V ′0 ,

d’où
u′(0) = u1 dans V ′0 .

3.3.2 Résultat d’unicité

Théorème 3.2. La solution du problème (P2) est unique.

Démonstration. Supposons que le problème (P2) admet deux solutions u1 et u2, donc elles vérifient
au sens des distributions :

b < u′′1(t), w > +(u′1(t), w) + (K(x, t)∇u1(t),∇w) = (f(t), w) + (g(t), w)Γ2 ∀w ∈ V0,

b < u′′2(t), w > +(u′2(t), w) + (K(x, t)∇u2(t),∇w) = (f(t), w) + (g(t), w)Γ2 ∀w ∈ V0.

En retranchant, et on pose u = u1 − u2, on obtient

b < u′′(t), w > +(u′(t), w) + (K(x, t)∇u(t),∇w) = 0 ∀w ∈ V0, (3.36)

avec u satisfait les conditions initiales suivantes

u(0) = 0, u′(0) = 0.

On fixe 0 6 s 6 T , et on donne

ψ(t) =


∫ s

t

u(σ) dσ 0 6 t 6 s

0 s 6 t 6 T.
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On a alors ψ ∈ H1(0, T ;V0), donc∫ s

0

(
b < u′′, ψ > +(u′, ψ) + (K(x, t)∇u(t),∇ψ)

)
dt = 0.

Comme ψ′ ∈ L2(0, T ;V0) et u′(0) = ψ(s) = 0, en intégrant par parties on trouve∫ s

0

(
− b(u′, ψ′)− (u, ψ′) + (K(x, t)∇u(t),∇ψ)

)
dt = 0.

Comme ψ′ = −u quand 0 < t < s, on obtient∫ s

0

(
b(u′, u) + (ψ′, ψ′)− (K(x, t)∇ψ′,∇ψ)

)
dt = 0.

Puisque ‖ ψ′ ‖2
L2(0,s;L2(Ω))> 0, on a∫ s

0

(
b(u′, u)− (K(x, t)∇ψ′,∇ψ)

)
dt 6 0.

Donc ∫ s

0

∂

∂t

(
b

2
‖ u ‖2

L2(Ω) −
1

2
(K(x, t)∇ψ,∇ψ)

)
dt 6

∫ s

0

(∂K
∂t
∇ψ,∇ψ

)
dt.

En utilisant (3.2) et (3.3), on a

b

2
‖ u(s) ‖2

L2(Ω) +
K0

2
‖ ∇ψ(0) ‖2

L2(Ω)6M

∫ s

0

‖ ψ(t) ‖2
V0
dt.

On définit w(t) =

∫ t

0

u(σ) dσ pour tout t ∈ [0, T ]. On obtient

b

2
‖ u(s) ‖2

L2(Ω) +
K0

2
‖ ∇w(s) ‖2

L2(Ω)6M

∫ s

0

‖ w(t)− w(s) ‖2
H1(Ω) dt.

Or ∫ s

0

‖ w(t)− w(s) ‖2
H1(Ω) dt =

∫ s

0

‖ w(t)− w(s) ‖2
L2(Ω) dt+

∫ s

0

‖ ∇(w(t)− w(s)) ‖2
L2(Ω) dt

6 2

∫ s

0

‖ w(t) ‖2
L2(Ω) dt+ 2

∫ s

0

‖ w(s) ‖2
L2(Ω) dt

+ 2

∫ s

0

‖ ∇w(t) ‖2
L2(Ω) dt+ 2

∫ s

0

‖ ∇w(s) ‖2
L2(Ω) dt

6 2

∫ s

0

‖ w(t) ‖2
L2(Ω) dt+ 2s ‖ w(s) ‖2

L2(Ω) +2

∫ s

0

‖ ∇w(t) ‖2
L2(Ω) dt+ 2s ‖ ∇w(s) ‖2

L2(Ω),

de plus

‖ w(s) ‖2
L2(Ω)=

∥∥∥∥∫ s

0

u(σ) dσ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

6

(∫ s

0

‖ u(σ) ‖L2(Ω) dσ

)2

6 s

∫ s

0

‖ u(σ) ‖2
L2(Ω) dσ,
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d’où
2

∫ s

0

‖ w(t) ‖2
L2(Ω) dt 6 s2

∫ s

0

‖ u(σ) ‖2
L2(Ω) dσ.

Alors,

b

2
‖ u(s) ‖2

L2(Ω) +

(
K0

2
− 2Ms

)
‖ ∇w(s) ‖2

L2(Ω)

6 2M

∫ s

0

‖ ∇w(t) ‖2
L2(Ω) dt+ 3s2

∫ s

0

‖ u(σ) ‖2
L2(Ω) dσ,

On choisit s0 > 0 tel que
K0

2
− 2Ms0 >

1

2
,

donc pour tout s ∈ [0, s0], on trouve

b

2
‖ u(s) ‖2

L2(Ω) +
1

2
‖ ∇w(s) ‖2

L2(Ω)6 2M

∫ s

0

‖ ∇w(t) ‖2
L2(Ω) dt+ 3s2

0M

∫ s

0

‖ u(σ) ‖2
L2(Ω) dσ.

On note C1 = 3 s2
0M , on obtient

b

2
‖ u(s) ‖2

L2(Ω) +
1

2
‖ ∇w(s) ‖2

L2(Ω)6 2M

∫ s

0

‖ ∇w(t) ‖2
L2(Ω) dt+ C1

∫ s

0

‖ u(t) ‖2
L2(Ω) dt.

On pose C2 =
max(2M,C1)

min( b
2
, 1

2
)

, on trouve

‖ u(s) ‖2
L2(Ω) + ‖ w(s) ‖2

H1(Ω)6 C2

∫ s

0

(
‖ u(t) ‖2

L2(Ω) + ‖ w(t) ‖2
H1(Ω)

)
dt.

D’après le lemme de Gronwall, on obtient

‖ u(s) ‖2
L2(Ω) + ‖ w(s) ‖2

H1(Ω)6 0, ∀s ∈ [0, s0].

On en déduit l’unicité de la solution u = 0, donc u1 = u2 sur [0, s0]. On applique le même
raisonnement dans chaque intervalle [s0; 2s0], [2s0; 3s0], ..., etc afin d’aboutir au résultat.
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Conclusion

En mathématique et en physique théorique, l’équation de la chaleur est une équation aux
dérivées partielles parabolique selon Fourier et hyperbolique selon Cattaneo.
Dans ce travail

- On a fait quelques notions de base d’analyse fonctionnelle qui sont nécessaires pour étudier
ce genre de problèmes.

- On a présenté la méthode de Galarkin pour montrer l’existence des solutions faibles de la
formulation variationnelle dans les deux cas suivants
- Équation de la chaleur parabolique avec la condition de Dirichlet homogène sur le bord.
- Équation de la chaleur hyperbolique avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet
homogène-Neumann).

De plus, on a donné un résultat d’unicité.
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Résumé

Ce travail est destiné à l’étude variationnelle de l’équation de la chaleur dans les deux cas suivants :
- Équation de la chaleur parabolique avec la condition de Dirichlet homogène sur le bord.
- Équation de la chaleur hyperbolique avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet homogène-

Neumann).

On présente la méthode de Galerkin pour montrer l’existence de la température solution faible de chaque

problème. Finalement, on donne un résultat d’unicité.

Mots Clés : Équation parabolique, équation hyperbolique, étude variationnelle, méthode de Galerkin.

Abstract

The aim of this travail is the varitional study of the heat equation in the following two cases :
- Parabolic heat equation with the homogeneous Dirichlet boundary condition.
- Hyperbolic heat equation with mixed boundary conditions (homogeneous Dirichlet-Neumann).

We present the Galerkin’s method to show the existence of the temperature weak solution of the each

problem. Finally, we give a uniqueness result.

Key Words : Parabolic equation, hyperbolic equation, variational study, Galerkin’s method.

P�l�

:�yty�At�� �yt�A��� ¨� ­C�r��� T� A`m� T§ry�t�� TF�Cd�� w¡ �m`�� �@¡ �� �dh��

.H�A�tm�� ¨lk§r§  ¤d��� ªrJ �� Ty·�Akm�� ­C�r��� T� A`� -

.( A�wy� -H�A�t� ¨lk§r§ ) TWlt�� T§d� ª¤rK� T§d¶�z�� ­C�r��� T� A`� -

.Ty��d�w�� T�yt� �dq� ,�ry�� .�kK� �k� �y`R �� ­C�r��� T�C  w�¤ �Ab�¯ �y�C®� Tq§rV �dq�

.�y�C®� Tq§rV ,T§ry�t�� TF�Cd�� ,T§d¶�z�� T� A`m�� ,Ty·�Akm�� ­C�r��� T� A`� :Ty�Atfm�� �Amlk��


	Introduction
	Préliminaires et notions fondamentales 
	Espace de Hilbert
	Définitions et propriétés élémentaires de l'espace de Hilbert

	 Espaces de Lebesgue
	Espaces de Sobolev
	Espaces de Lebesgue et de Sobolev dépendants du temps
	Topologies faible et faible*

	Étude de l'équation de la chaleur parabolique
	Position du problème
	Formulation variationnelle du problème
	Résultats d'existence et d'unicité

	Étude de l'équation de la chaleur hyperbolique
	Description du problème
	Formulation variationnelle du problème
	 Résultat d'existence et d'unicité pour le problème (P2)
	Résultat d'existence 
	Résultat d'unicité


	Conclusion
	Bibliographie

