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Introduction

Es équations aux dérivées partielles constituent aujourd’hui 'un des thémes importants de la
L compréhension scientifique et dans la modélisation de nombreux problémes en physique, biolo-
gie et économie ou ailleurs. Par exemple en physique, ces équations correspondant a la traduction
mathématique des lois de la physique :

-Thermique : équation de la chaleur.

Cette équation est une équation aux dérivées partielles parabolique pour décrire le phénoméne
physique de conduction thermique, introduit initialement en 1807 par Joseph Fourier (1768 —1830)
donnée par la loi

q=—KVu,

qui exprime le flux de la chaleur ¢ proportionnellement au gradient de température. Alors dans
ce cas la chaleur propage a vitesse infinie. Cette propriété connue sous le nom de "paradoxe de la
chaleur".

Pour corriger ce paradoxe et obtenir une meilleure description de la réalité Maxwell-Cattaneo a

proposé un modéle dans lequel la chaleur se propage a vitesse finie donné par la loi

b% +q=—-KVu,

ou b > 0 est le temps de relaxation qui doit étre trés faible et b% est I'inertie thermique qui évite
le phénoméne de propagation infinie.

Cette modification de la loi de Fourier permet d’obtenir le modeéle hyperbolique de ’équation de
la chaleur.

La résolution des équations aux dérivées partielles d’évolution nécessite des conditions initiales
(initialement & t = 0) et des conditions aux limites. Il existe un grand nombre de conditions aux
limites possibles, en fonction de la formulation du probléme. On cite par exemple les conditions
aux limites de Dirichlet (nommée d’aprés Johann Dirichlet (1805—1859)) et de Neumann (nommeée
d’aprés Carl Neumann (1832 — 1925)).

Les questions fondamentales sur I’étude d’'une EDP sont



- L’existence des solutions,

- L’unicité de solution,
éventuellement en fonction de données aux limites.
L’étude théorique des EDP fait appel a presque toutes les branches de ’analyse par exemple I’ana-
lyse fonctionnelle, la théorie des équations différentielles ordinaires,... .
Ce travail concerne I’étude mathématique de quelques problémes de chaleur parabolique et hyper-
bolique.
Ce mémoire est composé de trois chapitres
Le premier chapitre se concentre sur quelques notions essentielles d’analyse fonctionnelle (Espace
de Hilbert, espaces de Lebesgue, espace de Sobolev, ...) et la théorie des équations différentielles
ordinaires (EDO) (Théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz et lemme de Gronwall).
Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de I’équation de la chaleur parabolique avec la

condition aux limites de Dirichlet homogene sur le bord (voir [20])

— — div(K(z,t)Vu) = f(z,t) dans € x[0,7],
z,t) =0 sur I['x]0,T7,

u(z,0) =ug dans €,

ou K est la conductivité thermique et f est une fonction donnée.
On présente la méthode de Galerkin pour montrer I'existence de solutions de la formulation varia-
tionnelle associée a ce probléme.
On peut résumer cette méthode en trois étapes :
- Recherche de solutions approchées.
- Estimations a priori.
- Passage a la limite (existence de solutions faibles).
Ensuite, on donne un résultat d’unicité de la solution faible.
Dans le dernier chapitre, on présente la méthode de Galerkin comme dans le chapitre 2
mais pour I’équation de la chaleur hyperbolique avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet

homogene-Neumann) (voir [3])

( 0%u  Ou .
bw + i div(K(z,t)Vu) = f(x,t) dans Q x [0,T],
u(z,t) =0 sur 'y x 0, 77,

(KVu)-n=g sur'yx]0,T7,
u(z,0) = ug dans €,
ou

\ E(x,O) = uy.

De plus, on donne un résultat d’unicité de la solution faible de ce probléme.

Enfin, on termine notre travail par une conclusion générale.



Préliminaires et notions fondamentales

Ce chapitre rappelle quelques notions fondamentales et les principaux résultats mathématiques

de I'analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans ce travail.

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Deéfinitions et propriétés élémentaires de ’espace de Hilbert

Définition 1.1. Soit H un espace vectoriel réel resp complexe. On appelle produit scalaire sur

H toute forme bilinéaire, symétrique resp hermitienne qui est définie positive.

On notera < x,y > le produit scalaire des vecteurs x,y € H. Cela signifie que 'application

<. +>HxH — K=RouC
(,y) — <wzy>,

vérifie
- Pour tout y € H, I'application x € H —< z,y > € K est une forme linéaire.

- Pour tous z,y € H on a:

<y,x> = <ux,y> silespace est réel

<y,x> = <uz,y> silespace est complexe.

- Pour tout z € H, < z,x >>0et <x,z >= 0 si et seulement si z = 0.

Définition 1.2. Si l’espace vectoriel H est muni d’un produit scalaire, on dit que c’est un espace

pré-hilbertien.

Comme < z,z >> 0 on peut poser || z || = /< z,2 > définit une norme hilbertienne sur H.

Théoréme 1.1. [5| (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tous x,y € H on a,
[<zy>I<lzl vl

7



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Exemple 1.1. Le produit scalaire usuel sur R? est défini par

d

<x,y>= Z.ijj,
Jj=1

ot x = (T1,..,24q),y = (Y1, -, Ya)-
Définition 1.3. Si un espace pré-hilbertien est complet pour sa norme hilbertienne, on dit que

c’est un espace de Hilbert.

, . : L 2
Exemple 1.2. L’espace vectoriel % des suites de scalaires (x,,)n>0 pour lesquelles la série E | 2, |

n=0
converge, muni de la norme

+oo %
v = (Tp)nzo € L7, ||, = (Z | Tn |2> ,
n=0

est un espace de Hilbert.

Définition 1.4. (Systéme orthonormal) On dit que (w,)nes est un systéme orthonormal
dans H si

-Vn#Emel, <wp,wy >=0 (ie, (Wy)ner est un systéme orthogonal),
-Vnel, ||w,|=v/<wn,w, >=1.

Théoréme 1.2. [13| (Projection sur un sous espace vectoriel de dimension finie) Soit
Wi, ...y Wy, un systéme orthonormal fini et V- = Vect [wy, ..., w,] le sous espace vectoriel de H en-

gendré par les w;. Alors

Ve € H, Py(z) = Z < T, w; > w;.
i=1

Définition 1.5. (Partie dense) Soit E un espace métrique et A une partie de E. On dit que A
est dense dans E si l'une des conditions équivalentes suivante est vérifice

- Pour x € E, il existe une suite (y,) d’éléments de A qui converge vers x.

- Pour tout x € E, et pour tout € > 0, il existe y € A avec || y —z ||< €.

- L’adhérence A de A est égale o E.

Définition 1.6. (Base hilbertienne) Un systéme orthonormal total (wy,).cr de H (ie, l’espace

vectoriel engendré par les (wy,) est dense dans H) appelé une base hilbertienne de H.

Définition 1.7. On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un sous ensemble D C E

dénombrable et dense.

Exemple 1.3. Les espaces vectoriels R ou C* munis d’une norme quelconque sont séparables.
En effet, Q% est dense dans R?, et ’ensemble

{(l‘l—i_iyh”-amd—}_iyd) : (xla"wxd) eQd et (yla"'ayd) EQd}7
est dense dans C<.

Théoréme 1.3. [5] Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

8



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

1.2 Espaces de Lebesgue

Dans toute la suite ) désigne un domaine (ouvert et connexe) borné de R? et régulier (par

exemple de classe C'') muni de la mesure de Lebesgue dx. On note 92 = T.

Définition 1.8. (p.p presque partout) Une propriété P(x) est dite presque partout si l’en-
semble des points ou elle est fausse est négligeable (ie, un ensemble négligeable est un ensemble de

mesure nulle).

Exemple 1.4. (f=9g pp & plreX: f(z)#g(x)) =0).

Définition 1.9. (L’espace des fonctions intégrables L*(S2)) Soit f : 2 — R. On dit qu’une fonction
mesurable f est sommable (ou intégrable au sens de Lebesque)  si

/ | f(z) | de < +o0.
Q

Définition 1.10. (L’espace L*(2)) On désigne par L*(Q)) I’espace des fonctions mesurables de €

dans R de carré sommable muni du produit scalaire et de la norme associée

(e = [ f@a@)de. | ]l = ( 1@ |2dx)é.

Exemple 1.5. La fonction In est dans l'espace L?(0,1) ie,

1
/ (In(x))*dr < +oo0.
0
On a,

/o [In(z)]?dr = lim (In(z))?dx,

a—0t [,

on intégre par parties, on obtient

/a 1(ln(a:))2dx = —a(in(a))? — 2 / 1 In(z) dz,

on intégre par parties, on obtient

/ (In(x))?dx = —a(In(a))* + 2ain(a) + 2(1 — a).

D’ou .
/ (In(z))*dz = lim (—a(In(a)® + 2aln(a) + 2(1 — a)),
0 n—0t
comme
li =
lim a In(a) =0,
et

lim a (In(a))? = 0,

a—07t



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

on obtient )
/ (In(x))*dx = 2,
0

d’ou le résultat.

Théoréme 1.4. (Riesz Frisher) [16] L'espace L*(Q) muni du produit scalaire (.,.)12q) est un
espace de Hilbert.

Théoréme 1.5. |5| Les espaces L'(Q) et L*(Q)) sont des espaces séparables.

Proposition 1.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) [5| Soient f, g € L*(Q). Alors fg € L*(Q) et

/Q | fg | dz <[ fllrz@ [ 9llr2@)-

Définition 1.11. (L’espace L>(2)) On désigne par L™= (2) l’espace des fonctions mesurables es-
sentiellement bornées sur S, c’est a dire qu’il existe une constante C > 0 telle que | f(x) | < C

p.p dans Q0 muni de la norme

| fllpey = nf{C>0 telque [f(z)|<C pp dansQ}
= supess{| f(z) |,z € Q}.

Exemple 1.6. La fonction indicatrice de Q) définie sur R qui vaut 1 en chaque nombre rationnel et
0 partout ailleursest dans L>®(R) et coincide dans cet espace avec la fonction constante de valeur

nulle du fait que ’ensemble des rationnels est négligeable.

Théoréme 1.6. [1] Les espaces L*(2) et L>°(§)) sont des espaces de Banach (ie, espace vectoriel

normé complet).
Proposition 1.2. [5] L®(Q2) n'est pas séparable.

Définition 1.12. Soient (X, || - ||) et (Y, || - [|y) deuz espaces normés
- X S continue YV, Signifie X C Y avec l'injection continue c-a-d

Je>0, lully <cllully, VueX.

- X = compacte VSt de toute suite bornée dans X, on peut extraire une sous suite converge

dans Y.

Théoréme 1.7. [9] Supposons que

mes(Q) =| Q| = / dx < o0,
Q

alors, on a

e 2y < VIR llpe o) s

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

(ie; LOO(Q)(_)contmue LQ(Q))a et
[l ST )

(ie, L ()= continue L*(2)). De plus, on a

[ ullp < VI w2,
(i@, L2(Q)c_>contmue LI(Q))

Définition 1.13. (Dual topologique) Soit (E, || . ||) un K-espace vectoriel normé. On appelle

dual topologique de E et l'on note E' Uensemble des formes linéaires continues de E dans K.

Théoréme 1.8. [5| Le dual topologique de L*(Q) est L=(Q) et le dual topologique de L*(Q) est
L*(Q).

Définition 1.14. Soit f une fonction de 2 dans R. On appelle support de [ l’ensemble fermé de
R? qui est l’adhérence de {x € Q: f(x) # 0},

supp(f) = {z € Q: f(x) # 0} CR™.

Définition 1.15. L’espace D(Q2) = C°(Q2) est espace des fonctions infiniment dérivables
C*(Q2) a support compact.

Exemple 1.7. Dans RY, la fonction

exp (ﬁ) st |z|<1,

0 sinon,

flz) =
appartient & D(RY) et son support est la boule fermée B(0,1) pour la norme utilisée

BO0.1) = fr € B | 2 < 1},
Théoréme 1.9. [5| L'espace D(Q)) est dense dans L*(Q) et dans L*().

Définition 1.16. (Distribution) Le dual topologique de D(Q2) sur R est D'(2) (un élément T €
D'(Q) st T : D(Q2) — R linéaire et continue). L’espace D'(Q) désigne l’ensemble des distributions

sur 2.

Définition 1.17. (La dérivée d’une distribution) Soit T € D'(Q2). Les dérivées premiéres de

T au sens de distribution sont définies par

oT 0
< — 0 >=— <T,—S0 > Vi=1,...,d.

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Définition 1.18. (Dérivation faible) Soit v une fonction de L*(Q)), on dit que v est dérivable
au sens faible dans L*(Y), s’il existe des fonctions ¢; € L*(Q2) pouri € {1,...,d} telles que pour
toute fonction ¢ € D(2) on a

v o) (@) —- [ i@l

chaque v; est appelée la 1“™¢ dérivée partielle faible de v et notée désormais

(Y
(‘9@- )

Définition 1.19. (Espace réflexif) Soient E un espace vectoriel normé et J : E — E" tel que
J(@)(f) =< f,x >pp, Yee ENf e E

o < -, - >p g désigne le produit de dualité entre E' et E. (L’application f+— < f,x > g p définie
de E dans R est une forme linéaire continue sur E'). Un espace E est dit réflexif si J est bijectif
de E dans E" (E"est le bidual topologique de E c’est a dire le dual topologique de E').

Proposition 1.3. [5| Soit E un espace de Banach réflexif et F un sous espace vectoriel fermé de
E. Alors, F est réflexif.

Théoréme 1.10. [5] L’espace L*(Q) est réflexif, mais les espaces L'(S)) et L=(Q) ne sont pas
réflexifs.

1.3 Espaces de Sobolev
Espace de Sobolev H'(()

Définition 1.20. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur Q2 que l’on note par H'(Q) ’ensemble

des fonctions de L*(Q) ayant des dérivées au sens des distributions dans L*(Q2) en d’autre terme

ou

HY(Q) = {u € L*(Q), o

€ L*(Q),i = 1,2,...,d},

ou les dérivées i =1,2,....d sont prises au sens des distributions.

%

L’espace H'(Q2) muni de produit scalaire

ou 0
< UV > () = /Qu(x)v(x) dx + Z/ 85(‘9—; dx,
i=1 L

et dont la norme qui définie par

I w o) = (< uu>pq) 2=</|U|dx+2/‘ ‘dx)

Pour la topologie induite par cette norme, une suite (u,), de H'(Q) converge vers u € H'() si

o, — 0z, (Q) pour tout i =1, ..., d.

u, — u dans L*(2) et

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Exemple 1.8. Soit Q =] — 1,+1[. Montrons que la fonction

u(w) = (|« | +2) € H(Q),

et que
st O<a<l,

0st —1<ax<.

La fonction u est continue et bornée sur 2. Elle appartient donc o L*(Q). Montrons que sa dérivée

au sens de distribution vaut H. En effet pour tout ¢ € D(Q), on a

0 1 1
—/wp'dx:—/ ugo'dx—/ ugp’d:p:/ cpdm:/Hgodx.
0 -1 0 0 Q

Ainsi, u € H'(Q) et v’ = H. Or H est bornée sur Q, et donc H € L*(Q).
Théoréme 1.11. [16] L espace (H(2),]| - | 11(q)) est un espace de Hilbert séparable et réflexif.
Théoréme 1.12. [1] L'espace C1(Q) est dense dans H'(S2).
Remarque 1.1. [5| On a toujours l'injection suivante
H' (Q);)compactelﬂ(ﬂ)'
On consideére le théoréme de trace suivant

Théoréme 1.13. (Théoréme de trace) [16] On peut définir de fagon unique la trace vo(v) de

v e HYQ) sur T de fagon que vo(v) coincide avec la définition usuelle
Yo(v(x)) =v(z), zel,

siv € CY(Q). De plus lapplication

Yo - H'(Q) — L*(I),
est linéaire et continue.

Proposition 1.4. (Formule de Green) ([4], [5]) Pour tous u,v € H'(Q)

ou v
/ani vdr = —/Qu oz, dx + /F’Yo(u)’yo(v) n; dY,

ot (ni)?zl sont les composantes de n avec n est le vecteur unitaire de la normale extérieur a I'.
De plus, pour tout u € H(Q) et v e (H'(Q)" on a

/Qudz'v(v) dr = —/Qv«Vud:c—i—/nyo(u)(%(v)-n) dy,

d d

(%Z- . . .
ot div(v) = Z@ , qui désigne la divergence de v et v-n = Z Vi Ny
— 0Z;

7 7

13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Espace de Sobolev H} ()

Définition 1.21. L’espace Hy(Q) est 'adhérence de D(Q) dans (H'(Q)), || - 1)) (Vadhérence

dans H'(QY) muni de sa norme || - 1) )

HY(Q)

Hy(Q) ={peD(Q) "~}

Remarque 1.2. L’espace H} () est le sous-espace de H'(Y) des fonctions qui s’annulent au bord,
1€,

H)(Q) ={ve H(Q): vr = 0}.
Théoréme 1.14. [5| On a (H}(Q), || - 1)) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Par définition HJ({2) est un sous-espace fermé de H'(Q) (qui est un espace de

Hilbert) donc c’est aussi un espace de Hilbert. O

Théoréme 1.15. (Inégalité de Poincaré) 16| 1l existe une constante C' > 0 telle que pour toute
fonction v € H} (), on a

/|U(x) 2de < 0/ | Vo(z) [dz, (1.1)
Q Q
ot C ne dépend que de 2.
Cette inégalité est fausse dans l'espace H'(f2), prendre par exemple v = 1.
Corollaire 1.1. [16] La semi-norme de H*(Q2) définie par
|0 (@)= | VU |20
vérifie dans H(Q)
Vo€ Hy(Q), || Vv llez@ <]l v [lmo)< VI+C || Vo llzg) -
C’est donc une norme sur Hy(Q) équivalente a la norme || - || g1 . De plus, on a
vu7 v E H(%<Q)7 (U7U)H3(Q) = (VU, VU)L2(Q)a
définit un produit scalaire (associé a la norme) sur Hg(L2).

Définition 1.22. (Dualité) Le dual de ’espace de Sobolev HJ () est appelé H='(Q2). On note

<L, >y10).m@ = L(9),

le produit de dualité entre H}(Q) et son dual pour toute forme linéaire continue L € H~'(Q) et
toute fonction ¢ € Hy(L2).
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Puisque D(Q) est dense dans H} (), le dual H~1(Q2) de HJ(f2) s’identifie & un sous-espace de
D(©)
Hy(Q) € L*(Q) € HH(9),

avec injections continues et denses.

1
Espace de Sobolev Hi. ()
Définition 1.23. L’espace de Sobolev des fonctions nulles sur une partie de bord est défini par
Hi () ={ue H'(Q),u=0 surl},

ou I'y est une partie de I'.
On suppose que T'y de mesure non nulle (mes(I'y) =| Ty |# 0) Uespace H} () est fermé dans
H(Q).

Proposition 1.5. [16] On suppose que mes(T'y) > 0, alors pour toute fonction v € HE on a
linégalité de Poincaré (1.1).

Espace de Sobolev H?())
Définition 1.24. L’espace de Sobolev d’ordre 2 sur §2 est définie par

0%
8:67;8%'

H*(Q) = {v c H'(Q), € L*(),Vi,j =1, ...,d} .

On lui associ€ le produit scalaire

(u,v) —/ dx+2/ dx+Z/ Ou_ () 2V .
) HAS) O 0@ T by Ox;0x; "~ Ox;0x,

La norme associée est notée par

N[

2
10 g2y = | v HL2 + Vo HLQ(Q) + Z/ {83: Ox; } e
j

3,7=1

Théoréme 1.16. [16] (H?*(), ]| - | 2()) €st un espace de Hilbert .

1.4 Espaces de Lebesgue et de Sobolev dépendants du temps

Dans cette section, on introduit quelques outils fondamentaux pour I’étude des problémes d’évo-
lution.

Pour T'> 0, X =]0,T et on considére un espace de Banach B de norme ||.| .

Espace L*(X;B)

15
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Définition 1.25. On définit
L*(X;B) = {f : X = B mesurable telle que / | f(t) ||5°dt < —1—00},
b'e

que [’on munt de la norme

1 o, = ( [ s ||32dt) g

Théoréme 1.17. [11] On a les résultats suivants
- Sil’espace B est séparable (resp. réflexif) alors Uespace L*(X; B)) est aussi séparable (resp.
réflexif ).
- L’ensemble des fonctions continues a valeurs dans B, C(X; B) est dense dans L*(X; B).
- Si B est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-,-)p alors Uespace L*(X; B) est un

espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) L2(x:B) :/X(u(t),v(t))Bdt.

Définition 1.26. (Dualité) Le dual de L*(X; B) est L*(X; B')) ou B’ est le dual topologique de
B.

Espace L>*(X; B)
Définition 1.27. On définit l’espace de Banach suivant
L=(X;B)={f: X — B mesurable 3C >0, || f(t) ||z < C pour presque tout t},

muni de la norme

| [l = mf{C>0] |[ f(t) < C pour presque tout t}

= supess;ex || f(t) || -

Définition 1.28. (Ensemble relativement compact) Un ensemble G C E est relativement

compact si pour toute suite (uy,) de G, il existe une sous suite (unm)) qui converge dans E.
Théoréme 1.18. (21| Soient By, B, By trois espaces de Banach tels que, By C B C By et
OF {6 f

Bo—=compacte B. St F' est borné dans L>(X; By) et a5 = ot fe F} est borné dans L*(X; By)

alors F' est relativement compact dans l'espace des fonctions continues de [0,T] dans B (C([0,T]; B)).
Espace H'(X; B)
Définition 1.29. On définit 'espace de Sobolev a valeur dans l’espace de Banach B comme suit

H'(X;B)={ue L*(X;B), v € L*(X;B)},

16
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ot la dérivée u' est prise au sens des distributions muni de la norme

I u e emy = T u llzoem + 114 2exm) »

ou la norme équivalente

=

2 2 2
gy = (18 W + 10 1P e )

Proposition 1.6. [11] On a les résultats suivants
- Si B est séparable alors H'(X; B) est aussi séparable.
- Si B est séparable réflexif alors H'(X; B) est réflexif.
- Siu e HY(X; B) alors u est continue sur X. De plus, on a (H'(X;B) C C([0,T]; B) avec

Uinjection continue).
Espace W (X; B)
Définition 1.30. L’espace W' (X; B) est défini par
W'(X;B) ={u e L*(X;B),u € L*(X;B)},
ot u' est prise au sens des distributions muni de la norme

lwllwoox;m) = |l zoe x;) + |t/ || o (x;B)-

Théoréme 1.19. [11] L’espace W°(X; B) est un espace de Banach.
De plus, on a

Théoréme de Cauchy-Lipschitz et lemme de Gronwall

Théoréme 1.20. (Cauchy-Lipschitz) [8] Soit Y'(t) = A(t)Y (t) + B(t) un systeme différentiel
d’ordre 1 sur un intervalle I de R tel que :

A: I — M,(K) et B: I — #,,1(K) sont continues sur I.

Pour tout ty de I etYy de M, 1(K), il existe une unique solution'Y sur I de ce systeme différentiel
telle que Y (tg) = Yo.

Lemme 1.1. (de Gronwall) [14]| Soient ¢ ety : [a,b] — RT deux fonctions continues vérifiant
¢
de <0, Vtea,b], y(t) < c—l—/ P(s)y(s)ds.

Alors, t
Vt € [a,b], y(t) <cexp (/ w(s)ds).

17
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1.5 Topologies faible et faible*

Soit E un espace de Banach, la topologie faible o(F, E’) sur E est la topologie la moins fine

sur F c’est a dire avec le minimum d’ensembles ouverts, rendant continues toutes les applications
o€ E—<fia>pp eR Vfel.
On définit la convergence d’une suite de E pour la topologie faible o(E, E') de la fagon suivante

Définition 1.31. Soit (x,)nen une suite de E, on dit que (x,)nen converge faiblement vers ¢ € E
et on note
=z st VfEE, <fian>pp—<fx>pp.

Proposition 1.7. [5] Soit (x,)nen une suite de E on a les propriétés suivantes
- Si x, — x fortement alors x,, — x faiblement.
- Six, — x faiblement alors (|| ., ||)nen est bornée et || x ||< lim inf || x, ||.
- Six, — x faiblement et si f, — f fortement dans E', (c’est a dire || f, — f ||z — 0) alors,
< fo,n >p =< f,x>pE .

Théoréme 1.21. [5| L’espace de Banach E est réflexif si et seulement si de toute suite bornée

(Tn)nen de E admet une sous suite extraite faiblement convergente.

Pour chaque = € E,on considére application ¢, : E — R définie par f — ¢.(f) = f(z) on
obtient ainsi une famille d’applications linéaires de £’ dans R.

La topologie faible* est la topologie la moins fine sur E’ rendant continues toutes les applications

(@I)IGE .
On définit la convergence d’une suite de E’ pour la topologie faible* de la fagon suivante

Définition 1.32. Soit (fy),cn une suite de E', on dit que f, converge vers f pour la topologie

faible* et l’on note
fo>f si YeeE (< fox >pp =< f,x>pp).

Proposition 1.8. [5| Soit (f,)nen une suite de E', on a les propriétés suivantes
- Si fo = f alors || fu || est bornée et || f ||< lim inf || f, || -
- Si fn A fetsixz, = x dans E alors < fo, v, >pp—< f,2 >p 5.

Théoréme 1.22. (Banach-Alaoglu) |5| L’ensemble Bpr = {f € E' || f ||lg< 1} est compact

pour la topologie faible™.

Théoréme 1.23. [5] Soit E un espace de Banach séparable, alors de toute suite bornée (fn)nen de

E’" admet une sous suite faiblement™ convergente.

Remarque 1.3. (Convergence faible dans les espaces de Lebesgue)
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(i) On dit qu’une suite (uy,)nen d’éléments de L*(Q2) converge fortement vers u dans L*(Q) si

lim H Up — U HLQ(Q): 0.
n—-+00

On note u,, — u.
(ii) On dit qu'une suite (u,)new d’éléments de L?(Q) converge faiblement vers u dans L*(2) si
nEIJPoo Q(un(x) —u(z))p(r)dr =0, VYo L*(Q).
On note u,, — u.
(iii) On parle de convergence faible* dans L*°(2) au lieu de convergence faible car le dual de
L>=(2) contient strictement L' () et il est strictement plus grand que L' (). On dit que la

suite (Uup)new converge faiblement™ vers w si un,u € L®(Q) et si

lim (un(z) — u(z)) () dr =0, Ve L'(Q),

n——+00 Q
et on note u, BN
Exemple 1.9. Soit a > 0, on définit la suite suivante
n® si x€l0,1],
0 st =ze€ [;, 1} .

Montrons que

1
U, — 0, dans L*(0,1) = 0<a< 3
1
u, =0 dans L*(0,1) = 0<a< 7
En effet,
1 1
i oy = [ T P o= [T o = et
0 0
Donc

1
u, — 0 dans L*(0,1) si 204—1<0(ie,0<oz<§).

Pour montrer que u, — 0 dans L*(0,1), on doit prouver la convergence suivante

1
lim u, (7)p(x)dr =0, VYo € L*(0,1).

n——+00 0
Pour a = % et comme l’espace vectoriel des fonctions en escalier est dense dans lespace L*(0,1)
et || un ||L20y= 1, il suffit de prouver le résultat lorsque ¢ est une fonction en escalier, ce qui
signifie qu’il existe 0 = ag < ay < ... < ay, = 1 tel que p(x) = b; pour x €la;, a;.1[ 0<i<m—1.

On obtient donc, pour n suffisamment grand

1 1
[ unwerae = b [" ko = i),
0 ao

d’ou
1

lim un(x)p(z)dx = 0.

n——+oo 0
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Etude de I'équation de la chaleur parabolique

L’objectif de ce chapitre est de présenter la méthode de Galerkin pour montrer I'existence de
solutions faibles de 1’équation de la chaleur parabolique (dont la capacité thermique est constante
égale a 1 et la conductivité thermique dépend de z et t) muni de la condition nulle au bord
(condition de Dirichlet homogéne) avec une condition initiale & Iinstant ¢ = 0. Ensuite, on donne

un résultat d’unicité.

2.1 Position du probléme

On considére 'équation de la chaleur parabolique dans un domaine borné de R¢ & frontiére
régulier 02 = I, sur un intervalle de temps [0, 7] suivante (voir [3])
0
a(:z:,t)a—? + div(q) = f(x,t) dans Q x [0,T], (2.1)
ol a est la capacité thermique et ¢ le flux de la chaleur et f est la dissipation d’énergie c¢’est une
donnée du probleme.

On suppose que le phénomeéne de conduction de la chaleur est décrit par la loi de Fourier [12]
q=—K(x,t)Vu,

ou K est la matrice de conductivité thermique du matériau. Cette loi exprime le flux de la chaleur
proportionnellement au gradient de la température. Donc, on a

ou

a(x,t)g —div(K(x,t)Vu) = f(z,t) Qx[0,7T].
Dans le cas simplifié ou la capacité et la conductivité thermiques sont constantes par exemple
a(z,t) =1et K(z,t) = (Ki(z,t)),; j<q - aVeC
1 sii=y,
Kij (ZE, t) == J
0 stnon.

On obtient 1’équation suivante

% — Au = f(z,t) dans Q x [0,T],
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d
o A est Laplacien (Au = div (Vu) = Z %) . Cette équation est assortie d’'une condition
initiale o
u(z,0) =ug pour x € €,
et d'une condition aux limites de Dirichlet homogeéne
u(z,t) =0 sur I'x]0, 77,

ol ug est une fonction donnée. Donc, on a le probléme suivant :

Trouver wu:[0,7] x Q@ — R tel que

% — Au= f(z,t) dans  x[0,7],
u(z,t) =0 sur I'x]0,T],

u(x,0) =ug dans €.

Ce probléme a été étudié par [20]. On va considérer dans cette partie le probléme (P;) donné par
Probléme (P;) : Trouver u:[0,7] x Q — R tel que

% — div(K(z,t)Vu) = f(x,t) dans Q x [0,T],
w(z,t) =0 sur I'x]0,T7,

u(z,0) =ug dans €.
La matrice de conductivité thermique K est symétrique et satisfait

K € L>(0,T; (L ()9, (2.2)

d d
dKy > 0 tel que, Z Kij(z, t)a05 > Z Ko | «; ]2 p.p dans Qx]0,T[, Va € R%.
ij=1 ij=1
On suppose que
t— K(-,t) et tw f(-,t) sont continues. (2.3)

Pour étudier ce probléme. En utilisant le méme technique comme dans [2| et dans [20]

2.2 Formulation variationnelle du probléme

La formulation variationnelle est dite aussi la formulation faible, ¢’est une autre maniére d’énon-
cer un probléme physique réagi par des équations différentielles aux dérivées partielles.
L’intérét de cette approche est de pouvoir disposer de concepts et de propriétés de ’analyse fonc-
tionnelle, en particulier ceux des espaces de Hilbert et de Sobolev...etc.

On suppose que la norme de Pespace de Hilbert HJ(€2) est définie par

1

o = ([ 190 a),

ou |.| désigne la norme euclidienne.
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Proposition 2.1. Supposons que f est un élément de L*(0,T; L*()) et que ug est un élément de

L*(Q). Le probleme (P;) conduit au probléme variationnel suivant,
0
Probléme (P,) Trouver u € L*(0,T; H}(Q))) et a—TZ € L*(0,T; H'(Q)), vérifiant I’équation varia-

tionnelle suivante
<at,g0 /Ka:tVu Vo(x dx—/fa:t r)dr, Vo Hy(Q), pp t€]0,T[, (2.4)

avec la condition initiale
u(z,0) =ug dans $Q,

ot <., > désigne le produit de dualité entre Hy () et H ().

Démonstration. En multipliant I’équation de la chaleur parabolique par une fonction test ¢ de

H;(2),en intégrant en espace, on obtient

/Q%gp(x) daj—/ﬂdiv( (x,t) Vu) ¢ dx—/fgo (2.5)

En utilisant la formule de Green, on obtient

- /Q div(K(z,t) Vu) p(z) de = /QK(:c,t) Vu - Vo(z)dr — / o(x) (K(x,t) Vu) -n dY.

r

Comme ¢ =0 sur ' on a
—/ div(K (z,t) Vu) p(z) de = / K(z,t) Vu - Vo(x)dz.
Q Q

En remplagant dans (2.5) on trouve (2.4). O

2.3 Reésultats d’existence et d’unicité

Lemme 2.1. [11]| Soit u une fonction de L*(0,T; H}(Q2)) telle que % soit dans L*(0,T; H1(Q)).
Alors u s’identifie a une fonction de C([0,T); L*(Q)) vérifiant

T ou
D (o T) oy — I ue,0) [ =2/ 9N at.
140 oy =2 [ (20

Théoréme 2.1. Le probléme (P,) admet une unique solution.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est décomposée en quatre étapes :

Etape 1 : Construction de la solution approchée par la méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode approximative utilisée pour déterminer I'existence des
solutions des équations aux dérivées partielles d’évolution.

Pour montrer 'existence de solutions en utilisant la méthode de Galerkin qui approche un probléme

en dimension infinie par un probléme en dimension finie, qui aura une unique solution.
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Comme H} () est un espace de Hilbert séparable alors il admet une base hilbertienne (w;);en-.
Donc on peut considérer les espaces V,,, = Vect (wy, ..., w,,) qui sont les approximations de 1'espace
H{ (). Notamment I'union U,,V;, est dense dans H}(€).
Avec la densité de Hj () dans L?(€2), on suppose que les (w;);en+ forme une base orthogonale de
Hj(2) et une base orthonormale dans L?(Q) (voir [2]). Pour tout m > 1, on cherche une fonction
U, donnée par

m

U (2, 1) = Zc@”(t)wk, (2.6)
k=1

tel que pour tout j € {1,...,m} on a

Oy,

g W@’t) wj(z) dr + /QK(:zz,t)Vum(x,t) -Vw,(z)de = /Qf(x,t) wj(x) dz, (2.7)

avec U, € C([0,T], V) et upm(-,0) = umo est définie comme la projection orthogonale de uy dans
L*(Q) sur V,, tel que

Um0 —suy dans L?*(Q).
m — +00

En remplagant u,, par son expression (2.6) dans (2.7) on obtient donc le systéme de m équations

différentielles linéaires & m inconnues suivant :

m 8 m m
3 Tk (1) / wi(@)wy(z) dz + > e (t) / K(x,t)Vw;(z) - Vug(z) dz = / fla, thw;(x) da.
el @ k=1 & Q
En utilisant orthonormalité de (w;)sen+ dans L*(€2) ce systéme prend la forme
X
aﬁ_t + A(t) X = F(t), (2.8)

ol

X = @O A0 = ( [ K Vuo) - Vunoyae)
Q 1<j,k<m
P = ([ Setu@ds) X = (@
Q 1<jsm
On peut récrire le systéme (2.8) sous la forme

%_f(t) = —A(t) X + F(t) = G(t, X),

X(0) = Xo, Xo = (c'(0))1<k<m-

De (2.3) on a A(t) et F(t) sont continues en temps. Donc, ce systéme admet une unique solution
par le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
De plus, comme F; € L*(0,T) et Ajx € L*(0,T) alors la fonction G € L*(0,T;R™) et donc
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(¢i)1<i<m appartenant & H*(0,T;R™).

Etape 2 : Estimations a priori

En multipliant (2.7) par ¢J*(¢). En sommant de j = 1,...,m, on obtient

/Qaum(x7t)um(x7t)dx+/QK(J;,t)VUm(SC,t)'vum($>t)dx:/Qf(x7t)um(x’t)dx’

ot
tel que,
Oy (, 1) 10 2
|2 Doty de = 5o [ Lnlant) Pe = 520 1)
d’out
10 2

en utilisant (2.2), on trouve
/QK(x,t)Vum(x,t) -V (z,t)de > KO/Q| Vi, (z,t) | dx
= Kol Vun(-, 1) ||i2(Q),
d’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Poincaré, on obtient
[ 5@ttty e <10 Nl om0 i

< CPH f(';t) ||L2(Q)|| Vum(-,t) HL2(Q)7

ou C, est la constante de Poincaré.

De (2.10)-(2.12) I’équation (2.9) devient
10 9)
20t

En appliquant I'inégalité de Young (voir [5])

o)

9 1.,
ab < 2(1 —1-256 Va,b € R,Vd > 0,

on obtient

K
Co I G 8) I p2@yll V() 2y < 70 | Vi (-, 1) HL?(Q) + o 2K Coll f(,1) ||i2(9)

d’ou 9
2 2
Sl tm (1) 1520y + Ko ll Vi (1) 20y < Cll £ 1) 20,
ou Cl ;005
On intégre de 0 a s, on obtient

* 0
[ G Cat) Wy et Ko [ 1 Vo0t < €1 [ 1 76,8)
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donc

2 ° 2 2
[ (-5 8) 1720 +Ko/0 I V(- 8) 2 dt < Co+ || tmo |20,

N 2
ot Cy = Cil| f HL2(0,T;L2(Q))-
Comme 1, est définie comme la projection orthogonale de uy dans L?(£2) sur V;, et la suite ()
est bornée dans L*(2), alors il existe C3 > 0,
| wmo [l 20y < || o [ 20y < Cs-
D’ou .
2 2
|| um('a ‘9) ||L2(Q) + KO/O || vum(at) ||L2(Q)dt <G

Donc, on obtient les estimations suivantes

| wm HLQ(O,T,H(%(Q)) <C, (2.13)
et
| U ||L°°(0,T;L2(Q))< C, (2.14)

ou (' est une constante indépendante de m.

Maintenant, on montre qu’il existe une constante C' > 0 tel que

ou C' est une constante indépendante de m.

O,

Zom < C, 2.1
5t C (2.15)

L2(0,T;H-1(Q))

Soit ¢ € H}(2), pour tout m > 1, on définit ,, comme la projection orthogonale pour le produit
scalaire de H'(Q) de ¢ sur V,,. Avec (voir [2])

m

om =Y _ Blwj,

j=1
et
Om — ¢ fortement dans Hy(S).

En multipliant (2.7) par 8" et en sommant de j = 1,...,m pour m € IN*, on obtient

[ 2D @) dn + [ K0 V(o0 Von(@)dr = [ fapn()de, (@216)

O (7, 1) - _ T wu (. t) - x)dx T T)axr
/QT%@W— /QK( )Vt (2,1) - Vi (2) d +/Qf( D)om(r) de,

d’ou

/Qauma(tx,t) () da

</Q]K(x,t)Vum(x,t)-chm(:L’)] dx+/Q | f(z,t) om(x) | da.
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En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré, on obtient

Lauma(:,t) () d

< N ECH) ze@ll Vun (1) 2@l Vom (2@
+ G|l fCo1) lz@ll Vom [z
< [H K1) =@l um(-t) g3y +Cp | FC20) 2@ | | m a0 -

Comme (w;);en+ est une famille orthogonale de L?*(€2) et ¢, est la projection orthogonale pour le

produit scalaire de H'(€2) de ¢ sur V,, on a (voir [2])

ou O, :
(G2 0n) = (52 0) vizm ow lwasl ol

et
| Vo 2@ <l om @<l ¢ |z @< Cp | ¢ 1),

ou C, est la constante de Poincaré et (-, -) est le produit scalaire dans L?(2).

Puisque les (w;);en+ est une base hilbertienne de H}(2), la suite (¢;);51 converge fortement vers

¢ dans Hj(f2) et on obtient
Oy, ~( Oup,
ot 7)) = ot 7))

< Co( 1K) Nl wan ) lmgey +Co (1) Iz ) 1@ o) -

D’ou, pour presque tout ¢ €]0, T

/Qauma(tx,t) () d

Donc,

En utilisant (a + b)? < 2a® + 2b%, on obtient

Ot (-, 1)

. <Co( 1K Ct) Nl (1) gy +Cy | FC1) llz2iey ).

H-1(Q)

2

Oy, (-, 1

|28l K ) ol ) gy G ) o)
t a1
< 26 K1) ool tno1) gy +C2 101 o)
On a donc,
T 2
Ot (-, t
/ () dt < 2C§(|| K ||%°°(O,T;L°°(Q))|| U, ”%,Q(O,T;Hé(ﬂ)) ‘1'05 I f ”%Q(O,T;LQ(Q)))a
0 @t Hfl(Q)

de (2.13), on obtient
Oy,

-_m <C.
ot

L2(0,T;H=1(92))
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Etape 3 : Passage a la limite m — +o00
D’apres les estimations (2.13) et (2.14), la suite (t,, )m>1 est bornée dans les espaces L%(0,T; H} (Q))

O,
et dans L>(0,T; L*(2). De plus, de l'estimation (2.15), la suite (L> est bornée dans
m>1

L*(0,T; H'(£2)). On peut donc extraire une sous-suite notée encore (u,)m>1 tel que on a les

convergences suivantes
Uy — u  faiblement dans L*(0,T; Hy(S2)),

Uy — u  faiblement * dans L>¥(0,T; L*(2)),

Oy, N ou

o o faiblement dans L*(0,T; H*(Q)).

En rappelant que (p,,)m>1 converge fortement vers ¢ dans H}(£2). Alors pour tout x € D(0,T)
pmx(t) — @x(t) dans L*(0,T; Hy(9)).

En utilisant le théoréme 1.18, on trouve
Um —> u  fortement dans C([0,T);H),

ot H est un espace de Banach tel que L*(Q) C H C H'(Q2) avec I'injection de L?(2) dans H est

compacte. On en déduit que
um(0) — u(0) fortement dans H.

Donc, on a aussi
U (0) —> u(0)  fortement dans L*(Q),

or

hrf Un(0) =ug  fortement dans L*(Q).
m——+00

Par unicité de la limite u(0) = wy.
De (2.16), pour tout y € D(0,7), on a

/0T< Q%L_:(x,typm(x) dcc) x(t) dt+/0T (/Q K(z,t)V,(2,t) - V() dx) Y(t)dt

_ /OT (/Q £ ) om() dm) (b dt.

En passant a la limite quand m — 400, en utilisant les convergences obtenues, on obtient

/OT<%,QO> X(t) dt+/0T VQ K(z,t)Vu(z,t) - Vo(x) dx} (t) dt

= /OT Uﬂ [z, t)p(z) dm} x(t)dt, Vx € D(0,T),Ve € Hy(Q).
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Donc, on a bien (2.4).

Etape 4 : L’unicité de solution

Si u; et ug sont deux solutions, on pose u = u; — uy alors

<%,¢> n /QK(x,t) Vu(z,t) - Voo(x) dz = 0,

on peut prendre pour tout t, ¢ la fonction u(.,t) comme fonction test. D’aprés le lemme 2.1, on
obtient

350 0G0 B+ [ Kl OValat) - Vutant) e =0
Q
vraie pour presque tout t. En utilisant (2.2), on obtient
2 2
5 77 1wl 1) o) + Koll Vul,8) 72y < O.

On integre en 0 et ¢ on obtient

¢
I t) I + 260 [ 1 Vals) Pds < 0
car u1(+,0) = us(+,0) = uy. Pour tout ¢t > 0. Donc,
ur(.,t) = us(., t).
O]

Remarque 2.1. Si on suppose que ug € L*(Q) et f € L*(0,T; H'(2)). Par densité de H}(Q)
dans L*(Q) et L*(0,T; L*(Q)) dans L*(0,T; H'()).

On considére une suite (ug), de fonction de Hj(2) convergeant dans L*(Q) vers ug, et une suite
(fn) d’éléments de L*(0,T; L*(2)) convergeant vers f dans L*(0,T; H=1(Q)). Le probléme associé

a (ug)n et (fn) a une unique solution u,,.
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Etude de I’équation de la chaleur hyperbolique

Dans ce chapitre, on introduit le modéle hyperbolique de I’équation de la chaleur selon Cattaneo
(dont la capacité thermique est constante égale a 1 et la conductivité thermique dépend de x et t)
avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet homogéne et de Neumann non homogene) et une
condition initiale en ¢ = 0 (voir [3] o les auteurs ont pris la capacité et la conductivité thermique
dépend de = et t avec des conditions aux limites de Neumann et de Dirichlet non homogénes.
Pour ramener a la condition de Dirichlet homogéne, ils ont fait un changement d’inconnue). Puis,
on présente la méthode de Galerkin pour montrer que la formulation variationnelle associée a ce

probléme admet au moins une solution. Finalement, on donne un résultat d’unicité.

3.1 Description du probléme

Dans le cas simplifié de I’équation de la chaleur parabolique (2.1) ot a et K sont constantes avec
la condition aux limites de Dirichlet et f = 0, la chaleur se propage a vitesse infinie car le principe
maximum implique que si u(z,ty) > 0 avec u(x,ty) # 0 alors u(x,t) > 0 pour tout ¢t > 0. (ie,
paradoxe de la chaleur voir [5]). Cette propriété ne correspond pas a la réalité physique notamment
dans des situations présentant forts gradients de température ou des temps d’observation tres
courts.

Pour pallier a ce paradoxe Maxwell-Cattaneo a proposé un modeéle dans lequel la chaleur se propage
a vitesse finie. Cette loi de transfert de la chaleur est appelée loi de Cattaneo [6], elle s’écrit sous
la forme
% +q=—KVu,

ol b est le temps de relaxation. La valeur de b est trés faible (0 < b << 1) (de Pordre 107! 4 1071
seconde) et ¢ le flux de la chaleur .
L’équation de la chaleur hyperbolique dans le cas simplifié ou la capacité thermique est constante
égale 1 et f = 0 est donnée par (voir [3])

Pu  Ou

bw + 5% div(KVu) = 0.
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Ce qui peut se décompose en

a—+dw() 0
ot 94

Dans ce travail, on considére le probléme hyperbolique suivant avec {2 est un domaine borné de
R? & frontiére réguliére, 90 = ' = '} ULy .

Probléme (P;) : Trouver u: 2 x [0,7] — R tel que

( bg; 21: div(K(z,t)Vu) = f(z,t) dans Q x [0,7],
u(z,t) =0 sur I'y % ]0, T,

(KVu)-n=g sur I'yx]0,T],

u(z,0) = ug dans €,

ou
\ E(LO) = u.

3.2 Formulation variationnelle du probléme

On suppose que
t— f(-,t) est continue. (3.1)

On introduit 'espace suivant
Vo ={p€ H(Q), p =0 sur I'1},

Vp est un sous espace fermé de H'(Q) donc Vj est un espace de Hilbert pour la norme H'(12),
ie,
1
Il lhve= (1w 22 + I Vo 720 )7
Supposons que
up € Vo, wi € L*(Q), f € L*(0,T: L*(Q?)), g € H'(0,T; L*(T)).

La matrice K est symétrique et satisfait

Ky € Whee (o T, L%(9)),

3.2
dKy>0: Z Kij(z,t) oy > Z Ko | o | 2 p.p dans Qx |0, T, Vo € R?. (3:2)
1,7=1 ,j=1
On suppose de plus que
4. 0K,
Z 815” (z,t) ya; >0 p.p dans Qx 0, T[, Va € R
ij=1
On notera oK
M = H— , (3.3)
8t [0 (O7T;(L°°(Q))d><d)
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B = K ||z 0.1z @))axa) - (3.4)

Notons que b est une constante strictement positive.
2

0%u ou
Dans toute la suite, on note u”(¢) au lieu e et u/(t) au lieu e

Proposition 3.1. La formulation variationnelle du probleme (Py) est donnée par
Probléme(P;) : Trouver u € L*(0,T;Vy) avec v’ € L*(0,T; L*(Q)) et u” € L*(0,T;Vy) vérifiant

le probléme suivant (au sens des distributions)
b<u'(t),w > +(u(t),w) + (K(z, 1) Vu(t), Vw) = (f(t),w) + (9(t), w)r, Ywe Vo,  (3.5)
u(0) = uo, (3.6)

v (0) = uy, (3.7)

ou (.,.) est le produit scalaire dans L*(Q), < .,. > est le produit de dualité entre Vy et V),
(., )r, est le produit scalaire dans L*(Ty), Vy est l’espace dual de Vj

Démonstration. En multipliant I’équation hyperbolique par une fonction test w € Vj, en intégrant

en espace, on obtient

/bu" (e )dx+/ (£ (m)dm—/ﬂdz’v(K(m,t) V) w(z) de
/f z,t)w(x) de +/g(t) w(x) dz.

En utilisant la formule de Green on obtient

— /Q div(K(z,t) Vu) w(z) de = /QK(x, t)Vu - Vw(x)dr — / (K(x,t) Vu) - n)w(z) dz.

T

Comme w =0 sur I'; et ((KVu)-n)=g sur I'yx]0,7T[, on obtient

—/Qdiv(K(x,t) Vu)w(x) d:E:/QK(m,t) Vu - Vuw(z) das—/ g(t)w(z)dz. (3.9)

I

En remplagant (3.9) dans (3.8) on obtient (3.5)

3.3 Résultat d’existence et d’unicité pour le probléme (P,)

3.3.1 Reésultat d’existence
Meéthode de Galerkin

Comme l'espace V est un espace de Hilbert séparable alors il admet une base hilbertienne

(w;)ien+ on note V,,, = Vect(wy, ..., wy,). Avec la densité de Vi dans L*(f2), on suppose que les
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(w;)ien+ forment une base orthogonale de Vj et une base orthonormale dans L?((2).

Pour tout m > 1, la décomposition u,, sur la base (wy, ..., w,,) est comme suit

Um(z,t) = Zc?(t)wk. (3.10)

k=1

[}

On cherche les coefficients ¢*(t), (0<t<T) et k=1,...,m vérifiant pour tout j € {1,...,m}

b <ty (1), w5 > 4ty (1), w5) + (K (2, 8) Vi (1), Vay) = (£(8), w;) + (9(), wj)r,,  (3.11)

U (2,0) = gy, dans Vp,

ul (2,0) = uy, dans L*(Q),

m

ol Uy, est la projection orthogonale de wy dans Vj sur lespace généré par {wy, ..., w,} et de
méme pour uy,, dans L*(2). De plus (¢;)1<i<cm € H?(0,T;R™). En effet en remplacant u,, par son
expression (3.10) on a
DS (1) (s w) 3 e (0w wy) + S RO K (.1 T g, V)
k=1 k=

k=1 1
= (f(t),w;) + (9(t),w;)r, V1<j<m.

Avec,

lim wug, =uy dansVy,
m— 400

lim wy, =u;  dans L*(€2).
m— +oo
On obtient donc le systéme suivant
bX"+ X'+ A(t) X = F,
X(0) = Xo, (3.12)
X'(0) = X,

ou

X = ((O))ckem:  Xo=('(0)1ckem; X1 = (¢(0))1<kem
) = ((K(z,t)Vwg, Vw)) icjrem, X = (Ci)icicm
) = ((f(),w;) + (g(t), w;)r,)1<i<m-

Par le changement de variable suivant
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on obtient,

alors
<b[ o) o
0 I
B _ (b[ 0) Bat) = (—I —A(t)) R = (F(t))
0 I I 0 0

Comme la matrice B; est inversible. Donc on a

Il
|
o
|
o o
=
~__
h<
+
/-~
- 3
=
~_

On note par

Y = A()Y + B(t) = G(t,Y),
A(t) = By ' By(t)
B(t) = B{'F(t).

Comme K;; € W' (0,T;L>*(Q)) et g € H'(0,T; L*(T'y)) alors K;; € C([0,T]; L*(Q)) et g €
C([0,T]; L*(T')). Donc, de (3.1) on a A et B sont continues en temps. De plus, G € L*(0, T; R*™).
Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, le systéme d’équations différentielles ordinaires admet une
unique solution dans l'intervalle [0, T] et (¢;)1<i<m appartenant a H?(0, T;R™).

O

Estimations a priori de la solution approchée

Lemme 3.1. [11] Soient Xy = Vy, X = X' = L*(Q), X1 = V, les injections de Xy dans X
et de X dans X; sont continues et denses. De plus, linjection de Xy dans X est compacte. St

o € L*(0,T;Vy) et %_gf € L*(0,T;Vy) alors ¢ € C([0,T], L*(2)). De plus, on a

T T
Op 1 0
P osdt = = [ Lyo)2ar, dt

1 1
= §||90(T)||%2(Q) - §||90(0)||2L2(Q)»

on a la formule la plus générale suivante

/0 < 8g§t),v(t)> dt:/o %(u,v)dt—/o <ag—§t>,u(t)> dt

= (u(T),v(T)) — (u(0), v(0)) —/0 < aggf),u(t) > dt,
Yu,v € L*(0,T;Vp), V%, % € L*(0,T; Vy).
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Proposition 3.2. Sous les hypothéses précédentes sur les données, on a les estimations suivantes
| tm [[zoo0,70)< C, (3.13)

|y [ 220,722 < C (3.14)

ou C est une constante strictement positive indépendante de m .

Démonstration. En multipliant 1’équation (3.11) par ¢ et en sommant sur k = 1,2,...,m, on
obtient

b <ul(t), Zcz,m(t) wy, > +< ch wk> ( Z, )V, (t ch Vwk>

( N ) ( (0,3 () wk>F2,
d’ou ' =
b <u;’1(t), u’m(t)> + (u’m(t cur () + (K (2, ) Vun,(t), Vu;n(t)) (3.15)
= (f(t),u, (1) + (9(t), ur (1)), '
Ul (1)t (0) = £ 2 1) [y
on trouve
b0 ) 9 )
291 | (8) 1 Z20) + N un (8) 1720y +(K (2, 8) Vum(t), Vu, (1))
= (f(t), up, (1)) 4 (g(t), 1y, (1)1, -

Puisque K dépend de z et de ¢, alors

10

(K (z,t)Vun,(t), Vu, (1)) = 59 (K(z,t)Vun(t), Vuny(t)) — % (a;;Vum( ), Vum(t)),

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

57 1 m(®) 20y + 1w (t) 20y +5 5, (K (2, t)Vum( ) V(1))

0K

(3.16)
<1 o] 0) Ly +Ha(0): ) + 5 (G T8 T (1)),

En inteégre entre (0, s) avec 0 < s < T et en utilisant (3.3), on trouve

3 1100a(5) sy + [ 1) [yt + 50 25) Vit (s). Vit (s)

'(0) 320 +§< (2,0 Vit (0), Vit (0 / I £0) lzzqol 01 (0) 200 dt (3.17)

<3l
/ o ( Fth+—/ | i) [P
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En utilisant l'intégration par parties,

t/)]Cz 1) do dt = l/‘]£2 um()dxdt+LA;g()um()dm}:

iélﬂ@%@wﬁ+ém$M@M—Lﬂwwmm

En remplacant dans I'inéquation (3.17) et de (3.2) et (3.4), on obtient

K
3 10(6) By + [ 1) [y e+ 52 1 Fn() [

b I6] s
<5 100(0) ey +5 1 V() e + [ 110 o] a(®) e
: (3.18)
+ 1 9(8) 2ol m(s) [lz2re) +11 9(0) 2wy [l wm(0) {22y
S , M S 9
+ @) ez | wn(t) [z di+— i | Vg (t) |72 et
0
Par le théoreme de trace, il existe une constante v > 0 telle que
190 |2y <A1 9 (), V9 € HY(Q). (3.19)
Alors
b 2 ° 2 Ko
1 (6) sy [ 0) [0yt + 52 1 V()
b 2 /8 2 s ! d
S glhwn iz + Sluo vy + [ 1 F@) Nzl wn(®) [l 2 d
0 (3.20)
+7 1 9(8) 2ol um(s) llve +7 1 9(0) lz2wa) [l wo [lva
° / M ° 2
+7 ; | g'(t) HL?(FQ)H U (t) HVO dt + o ; | Vg, (¢) HL?(Q) dt.
En appliquant I'inégalité de Young
)
b< —d’ —b2 Va,b € R,Y5 >0 3.21
WS T “oEE ’ (3:21)

on obtient

1
17 ) 2@l () Nz < 5 1 6 (®) 22y +5 11 () [z

N W
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En remplagant ces inégalités dans (3.20), on trouve

07 (5) I Z2(0) +/ I HL2 dt+— IVt (s) 1220y

b
2
b
<5 I lzag) + o [, + || F ez
7 119(8) Nz | wm(s) llve +7 11 9(0) 22 | wo lIve

S 3 S
1 [0 Niwoll om® i e+ 5 [ 16 0) ey
0 0

M S
5 [ 1 Vun(t) [
0

Donc,

b K,

5 i (s) [ + | Vn(s) 720

1 B / 2
SC+g i | w(8) (2200 dt+ 1| 9(5) lL2a || wm(s) llve
S , M S 9

) 19" (@) 2ol wn(®) llve dt+ = i | V() 172 dt,

ol

b 3 1
Cr =5l [z +5 1w It +5 1 Womizay +7 11900) [zl o llve -

En utilisant I'inégalité de Young (3.21), on obtient

s 2 S S
v M
3 [ 0G0 Nl an®) e e < T [0 Py e [ um®)
0 0 0

et aussi % )
0 Y
v 11 9(s) 2ol wm(s) llve < —~ I wm(s) 1% i 19(s) 122y -

D’autre part, on a

J @y e = [ @) By e+ [T (0 ey
- / ||/ 7)o + un(0) [ dt+/ | V() 22y
<2 / 1) Iy ) a2 [ un(0) ey
" / | V() 220y dt < 52 / | (t) Py dt

T 25 [ |Zagy + / | Tt (1) [y .

(3.22)

(3.23)
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[ (5) 113, < 25/0 i (8) 220y dt+ 2 [ uo 220y + | Vam(s) 720

En remplagant dans (3.23), on obtient
1 Kos s*M
01+<2+—° )/ | () 22y dt

Ko

+ (Ms+ 7) || uo HL2 2M | ¢ l20,m,02(ry))

N

b Ky
1 (5) By +52 | Voam(5) Py

2
g
o g B+ [ Funlt) ey .
0 0

On note

Cy = C) + (MT + 2 2 g2
5 =C1+( + 7) | ug ||L2(Q) oM g ||L2 (0,7,L2(T'2)) +?0 g ||Loo(o,T;L2(F2))>

et
1+T1°M + KT
03 = 9 )

on obtient donc

b1
3 110a(5) oy +2 | Vn(s) [ Cot o [ @) Wy 0 |1 V(0 [

En prenant
b Ky

C' =
mm<2 1

) C" = max(Cs, M).
On a

Omewamﬂw%@mm)<@+ml(H%wﬁmwwwmwm@)w

En utilisant le lemme de Gronwall, on a

C c" 5O "
/ ) )
|t (3) 2@y + 1| Viom () 22 < & + & e (C, (s —t)) dt,
d’ou ; "
143 By + | Funs) B oo (G

on obtient les estimations suivantes

| uny o072 < C, (3.24)

et
| Vi, || oo o,m:220) < C, (3.25)
avec
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Théoréme 3.1. (Passage a la limite quand m — +o00) Le probléeme (P;) admet au moins une

solution.

Démonstration. En utilisant la proposition 3.2, on déduit que (Vuy,)m>1 et (ul,)m>1 sont bornées
respectivement dans L>°(0,T; L*(Q)) N L?(0, T; L*(Q)) et L>(0,T; L*(2)) N L*(0,T; L*(©2)). Donc,
on peut extraire une sous suite de (U, )m>1 notée encore (Up)m>1 €t une sous suite de (u),)m>1
notée encore (ul,),>1 vérifiant les convergences faibles suivantes

Uy —u  faiblement dans L*(0,T;V;)

(3.26)
Um, — w  faiblement™ dans L*(0,T;Vp)

et

ul, —u'  faiblement dans L*(0,T; L*()) (3.27)
ul, = v faiblement* dans L*®(0,T;L*(Q)). '

Montrons maintenant que u est solution de (3.5) - (3.7). En effet, soit w € V4 , il existe une suite

m
_ m
Wy, = E Wy wj,
j=1

telle que w,,, — w dans Vj. Alors, pour tout ¢ € D(0,T)

de la forme :

Wyp(t) — wp(t) fortement dans L*(0,T;Vp),

et
W' (t) = we'(t)  fortement dans L*(0,T; V).

En multipliant (3.11) par ¢(t)u}* et en sommant de j = 1,...,m pour m € IN*

b{ty (), o (t) win) + (1, (1), 0 (t) win) + (K (2, 1)V (t), V() wyn )

(3.28)
= (F(), 9(t) wm) + (9(1), (1) wa)r,.
En intégrant entre (0,7), on a
/‘(——wu;axwxwu%>+«u;@x¢u>wm>+<K@aqumamewa>wm»)ﬁ
" or T (3.29)
=LA Cf@%%%ﬂumﬂdt+lé (9(t), 9(t) wn)r, dt.
En utilisant (3.26) - (3.27), on passe a la limite quand m — 400, on obtient
| (-0 0w) + @060 w) + (K, Vald), V(o0 w) d
0 (3.30)

5AU@w@mﬁ+A@mW@wHﬂ
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On écrit aussi

/0 (= ('), W) (1) + (' (1), w)ip () + (K (2, ) Vult), Vw)e(t)) dt

T T (3.31)
- [ s wea+ [ @
On en déduit que (3.5) a bien lieu.
En réintégrant par parties dans (3.31), on obtient pour ¢ € D(0,T)
T T
b /0 < u' (), welt) > dt = — /0 (1), w)plt) — (K (2. 1)Fu(t). Vao)o(1))
(3.32)

+/0 (f(8), w)e(t) dt+/0 (9(t), w)r,p(t) dt.

Dong, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (3.19) comme dans la proposition 3.2 on obtient

T
/ <u"(t),we(t) > dt' < C| ow |l1201v), Ve € D(0,T). (3.33)
0

La densité de D(0,T) dans L?*(0,7T) implique que (3.33) reste vraie pour tout ¢ € L?(0,T).
D’on u” € L*(0,T; Vy).
Maintenant, on montre que les conditions initiales sont satisfaites c’est a dire
uw(0) = ug, u'(0) = uy.
En utilisant le théoréeme 1.18, on trouve
Uy —u  fortement dans C([0,T]; L*(Q)).
D’ou
U (0) = u(0) dans L*(Q).
D’autre part, on a

lim u,(0) =uy dans Vy et donc dans L*(9).

m——+00

Par unicité de la limite, on trouve u(0) = uy.

Pour prouver que 4'(0) = uy, on prend ¢ € C*([0,T]; R) telle que ¢(T") = 0, on obtient
T
| (b= w00 olt) + (WO, whott) + (K0 Tu(t), Vw)o(t) de
0

= | (#0000t + (alt). wiet)) ar.
Puisque u” € L*(0,T;Vy), on intégre par parties on a

| (= o) @)+ W0, whott) + (K ) Vu(t), Vo)) de
" r (3.34)
= [ (U000 + (9l0) whaptt)) dt 4 < ' (0), 0> (0)
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En intégrant par parties dans (3.28), on trouve

/0 (= B (6), ) (1) + (0 (6), w0 )ip () + (K (1, 1) Vet (8), Vi )(8) ) dt

T (3.35)
= [ (10060 + (001,00 (0)) e+ 0) 20,)00),
en passant a la limite quand m tend vers +o00, on a
| .00 0 + @0, w)e(0) + (K ) Tu(t), Puho(t)
= [ (G000 + (60, 0)eso(0) e + s, ) 0).
Donc
<u; —u'(0),w>=0, Ywel
Alors
uy — u'(0) = Oy,
d’ou
u'(0) =u; dans Vj
]

3.3.2 Reésultat d’unicité
Théoréme 3.2. La solution du probleme (Py) est unique.

Démonstration. Supposons que le probléme (P;) admet deux solutions u; et uy, donc elles vérifient

au sens des distributions :
b < uf(t),w>+(uj(t),w) + (K(x,t)Vui(t), Vw) = (f(t),w) + (9(t),w)r, Yw € Vj,

b < uy(t),w > +(uh(t),w) + (K (z,t)Vus(t), Vw) = (f(t),w) + (9(t),w)r, Yw € Vj.

En retranchant, et on pose u = u; — uo, on obtient
b<u(t),w>—+u(t),w) + (K(z,t)Vu(t), Vw) =0 Yw € Vj, (3.36)

avec u satisfait les conditions initiales suivantes

On fixe 0 < s < T, et on donne

u(o)do 0<t<s
Y(t) = /t
0 s<t«T.
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On a alors ¢ € H*(0,T;Vp), donc
/Os(b <’ >+, 0) + (K (2, t)Vu(t), w)) dt = 0.
Comme ¢’ € L*(0,T;Vy) et u/(0) = ¢(s) = 0, en intégrant par parties on trouve
/0 ( — b, ¥) = (u, ) + (K (2, )Vult), Vi) ) di = 0.
Comme 9" = —u quand 0 < t < s, on obtient
/05 (bl w) + (@', 0') = (K (2, )V, V4) ) dt = 0.
Puisque || ¢ |22 gr2(0))> 0, on a

/Os (b(u’,u) — (K (2, 1)V, vw) dt < 0.

Donc s

b 59
(5 |20 —%(K(x,t)V@b,Vzb)) dtg/o (-Kw},w) dt.

(3.3), on a

Q SBIQ»

o
En utilisant (3.2) e

5 || u(s) |20 + || Vi (0) [[72(0)< M/ [l (t) 15, dt.

t
On définit w(t) = / u(o) do pour tout t € [0,7]. On obtient
0

b Ko

3 1) 20y += I Veols) ll72@< M/ Fw(t) = w(s) @) dt-

Or

| 1) =) By it = [ 110 =06 ey dt+ [ 19000 = 005) o

< 2 / w(t) 2y dt +2 / | w(s) [2agqy dt
0 0

+ 2/0 | Fuo(t) [Py dt+2/0 | () |2 ot

< 2/ | w(t) 72y dt+2s || w(s) |72 +2/ | Vw(t) 72y dt + 25 || Vw(s) |72
0 0

de plus

| w(s) H%?(Q)—

/OS u(o) do
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2 / lwt) 2oy di < 52 / | u(0) o do

b Ky
3 110(6) o+ (75 = 2005) 1 V() [

<M [ Vult) [ dt+35° [ (o) e do,
0 0

On choisit sq > 0 tel que
Ko onrsy > 1
- S0 2 =,
2 072
donc pour tout s € [0, so], on trouve

b

1 S S
3 | u(s) 1720 T3 | Vw(s) [|72(0) < 2M/ | V(t) 1720 dt+338M/ | u(o) 172 do
0 0

On note C; = 3s2 M, on obtient

b 1 S S
3 1005 By 5 1 V05) B 20 [ 1900 [y dt+Cy [ 1) g
2M,C'
On pose Cy = Lb’ll), on trouve
min(3, 5)

I 0(s) oy + 11 0(5) [ Ca | (1) oy + 1l w0 W)
0
D’aprés le lemme de Gronwall, on obtient
I (s) ey + | ws) Wy < 0, ¥s € [0, 50]

On en déduit 'unicité de la solution u = 0, donc u; = wuy sur [0,s0]. On applique le méme

raisonnement dans chaque intervalle [so; 2s¢], [250; 3S0], ..., etc afin d’aboutir au résultat. O
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Conclusion

En mathématique et en physique théorique, I’équation de la chaleur est une équation aux
dérivées partielles parabolique selon Fourier et hyperbolique selon Cattaneo.
Dans ce travail
- On a fait quelques notions de base d’analyse fonctionnelle qui sont nécessaires pour étudier
ce genre de problémes.
- On a présenté la méthode de Galarkin pour montrer I'existence des solutions faibles de la
formulation variationnelle dans les deux cas suivants
- Equation de la chaleur parabolique avec la condition de Dirichlet homogéne sur le bord.
- Equation de la chaleur hyperbolique avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet
homogéne-Neumann).

De plus, on a donné un résultat d’unicité.
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Résumé

Ce travail est destiné a ’étude variationnelle de I’équation de la chaleur dans les deux cas suivants :
- Equation de la chaleur parabolique avec la condition de Dirichlet homogéne sur le bord.
- Equation de la chaleur hyperbolique avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet homogéne-
Neumann).
On présente la méthode de Galerkin pour montrer I'existence de la température solution faible de chaque

probléme. Finalement, on donne un résultat d’unicité.

Mots Clés : Equation parabolique, équation hyperbolique, étude variationnelle, méthode de Galerkin.

Abstract

The aim of this travail is the varitional study of the heat equation in the following two cases :
- Parabolic heat equation with the homogeneous Dirichlet boundary condition.
- Hyperbolic heat equation with mixed boundary conditions (homogeneous Dirichlet-Neumann).
We present the Galerkin’s method to show the existence of the temperature weak solution of the each

problem. Finally, we give a uniqueness result.

Key Words : Parabolic equation, hyperbolic equation, variational study, Galerkin’s method.
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