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Introduction

Les Øquations aux dØrivØes partielles constituent aujourd’hui l’un des thŁmes importants de la
comprØhension scienti�que et dans la modØlisation de nombreux problŁmes en physique, biolo-

gie et Øconomie ou ailleurs. Par exemple en physique, ces Øquations correspondant à la traduction
mathØmatique des lois de la physique :

-Thermique : Øquation de la chaleur.
Cette Øquation est une Øquation aux dØrivØes partielles parabolique pour dØcrire le phØnomŁne
physique de conduction thermique, introduit initialement en1807par Joseph Fourier(1768� 1830)

donnØe par la loi
q = � K r u;

qui exprime le �ux de la chaleurq proportionnellement au gradient de tempØrature. Alors dans
ce cas la chaleur propage à vitesse in�nie. Cette propriØtØ connue sous le nom de "paradoxe de la
chaleur".
Pour corriger ce paradoxe et obtenir une meilleure description de la rØalitØ Maxwell-Cattaneo a
proposØ un modŁle dans lequel la chaleur se propage à vitesse �nie donnØ par la loi

b
@q
@t

+ q = � K r u;

oø b > 0 est le temps de relaxation qui doit Œtre trŁs faible etb@q
@t est l’inertie thermique qui Øvite

le phØnomŁne de propagation in�nie.
Cette modi�cation de la loi de Fourier permet d’obtenir le modŁle hyperbolique de l’Øquation de
la chaleur.
La rØsolution des Øquations aux dØrivØes partielles d’Øvolution nØcessite des conditions initiales
(initialement à t = 0 ) et des conditions aux limites. Il existe un grand nombre de conditions aux
limites possibles, en fonction de la formulation du problŁme. On cite par exemple les conditions
aux limites de Dirichlet (nommØe d’aprŁs Johann Dirichlet(1805� 1859)) et de Neumann (nommØe
d’aprŁs Carl Neumann(1832� 1925)).
Les questions fondamentales sur l’Øtude d’une EDP sont
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- L’existence des solutions,
- L’unicitØ de solution,

Øventuellement en fonction de donnØes aux limites.
L’Øtude thØorique des EDP fait appel à presque toutes les branches de l’analyse par exemple l’ana-
lyse fonctionnelle, la thØorie des Øquations di�Ørentielles ordinaires,... .
Ce travail concerne l’Øtude mathØmatique de quelques problŁmes de chaleur parabolique et hyper-
bolique.
Ce mØmoire est composØ de trois chapitres
Le premier chapitre se concentre sur quelques notions essentielles d’analyse fonctionnelle (Espace
de Hilbert, espaces de Lebesgue, espace de Sobolev, ...) et la thØorie des Øquations di�Ørentielles
ordinaires (EDO) (ThØorŁme d’existence et d’unicitØ de Cauchy-Lipschitz et lemme de Gronwall).
Le deuxième chapitre est consacrØ à l’Øtude de l’Øquation de la chaleur parabolique avec la
condition aux limites de Dirichlet homogŁne sur le bord (voir [20])

8
>><

>>:

@u
@t

� div(K (x; t )r u) = f (x; t ) dans 
 � [0; T];

u(x; t ) = 0 sur � � ]0; T[;

u(x; 0) = u0 dans 
 ;

oø K est la conductivitØ thermique etf est une fonction donnØe.
On prØsente la mØthode de Galerkin pour montrer l’existence de solutions de la formulation varia-
tionnelle associØe à ce problŁme.
On peut rØsumer cette mØthode en trois Øtapes :

- Recherche de solutions approchØes.
- Estimations a priori.
- Passage à la limite (existence de solutions faibles).

Ensuite, on donne un rØsultat d’unicitØ de la solution faible.
Dans le dernier chapitre , on prØsente la mØthode de Galerkin comme dans le chapitre2

mais pour l’Øquation de la chaleur hyperbolique avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet
homogŁne-Neumann) (voir [3])

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

b
@2u
@t2

+
@u
@t

� div(K (x; t )r u) = f (x; t ) dans 
 � [0; T];

u(x; t ) = 0 sur � 1� ]0; T[;

(K r u) � n = g sur � 2� ]0; T[;

u(x; 0) = u0 dans 
 ;
@u
@t

(x; 0) = u1:

De plus, on donne un rØsultat d’unicitØ de la solution faible de ce problŁme.
En�n, on termine notre travail par une conclusion gØnØrale.
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1
PrØliminaires et notions fondamentales

Ce chapitre rappelle quelques notions fondamentales et les principaux rØsultats mathØmatiques
de l’analyse fonctionnelle qui seront utilisØes dans ce travail.

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Dé�nitions et propriétés élémentaires de l'espace de Hilbert

Dé�nition 1.1. Soit H un espace vectoriel rØel resp complexe. On appelleproduit scalaire sur
H toute forme bilinØaire, symØtrique resp hermitienne qui est dØ�nie positive.

On notera < x; y > le produit scalaire des vecteursx; y 2 H: Cela signi�e que l’application

< �; � > : H � H 7! K = R ou C

(x; y) 7! < x; y >;

vØri�e
- Pour tout y 2 H; l’application x 2 H 7! < x; y > 2 K est une forme linØaire.
- Pour tous x; y 2 H on a :

< y; x > = < x; y > si l’espace est rØel;

< y; x > = < x; y > si l’espace est complexe.

- Pour tout x 2 H; < x; x > > 0 et < x; x > = 0 si et seulement six = 0:

Dé�nition 1.2. Si l’espace vectorielH est muni d’un produit scalaire, on dit que c’estun espace

pré-hilbertien .

Comme< x; x > > 0 on peut poserk x k =
p

< x; x > dØ�nit une norme hilbertienne surH:

Théorème 1.1. [5] (Inégalité de Cauchy-Schwarz ) Pour tous x; y 2 H on a,

j< x; y > j 6 k x k k y k :

7



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Exemple 1.1. Le produit scalaire usuel surRd est dØ�ni par

< x; y > =
dX

j =1

x j yj ;

oø x = ( x1; :::; xd); y = ( y1; :::; yd):

Dé�nition 1.3. Si un espace pré-hilbertien est complet pour sa norme hilbertienne, on dit que
c’est un espace de Hilbert .

Exemple 1.2. L’espace vectoriel̀ 2 des suites de scalaires(xn )n> 0 pour lesquelles la sØrie
X

n> 0

j xn j2

converge, muni de la norme

x = ( xn )n> 0 2 `2; k x k2 =

 
+ 1X

n=0

j xn j2
! 1

2

;

est un espace de Hilbert .

Dé�nition 1.4. ( Système orthonormal ) On dit que (wn )n2 I est un système orthonormal

dansH si
- 8n 6= m 2 I; < w n ; wm > = 0 (ie, (wn )n2 I est un systŁme orthogonal),
- 8n 2 I; k wn k=

p
< w n ; wn > = 1 .

Théorème 1.2. [13] (Projection sur un sous espace vectoriel de dimension �nie) Soit
w1; :::; wn un systŁme orthonormal �ni et V = V ect[w1; :::; wn ] le sous espace vectoriel deH en-
gendrØ par leswi . Alors

8x 2 H; PV (x) =
nX

i =1

< x; w i > w i :

Dé�nition 1.5. (Partie dense ) Soit E un espace mØtrique etA une partie deE . On dit que A

est dense dansE si l’une des conditions Øquivalentes suivante est vØri�Øe
- Pour x 2 E , il existe une suite(yn ) d’ØlØments deA qui converge versx.
- Pour tout x 2 E , et pour tout " > 0, il existe y 2 A aveck y � x k6 " .
- L’adhØrenceA de A est Øgale àE .

Dé�nition 1.6. (Base hilbertienne ) Un système orthonormal total (wn )n2 I deH (ie, l’espace
vectoriel engendrØ par les(wn ) est dense dans H) appelØune base hilbertienne de H:

Dé�nition 1.7. On dit qu’un espace mØtriqueE est séparable s’il existe un sous ensembleD � E

dØnombrable et dense.

Exemple 1.3. Les espaces vectorielsRd ou Cd munis d’une norme quelconque sont sØparables.
En e�et, Qd est dense dansRd; et l’ensemble

f (x1 + iy1; :::; xd + iyd) : (x1; :::; xd) 2 Qd et (y1; :::; yd) 2 Qdg;

est dense dansCd:

Théorème 1.3. [5] Tout espace de Hilbertséparable admet une base hilbertienne.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

1.2 Espaces de Lebesgue

Dans toute la suite 
 dØsigne un domaine (ouvert et connexe) bornØ deRd et rØgulier (par
exemple de classeC1) muni de la mesure de Lebesgue dx. On note@
 = � .

Dé�nition 1.8. (p.p presque partout) Une propriØtØP(x) est dite presque partout si l’en-
semble des points oø elle est fausse est nØgligeable (ie, un ensemble nØgligeable est un ensemble de
mesure nulle).

Exemple 1.4. (f = g p:p , � (x 2 X : f (x) 6= g(x)) = 0) :

Dé�nition 1.9. (L’espace des fonctions intØgrablesL1(
) ) Soit f : 
 ! R. On dit qu’une fonction
mesurablef est sommable (ou intØgrable au sens de Lebesgue) si

Z



j f (x) j dx < + 1 :

Dé�nition 1.10. (L’espaceL2(
) ) On dØsigne parL2(
) l’espace des fonctions mesurables de


dansR de carrØ sommable muni du produit scalaire et de la norme associØe

(f; g )L 2 (
) =
Z



f (x)g(x) dx; k f kL 2 (
) =

� Z



j f (x) j2 dx

� 1
2

:

Exemple 1.5. La fonction ln est dans l’espaceL2(0; 1) ie,
Z 1

0
(ln(x))2dx < + 1 :

On a, Z 1

0
[ln(x)]2dx = lim

a! 0+

Z 1

a
(ln(x))2dx;

on intŁgre par parties, on obtient
Z 1

a
(ln(x))2dx = � a(ln(a))2 � 2

Z 1

a
ln(x) dx;

on intŁgre par parties, on obtient
Z 1

a
(ln(x))2dx = � a(ln(a))2 + 2a ln(a) + 2(1 � a):

D’oø Z 1

0
(ln(x))2dx = lim

n! 0+
(� a(ln(a)2 + 2a ln(a) + 2(1 � a));

comme
lim

a! 0+
a ln(a) = 0 ;

et
lim

a! 0+
a(ln(a))2 = 0;

9



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

on obtient Z 1

0
(ln(x))2dx = 2;

d’oø le rØsultat.

Théorème 1.4. (Riesz Frisher) [16] L’espaceL2(
) muni du produit scalaire (:; :)L 2 (
) est un
espace de Hilbert .

Théorème 1.5. [5] Les espacesL1(
) et L2(
) sont des espaces sØparables.

Proposition 1.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) [5] Soient f; g 2 L2(
) . Alors fg 2 L1(
) et
Z



j fg j dx 6 k f kL 2 (
) k gkL 2 (
) :

Dé�nition 1.11. (L’espaceL1 (
) ) On dØsigne parL1 (
) l’espace des fonctions mesurables es-
sentiellement bornØes sur
 , c’est à dire qu’il existe une constanteC > 0 telle que j f (x) j 6 C

p.p dans
 muni de la norme

k f kL 1 (
) = inf f C > 0 tel que j f (x) j 6 C p:p dans
 g

= sup essfj f (x) j; x 2 
 g:

Exemple 1.6. La fonction indicatrice de Q dØ�nie surR qui vaut 1 en chaque nombre rationnel et
0 partout ailleurs est dansL1 (R) et coïncide dans cet espace avec la fonction constante de valeur
nulle du fait que l’ensemble des rationnels est nØgligeable.

Théorème 1.6. [1] Les espacesL1(
) et L1 (
) sont desespaces de Banach (ie, espace vectoriel
normØ complet).

Proposition 1.2. [5] L1 (
) n’est pas sØparable.

Dé�nition 1.12. Soient (X ; k � kX ) et (Y; k � kY ) deux espaces normØs

- X ,! continue Y; signi�e X � Y avec l’injection continue c-à-d

9c > 0; k u kY 6 ck u kX ; 8u 2 X :

- X ,! compacte Y si de toute suite bornØe dansX ; on peut extraire une sous suite converge
dansY:

Théorème 1.7. [9] Supposons que

mes(
) = j 
 j =
Z



dx < 1 ;

alors, on a
k u kL 2 (
) 6

p
j 
 j k u kL 1 (
) ;

10



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

(ie, L1 (
) ,! continue L2(
)) ; et

k u kL 1 (
) 6 j 
 j k u kL 1 (
) ;

(ie, L1 (
) ,! continue L1(
)) : De plus, on a

k u kL 1 (
) 6
p

j 
 j k u kL 2 (
) ;

(ie, L2(
) ,! continue L1(
)) :

Dé�nition 1.13. (Dual topologique) Soit (E; k : k) un K -espace vectoriel normØ. On appelle
dual topologique de E et l’on note E

0 l’ensemble des formes linØaires continues de E dansK .

Théorème 1.8. [5] Le dual topologique deL1(
) est L1 (
) et le dual topologique deL2(
) est
L2(
) .

Dé�nition 1.14. Soit f une fonction de
 dansR. On appellesupport de f l’ensemble fermØ de
Rd qui est l’adhØrence def x 2 
 : f (x) 6= 0g,

supp(f ) = f x 2 
 : f (x) 6= 0g � Rd:

Dé�nition 1.15. L’espaceD(
) = C1
c (
) est l’espace des fonctionsin�niment dérivables

C1 (
) à support compact.

Exemple 1.7. Dans Rd, la fonction

f (x) =

8
<

:

exp
�

� 1
1�k xk2

�
si k x k< 1;

0 sinon;

appartient à D(Rd) et son support est la boule fermØeB(0; 1) pour la norme utilisØe

B(0; 1) = f x 2 Rd; k x k6 1g:

Théorème 1.9. [5] L’espaceD(
) est dense dansL2(
) et dansL1(
) .

Dé�nition 1.16. (Distribution ) Le dual topologique deD(
) sur R est D 0(
) (un ØlØmentT 2

D 0(
) si T : D(
) ! R linØaire et continue). L’espaceD 0(
) dØsigne l’ensemble des distributions
sur 
 .

Dé�nition 1.17. (La dérivée d'une distribution) Soit T 2 D 0(
) . Les dØrivØes premiŁres de
T au sens de distribution sont dØ�nies par

<
@T
@xi

; ' > = � < T;
@'
@xi

>; 8i = 1; :::; d:

11



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Dé�nition 1.18. (Dérivation faible) Soit v une fonction deL2(
) , on dit quev est dérivable

au sens faible dansL2(
) , s’il existe des fonctions i 2 L2(
) pour i 2 f 1; :::; dg telles que pour
toute fonction � 2 D(
) on a

Z



v(x)

@�
@xi

(x)dx = �
Z



 i (x)� (x)dx;

chaque i est appelØe lai eme dØrivØe partielle faible dev et notØe dØsormais
@v
@xi

.

Dé�nition 1.19. ( Espace ré�exif ) Soient E un espace vectoriel normØ etJ : E ! E 00tel que

J (x)(f ) = < f; x > E 0;E ; 8x 2 E; 8f 2 E 0

oø < �; � > E 0;E dØsigne le produit de dualitØ entreE 0 et E: (L’application f 7! < f; x > E 0;E dØ�nie
de E dansR est une forme linØaire continue surE 0). Un espaceE est dit ré�exif si J est bijectif
de E dansE 00(E 00est le bidual topologique deE c’est à dire le dual topologique deE 0).

Proposition 1.3. [5] Soit E un espace de Banach rØ�exif etF un sous espace vectoriel fermØ de
E . Alors, F est rØ�exif.

Théorème 1.10. [5] L’espaceL2(
) est rØ�exif, mais les espacesL1(
) et L1 (
) ne sont pas
rØ�exifs.

1.3 Espaces de Sobolev

Espace de Sobolev H 1(
)

Dé�nition 1.20. On appelle espace de Sobolev d’ordre1 sur 
 que l’on note parH 1(
) l’ensemble
des fonctions deL2(
) ayant des dØrivØes au sens des distributions dansL2(
) en d’autre terme

H 1(
) =
�

u 2 L2(
) ;
@u
@xi

2 L2(
) ; i = 1; 2; :::; d
�

;

oø les dØrivØes
@u
@xi

; i = 1; 2; :::; d sont prises au sens des distributions.

L’espaceH 1(
) muni de produit scalaire

< u; v > H 1 (
) =
Z



u(x)v(x) dx +

dX

i =1

Z




@u
@xi

@v
@xi

dx;

et dont la norme qui dØ�nie par

k u kH 1 (
) =
�
< u; u > H 1 (
)

� 1
2 =

 Z



j u j2dx +

dX

i =1

Z




�
� @u
@xi

�
�
2

dx

! 1
2

:

Pour la topologie induite par cette norme, une suite(un )n de H 1(
) converge versu 2 H 1(
) si

un �! u dansL2(
) et
@un
@xi

�!
@u
@xi

dansL2(
) pour tout i = 1; :::; d:
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Exemple 1.8. Soit 
 =] � 1; +1[ . Montrons que la fonction

u(x) =
1
2

(j x j + x) 2 H 1(
) ;

et que

u0(x) = H (x) =

8
<

:
1 si 0 < x < 1;

0 si � 1 < x < 0:

La fonction u est continue et bornØe sur
 . Elle appartient donc à L2(
) . Montrons que sa dØrivØe
au sens de distribution vautH: En e�et pour tout ' 2 D(
) ; on a

�
Z



u' 0dx = �

Z 0

� 1
u' 0dx �

Z 1

0
u' 0dx =

Z 1

0
' dx =

Z



H' dx:

Ainsi, u 2 H 1(
) et u0 = H . Or H est bornØe sur
 , et donc H 2 L2(
) .

Théorème 1.11. [16] L’espace(H 1(
) ; k � kH 1 (
) ) est un espace de Hilbert sØparable et rØ�exif.

Théorème 1.12. [1] L’espaceC1(
) est dense dansH 1(
) .

Remarque 1.1. [5] On a toujours l’injection suivante

H 1(
) ,! compacteL2(
) :

On considŁre le thØorŁme de trace suivant

Théorème 1.13. ( Théorème de trace ) [16] On peut dØ�nir de façon unique la trace 0(v) de
v 2 H 1(
) sur � de façon que 0(v) coïncide avec la dØ�nition usuelle

 0(v(x)) = v(x); x 2 � ;

si v 2 C1(
) . De plus l’application

 0 : H 1(
) ! L2(�) ;

est linØaire et continue.

Proposition 1.4. ( Formule de Green ) ([4], [5]) Pour tous u; v 2 H 1(
)
Z




@u
@xi

v dx = �
Z



u

@v
@xi

dx +
Z

�
 0(u) 0(v) � ni dY;

oø (ni )
d
i =1 sont les composantes den avecn est le vecteur unitaire de la normale extØrieur à� .

De plus, pour toutu 2 H 1(
) et v 2 (H 1(
)) d on a
Z



u div(v) dx = �

Z



v�r u dx +

Z

�
 0(u)(  0(v) � n) dY;

oø div(v) =
dX

i

@vi
@xi

; qui dØsigne la divergence dev et v � n =
dX

i

vi ni .
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Espace de Sobolev H 1
0(
)

Dé�nition 1.21. L’espaceH 1
0 (
) est l’adhØrence deD(
) dans(H 1(
)) ; k � kH 1 (
) ) (l’adhØrence

dansH 1(
) muni de sa normek � kH 1 (
) )

H 1
0 (
) = f ' 2 D(
)

H 1 (
)
g:

Remarque 1.2. L’espaceH 1
0 (
) est le sous-espace deH 1(
) des fonctions qui s’annulent au bord,

ie,
H 1

0 (
) = f v 2 H 1(
) : vj � = 0g:

Théorème 1.14. [5] On a (H 1
0 (
) ; k � kH 1 (
) ) est un espace de Hilbert .

DØmonstration.Par dØ�nition H 1
0 (
) est un sous-espace fermØ deH 1(
) (qui est un espace de

Hilbert ) donc c’est aussi unespace de Hilbert .

Théorème 1.15. (Inégalité de Poincaré ) [16] Il existe une constanteC > 0 telle que pour toute
fonction v 2 H 1

0 (
) , on a Z



j v(x) j2dx 6 C

Z



j r v(x) j2dx; (1.1)

oø C ne dØpend que de
 .

Cette inØgalitØ est fausse dans l’espaceH 1(
) ; prendre par exemplev = 1:

Corollaire 1.1. [16] La semi-norme deH 1(
) dØ�nie par

j v jH 1 (
) = k r v kL 2 (
) ;

vØri�e dansH 1
0 (
)

8v 2 H 1
0 (
) ; k r v kL 2 (
) 6 k v kH 1 (
) 6

p
1 + C k r v kL 2 (
) :

C’est donc une norme surH 1
0 (
) Øquivalente à la normek � kH 1 (
) : De plus, on a

8u; v 2 H 1
0 (
) ; (u; v)H 1

0 (
) = ( r u; r v)L 2 (
) ;

dØ�nit un produit scalaire (associØ à la norme) surH 1
0 (
) :

Dé�nition 1.22. ( Dualité ) Le dual de l’espace de SobolevH 1
0 (
) est appelØH � 1(
) . On note

< L; � > H � 1 (
) ;H 1
0 (
) = L(� );

le produit de dualitØ entreH 1
0 (
) et son dual pour toute forme linØaire continueL 2 H � 1(
) et

toute fonction � 2 H 1
0 (
) :

14
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PuisqueD(
) est dense dansH 1
0 (
) , le dual H � 1(
) de H 1

0 (
) s’identi�e à un sous-espace de
D 0(
)

H 1
0 (
) � L2(
) � H � 1(
) ;

avec injections continues et denses.

Espace de Sobolev H 1
� 1

(
)

Dé�nition 1.23. L’espace de Sobolev des fonctions nulles sur une partie de bord est dØ�ni par

H 1
� 1

(
) = f u 2 H 1(
) ; u = 0 sur � 1g;

oø � 1 est une partie de� .
On suppose que� 1 de mesure non nulle (mes(� 1) = j � 1 j6= 0 ) l’espaceH 1

� 1
(
) est fermØ dans

H 1(
) :

Proposition 1.5. [16] On suppose quemes(� 1) > 0, alors pour toute fonction v 2 H 1
� 1

on a
l’inØgalitØ de PoincarØ(1:1).

Espace de Sobolev H 2(
)

Dé�nition 1.24. L’espace de Sobolev d’ordre2 sur 
 est dØ�nie par

H 2(
) =
�

v 2 H 1(
) ;
@2v

@xi @xj
2 L2(
) ; 8i; j = 1; :::; d

�
:

On lui associØ le produit scalaire

(u; v)H 2 (
) =
Z



u(x)v(x)dx +

dX

i =1

Z




@u
@xi

(x)
@v
@xi

(x)dx +
dX

i;j =1

Z




@2u
@xi @xj

(x)
@2v

@xi @xj
(x)dx:

La norme associØe est notØe par

k v kH 2 (
) =

0

@k v k2
L 2 (
) + k r v k2

L 2 (
) +
dX

i;j =1

Z




�
@2v

@xi @xj
(x)

� 2

dx

1

A

1
2

:

Théorème 1.16. [16] (H 2(
) ; k � kH 2 (
) ) est un espace de Hilbert .

1.4 Espaces de Lebesgue et de Sobolev dépendants du temps

Dans cette section, on introduit quelques outils fondamentaux pour l’Øtude des problŁmes d’Øvo-
lution.
Pour T > 0; X = ]0; T[ et on considŁre un espace de BanachB de normek:kB :

Espace L2(X ; B)

15
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Dé�nition 1.25. On dØ�nit

L2(X ; B) =
�

f : X ! B mesurable telle que
Z

X
k f (t) kB

2dt < + 1
�

;

que l’on muni de la norme

k f kL 2 (X ;B ) =
� Z

X
k f (t) kB

2dt
� 1

2

:

Théorème 1.17. [11] On a les rØsultats suivants
- Si l’espaceB est sØparable (resp. rØ�exif ) alors l’espaceL2(X ; B)) est aussi sØparable (resp.

rØ�exif ).
- L’ensemble des fonctions continues à valeurs dansB; C(X ; B) est dense dansL2(X ; B).
- Si B est un espace de Hilbert avec le produit scalaire(�; �)B alors l’espaceL2(X ; B) est un

espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u; v)L 2 (X ;B ) =
Z

X
(u(t); v(t))B dt:

Dé�nition 1.26. (Dualité ) Le dual deL2(X ; B) est L2(X ; B 0)) oø B 0 est le dual topologique de
B .

Espace L1 (X ; B)

Dé�nition 1.27. On dØ�nit l’espace de Banach suivant

L1 (X ; B) = f f : X ! B mesurable 9C > 0; k f (t) kB 6 C pour presque touttg ;

muni de la norme

k f kL 1 (X ;B ) = inf f C > 0 j k f (t) kB 6 C pour presque touttg

= sup esst2 X k f (t) kB :

Dé�nition 1.28. (Ensemble relativement compact ) Un ensembleG � E est relativement
compact si pour toute suite(un ) de G, il existe une sous suite(un(k)) qui converge dansE:

Théorème 1.18. [21] Soient B0; B; B 1 trois espaces de Banach tels que,B0 � B � B1 et

B0,! compacte B . Si F est bornØ dansL1 (X ; B0) et
@F
@t

=
�

@f
@t

; f 2 F
�

est bornØ dansL2(X ; B1)

alors F est relativement compact dans l’espace des fonctions continues de[0; T] dansB (C([0; T]; B )):

Espace H 1(X ; B)

Dé�nition 1.29. On dØ�nit l’espace de Sobolev à valeur dans l’espace de BanachB comme suit

H 1(X ; B) =
�

u 2 L2(X ; B); u0 2 L2(X ; B)
	

;
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oø la dØrivØeu0 est prise au sens des distributions muni de la norme

k u kH 1 (X ;B ) = k u kL 2 (X ;B ) + k u0 kL 2 (X ;B ) ;

ou la norme Øquivalente

k u kH 1 (X ;B ) =
�

k u k2
L 2 (X ;B ) + k u0 k2

L 2 (X ;B )

� 1
2

:

Proposition 1.6. [11] On a les rØsultats suivants
- Si B est sØparable alorsH 1(X ; B) est aussi sØparable.
- Si B est sØparable rØ�exif alorsH 1(X ; B) est rØ�exif.
- Si u 2 H 1(X ; B) alors u est continue surX . De plus, on a(H 1(X ; B) � C([0; T]; B ) avec

l’injection continue).

Espace W 1;1 (X ; B)

Dé�nition 1.30. L’espaceW 1;1 (X ; B) est dØ�ni par

W 1;1 (X ; B) = f u 2 L1 (X ; B); u0 2 L1 (X ; B)g;

oø u0 est prise au sens des distributions muni de la norme

kukW 1;1 (X ;B ) = kukL 1 (X ;B ) + ku0kL 1 (X ;B ) :

Théorème 1.19. [11] L’espaceW 1;1 (X ; B) est un espace de Banach.
De plus, on a

W 1;1 (X ; B),! continue C([0; T]; B ):

Théorème de Cauchy-Lipschitz et lemme de Gronwall

Théorème 1.20. (Cauchy-Lipschitz) [8] Soit Y 0(t) = A(t)Y(t) + B(t) un systŁme di�Ørentiel
d’ordre 1 sur un intervalle I de R tel que :
A : I ! M n (K ) et B : I ! M n;1(K ) sont continues surI:
Pour tout t0 de I et Y0 de M n;1(K ); il existe une unique solutionY sur I de ce systŁme di�Ørentiel
telle queY(t0) = Y0:

Lemme 1.1. (de Gronwall ) [14] Soient  et y : [a; b] ! R+ deux fonctions continues vØri�ant

9c 6 0; 8t 2 [a; b] ; y(t) 6 c +
Z t

a
 (s)y(s)ds:

Alors,

8t 2 [a; b] ; y(t) 6 c exp
� Z t

a
 (s)ds

�
:
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1.5 Topologies faible et faible*

Soit E un espace de Banach,la topologie faible � (E; E 0) sur E est la topologie la moins �ne
sur E c’est à dire avec le minimum d’ensembles ouverts, rendant continues toutes les applications

' f : x 2 E 7! < f; x > E 0;E 2 R; 8f 2 E 0:

On dØ�nit la convergence d’une suite deE pour la topologie faible� (E; E 0) de la façon suivante

Dé�nition 1.31. Soit (xn )n2 N une suite deE , on dit que (xn )n2 N converge faiblement versx 2 E

et on note
xn * x si 8f 2 E 0; < f; x n > E 0;E ! < f; x > E 0;E :

Proposition 1.7. [5] Soit (xn )n2 N une suite deE on a les propriØtØs suivantes
- Si xn ! x fortement alorsxn * x faiblement.
- Si xn * x faiblement alors(k xn k)n2 N est bornØe etk x k6 lim inf k xn k.
- Si xn * x faiblement et sif n ! f fortement dansE 0, (c’est à dire k f n � f kE 0 ! 0) alors,

< f n ; xn > E 0;E ! < f; x > E 0;E :

Théorème 1.21. [5] L’espace de BanachE est ré�exif si et seulement si de toute suite bornØe
(xn )n2 N de E admet une sous suite extraite faiblement convergente.

Pour chaquex 2 E , on considŁre l’application' x : E 0 ! R dØ�nie par f 7! ' x (f ) = f (x) on
obtient ainsi une famille d’applications linØaires deE 0 dansR:

La topologie faible* est la topologie la moins �ne surE 0 rendant continues toutes les applications
(' x )x2 E :

On dØ�nit la convergence d’une suite deE 0 pour la topologie faible* de la façon suivante

Dé�nition 1.32. Soit (f n )n2 N une suite deE 0, on dit que f n converge versf pour la topologie
faible* et l’on note

f n
�* f si 8x 2 E (< f n ; x > E 0;E * < f; x > E 0;E ) :

Proposition 1.8. [5] Soit (f n )n2 N une suite deE 0, on a les propriØtØs suivantes
- Si f n

�* f alors k f n k est bornØe etk f k6 lim inf k f n k :

- Si f n
�* f et si xn ! x dansE alors < f n ; xn > E 0;E ! < f; x > E 0;E :

Théorème 1.22. (Banach-Alaoglu ) [5] L’ensembleBE 0 = f f 2 E 0 : k f kE 06 1g est compact
pour la topologie faible*.

Théorème 1.23. [5] Soit E un espace de Banach sØparable, alors de toute suite bornØe(f n )n2 N de
E 0 admet une sous suite faiblement* convergente.

Remarque 1.3. (Convergence faible dans les espaces de Lebesgue)
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(i) On dit qu’une suite(un )n2 N d’ØlØments deL2(
) converge fortement versu dansL2(
) si

lim
n! + 1

k un � u kL 2 (
) = 0:

On note un ! u:

(ii) On dit qu’une suite(un )n2 N d’ØlØments deL2(
) converge faiblement versu dansL2(
) si

lim
n! + 1

Z



(un (x) � u(x)) ' (x) dx = 0; 8' 2 L2(
) :

On note un * u:

(iii) On parle de convergence faible* dansL1 (
) au lieu de convergence faible car le dual de
L1 (
) contient strictement L1(
) et il est strictement plus grand queL1(
) . On dit que la
suite (un )n2 N converge faiblement* versu si un ; u 2 L1 (
) et si

lim
n! + 1

Z



(un (x) � u(x)) ' (x) dx = 0; 8' 2 L1(
) ;

et on noteun
�* u:

Exemple 1.9. Soit � > 0; on dØ�nit la suite suivante

un (x) =

(
n� si x 2

�
0; 1

n

�
;

0 si x 2
�

1
n ; 1

�
:

Montrons que

un �! 0; dans L2(0; 1) , 0 6 � <
1
2

;

un * 0 dans L2(0; 1) , 0 6 � 6
1
2

:

En e�et,

k un k2
L 2 (0;1) =

Z 1

0
j un j2 dx =

Z 1
n

0
n2� dx = n2� � 1:

Donc
un �! 0 dans L2(0; 1) si 2� � 1 < 0 (ie; 0 6 � <

1
2

):

Pour montrer queun * 0 dansL2(0; 1), on doit prouver la convergence suivante

lim
n! + 1

Z 1

0
un (x)' (x) dx = 0; 8' 2 L2(0; 1):

Pour � = 1
2 et comme l’espace vectoriel des fonctions en escalier est dense dans l’espaceL2(0; 1)

et k un kL 2 (0;1)= 1; il su�t de prouver le rØsultat lorsque ' est une fonction en escalier, ce qui
signi�e qu’il existe 0 = a0 < a 1 < ::: < a m = 1 tel que' (x) = bi pour x 2]ai ; ai +1 [ 0 6 i 6 m � 1:

On obtient donc, pourn su�samment grand
Z 1

0
un (x)' (x) dx = b0

Z 1
n

a0

n
1
2 dx = b0(n

� 1
2 );

d’oø

lim
n! + 1

Z 1

0
un (x)' (x) dx = 0:
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2
Étude de l’Øquation de la chaleur parabolique

L’objectif de ce chapitre est de prØsenter la mØthode de Galerkin pour montrer l’existence de
solutions faibles de l’Øquation de la chaleur parabolique (dont la capacitØ thermique est constante
Øgale à 1 et la conductivitØ thermique dØpend dex et t) muni de la condition nulle au bord
(condition de Dirichlet homogŁne) avec une condition initiale à l’instantt = 0 . Ensuite, on donne
un rØsultat d’unicitØ.

2.1 Position du problème

On considŁre l’Øquation de la chaleur parabolique dans un domaine bornØ deRd à frontiŁre
rØgulier@
 = � , sur un intervalle de temps[0; T] suivante (voir [3])

a(x; t )
@u
@t

+ div(q) = f (x; t ) dans 
 � [0; T]; (2.1)

oø a est la capacitØ thermique etq le �ux de la chaleur et f est la dissipation d’Ønergie c’est une
donnØe du problŁme.
On suppose que le phØnomŁne de conduction de la chaleur est dØcrit par la loi de Fourier [12]

q = � K (x; t )r u;

oø K est la matrice de conductivitØ thermique du matØriau. Cette loi exprime le �ux de la chaleur
proportionnellement au gradient de la tempØrature. Donc, on a

a(x; t )
@u
@t

� div(K (x; t )r u) = f (x; t ) 
 � [0; T]:

Dans le cas simpli�Ø oø la capacitØ et la conductivitØ thermiques sont constantes par exemple
a(x; t ) = 1 et K (x; t ) = ( K ij (x; t ))16 i;j 6 d ; avec

K ij (x; t ) =

8
<

:
1 si i = j;

0 sinon:

On obtient l’Øquation suivante
@u
@t

� � u = f (x; t ) dans 
 � [0; T];
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oø � est Laplacien

 

� u = div (r u) =
dX

i =1

@2u
@x2i

!

: Cette Øquation est assortie d’une condition

initiale
u(x; 0) = u0 pour x 2 
 ;

et d’une condition aux limites de Dirichlet homogŁne

u(x; t ) = 0 sur � � ]0; T[;

oø u0 est une fonction donnØe. Donc, on a le problŁme suivant :
Trouver u : [0; T] � 
 ! R tel que

8
>><

>>:

@u
@t

� � u = f (x; t ) dans 
 � [0; T];

u(x; t ) = 0 sur � � ]0; T[;

u(x; 0) = u0 dans 
 :

Ce problŁme a ØtØ ØtudiØ par [20]. On va considØrer dans cette partie le problŁme (P1) donnØ par
Problème ( P1) : Trouver u : [0; T] � 
 ! R tel que

8
>><

>>:

@u
@t

� div(K (x; t )r u) = f (x; t ) dans 
 � [0; T];

u(x; t ) = 0 sur � � ]0; T[;

u(x; 0) = u0 dans 
 :

La matrice de conductivitØ thermiqueK est symØtrique et satisfait

K 2 L1 (0; T; (L1 (
)) d� d); (2.2)

9K 0 > 0 tel que;
dX

i;j =1

K ij (x; t )� i � j >
dX

i;j =1

K 0 j � i j2 p.p dans 
 � ]0; T[; 8� 2 Rd:

On suppose que
t 7! K (�; t) et t 7! f (�; t) sont continues. (2.3)

Pour Øtudier ce problŁme. En utilisant le mŒme technique comme dans [2] et dans [20]

2.2 Formulation variationnelle du problème

La formulation variationnelle est dite aussi la formulation faible, c’est une autre maniŁre d’Ønon-
cer un problŁme physique rØagi par des Øquations di�Ørentielles aux dØrivØes partielles.
L’intØrŒt de cette approche est de pouvoir disposer de concepts et de propriØtØs de l’analyse fonc-
tionnelle, en particulier ceux des espaces de Hilbert et de Sobolev...etc.
On suppose que la norme de l’espace de HilbertH 1

0 (
) est dØ�nie par

k u kH 1
0 (
) =

� Z



j r u j2 dx

� 1
2

;

oø j:j dØsigne la norme euclidienne.
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Proposition 2.1. Supposons quef est un ØlØment deL2(0; T; L2(
)) et queu0 est un ØlØment de
L2(
) . Le problŁme(P1) conduit au problŁme variationnel suivant,

Problème (P2) Trouver u 2 L2(0; T; H 1
0 (
)) et

@u
@t

2 L2(0; T; H � 1(
)) ; vØri�ant l’Øquation varia-
tionnelle suivante

D@u
@t

; '
E

+
Z



K (x; t ) r u � r ' (x) dx =

Z



f (x; t ) ' (x) dx; 8' 2 H 1

0 (
) ; p.p t 2 ]0; T[; (2.4)

avec la condition initiale
u(x; 0) = u0 dans 
 ;

oø
D

:; :
E

dØsigne le produit de dualitØ entreH 1
0 (
) et H � 1(
) .

DØmonstration.En multipliant l’Øquation de la chaleur parabolique par une fonction test' de
H 1

0 (
) , en intØgrant en espace, on obtient
Z




@u
@t

' (x) dx �
Z



div(K (x; t ) r u) ' (x) dx =

Z



f ' (x) dx: (2.5)

En utilisant la formule de Green, on obtient

�
Z



div(K (x; t ) r u) ' (x) dx =

Z



K (x; t ) r u � r ' (x) dx �

Z

�
' (x) (K (x; t ) r u) � n dY:

Comme ' = 0 sur � on a

�
Z



div(K (x; t ) r u) ' (x) dx =

Z



K (x; t ) r u � r ' (x) dx:

En remplaçant dans (2.5) on trouve (2.4).

2.3 Résultats d'existence et d'unicité

Lemme 2.1. [11] Soit u une fonction deL2(0; T; H 1
0 (
)) telle que

@u
@t

soit dansL2(0; T; H � 1(
)) :

Alors u s’identi�e à une fonction de C([0; T]; L2(
)) vØri�ant

k u(:; T) k2
L 2 (
) � k u(:; 0) k2

L 2 (
) = 2
Z T

0

D@u
@t

; u
E

dt:

Théorème 2.1. Le problŁme(P2) admet une unique solution.

DØmonstration.La dØmonstration de ce thØorŁme est dØcomposØe en quatre Øtapes :

Étape 1 : Construction de la solution approchée par la méthode de Galerkin

La mØthode de Galerkin est une mØthode approximative utilisØe pour dØterminer l’existence des
solutions des Øquations aux dØrivØes partielles d’Øvolution.
Pour montrer l’existence de solutions en utilisant la mØthode de Galerkin qui approche un problŁme
en dimension in�nie par un problŁme en dimension �nie, qui aura une unique solution.
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CommeH 1
0 (
) est un espace de Hilbert sØparable alors il admet une base hilbertienne(wi ) i 2 N � :

Donc on peut considØrer les espacesVm = V ect(w1; :::; wm ) qui sont les approximations de l’espace
H 1

0 (
) : Notamment l’union [ mVm est dense dansH 1
0 (
) :

Avec la densitØ deH 1
0 (
) dansL2(
) ; on suppose que les(wi ) i 2 N � forme une base orthogonale de

H 1
0 (
) et une base orthonormale dansL2(
) (voir [2]). Pour tout m > 1; on cherche une fonction

um donnØe par

um (x; t ) =
mX

k=1

cm
k (t)wk ; (2.6)

tel que pour tout j 2 f 1; :::; mg on a
Z




@um
@t

(x; t ) wj (x) dx +
Z



K (x; t )r um (x; t ) � r wj (x) dx =

Z



f (x; t ) wj (x) dx; (2.7)

avecum 2 C([0; T]; Vm ) et um (�; 0) = um0 est dØ�nie comme la projection orthogonale deu0 dans
L2(
) sur Vm tel que

um0 �! u0 dans L2(
) :

m �! + 1

En remplaçant um par son expression (2.6) dans (2.7) on obtient donc le systŁme dem Øquations
di�Ørentielles linØaires àm inconnues suivant :

mX

k=1

@cmk
@t

(t)
Z



wj (x)wk(x) dx +

mX

k=1

cm
k (t)

Z



K (x; t )r wj (x) � r wk(x) dx =

Z



f (x; t )wj (x) dx:

En utilisant l’orthonormalitØ de (wi ) i 2 N � dansL2(
) ce systŁme prend la forme

@X
@t

+ A(t) X = F (t); (2.8)

oø

X = ( cm
k (t))16 k6 m ; A(t) =

� Z



K (x; t )r wj (x) � r wk(x) dx

�

16 j;k 6 m

;

F (t) =
� Z



f (x; t )wj (x) dx

�

16 j 6 m

; X = ( ci )16 i 6 m :

On peut rØcrire le systŁme (2.8) sous la forme
8
<

:

@X
@t

(t) = � A(t) X + F (t) = G(t; X );

X (0) = X 0; X 0 = ( cm
k (0))16 k6 m :

De (2.3) on aA(t) et F (t) sont continues en temps. Donc, ce systŁme admet une unique solution
par le thØorŁme de Cauchy-Lipschitz.
De plus, commeFj 2 L2(0; T) et A j;k 2 L1 (0; T) alors la fonction G 2 L2(0; T; Rm ) et donc
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(ci )16 i 6 m appartenant à H 1(0; T; Rm ):

Étape 2 : Estimations a priori

En multipliant (2.7) par cm
j (t). En sommant dej = 1; :::; m; on obtient

Z




@um (x; t )
@t

um (x; t ) dx +
Z



K (x; t )r um (x; t ) � r um (x; t ) dx =

Z



f (x; t ) um (x; t ) dx; (2.9)

tel que, Z




@um (x; t )
@t

um (x; t ) dx =
1
2

@
@t

Z



j um (x; t ) j2dx =

1
2

@
@t

k um (�; t) k2
L 2 (
) ; (2.10)

d’oø

1
2

@
@t

k um (�; t) k2
L 2 (
) +

Z



K (x; t )r um (x; t ) � r um (x; t ) dx =

Z



f (x; t ) um (x; t ) dx;

en utilisant (2.2), on trouve
Z



K (x; t )r um (x; t ) � r um (x; t ) dx > K 0

Z



j r um (x; t ) j2 dx

= K 0k r um (�; t) k2
L 2 (
) ;

(2.11)

d’aprŁs l’inØgalitØ de Cauchy-Schwarz et l’inØgalitØ de PoincarØ, on obtient
Z



f (x; t )um (x; t ) dx 6 k f (�; t) kL 2 (
) k um (�; t) kL 2 (
)

6 Cpk f (�; t) kL 2 (
) k r um (�; t) kL 2 (
) ;
(2.12)

oø Cp est la constante de PoincarØ.
De (2.10)-(2.12) l’Øquation (2.9) devient

1
2

@
@t

k um (�; t) k2
L 2 (
) + K 0 k r um (�; t) k2

L 2 (
) 6 Cp k f (�; t) kL 2 (
) k r um (�; t) kL 2 (
) :

En appliquant l’inØgalitØ de Young (voir [5])

ab6
�
2

a2 +
1
2�

b2; 8a; b2 R; 8� > 0;

on obtient

Cp k f (�; t) kL 2 (
) k r um (�; t) kL 2 (
) 6
K 0

2
k r um (�; t) k2

L 2 (
) +
1

2K 0
C2

p k f (�; t) k2
L 2 (
) ;

d’oø
@
@t

k um (�; t) k2
L 2 (
) + K 0 k r um (�; t) k2

L 2 (
) 6 C1k f (�; t) k2
L 2 (
) ;

oø C1 = 1
K 0

C2
p :

On intŁgre de0 à s, on obtient
Z s

0

@
@t

k um (�; t) k2
L 2 (
) dt + K 0

Z s

0
k r um (�; t)2

L 2 (
) dt 6 C1

Z s

0
k f (�; t) k2

L 2 (
) dt;
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donc

k um (�; s) k2
L 2 (
) + K 0

Z s

0
k r um (�; t) k2

L 2 dt 6 C2 + k um0 k2
L 2 (
) ;

oø C2 = C1k f k2
L 2 (0;T ;L 2 (
)) :

Commeum0 est dØ�nie comme la projection orthogonale deu0 dansL2(
) sur Vm et la suite (um0)

est bornØe dansL2(
) ; alors il existeC3 > 0;

k um0 kL 2 (
) 6 k u0 kL 2 (
) 6 C3:

D’oø
k um (�; s) k2

L 2 (
) + K 0

Z s

0
k r um (�; t) k2

L 2 (
) dt 6 C4:

Donc, on obtient les estimations suivantes

k um kL 2 (0;T;H 1
0 (
)) 6 C; (2.13)

et
k um kL 1 (0;T ;L 2 (
)) 6 C; (2.14)

oø C est une constante indØpendante dem:

Maintenant, on montre qu’il existe une constanteC > 0 tel que





@um
@t






L 2 (0;T ;H � 1 (
))

6 C; (2.15)

oø C est une constante indØpendante dem:

Soit ' 2 H 1
0 (
) ; pour tout m > 1; on dØ�nit ' m comme la projection orthogonale pour le produit

scalaire deH 1(
) de ' sur Vm : Avec (voir [2])

' m =
mX

j =1

� m
j wj ;

et
' m ! ' fortement dans H 1

0 (
) :

En multipliant (2.7) par � m
j et en sommant dej = 1; :::; m pour m 2 N � ; on obtient

Z




@um (x; t )
@t

' m (x) dx +
Z



K (x; t ) r um (x; t ) � r ' m (x) dx =

Z



f (x; t )' m (x) dx; (2.16)

ie,
Z




@um (x; t )
@t

' m (x) dx = �
Z



K (x; t )r um (x; t ) � r ' m (x) dx +

Z



f (x; t )' m (x) dx;

d’oø
�
�
�
�

Z




@um (x; t )
@t

' m (x) dx

�
�
�
� 6

Z



jK (x; t )r um (x; t ) � r ' m (x)j dx +

Z



j f (x; t ) ' m (x) j dx:
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En utilisant les inØgalitØs de Cauchy-Schwarz et de PoincarØ, on obtient
�
�
�
�

Z




@um (x; t )
@t

' m (x) dx

�
�
�
� 6 k K (�; t) kL 1 (
) k r um (�; t) kL 2 (
) k r ' m kL 2 (
)

+ Cp k f (�; t) kL 2 (
) k r ' m kL 2 (
)

6
h
k K (�; t) kL 1 (
) k um (�; t) kH 1

0 (
) + Cp k f (�; t) kL 2 (
)

i
k ' m kH 1

0 (
) :

Comme(wi ) i 2 N � est une famille orthogonale deL2(
) et ' m est la projection orthogonale pour le
produit scalaire deH 1(
) de ' sur Vm on a (voir [2])

�
@um
@t

; ' m

�
=

�
@um
@t

; ' j

�
; 8j > m; k ' m kH 1 (
) 6 k ' kH 1 (
) ;

et
k r ' m kL 2 (
) 6 k ' m kH 1 (
) 6 k ' kH 1 (
) 6 Cp k ' kH 1

0 (
) ;

oø Cp est la constante de PoincarØ et(�; �) est le produit scalaire dansL2(
) :

Puisque les(wi ) i 2 N � est une base hilbertienne deH 1
0 (
) ; la suite (' j ) j > 1 converge fortement vers

' dansH 1
0 (
) et on obtient �

@um
@t

; ' m

�
=

�
@um
@t

; '
�

:

D’oø, pour presque toutt 2 ]0; T[
�
�
�
�

Z




@um (x; t )
@t

' (x) dx

�
�
�
� 6 Cp

�
k K (�; t) kL 1 (
) k um (�; t) kH 1

0 (
) + Cp k f (�; t) kL 2 (
)

�
k ' kH 1

0 (
) :

Donc,





@um (�; t)
@t






H � 1 (
)

6 Cp

�
k K (�; t) kL 1 (
) k um (�; t) kH 1

0 (
) + Cp k f (�; t) kL 2 (
)

�
:

En utilisant (a + b)2 6 2a2 + 2b2; on obtient






@um (�; t)
@t






2

H � 1 (
)

6 C2
p(k K (�; t) kL 1 (
) k um (�; t) kH 1

0 (
) + Cp k f (�; t) kL 2 (
) )2

6 2C2
p(k K (�; t) k2

L 1 (
) k um (�; t) k2
H 1

0 (
) + C2
p k f (�; t) k2

L 2 (
) ):

On a donc,
Z T

0






@um (�; t)
@t






2

H � 1 (
)

dt 6 2C2
p(k K k2

L 1 (0;T ;L 1 (
)) k um k2
L 2 (0;T ;H 1

0 (
)) + C2
p k f k2

L 2 (0;T ;L 2 (
)) );

de (2.13), on obtient 




@um
@t






L 2 (0;T ;H � 1 (
))

6 C:
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Étape 3 : Passage à la limite m �! + 1

D’aprŁs les estimations (2.13) et (2.14), la suite(um )m> 1 est bornØe dans les espacesL2(0; T; H 1
0 (
))

et dans L1 (0; T; L2(
) : De plus, de l’estimation (2.15), la suite
�

@um
@t

�

m> 1

est bornØe dans

L2(0; T; H � 1(
)) : On peut donc extraire une sous-suite notØe encore(um )m> 1 tel que on a les
convergences suivantes

um * u faiblement dans L 2(0; T; H 1
0 (
)) ;

um * u faiblement � dans L1 (0; T; L2(
)) ;

@um
@t

*
@u
@t

faiblement dans L 2(0; T; H � 1(
)) :

En rappelant que(' m )m> 1 converge fortement vers' dansH 1
0 (
) : Alors pour tout � 2 D(0; T)

' m � (t) �! '� (t) dans L2(0; T; H 1
0 (
)) :

En utilisant le thØorŁme 1.18, on trouve

um �! u fortement dans C ([0; T]; H );

oø H est un espace de Banach tel queL2(
) � H � H � 1(
) avec l’injection deL2(
) dansH est
compacte. On en dØduit que

um (0) �! u(0) fortement dans H:

Donc, on a aussi
um (0) �! u(0) fortement dans L 2(
) ;

or
lim

m! + 1
um (0) = u0 fortement dans L 2(
) :

Par unicitØ de la limiteu(0) = u0:

De (2.16), pour tout � 2 D(0; T); on a
Z T

0

� Z




@um
@t

(x; t )' m (x) dx
�

� (t) dt +
Z T

0

� Z



K (x; t )r um (x; t ) � r ' m (x) dx

�
� (t)dt

=
Z T

0

� Z



f (x; t )' m (x) dx

�
� (t) dt:

En passant à la limite quand m �! + 1 ; en utilisant les convergences obtenues, on obtient
Z T

0

�
@u
@t

; '
�

� (t) dt +
Z T

0

� Z



K (x; t )r u(x; t ) � r ' (x) dx

�
� (t) dt

=
Z T

0

� Z



f (x; t )' (x) dx

�
� (t) dt; 8� 2 D(0; T); 8' 2 H 1

0 (
) :
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Donc, on a bien (2.4).

Étape 4 : L'unicité de solution

Si u1 et u2 sont deux solutions, on poseu = u1 � u2 alors
�

@u
@t

; '
�

+
Z



K (x; t ) r u(x; t ) � r ' (x) dx = 0;

on peut prendre pour tout t; ' la fonction u(:; t) comme fonction test. D’aprŁs le lemme 2.1, on
obtient

1
2

@
@t

k u(�; t) k2
L 2 (
) +

Z



K (x; t )r u(x; t ) � r u(x; t ) dx = 0;

vraie pour presque toutt: En utilisant (2.2), on obtient

1
2

@
@t

k u(�; t) k2
L 2 (
) + K 0k r u(�; t) k2

L 2 (
) 6 0:

On intŁgre en0 et t on obtient

k u(:; t) k2
L 2 (
) + 2K 0

Z t

0
k r u(:; s) k2ds 6 0;

car u1(�; 0) = u2(�; 0) = u0: Pour tout t > 0: Donc,

u1(:; t) = u2(:; t):

Remarque 2.1. Si on suppose queu0 2 L2(
) et f 2 L2(0; T; H � 1(
)) : Par densitØ deH 1
0 (
)

dansL2(
) et L2(0; T; L2(
)) dansL2(0; T; H � 1(
)) :

On considŁre une suite(u0)n de fonction deH 1
0 (
) convergeant dansL2(
) vers u0, et une suite

(f n ) d’ØlØments deL2(0; T; L2(
)) convergeant versf dansL2(0; T; H � 1(
)) : Le problŁme associØ
à (u0)n et (f n ) a une unique solutionun :
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3
Étude de l’Øquation de la chaleur hyperbolique

Dans ce chapitre, on introduit le modŁle hyperbolique de l’Øquation de la chaleur selon Cattaneo
(dont la capacitØ thermique est constante Øgale à1 et la conductivitØ thermique dØpend dex et t)
avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet homogŁne et de Neumann non homogŁne) et une
condition initiale en t = 0 (voir [3] oø les auteurs ont pris la capacitØ et la conductivitØ thermique
dØpend dex et t avec des conditions aux limites de Neumann et de Dirichlet non homogŁnes.
Pour ramener à la condition de Dirichlet homogŁne, ils ont fait un changement d’inconnue). Puis,
on prØsente la mØthode de Galerkin pour montrer que la formulation variationnelle associØe à ce
problŁme admet au moins une solution. Finalement, on donne un rØsultat d’unicitØ.

3.1 Description du problème

Dans le cas simpli�Ø de l’Øquation de la chaleur parabolique (2.1) oøa et K sont constantes avec
la condition aux limites de Dirichlet et f = 0; la chaleur se propage à vitesse in�nie car le principe
maximum implique que siu(x; t 0) � 0 avec u(x; t 0) 6= 0 alors u(x; t ) > 0 pour tout t > 0: (ie,
paradoxe de la chaleur voir [5]). Cette propriØtØ ne correspond pas à la rØalitØ physique notamment
dans des situations prØsentant forts gradients de tempØrature ou des temps d’observation trŁs
courts.
Pour pallier à ce paradoxe Maxwell-Cattaneo a proposØ un modŁle dans lequel la chaleur se propage
à vitesse �nie. Cette loi de transfert de la chaleur est appelØe loi de Cattaneo [6], elle s’Øcrit sous
la forme

b
@q
@t

+ q = � K r u;

oø b est le temps de relaxation. La valeur deb est trŁs faible(0 < b << 1) (de l’ordre 10� 13 à 10� 10

seconde) etq le �ux de la chaleur .
L’Øquation de la chaleur hyperbolique dans le cas simpli�Ø oø la capacitØ thermique est constante
Øgale1 et f = 0 est donnØe par (voir [3])

b
@2u
@t2

+
@u
@t

� div(K r u) = 0 :
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Ce qui peut se dØcompose en 8
><

>:

@u
@t

+ div(q) = 0

q+ b
@q
@t

= � K r u:

Dans ce travail, on considŁre le problŁme hyperbolique suivant avec
 est un domaine bornØ de
Rd à frontiŁre rØguliŁre,@
 = � = � 1 [ � 2 .
Problème ( P1) : Trouver u : 
 � [0; T] ! R tel que

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

b
@2u
@t2

+
@u
@t

� div(K (x; t )r u) = f (x; t ) dans 
 � [0; T];

u(x; t ) = 0 sur � 1� ]0; T[;

(K r u) � n = g sur � 2� ]0; T[;

u(x; 0) = u0 dans 
 ;
@u
@t

(x; 0) = u1:

3.2 Formulation variationnelle du problème

On suppose que
t 7! f (�; t) est continue. (3.1)

On introduit l’espace suivant

V0 = f ' 2 H 1(
) ; ' = 0 sur � 1g;

V0 est un sous espace fermØ deH 1(
) donc V0 est un espace de Hilbert pour la normeH 1(
) ;

ie,
k u kV0 =

�
k u k2

L 2 (
) + k r u k2
L 2 (
)

� 1
2 :

Supposons que

u0 2 V0; u1 2 L2(
) ; f 2 L2(0; T; L2(
)) ; g 2 H 1(0; T; L2(� 2)) :

La matrice K est symØtrique et satisfait
8
>><

>>:

K ij 2 W 1;1 (0; T; L1 (
)) ;

9 K 0 > 0 :
dX

i;j =1

K ij (x; t ) � i � j >
dX

i;j =1

K 0 j � i j2 p.p dans 
 � ]0; T[; 8� 2 Rd:
(3.2)

On suppose de plus que

dX

i;j =1

@Kij

@t
(x; t ) � i � j > 0 p.p dans 
 � ]0; T[; 8� 2 Rd:

On notera
M =






@K
@t






L 1 (0;T ;(L 1 (
)) d� d )

; (3.3)
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� = k K kL 1 (0;T ;(L 1 (
)) d� d ) : (3.4)

Notons queb est une constante strictement positive.

Dans toute la suite, on noteu00(t) au lieu
@2u
@t2

et u0(t) au lieu
@u
@t

:

Proposition 3.1. La formulation variationnelle du problŁme(P1) est donnØe par
Problème( P2) : Trouver u 2 L2(0; T; V0) avecu0 2 L2(0; T; L2(
)) et u002 L2(0; T; V 0

0) vØri�ant
le problŁme suivant (au sens des distributions)

b < u00(t); w > +( u0(t); w) + ( K (x; t )r u(t); r w) = ( f (t); w) + ( g(t); w)� 2 8w 2 V0; (3.5)

u(0) = u0; (3.6)

u0(0) = u1; (3.7)

oø (:; :) est le produit scalaire dansL2(
) ; < :; : > est le produit de dualitØ entreV0 et V 0
0;

(:; :)� 2 est le produit scalaire dansL2(� 2); V 0
0 est l’espace dual deV0

DØmonstration.En multipliant l’Øquation hyperbolique par une fonction testw 2 V0; en intØgrant
en espace, on obtient

Z



b u00(t)w(x) dx +

Z



u0(t)w(x) dx �

Z



div(K (x; t ) r u) w(x) dx

=
Z



f (x; t ) w(x) dx +

Z



g(t) w(x) dx:

(3.8)

En utilisant la formule de Green on obtient

�
Z



div(K (x; t ) r u) w(x) dx =

Z



K (x; t ) r u � r w(x) dx �

Z

�
(K (x; t ) r u) � n) w(x) dx:

Commew = 0 sur � 1 et ((K r u) � n) = g sur � 2� ]0; T[; on obtient

�
Z



div(K (x; t ) r u) w(x) dx =

Z



K (x; t ) r u � r w(x) dx �

Z

� 2

g(t) w(x) dx: (3.9)

En remplaçant (3.9) dans (3.8) on obtient (3.5)

3.3 Résultat d'existence et d'unicité pour le problème (P2)

3.3.1 Résultat d'existence

Méthode de Galerkin

Comme l’espaceV0 est un espace de Hilbert sØparable alors il admet une base hilbertienne
(wi ) i 2 N� on note Vm = V ect(w1; :::; wm ): Avec la densitØ deV0 dans L2(
) ; on suppose que les
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(wi ) i 2 N� forment une base orthogonale deV0 et une base orthonormale dansL2(
) :

Pour tout m � 1; la dØcompositionum sur la base(w1; :::; wm ) est comme suit

um (x; t ) =
mX

k=1

cm
k (t)wk : (3.10)

On cherche les coe�cientscm
k (t); (0 6 t 6 T) et k = 1; :::; m vØri�ant pour tout j 2 f 1; :::; mg

b < u00
m (t); wj > +( u0

m (t); wj ) + ( K (x; t )r um (t); r wj ) = ( f (t); wj ) + ( g(t); wj )� 2 ; (3.11)

um (x; 0) = u0m dans V0;

u0
m (x; 0) = u1m dans L2(
) ;

oø u0m est la projection orthogonale deu0 dans V0 sur l’espace gØnØrØ parf w1; :::; wmg et de
mŒme pouru1m dansL2(
) : De plus (ci )16 i 6 m 2 H 2(0; T; Rm ): En e�et en remplaçant um par son
expression (3.10) on a

b
mX

k=1

c00m
k (t)(wk ; wj ) +

mX

k=1

c0m
k (t)(wk ; wj ) +

mX

k=1

cm
k (t)(K (x; t )r wk ; r wj )

= ( f (t); wj ) + ( g(t); wj )� 2 81 � j � m:

Avec,

lim
m! + 1

u0m = u0 dans V0;

lim
m! + 1

u1m = u1 dans L2(
) :

On obtient donc le systŁme suivant
8
><

>:

b X00+ X 0+ A(t) X = F;

X (0) = X 0;

X 0(0) = X 1;

(3.12)

oø

X = ( cm
k (t))16 k6 m ; X 0 = ( cm

k (0))16 k6 m ; X 1 = ( c0m
k (0))16 k6 m

A(t) = (( K (x; t )r wk ; r wj ))16 j;k 6 m ; X = ( ci )16 i 6 m

F (t) = (( f (t); wj ) + ( g(t); wj )� 2 )16 j 6 m :

Par le changement de variable suivant

Y =

 
X 0

X

!

; Y 0 =

 
X 00

X 0

!

;
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on obtient,  
bI 0

0 I

!

Y 0 =

 
F (t) � X 0 � A(t)X

X 0

!

;

alors  
bI 0

0 I

!

Y 0 =

 
� I � A(t)

I 0

!

Y +

 
F (t)

0

!

:

On note par

B1 =

 
bI 0

0 I

!

; B2(t) =

 
� I � A(t)

I 0

!

; F (t) =

 
F (t)

0

!

:

Comme la matriceB1 est inversible. Donc on a

Y 0 = A(t)Y + B(t) = G(t; Y );

oø 8
<

:
A(t) = B � 1

1 B2(t)

B(t) = B � 1
1 F (t):

Comme K ij 2 W 1;1 (0; T; L1 (
)) et g 2 H 1 (0; T; L2(� 2)) alors K ij 2 C([0; T]; L1 (
)) et g 2

C([0; T]; L2(� 2)) . Donc, de (3.1) on aA et B sont continues en temps. De plus,G 2 L2(0; T; R2m ):

Par le thØorŁme de Cauchy-Lipschitz, le systŁme d’Øquations di�Ørentielles ordinaires admet une
unique solution dans l’intervalle[0; T] et (ci )16 i 6 m appartenant à H 2(0; T; Rm ):

Estimations a priori de la solution approchée

Lemme 3.1. [11] Soient X0 = V0, X = X 0 = L2(
) , X1 = V
0

0 les injections deX0 dans X

et de X dans X1 sont continues et denses. De plus, l’injection deX0 dans X est compacte. Si

' 2 L2(0; T; V0) et
@'
@t

2 L2(0; T; V
0

0 ) alors ' 2 C([0; T]; L2(
)) . De plus, on a

Z T

0
<

@'
@t

; ' > dt =
1
2

Z T

0

@
@t

k' k2
L 2 (
) dt

=
1
2

k' (T)k2
L 2 (
) �

1
2

k' (0)k2
L 2 (
) ;

on a la formule la plus gØnØrale suivante
Z T

0
<

@u(t)
@t

; v(t) > dt =
Z T

0

@
@t

(u; v) dt �
Z T

0
<

@v(t)
@t

; u(t) > dt

= ( u(T); v(T)) � (u(0); v(0)) �
Z T

0
<

@v(t)
@t

; u(t) > dt;

8u; v 2 L2(0; T; V0); 8
@u
@t

;
@v
@t

2 L2(0; T; V 0
0):
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Proposition 3.2. Sous les hypothŁses prØcØdentes sur les donnØes, on a les estimations suivantes

k um kL 1 (0;T ;V0 )6 C; (3.13)

k u0
m kL 1 (0;T ;L 2 (
)) 6 C; (3.14)

oø C est une constante strictement positive indØpendante dem .

DØmonstration.En multipliant l’Øquation (3.11) par c0m
k et en sommant surk = 1; 2; :::; m; on

obtient

b < u00
m (t);

mX

k=1

c0m
k (t) wk > +

�
u0

m (t);
mX

k=1

c0m
k (t) wk

�
+

�
K (x; t )r um (t);

mX

k=1

c0m
k (t) r wk

�

=
�

f (t);
mX

k=1

c0m
k (t) wk

�
+

�
g(t);

mX

k=1

c0m
k (t) wk

�

� 2

,

d’oø

b


u00

m (t); u0
m (t)

�
+

�
u0

m (t); u0
m (t)) + ( K (x; t )r um (t); r u0

m (t)
�

=
�
f (t); u0

m (t)
�

+
�
g(t); u0

m (t)
�

� 2
;

(3.15)

comme
< u 00

m (t); u0
m (t) > =

1
2

@
@t

k u0
m (t) k2

L 2 (
) ;

on trouve

b
2

@
@t

k u0
m (t) k2

L 2 (
) + k u0
m (t) k2

L 2 (
) +( K (x; t )r um (t); r u0
m (t))

= ( f (t); u0
m (t)) + ( g(t); u0

m (t)) � 2 :

PuisqueK dØpend dex et de t; alors

(K (x; t )r um (t); r u0
m (t)) =

1
2

@
@t

(K (x; t )r um (t); r um (t)) �
1
2

�
@K
@t

r um (t); r um (t)
�

;

en utilisant l’inØgalitØ de Cauchy-Schwarz, on obtient

b
2

@
@t

k u0
m (t) k2

L 2 (
) + k u0
m (t) k2

L 2 (
) +
1
2

@
@t

(K (x; t )r um (t); r um (t))

6 k f (t) kL 2 (
) k u0
m (t) kL 2 (
) +( g(t); u0

m (t)) � 2 +
1
2

�
@K
@t

r um (t); r um (t)
�

:
(3.16)

En intŁgre entre(0; s) avec0 < s < T et en utilisant (3.3), on trouve

b
2

k u0
m (s) k2

L 2 (
) +
Z s

0
k u0

m (t) k2
L 2 (
) dt +

1
2

(K (x; s)r um (s); r um (s))

6
b
2

k u0
m (0) k2

L 2 (
) +
1
2

(K (x; 0)r um (0); r um (0)) +
Z s

0
k f (t) kL 2 (
) k u0

m (t) kL 2 (
) dt

+
Z s

0
(g(t); u0

m (t)) � 2 dt +
M
2

Z s

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt:

(3.17)
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En utilisant l’intØgration par parties,
Z s

0

Z

� 2

g(t)u0
m (t) dx dt = �

Z s

0

Z

� 2

g0(t)um (t) dx dt +
� Z

� 2

g(t)um (t) dx
� s

0

= �
Z s

0

Z

� 2

g0(t)um (t) dx dt +
Z

� 2

g(s)um (s) dx �
Z

� 2

g(0)um (0) dx:

En remplaçant dans l’inØquation (3.17) et de (3.2) et (3.4), on obtient

b
2

k u0
m (s) k2

L 2 (
) +
Z s

0
k u0

m (t) k2
L 2 (
) dt +

K 0

2
k r um (s) k2

L 2 (
)

6
b
2

k u0
m (0) k2

L 2 (
) +
�
2

k r um (0) k2
L 2 (
) 2 +

Z s

0
k f (t) kL 2 (
) k u0

m (t) kL 2 (
) dt

+ k g(s) kL 2 (� 2 )k um (s) kL 2 (� 2 ) + k g(0) kL 2 (� 2 )k um (0) kL 2 (� 2 )

+
Z s

0
k g0(t) kL 2 (� 2 )k um (t) kL 2 (� 2 ) dt+

M
2

Z s

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt:

(3.18)

Par le thØorŁme de trace, il existe une constante > 0 telle que

k # kL 2 (� 2 )6  k # kH 1 (
) ; 8# 2 H 1(
) : (3.19)

Alors

b
2

k u0
m (s) k2

L 2 (
) +
Z s

0
k u0

m (t) k2
L 2 (
) dt +

K 0

2
k r um (s) k2

L 2 (
)

6
b
2

k u1 k2
L 2 (
) +

�
2

k u0 k2
V0

+
Z s

0
k f (t) kL 2 (
) k u0

m (t) kL 2 (
) dt

+  k g(s) kL 2 (� 2 )k um (s) kV0 +  k g(0) kL 2 (� 2 )k u0 kV0

+ 
Z s

0
k g0(t) kL 2 (� 2 )k um (t) kV0

dt +
M
2

Z s

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt:

(3.20)

En appliquant l’inØgalitØ de Young

ab6
�
2

a2 +
1
2�

b2; 8a; b2 R; 8� > 0; (3.21)

on obtient
k f (t) kL 2 (
) k u0

m (t) kL 2 (
) 6
3
2

k u0
m (t) k2

L 2 (
) +
1
6

k f (t) k2
L 2 (
) :
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En remplaçant ces inØgalitØs dans (3.20), on trouve

b
2

k u0
m (s) k2

L 2 (
) +
Z s

0
k u0

m (t) k2
L 2 (
) dt +

K 0

2
k r um (s) k2

L 2 (
)

6
b
2

k u1 k2
L 2 (
) +

�
2

k u0 k2
V0

+
1
6

k f k2
L 2 (0;T ;L 2 (
))

+  k g(s) kL 2 (� 2 )k um (s) kV0 +  k g(0) kL 2 (� 2 )k u0 kV0

+ 
Z s

0
k g0(t) kL 2 (� 2 )k um (t) kV0 dt +

3
2

Z s

0
k u0

m (t) k2
L 2 (
) dt

+
M
2

Z s

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt:

(3.22)

Donc,

b
2

k u0
m (s) k2

L 2 (
) +
K 0

2
k r um (s) k2

L 2 (
)

6 C1 +
1
2

Z s

0
k u0

m (t) k2
L 2 (
) dt +  k g(s) kL 2 (� 2 )k um (s) kV0

+ 
Z s

0
k g0(t) kL 2 (� 2 )k um (t) kV0 dt +

M
2

Z s

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt;

(3.23)

oø
C1 =

b
2

k u1 k2
L 2 (
) +

�
2

k u0 k2
V0

+
1
6

k f k2
L 2 (0;T ;L 2 (
)) +  k g(0) kL 2 (� 2 )k u0 kV0 :

En utilisant l’inØgalitØ de Young (3.21), on obtient


Z s

0
k g0(t) kL 2 (� 2 )k um (t) kV0 dt 6

 2

2M

Z s

0
k g0(t) k2

L 2 (� 2 ) dt +
M
2

Z s

0
k um (t) k2

V0
dt;

et aussi
 k g(s) kL 2 (� 2 )k um (s) kV0 6

K 0

4
k um (s) k2

V0
+

 2

K 0
k g(s) k2

L 2 (� 2 ) :

D’autre part, on a
Z s

0
k um (t) k2

V0
dt =

Z s

0
k um (t) k2

L 2 (
) dt +
Z s

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt

=
Z s

0
k

Z t

0
u0

m (� ) d� + um (0) k2
L 2 (
) dt +

Z s

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt

6 2
Z s

0

�
t
Z t

0
k u0

m (� ) k2
L 2 (
) d�

�
dt + 2

Z s

0
k um (0) k2

L 2 (
) dt

+
Z s

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt 6 s2
Z s

0
k u0

m (t) k2
L 2 (
) dt

+ 2s k u0 k2
L 2 (
) +

Z s

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt;
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et
k um (s) k2

V0
6 2s

Z s

0
k u0

m (t) k2
L 2 (
) dt + 2 k u0 k2

L 2 (
) + k r um (s) k2
L 2 (
) :

En remplaçant dans (3.23), on obtient

b
2

k u0
m (s) k2

L 2 (
) +
K 0

4
k r um (s) k2

L 2 (
) 6 C1 +
�

1
2

+
K 0s

2
+

s2M
2

� Z s

0
k u0

m (t) k2
L 2 (
) dt

+ ( Ms +
K 0

2
) k u0 k2

L 2 (
) +
 2

2M
k g0 kL 2 (0;T;L 2 (� 2 ))

+
 2

K 0
k g(s) k2

L 2 (� 2 ) + M
Z T

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt:

On note

C2 = C1 + ( MT +
K 0

2
) k u0 k2

L 2 (
) +
 2

2M
k g0 k2

L 2 (0;T;L 2 (� 2 )) +
 2

K 0
k g k2

L 1 (0;T ;L 2 (� 2 )) ;

et
C3 =

1 + T2M + K 0T
2

;

on obtient donc
b
2

k u0
m (s) k2

L 2 (
) +
K 0

4
k r um (s) k2

L 2 (
) � C2 + C3

Z s

0
k u0

m (t) k2
L 2 (
) dt + M

Z s

0
k r um (t) k2

L 2 (
) dt:

En prenant

C0 = min
�

b
2

;
K 0

4

�
; C00= max(C3; M ):

On a

C0
�

k u0
m (s) k2

L 2 (
) + k r um (s) k2
L 2 (
)

�
6 C2 + C00

Z s

0

�
k u0

m (t) k2
L 2 (
) + k r um (t) k2

L 2 (
)

�
dt:

En utilisant le lemme de Gronwall, on a

k u0
m (s) k2

L 2 (
) + k r um (s) k2
L 2 (
) 6

C2

C0
+

C00

C0

Z s

0

C2

C0
exp

�
C00

C0
(s � t)

�
dt;

d’oø
k u0

m (s) k2
L 2 (
) + k r um (s) k2

L 2 (
) 6
C2

C0
exp

�
C00

C0
s
�

;

on obtient les estimations suivantes

k u0
m kL 1 (0;T ;L 2 (
)) 6 C; (3.24)

et
k r um kL 1 (0;T ;L 2 (
)) 6 C; (3.25)

avec
C =

C2

C0
exp

� C00

C0
T

�
:
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Théorème 3.1. (Passage à la limite quand m ! + 1 ) Le problŁme(P2) admet au moins une
solution.

DØmonstration.En utilisant la proposition 3.2, on dØduit que(r um )m� 1 et (u0
m )m� 1 sont bornØes

respectivement dansL1 (0; T; L2(
)) \ L2(0; T; L2(
)) et L1 (0; T; L2(
)) \ L2(0; T; L2(
)) : Donc,
on peut extraire une sous suite de(um )m� 1 notØe encore(um )m� 1 et une sous suite de(u0

m )m� 1

notØe encore(u0
m )m� 1 vØri�ant les convergences faibles suivantes

um * u faiblement dans L 2(0; T; V0)

um * u faiblement � dans L1 (0; T; V0)
(3.26)

et

u0
m * u 0 faiblement dans L 2(0; T; L2(
))

u0
m * u 0 faiblement � dans L1 (0; T; L2(
)) :

(3.27)

Montrons maintenant que u est solution de (3.5) - (3.7). En e�et, soitw 2 V0 , il existe une suite
de la forme :

wm =
mX

j =1

� m
j wj ;

telle quewm ! w dansV0. Alors, pour tout ' 2 D(0; T)

wm ' (t) ! w' (t) fortement dans L2(0; T; V0);

et
wm ' 0(t) ! w' 0(t) fortement dans L2(0; T; V0):

En multipliant (3.11) par ' (t)� m
j et en sommant dej = 1; :::; m pour m 2 N �

bhu00
m (t); ' (t) wm i + ( u0

m (t); ' (t) wm ) + ( K (x; t )r um (t); r (' (t) wm ))

= ( f (t); ' (t) wm ) + ( g(t); ' (t) wm )� 2 :
(3.28)

En intØgrant entre(0; T), on a
Z T

0

�
� b(u0

m (t); ' 0(t) wm ) + ( u0
m (t); ' (t) wm ) + ( K (x; t )r um (t); r (' (t) wm ))

�
dt

=
Z T

0
(f (t); ' (t) wm ) dt +

Z T

0
(g(t); ' (t) wm )� 2 dt:

(3.29)

En utilisant (3.26) - (3.27), on passe à la limite quandm ! + 1 , on obtient
Z T

0

�
� b(u0(t); ' 0(t) w) + ( u0(t); ' (t) w) + ( K (x; t )r u(t); r (' (t) w))

�
dt

=
Z T

0
(f (t); ' (t) w) dt +

Z T

0
(g(t); ' (t) w)� 2 dt:

(3.30)
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On Øcrit aussi
Z T

0

�
� b(u0(t); w)' 0(t) + ( u0(t); w)' (t) + ( K (x; t )r u(t); r w)' (t)

�
dt

=
Z T

0
(f (t); w)' (t) dt +

Z T

0
(g(t); w)� 2 ' (t) dt:

(3.31)

On en dØduit que (3.5) a bien lieu.
En rØintØgrant par parties dans (3.31), on obtient pour' 2 D(0; T)

b
Z T

0
< u 00(t); w ' (t) > dt = �

Z T

0

�
(u0(t); w)' (t) � (K (x; t )r u(t); r w)' (t)

�
dt

+
Z T

0
(f (t); w)' (t) dt +

Z T

0
(g(t); w)� 2 ' (t) dt:

(3.32)

Donc, en utilisant l’inØgalitØ de Cauchy-Schwarz et (3.19) comme dans la proposition 3.2 on obtient
�
�
�
�

Z T

0
< u 00(t); w ' (t) > dt

�
�
�
� 6 C k 'w kL 2 (0;T ;V0 ) ; 8' 2 D(0; T): (3.33)

La densitØ deD(0; T) dansL2(0; T) implique que (3.33) reste vraie pour tout' 2 L2(0; T):

D’oø u002 L2(0; T; V 0
0):

Maintenant, on montre que les conditions initiales sont satisfaites c’est à dire

u(0) = u0; u0(0) = u1:

En utilisant le thØorŁme 1.18, on trouve

um ! u fortement dans C ([0; T]; L2(
)) :

D’oø
um (0) ! u(0) dans L2(
) :

D’autre part, on a

lim
m! + 1

um (0) = u0 dans V0 et donc dans L2(
) :

Par unicitØ de la limite, on trouveu(0) = u0:

Pour prouver queu0(0) = u1, on prend ' 2 C1 ([0; T]; R) telle que ' (T) = 0 , on obtient
Z T

0

�
b < u00(t); w > ' (t) + ( u0(t); w)' (t) + ( K (x; t )r u(t); r w)' (t)

�
dt

=
Z T

0

�
f (t); w)' (t) + ( g(t); w)� 2 ' (t)

�
dt:

Puisqueu002 L2(0; T; V 0
0), on intŁgre par parties on a

Z T

0

�
� b(u0(t); w)' 0(t) + ( u0(t); w)' (t) + ( K (x; t )r u(t); r w)' (t)

�
dt

=
Z T

0

�
(f (t); w)' (t) + ( g(t); w)� 2 ' (t)

�
dt + b < u0(0); w > ' (0):

(3.34)
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En intØgrant par parties dans (3.28), on trouve
Z T

0

�
� b(u0

m (t); wm )' 0(t) + ( u0
m (t); wm )' (t) + ( K (x; t )r um (t); r wm )' (t)

�
dt

=
Z T

0

�
f (t); wm )' (t) + ( g(t); wm )� 2 ' (t)

�
dt + b(u0

m (0); wm )' (0);

(3.35)

en passant à la limite quandm tend vers+ 1 , on a
Z T

0
(� b(u0(t); w)' 0(t) + ( u0(t); w)' (t) + ( K (x; t )r u(t); r w)' (t)) dt

=
Z T

0

�
(f (t); w)' (t) + ( g(t); w)� 2 ' (t)

�
dt + b(u1; w)' (0):

Donc
< u 1 � u0(0); w > = 0; 8w 2 V0:

Alors
u1 � u0(0) = 0 V 0

0
;

d’oø
u0(0) = u1 dans V0

0:

3.3.2 Résultat d'unicité

Théorème 3.2. La solution du problŁme(P2) est unique.

DØmonstration.Supposons que le problŁme(P2) admet deux solutionsu1 et u2, donc elles vØri�ent
au sens des distributions :

b < u00
1(t); w > +( u0

1(t); w) + ( K (x; t )r u1(t); r w) = ( f (t); w) + ( g(t); w)� 2 8w 2 V0;

b < u00
2(t); w > +( u0

2(t); w) + ( K (x; t )r u2(t); r w) = ( f (t); w) + ( g(t); w)� 2 8w 2 V0:

En retranchant, et on poseu = u1 � u2, on obtient

b < u00(t); w > +( u0(t); w) + ( K (x; t )r u(t); r w) = 0 8w 2 V0; (3.36)

avecu satisfait les conditions initiales suivantes

u(0) = 0 ; u0(0) = 0 :

On �xe 0 6 s 6 T , et on donne

 (t) =

8
<

:

Z s

t
u(� ) d� 0 6 t 6 s

0 s 6 t 6 T:
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On a alors 2 H 1(0; T; V0); donc
Z s

0

�
b < u00;  > +( u0;  ) + ( K (x; t )r u(t); r  )

�
dt = 0:

Comme  0 2 L2(0; T; V0) et u0(0) =  (s) = 0 ; en intØgrant par parties on trouve
Z s

0

�
� b(u0;  0) � (u;  0) + ( K (x; t )r u(t); r  )

�
dt = 0:

Comme  0 = � u quand 0 < t < s , on obtient
Z s

0

�
b(u0; u) + (  0;  0) � (K (x; t )r  0; r  )

�
dt = 0:

Puisquek  0 k2
L 2 (0;s;L 2 (
)) > 0; on a

Z s

0

�
b(u0; u) � (K (x; t )r  0; r  )

�
dt 6 0:

Donc Z s

0

@
@t

�
b
2

k u k2
L 2 (
) �

1
2

(K (x; t )r  ; r  )
�

dt 6
Z s

0

� @K
@t

r  ; r  
�

dt:

En utilisant (3.2) et (3.3), on a

b
2

k u(s) k2
L 2 (
) +

K 0

2
k r  (0) k2

L 2 (
) 6 M
Z s

0
k  (t) k2

V0
dt:

On dØ�nit w(t) =
Z t

0
u(� ) d� pour tout t 2 [0; T]: On obtient

b
2

k u(s) k2
L 2 (
) +

K 0

2
k r w(s) k2

L 2 (
) 6 M
Z s

0
k w(t) � w(s) k2

H 1 (
) dt:

Or
Z s

0
k w(t) � w(s) k2

H 1 (
) dt =
Z s

0
k w(t) � w(s) k2

L 2 (
) dt +
Z s

0
k r (w(t) � w(s)) k2

L 2 (
) dt

6 2
Z s

0
k w(t) k2

L 2 (
) dt + 2
Z s

0
k w(s) k2

L 2 (
) dt

+ 2
Z s

0
k r w(t) k2

L 2 (
) dt + 2
Z s

0
k r w(s) k2

L 2 (
) dt

6 2
Z s

0
k w(t) k2

L 2 (
) dt + 2s k w(s) k2
L 2 (
) +2

Z s

0
k r w(t) k2

L 2 (
) dt + 2s k r w(s) k2
L 2 (
) ;

de plus

k w(s) k2
L 2 (
) =






Z s

0
u(� ) d�






2

L 2 (
)

6
� Z s

0
k u(� ) kL 2 (
) d�

� 2

6 s
Z s

0
k u(� ) k2

L 2 (
) d�;
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d’oø
2

Z s

0
k w(t) k2

L 2 (
) dt 6 s2
Z s

0
k u(� ) k2

L 2 (
) d�:

Alors,

b
2

k u(s) k2
L 2 (
) +

�
K 0

2
� 2Ms

�
k r w(s) k2

L 2 (
)

6 2M
Z s

0
k r w(t) k2

L 2 (
) dt + 3s2
Z s

0
k u(� ) k2

L 2 (
) d�;

On choisit s0 > 0 tel que
K 0

2
� 2Ms0 >

1
2

;

donc pour tout s 2 [0; s0]; on trouve

b
2

k u(s) k2
L 2 (
) +

1
2

k r w(s) k2
L 2 (
) 6 2M

Z s

0
k r w(t) k2

L 2 (
) dt + 3s2
0M

Z s

0
k u(� ) k2

L 2 (
) d�:

On note C1 = 3 s2
0 M , on obtient

b
2

k u(s) k2
L 2 (
) +

1
2

k r w(s) k2
L 2 (
) 6 2M

Z s

0
k r w(t) k2

L 2 (
) dt + C1

Z s

0
k u(t) k2

L 2 (
) dt:

On poseC2 =
max(2M; C1)

min ( b
2 ; 1

2)
, on trouve

k u(s) k2
L 2 (
) + k w(s) k2

H 1 (
) 6 C2

Z s

0

�
k u(t) k2

L 2 (
) + k w(t) k2
H 1 (
)

�
dt:

D’aprŁs le lemme de Gronwall, on obtient

k u(s) k2
L 2 (
) + k w(s) k2

H 1 (
) 6 0; 8s 2 [0; s0]:

On en dØduit l’unicitØ de la solutionu = 0 , donc u1 = u2 sur [0; s0]. On applique le mŒme
raisonnement dans chaque intervalle[s0; 2s0]; [2s0; 3s0]; :::; etc a�n d’aboutir au rØsultat.
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Conclusion

En mathØmatique et en physique thØorique, l’Øquation de la chaleur est une Øquation aux
dØrivØes partielles parabolique selon Fourier et hyperbolique selon Cattaneo.
Dans ce travail

- On a fait quelques notions de base d’analyse fonctionnelle qui sont nØcessaires pour Øtudier
ce genre de problŁmes.

- On a prØsentØ la mØthode de Galarkin pour montrer l’existence des solutions faibles de la
formulation variationnelle dans les deux cas suivants

- Équation de la chaleur parabolique avec la condition de Dirichlet homogŁne sur le bord.
- Équation de la chaleur hyperbolique avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet

homogŁne-Neumann).
De plus, on a donnØ un rØsultat d’unicitØ.
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Résumé

Ce travail est destiné à l'étude variationnelle de l'équation de la chaleur dans les deux cas suivants :

- Équation de la chaleur parabolique avec la condition de Dirichlet homogène sur le bord.

- Équation de la chaleur hyperbolique avec des conditions aux limites mixtes (Dirichlet homogène-

Neumann).

On présente la méthode de Galerkin pour montrer l'existence de la température solution faible de chaque

problème. Finalement, on donne un résultat d'unicité.

Mots Clés : Équation parabolique, équation hyperbolique, étude variationnelle, méthode de Galerkin.

Abstract

The aim of this travail is the varitional study of the heat equation in the following two cases :

- Parabolic heat equation with the homogeneous Dirichlet boundary condition.

- Hyperbolic heat equation with mixed boundary conditions (homogeneous Dirichlet-Neumann).

We present the Galerkin's method to show the existence of the temperature weak solution of the each

problem. Finally, we give a uniqueness result.

Key Words : Parabolic equation, hyperbolic equation, variational study, Galerkin's method.
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