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Notations

E : Espace vectoriel.
X : Espace de Banach.
R : Ensemble de tout les nombres réel.
() : Ensemble borné de R.
C(Q,R) : Espace des fonctions continues.
L : Constante.
V; : Recouvrement.

¢ : Erreur.

Q : Adhérence de Q.

T : Opérateur.

K : Noyau d’un opérateur intégral.

u : Solution cherchée.

N f : Opérateur de Nemystki.

A : Parametre.

p : Parametre d’homotopie.

A, : Polyndémes d’Adomains.

H,, : Polynomes de perturbation.
H(u,p) : Homotopie.

P : Opérateur de projection.

p; : Bases.

C; : Coefficients.

R, : Résidu.

xz; : Points de collocation.
w; : Poids.

L;(x) : Polynémes de Lagrange.
L(zx) : Polynémes de Legendre .



Introduction

Les équations intégrales non-linéaires ont été un domaine actif de recherche en analyse fonc-
tionnelle, non seulement en tant qu’applications de nouvelles idées et techniques, mais aussi en
influencant leur développement.

Ces équations sont présentées dans une variété d’applications en physique mathématique, telles
que l'atténuation des ondes, le transfert radiatif et les ondes dans les fluides. Dans certains cas,
comme dans l'ceuvre d’Abel sur les équations intégrales sont un modéle mathématique qui surgit
naturellement dans la représentation de I'une des situations physiquement intéressantes.

Tous les problémes scientifiques modélisés par des équations(EDO, EDP, équation intégrale)
linéaire ou non-linéaire sont difficiles a résoudre analytiquement méme la solution analytique n’est
pas utilisée dans les simulation, ce qui montre I'importance des solutions approchées.

Dans la plupart des cas, nous utilisons ici la technique des méthodes spectrales pour approximer
la solution d'une équation intégrale non-linéaire de type Fredholm et Volterra.

Notre objectif dans ce mémoire est de présenter quelques méthodes de résolution des équations
intégrales non-linéaires de type Fredholm ou de Volterra.

Dans cette étude nous avons traitées les points suivantes : Dans le premier chapitre, nous
rappelons les notions fondamentales de I’analyse fonctionnelle, la compacité dans les espaces fonc-
tionnels, et on présente les opérateurs compacts, intégraux, et quelques opérateurs non-linéaires,
puis nous présentons la classification des équations intégrales. Dans cette partie du travail nous
donnons un rappel a la théorie du point fixe de Banach pour prouver 'existence et I'unicité de la
solution des équations intégrales non-linéaires.

Dans le deuxieme chapitre, nous allons présenter quelques méthodes élémentaires pour la
résolution approchée d’équation non-linéaire en particulier la méthode de décomposition d’Ado-
mian, des approximations successives et de perturbation homotopique. Ainsi, 'utilisation des
méthodes numériques revét une importance critique dans la recherche des solutions approchées
aux équations intégrales de deuxieme espece non-linéaires qui sont : la méthode de projection et
la méthode de collocation, qui est basée sur les méthodes quadratures.

Le troisieme chapitre est consacré essentiellement a illustrer la validation de ces méthodes par
des exemples instructifs.



Chapitre

Rappels et notions fondamentales

Dans ce chapitre, on donne des notions générales sur la compacité et les opérateurs , nous
allons présenter la forme générale d’équations intégrales et les classifier. Ensuite on parle sur la
relation entre les opérateurs et les équations intégrales.

La derniere partie est consacrée a la question d’existence et d’unicité, nous présentons le
théoreme du point fixe de Banach et ces applications.

1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.1. Soit F un espace vectoriel sur le corps K = R ou C. On appelle une norme sur
I'espace E, toute application notée par ||.|| définie sur E & valeur dans R qui vérifiant :
Ver,y € F, Va :

e [z =0 2=0.
o |lex] =l 1]
o llz+yll <zl + llyll

Ezemple 1.1. Dans l'espace E = R on l'application ||z| = |z|, pour tout z € R et la valeur absolue
de x est une norme pour R.

Définition 1.2. Soit (2,)en une suite d’éléments d'un espace normé (E, ||.||), on dit que (2, )nen
est une suite de Cauchy si :

Ve > 0,3IN. € N,Vn > N.,Vm > N, ||z, — x| < e.

Espace complet Un espace vectoriel normé (F, ||.||) est dit complet si toute suite de Cauchy
(Zn)nen dans E est une suite convergente dans E, pour la distance associé a la norme.

Espace de Banach On appelle (F,||.||) espace de Banach tout espace vectoriel normé et
complet.

Exemple 1.2. (K, |.|) et (K", |.||.,) sont des espaces de Banach.



1.2. LA COMPACITE DANS LES ESPACES FONCTIONNELS 1.2

Produit scalaire Soit E un espace vectoriel sur R, un produit scalaire sur E est application de
E x E dans R, notée < .,. > possédant les propriétés suivantes :

pour tout x,y, z dans FE et a, 3 € R.

l<ar+pPy,z>=a<z,z>+0<y,z>.

2. <z, y >=<y,xr >.

3. <x,x>>0.

4. < x,x >= 0. implique x = 0.

Espace de Hilbert On dit que E est un espace de Hilbert si E est un espace vectoriel muni
d’un produit scalaire, et qui est complet pour la norme associé a ce produit scalaire.

Ezemple 1.3. Despace (1%, ||.]|,) est un espace de Hilbert

Espace des fonctions continues Soit € un intervalle fermé de R, on note par C'(£2, R) 'espace
des fonctions f continues sur €2, muni de la norme :

[flloe = sup |f ()]
Q

Espace des fonctions intégrables Soit Q2 = [a,b](—00 < a < b < +00) un intervalle fini ou
infinide Ret 1 <p < +4o00:
1) Pour 1 < p < 400, on définit

LP(Q) = {f : Q — R mesurable tel que / |f()]Pdt < oo}
Q

On muni cet espace vectoriel de la norme

1L, = [ ()P s,

qui le rend complet.
2) Pour p = 400, on définit

L) ={f: Q — R mesurable,3L > 0 tel que |f|(t) < L p.p sur Q}.

L>(Q) = {f : Q@ — R mesurable, 3L > 0 tel que [f(t)| < L p.p sur Q}. C’est un espace vectoriel
complet muni de la norme :

[fllo = mf{L =0, |f(£)] < L p.p sur2}.

Remarque 1.1.
L’espace LP(€2,R) muni ||.||, est un espace de Banach, pour tout p € [1, 00].

1.2 La compacité dans les espaces fonctionnels

Définition 1.3. Soit {2 un ensemble d’un espace normé E, on dit que {2 est un ensemble compact,
si de tout recouvrement de €2 par des ouverts de {2, On peut extraire un sous recouvrement fini,
i.e.,

VV;, 5 € Jouvert", telle que Q C U Vi, Vimy, jn)=12..N

jeJ



1.3. OPERATEURS COMPACTS 1.4

tel que :

ou V; est un recouvrement.

Définition 1.4. Un sous ensemble d'un espace normé est dit relativement compact si son adhérence
est compacte.

Théoréme 1.1. (voir [9])
Toute ensemble bornée et de dimension finie d’un espace normé est relativement compact.

Définition 1.5. on dit que f est équicontinue on point zy € €, si est seulement si :
Ve > 0,30 > 0,Vf € C(Q,R),Vr € Q, ||z —xo]| < = || f(z) — f(zo)]| < e.

Théoréme 1.2. (d’Arzela Ascoli) (voir [9])

On dit que l’ensemble G C C(Q,R) est relativement compact si G est borné et équicontinu, c’est-
a-dire, vérifiant les conditions suivantes :

i) S’il existe un constant L > 0 tel que : |f(z)| < L pour tout x € Q et f € G,

it) pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que :

f(@) = fy)l <e,
pour tout x,y € §2 et pour tout f € G.

Corollaire 1.3. Soit 2 un sous ensemble ouvert borné de R, chaque sous ensemble borné de
Uespace (C(S,R), ||.]|,,) est relativement compact dans (C(2,R), ||.||..)-

1.3 Opérateurs compacts

Définition 1.6. Soit F, F' deux espaces normés et T': ' — F' un opérateur linéaire. On dit que
T est un opérateur compact si T'(u) est relativement compact dans F.

Théoréme 1.4.
Un opérateur compact est un opérateur borné, mais la réciproque est fausse.

Démonstration.

On pose B(0,1) = {u € E, |ju|| < 1}, alors T(B(0,1)) est relativement compact, d’ou ||Tu| <
L, Yz € B(0,1), donc T est borné.

La réciproque :

L’opérateur identique Z : £ — E est borné, mais il n’est pas compact car, Z(B(0,1)) = B(0,1)
n’est pas relativement compact sauf si I/ est de dimension finie. n

1.4 Opérateurs intégraux

Maintenant nous allons définir une classe importante d’opérateurs définis a ’aide d’intégral
dites "opérateurs intégraux" dont le domaine d’intégration est un domaine €2 mesurable dans R.



1.4. OPERATEURS INTEGRAUX 1.4

Définition 1.7. Soit 2 € R un ensemble compact, K une fonction continue définie sur €2 x 2
dans R, T un opérateur linéaire définie sur C'(£2, R) tel que :

T(u(z)) = /Q k(z, Hu(t)dt, o€ 9,

cette forme est une forme générale d’un opérateur intégral linéaire T' et dit aussi opérateur a
noyau ou K (z,t) est le noyau d'un opérateur intégral, la norme de cette opérateur est définie par :

T = max/ k()| dt, e Q.
zeQ JQ

Théoréme 1.5.
Soit T : C(Q,R) — C(Q,R) un opérateur intégral avec un noyau continu alors T" est compact.

Théoréme 1.6.
Soit
T(u(z)) = /Q k(z, u(t)dt, = e,

si K(x,t) € L*(Q,R) alors T est un opérateur compact continu de L*(Q2) dans L*(9).
Quelques exemples Soit 2 = [a, b] un intervalle borné et fermé de R.
o lopérateur intégral de Fredholm tel que la région d’intégration est finie est :
T(u(z)) = Id — )\/ab k¢, u(t))dt.
» l'opérateur intégral de Volterra est :
T(u(z)) = Id — / " k(e £ u(t))dt.
o l'opérateur intégral de Wiener-Hoph est :
Id - A/f k(x, t, u(t))dt.

o l'opérateur intégral d’Abel est :

u

T(u(z)) =1Id — )\/j (tz>adt.

(z —

Quelques types des opérateurs non-linéaires (voir [10])

Opérateur de superposition de Nemystki Soit 2 € R un ensemble ouvert et
f Q2 xR" — R une fonction donnée, I'opérateur de Nemystki N f associe a chaque fonction
u:Q — R la fonction N f(u) : 2 — R définie par

Nfw)(z) = f(z,u(z)), =€ Q.

10



1.5. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES 1.5

Opérateur intégrale de Hammerstein Soit 2 € R un ensemble ouvert et f: Q2 x R" -+ R
une fonction donnée, 'opérateur intégral de Hammerstein est donné par :

T(u(@)) = [ k(o9 fyuly)dt, o€,

cet opérateur apparait comme la composition de 'opérateur intégral linéaire de Fredholm 7' du
noyau k avec 'opérateur de Nemystki N f associé a f, c¢’est-a-dire :

T(f) = AN(f).

Opérateur intégral d’Uryson Soit €2 € R un ensemble ouvert et f : €2 x R™ — R une fonction
donnée, l'opérateur intégral d’Uryson est donné par :

T(u(z)) :/QK(x,t,u(t))dt, v e Q.

1.5 Classification des équations intégrales

Dans cette partie, on va définir les équations intégrales et les classifier, puis distinguer ceux
qui sont linéaires et qui sont non-linéaires.

Définition 1.8. La forme générale d'une équation intégrale linéaire est donnée par :
a(z)u(z) = f(z) +)\/k:(x,t)u(t)dt, (1.1)
ou a(x), f(x) et k(x,t) sont des fonctions données.

o u(x) est la fonction qui figure a l'intérieur et a extérieur du signe intégrale est I'inconnu &
déterminer.

e )\ :est un parametre réel ou complexe tel que : A # 0.

o la fonction k(x,t) est appelée noyau de I’équation intégrale.
Les types des équations intégrales linéaires

Equation intégrale de Fredholm

Définition 1.9. Toute équation intégrale sous la forme 1.1 avec les bornes
d’intégration sont fixées s’appelle : équation intégrale de Fredholm s’écrit sous la forme :

b
a(@)u(z) = f(z) + A / k(. )u(t)dt, (1.2)

i) Si a(x) = 0 I'équation (1.1) s’écrit :
b
F(@)+ A [kl tu(t)dt =0,

11



1.5. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES 1.5

et elle est dite de premiere espece.
ii) Si a(z) = 1 I’équation (1.1) s’écrit :

fla) + A/ab Kz, u(t)dt = u(z),

et elle est dite de deuxieme espece.
iii) Si a(x) est continue et s’annule en certains points, mais pas en touts les points de [a,b],
I'équation (1.1) s’appelle de troisieme espece.

Remarque 1.2.

e Si f(z) =0 alors
u(@) = f(z) + A / k(z, t)u(t)dt,

I’équation (1.1) est dite équation homogene.

e Si f(z) # 0 donc I’équation (1.1) est dite équation non homogene.

Ezxemple 1.4.
e L’équation

u(z) = 2° + cosz — 1 + /_11 (x —t)u(t)dt,

est de deuxieme espece.
o L’équation

est de premiere espece.
o L’équation

est homogene.

Equation intégrale de Volterra

Définition 1.10. Les équations intégrales de Volterra de premiere espéce, de seconde espece ou
homogene sont définies de la méme maniere précédente sauf que la borne supérieur d’intégration
est un variable "b = x”. donc ce type des equations écrit sous la forme :

alz)u(e) = f(z) + A / " ke, Ou(t)dt. (1.3)

Remarque 1.3.

o L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de I’équation de Fredholm. Il suffit que le
noyau K vérifier la condition k(z,t) = 0 pour x < t.

o Les équations intégrales non-linéaires sont définies de la méme maniere précédente sauf que la
fonction inconnue reste dans le noyau.

12



1.6. THEOREME DU POINT FIXE DE BANACH 1.6

« Nous pouvons donc définir I’équation intégrale non-linéaire de Fredholm comme suit :

b
a(z)u(z) = f(z) + A / k(. ¢, u(t)dt, (1.4)

mais si k(z,t,u(t)) = k(x,t) f(t,u(t)) alors 1.4 est dite I'équation d’Hammerstein. Et de la méme
maniere, on définit ’équation intégrale non-linéaire de Volterra comme suit :

o()u(z) = f(z) + A / ke, t,ult)dt. (1.5)

1.6 Théoreme du point fixe de Banach

Cette partie est consacrée a établir certains résultats d’existence et d’unicité pour la résolution
d’une équation de la forme :
u=f+Tu,

ou T est un opérateur défini sur un espace de Banach X.
Ces résultats sont basées sur le théoreme du point fixe de Banach.

Définition 1.11. Soit X un espace de Banach et T" est un opérateur borné, on dit que T" est un
opérateur contractant s’il existe une constante positive 0 < L < 1, tel que :

HTu1 — TUQH S L Hu1 — UQH s Vul,ug e X.

Théoréme 1.7. (Banach 1992)
Soit T un opérateur contractant dans un espace de Banach X, alors T admet une solution unique
u dans X, cette solution est le point fize de cet opérateur.

Démonstration.
En fixant un élément arbitraire u € X et considere la suite T,,(u), n=1,--- 00, soit

Uy, =T"(u), n=1,2---

. On note :
[tn = umll < lun = un—all + -+ + [[thms1 — w|
= NT(un) = T(un2)| + . + [T () = T(m-)|
< L|lup—1 — up_s|| + oo + L ||ty — Upm—1]|
< (LML A DY) (g — |
mel

supposons que n > m > 1, cela donne [[u, — up, | — 0, si n,m tend vers oo donc la suite (uy,) est
une suite de Cauchy, et comme X est un espace de Banach alors u,, est convergente

Uy —> Uy € X,

13



1.6. THEOREME DU POINT FIXE DE BANACH 1.6
si n tend vers oo, ug est un point fixe de T" par :
1T (uo) — uol| < [|T(uo) — (un)H + o [t — Dol
< Liuo =l + -+ Hun+1 — uo| -
Cette derniere est converge si n tend vers oo donc
T(Uo) = Uyg.
Pour I'unicité :
Supposons que ug, vy deux points fixes de T, tel que ug # vy.
[uo —woll = [ T(uo) — T(wo)]]

< Lfuo — vol|

< juo — o[ -
Donc

Ug = Vo

m

1.6.1 Existence et unicité des solutions pour les équations intégrales

non-linéaires

Application du théoreme du point fixe de Banach sur ’équation intégrale non-linéaire

de Volterra

Théoréme 1.8.

Soit K(x,t,u) une fonction a valeurs réelles, définie et continue sur le carré a < x,t < b et

satisfait la condition de Lipschitz par rapport a u, i.e;
K (2,8, u1) = K (2,8 up) || < Lfluy — ual]-
Alors pour tout f € C(Q2,R) ’équation intégrale non-linéaire de Volterra

+/ (z,t,u(t))dt, a <z <b,

admet une solution unique continue pour tout A € R.

Démonstration.

On considére I'espace de Banach X = C(€2, ||.]|) des fonctions continues de Q2 dans R muni de la

norme de convergence uniforme
[Jull = max fu(z)].
e

On définit sur 'espace X l'opérateur T : X — X par :

T (u(x) —I—)\/ (z,t,u(t))dt, =€,

14

(1.6)



1.6. THEOREME DU POINT FIXE DE BANACH 1.6

il est claire que T'u est continu, donc ’équation intégrale (1.6) est équivalente au probleme de
point fixe
Tu = u,

ou T est définit par (1.6), donc, a fini de prouver que I’équation (1.6) admet une solution unique,
il faut montrer que 'opérateur 7" admet un point fixe unique, pour cela, il suffit de montrer qu’il
existe ng > 1. Tel que T™ est un opérateur. Contractant pour tout A € R. Soient wuy, us deux
éléments de X et x € (2, nous allons montrer que pour tout n > 1

AL
n!

1T uy — T ug|| < |lur — usal| .

En effet, pour n =1, on a

T (uy(z)) — T(uz(x))] ‘)\/:[K(x,t,ul(t)) — K(x,t,us(t))]| dt.

AL [ () = wa(t)
AL s = 2] (= a)
AIL(b = a) s — o]

IN N IA

ce qui implique que
[Tur = Tug|| < [A[L(b = a) [lur — ]

Supposons que cette propriété est vraie pour n = m, et montrons qu’elle est valable pour n = m+1.

T g (2) = T (ua(@)| =TT (wr(2)) = T(T™ (ua(w)))|
. ’AK{K@,@TN@(W(@) K (a,t, T (us(2)]|

z IN™L™(b—a)™
< W/ L n(u " ey — )]

|)\’m+1 Lm—‘rl(b o a)m—i—l

= <m+1)| Hul_UQHa

d’on m+1 1 1
|)\| Tt (b _ a)er
|77 () = T (@) | < CEsy g — usl| ,

comme la suite Wﬂ# est convergente vers 0 il existe ng tel que

)\ no 1 no _ no

L —am

77,0!

ce qui montre que 7™ est un opérateur contractant. ]

15



1.6. THEOREME DU POINT FIXE DE BANACH 1.6

Application du théoreme du point fixe de Banach sur I’équation intégrale non-linéaire
de Fredholm

Théoreme 1.9.
Soit K(z,t,u) une fonction a valeurs réelles, définie et continue sur le carré
a < x,t <b et satisfait la condition de Lipschitz par rapport a u, i.e;

||K(x,t,u1) - K([E,t,l@)” <L Hul - u2|| :

Alors pour tout f € C(Q,R) ’équation intégrale non-linéaire de Fredholm
1@ﬂ=ﬂ@+A/K@mu@MthQ,
Q

admet une solution unique continue pour tout \ € R.

Démonstration.
On considere Iespace de Banach X = C(£2, ||.]|) des fonctions continues de 2 dans R muni de la
norme de convergence uniforme

Jull = max u(2)] .
O
On définit sur 'espace X l'opérateur 7' : X — X définit par :
TW@»:ﬂ@+A/K@¢u@MLmGQ, (1.7)
Q

il est claire que T'u est continu, donc ’équation intégrale (1.6) est équivalente au probleme de
point fixe
Tu = u.

ou T est défini par (1.7), a fin de prouver que I’équation (1.7) admet une solution unique, il faut
montrer que ’équation (1.7) admet une point fixe unique.
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Chapitre

Résolution des équations intégrales non-linéaires

Ce chapitre est consacré a la résolution des équations intégrales non-linéaires par des méthodes
classiques telles que la méthode de décomposition d’Adomain, la méthode des approximations
successives et par une méthode récente appelée perturbation homotopique, ces méthodes ont
été utilisées pour obtenir des solutions formelles ou bien la solution exacte, il fournit également
des méthodes numériques qui revétent une importance critique dans la recherche des solutions
approchées aux équations intégrales non-linéaires de deuxieme espece qui sont la méthode de
projection et la méthode de collocation qui est basée sur les méthodes de quadratures.

2.1 Meéthode de décomposition d’Adomian (M.D.A)

Dans la seconde partie du XXe siecle, George Adomain un mathématicien américain, a proposé
une nouvelle méthode [Adomain, 1981] pour résoudre les équations différentielles et aux dérivées
partielles linéaires et non-linéaires, les problemes algébriques, intégrales, intégrodifférentielles, les
équations différentielles ordinaires d’ordre supérieur, la technique utilise une décomposition de
I'opérateur non-linéaire en une série de fonction, chaque terme de cette série est un polynéme
généralisé appelé polynome d’Adomain.

La méthode décompositionnelle consiste a calculer les solutions des équations sous la forme
d’une série infinie convergente vers la solution du probleme :

u(z) = iun(a:), (2.1)

dans cette partie, nous utilisions I'algorithme d’Adomain pour trouver des polynémes d’Adomain.
La représentation des termes non-linéaires par des polynémes d’Adomain pour résoudre les
équations intégrales non-linéaires.

Calcul des polynémes d’Adomain

La méthode de décomposition d’ Adomian suppose que la fonction linéaire inconnue peut
étre représentée par une série infinie (2.1), ou les composantes u,(z), n > 0 sont déterminer de
maniere récursive qui implique généralement des intégrales simples qui peuvent étre facilement
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2.1. METHODE DE DECOMPOSITION D’ADOMIAN (M.D.A) 2.1

évalués.
Pour établir cette relation, nous substituons (2.1) dans 1’équation intégrale non-linéaire :

u(@) = f(a) + A /Q Kz, ) F(u(t))dt, (2.2)

tel que : u(z) est le terme linéaire représenté par une somme infinie de composants. Les termes
non-linéaires sont u?(t), u3(t), ™) sin(u(x)),-- -, qui sont substitués dans I'’équation (2.2) alors
on trouve une représentation spéciale, s’appelle les polynémes d’Adomain A,,, n > 0.

A, = ———|F(> ANuj)a=o, n=0,1,2,--- 2.3

P Vo (2.3
Ou les polyndémes d’Adomain A, peuvent étre évalués pour toutes les fonctions non-linéaires. La
formule générale (2.3) peut étre facilement utilisée comme suit : on a la fonction F(u(x)) est
non-linéaire, alors d’apres (2.3) les polynémes d’Adomain sont donnés par :

F(uo),
A1 = ulF’(uo),
Ay = waF'(uo) + 5 uiF" (uo),
Az = ugF'(up) + u1u2F”(uo) + 3,u%F”’(u0)
Ay = uiF' (uo) + (503 + wiug) F" (ug) + quius F" (u)
+ 57Ut E" (ug).

Tout d’abord, Ay dépend que de ug, A; dépend que de ug et uq,- - -
Deuxiemement, nous substituons les formules derni¢res dans (2.3) on obtient :

Flu)=Ap+ A1+ Ay + - -

F(u) = F(uo) + (u1 +uz +ug + ...) F'(ug) + 5 L(u? + 2uqug 4+ ud + ) F (ug)
—i—%(ui’ + 3uduy + 6ugugus + ... ) F" (ug) + - - -

F(u) = F(ug) + (u — uo) F'(uo) + 5 (u — 1) F" (uo) +

Cette derniere confirme un fait que la série dans les polynémes A, est une série de Taylor sur
une fonction uy et non sur un point comme dans la série de Taylor standard. Dans ce qui suit,
nous allons calculer des polynémes d’Adomain pour certains termes non-linéaires qui peuvent
apparaitre dans les équations intégrales non-linéaires.

1¢"¢cas

Les quatre premiers polynémes d’Adomain pour F(u) = u? sont donnés par

= F(uo) = ug,
A1 = 'Ll,lF/(Uo) = 2UOU1,
Ag = UQF/(U()) + 2|U%F”(U0) = U()UQ + Ul,

Ag = U,gF (Uo) + U1U2F”(U0) + F”/(UQ)

= 2UOU,3 + 2U1U2,
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2.1. METHODE DE DECOMPOSITION D’ADOMIAN (M.D.A) 2.1

2¢mecas

Les quatre premiers polynémes d’Adomain pour F'(u) = sin(u) sont donnés par :

F(ug) = sinuy,
A1 = ulF( 0) = UjCosu,
Ay = ugF'(ug) + % 2F" (up)
= Uscosu — yuisinug,
Az = usF'(ug) + uyus F" (ug) + lU%F”/(Uo)
= U3COSUY — U U2STNUY — FUTCOSU,

3¢mecas

Les quatre premiers polynémes d’Adomain pour F'(u) = e" sont donnés par :

Ap = F(ug) = e

Ay = ur F'(ug) = uge®,

Ay = upF'(ug) + 5ui F" (uo)
= (u2 21|U%)6 )

Az = uzF"(ug) + urua " (ug) + %ugF’”(uo)

= (ug — ugug — 31Ui1)’)€ )

Principe de la méthode On utilise cette méthode sur I’équation intégrale de Volterra non-
linéaire :
(@) = f(z) + A / K (2, 8)F(u(t))dt, (2.4)
Q
on a

oo
=2 Un,
n=0

En substituant cette derniere dans 1’équation (2.4) on obtient :

S (7)) = 7+ / K(x,t) S A (t)dt
n=0 0 n=0
telles que A,, sont les polynémes d’Adomian pour F(u(zx)).
Alors on a :
u0<x) = f(l‘)7
up1(z) = A J§ K(z,t)A(t)dt, k> 0.
Donc la solution est donnée par :
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2.1. METHODE DE DECOMPOSITION D’ADOMIAN (M.D.A) 2.1

La convergence de la méthode

Afin de généraliser et faciliter ’étude sur la convergence de cette méthode, on va utiliser la
notation opérationnel pour les équations intégrales a étudier, il suffit d’écrire I’équation sous la
forme :

u— Au=f, (2.5)

ou A est un opérateur intégral et f une fonction inconnue comme indiqué précédement dans le
principe de la méthode et apres la substitution de (2.1) et (2.3) dans (2.5) on obtient :

i u, = f+ i A,. (2.6)
n=0 n=0

On a besoin de rappeler quelques notions élémentaires sur la convergence des séries.

o0
Soit > wu, une série numérique de terme u,, on dit que la série est convergente si la suite des

n—=
sommes partielles S,, est convergente. Ce que veut dire :

Sl = Uz,

Sy = uy + us,

S, = U+ U+ -+ Uy,

lim S, =5,
n—-+00
(o.¢]
donc, la suite des sommes partielles (5,,) est convergente et puisque S, = > wu, d’ou u, est

n=0
convergente.

(o.@) o0
Théoréeme 2.1. Si la série des opérateurs > A, est converge alors la série des solutions Y. u,

n=0 n=0
est converge aussi. i.e :

> A, < 400 alors > u, < 400.

On note que la méthode d’Adomain appliquée a (2.5) se rameéme a la recherche

STL = Z Si?
=0

d’autre part on a :

S, = Zun ¢’est-a-dire
n=0
Sn = U1+U2+U3+"'+Un.
D’ou :
So =0,
51:SO+51:0+U1,
SQZSO+51+SQZO+U1+U2,

Spp1=5+S1+ -+ S, =0+u + -+ up,.
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2.1. METHODE DE DECOMPOSITION D’ADOMIAN (M.D.A) 2.2

o0
> u, est convergente d’apres le théoreme précedent on a alors le résultat suivante.
n=1

oo (o.@)

Corollaire 2.2. Si A est une contraction alors les séries >, A,, > u, sont convergentes, de plus
n=0 n=0

oo

> uy, est satisfait I’équation

n=0

u—Tu=f

oo
c’est-a-dire : > u, solution de cette équation.
n=0

Satisfait la relation suivante :

So =0 up=f,
Sn—i—l :A(U0+Sn), n:0,1,2,---

en conclure le résultat de convergence suivante.

Théoréme 2.3. Si l'opérateur A est une contraction alors (Sy)n>0 satisfaisant la relation de
récurrence

Sn+1 = A(uo + Sn),
avec Sop =0, n >0 converge vers S ot S = A(ug + S).

En effet :
A partir la relation (2.1) et de 6 < 1, on a :

[Snr =Sl = [[Auo + Sn) — Aluo = S|
< Al ISn = Sl
|
< )5 5]

d’ou :
S, — S.

D’autre part, on a :
oo
> An =2 tn,
n=0 n>1

et comme ) u, est convergente d’apres le théoreme précedent, on a alors le résultat suivant.
n>1

o0 (o]
Corollaire 2.4. Si T est une contraction alors les séries >, A, > u, sont convergentes, de plus
n=0 n=0

> u, est satisfait I’équation

n=0

u—Au=f

(0]
c’est-a-dire : Y, u, solution de cette équation.
n=0
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2.2. LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES (M.A.S)

2.3

2.2 La méthode des approximations successives (M.A.S)

C’est une méthode itératives fondée sur le principe du point fixe, cette méthode est parfois
appelée méthode d’itération de Picard, la méthode des approximations successives résoudre tout
probleme en trouvant des approximations successives de la solution en commencant par une

estimation initiale égale & 0,1,z ou f(x).

Cette derniere est utilisée pour déterminer les autres termes a partir d'une relation de récur-
rence, dans tous les cas cette méthode peut étre appliquée avec succes pour résoudre les équations

intégrales non-linéaires.
Considérons 1’équation intégrale sous la forme :
u(@) = (@) + [ Kot u(t)dt,
pour résoudre cette équation en utilisant la relation récurrente suivante :

up(z) = 0, ot 1 ot x ou f(x),
unt1 () = f(2) + Jo K (2,1, un(t))dt,

c’est-a-~dire en substituant uy(z) dans le c6té droit de I’équation itérative, on obtient :

ur(z) = f(x) + Jo K(z,t,uo(t))dt,
uz(w) = f(z) + Jo K(z,t,ui(t))dt,

un(x) = f(x) + [ K(x,t,u,—1(t))dt.

et par conséquent, on trouve la solution u(z) par passage a la limite, n — oo, c.a.d. :

u(z) = n1~1>IJIrloo Un11(T).

La convergence de la méthode

Théoréme 2.5. Supposons que K (x,t,u(t)) est continu pour a < x <b et soit f € C(,R).

En outre, supposons que :

|K(z,t,u1) — K(z,t,ug)| < Lluy —us|, a<z<t<b, wup,uy€R,

Pour une certaines constante L, alors I’équation intégrale (2.1) admet une solution unique

u € C(,R).

Par ailleurs, la méthode itérative précédente converge pour toute estimation initiale ug € C'(£2,R).

Démonstration (voir [3])
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2.3. METHODE DE PERTURBATION HOMOTOPIQUE (M.P.H) 2.3

2.3 Meéthode de perturbation homotopique (M.P.H)

La méthode du perturbation homotopique a été établie par Ji-Haun-He en 1999.

Cette méthode a été utilisée par beaucoup de chercheurs et appliquée pour résoudre plusieurs
équations différentielles ou équations aux dérivées partielles linéaires et non-linéaires.

La solution numérique de la méthode MPH est considérée une série de fonction qui converge
rapidement vers la solution exacte. Cette méthode permet de transformer la résolution d’un
probleme difficile en un probléme simple a résoudre.

La méthode MPH est basée sur I'hypothese de I'existence d’un petit parametre p € [0, 1],
affublé a I'équation étudiée. (voir [?])

Description de la méthode pour I’équation intégrale non-linéaire de
deuxieme espece

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, considérons 1’équation intégrale non-linéaire
de Volterra de deuxieme espece :

y(@) = @)+ [ K@ Dly®rd, a<at <, (2.8)

et aussi le type d’équation intégrale non-linéaire de Fredholm suivante :

y(@) = f)+ [ K@l a<e<b 2.9)

Pour expliquer (M.P.H), nous reconstituons (2.9) comme :
L(u) =u(x) — f(x) — | K(z,t)[u(t)]"dt =0, (2.10)

avec la solution u(z) = y(z).
On définit I'homotopie H (u,p) tel que :

H(u,0) = F(u), H(u,1) = L(u).

ou F'(u) est un opérateur fonctionnel avec une solution disons wuy et on définit un homotopie
convexe H(u,p) par :

H(u,p) = (1 —p)F(u) + pL(u) =0, (2.11)
qui peut étre obtenu facilement et tracer en continu une courbe implicitement définie a partir
d’un point de départ H (ug,0) jusqu’a une fonction solution H (y,0).

Le parametre de plongement p augmente de fagon monotone de zéro a un lorsque le probleme
trivial F'(u) = 0 est continuellement déformé au probleme d’origine L(u) = 0 avec p € [0, 1].

La solution de I'équation (2.8) ou (2.9) par la méthode de perturbation d’homotopie est donnée
par :

u(z) = ip"un, (2.12)

23



2.3. METHODE DE PERTURBATION HOMOTOPIQUE (M.P.H) 2.3

Par conséquence, la série (2.12) est convergente dans la plupart des cas vers la solution exacte s’il
existe, c.a.d. :

y(z) =limu =) u,,
n=0

p—1

et aussi le taux de convergence dépend de L(u). (voir [?])

On a :
F(u) = u(z) — f(z), (2.13)

on substitution les équations (2.12), (2.10) et (2.13) dans I’équation (2.11) on obtient : la relation
récurrente suivante :

P’ ow(r) = f(o),
P () = [P K (z,t)Hy (8)dt, n > 0.

Ou les H,, sont les polyndmes de He qui peuvent étre calculés en utilisant la formule :
1 877, n

k T —
E@ipn((;p Uk) )p=07 n = 0,1’2..

Hn(lL(], ,U,n) =

Remarque 2.1. La formule (2.3) est la formule standard de la méthode de décomposition d’Adomain,
le théoreme suivant est la preuve de cette remarque.

Théoréme 2.6. La méthode de décomposition d’Adomain est la méthode de perturbation homoto-
pique avec un homotopie convexe donné par :

b
H(u,p) = u(z) — f(z) — p/a K (2, t,un(t))dt = 0,

Description de la méthode pour I’équation intégrale non-linéaire de
premiere espece
Si on considere I'équation intégrale de Fredholm non-linéaire de premiere espece sous la forme :

$@) = [kt ytear,

Si le noyau k(x,t) est séparable, et

< 1.

b
|1—/ k(x, £)dt

Alors, on définie I'opérateur :

b
L(u) = f(z) — / k(x,t, u(t))dt = 0.
Alors, on construire une homotopie convexe sous la forme :

H(u,p) = (1 = p)F(u)(x) + pL(u)(x) = 0,
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2.4. METHODE DE PROJECTION 2.4

tel que p est un parametre p € [0,1] , la méthode de perturbation d’homotopique applique
I’expression suivante :

00
u = P Un,
0
par Conséquence .

= hmZp U (z

p—1

La derniere série converge vers la solution exacte.

up(z) = 0,
w(z) = f(z)
Unir (2) = un(z) — [P k(2 t,un(t))dt, n>1

2.4 Méthode de projection

Définition 2.1. Soit E un espace vectoriel, F; et Ey deux sous espaces vectoriels de F, on dit
que E est un somme direct de E; et Fy et on écrit £ = E; @ Es si pour tout v € E peut étre
décomposé sous maniere unique

v=1uv + 12, v1 € F, vy € Es.
En outre, si E' est muni d'un produit scalaire et que :
Yo, € Eq,YVuy € Ey, < v1,v9 >= 0,
alors E est appelé la somme direct orthogonal de F; et Fs.

Proposition 2.7. Soit E un espace vectoriel, puis E = F1 @ Fs si et seulement s’il existe un
opérateur linéaire P : 2 — E tel que
P? =P,

avec v = P(v) et vg = (Z — P)(v) et aussi : By = P(E) et By = (Z — P)(E).

Définition 2.2. Soit X un espace de Banach, un opérateur P € £(X) tel que P? = P est appelé
un opérateur de projection, si X est un espace de Hilbert alors 'opérateur P est appelé un
opérateur de projection orthogonal. Il est facile de remarquer que 'opérateur de projection P est
orthogonal si et seulement si :

< P(v),(Z - P)(u) >=0, Yu,ve X.

Principe de la méthode
Considérons I’équation intégrale écrite en notation d’opérateur suivante :
(Z—-T)u=f, (2.14)

et I'opérateur T est supposé étre compact sur un espace de Banach X dans X avec X est un
espace de Banach, C'(Q,R) ou L*(Q,R) définit par :

Ty = /Q K(x, ¢, u(t))dt. (2.15)
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2.4. METHODE DE PROJECTION 2.5

On choisit une suite de sous-espace de dimension finie u,, C X, n > 1, avec u,, ayant la dimension
d, et ont une base {®1, - ,©q}

Soit v, une autre suite de sous-espace de dimension finie de X, et soit P, : X — v, une
suite d’opérateurs de projection, nous cherchons une fonction wu, pour approcher u par la suite
Up, n=1,---,00, il suffit de prendre une suite {¢;}, j=1,---,d comme base de I'espace X,
et écrire u,, sous la forme :

un(z) = ;Cj%(x)‘ (2.16)

En substituant (2.16) dans I’équation (2.14) on obtient :

> Cios(@) —/QK(x,t,Z:ngp(t))dt — f(),

et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ou le résidu :
Ry (up) = (2 =T)(un) — f.

On choisissons u,, et déterminer les coefficients C; de tel sorte que le résidu R, (u,) soit petit,
c.a.d. :
R, (u,) — 0.

Si P, est la projection orthogonale on a :
P,R,(u,) = 0.
Cela équivalent :
P, — P, Tu, = P,f.

Afin que P,u,, = u,, donc
up, — P, Tu, = P, f.

Le but et que la fonction qui en résulte u, (x) sera une bonne approximation de la solution u(z).
convergence de la méthode (voir [5])

Lemme 2.8. Soit X un espace de Banach, et soit {P,} une famille de projection bornée en X
avec
P,u — u lorsque n — oo, u € X.

Si
T: X - X

un opérateur compacte alors :
|T(Z — P,)|| — 0 lorsque n — oc.

Théoreme 2.9. Supposons que T : X — X borné, avec X un espace de Banach, et supposons
que A\ —T : X — X tel que :
IT(Z - P)|| — 0.

Alors pour tout n grand et n > N, lopérateur (A — P,T)™! est borné.
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2.5. METHODE DE COLLOCATION 2.6
2.5 Meéthode de collocation
Application de la méthode de projection
Pour résoudre 1’équation intégrale non-linéaire de la forme :
ulw) = f(@) + [ Ko, tu(t)adt,
Q
on va choisi des points distincts x1,--- ,xny €  tel que
R.(z;) =0, 1=0,---,N.
R (1) = un(:) — / K (24, 6, un(£))dt — f(x;), i=0,--- N, (2.17)
Q

en substituant I’équation (2.16) dans ’équation (2.17) on obtient :

N N

S Chp;(x) —AK(%,t,ZQ@(t))dt = f(zi), i=0,---,N. (2.18)

j=0 3=0
Soit P, : X — v, avec v = C(2,R) et soit u € C(Q, R).
On défini P,u comme élément de v, I'interpolation de u aux points de collocation xq,--- ,xy.

Donc N N
Po(u(z;)) = f(z) + Z:Cj/QK(a:i,t,Zngpj(t))dt, i=0,--,N,
d’ou N
Pou(z) = Zl Cipj ().

Les coefficients C; sont déterminés par la résolution du systeme :

N

J=1

ce systeme admet une solution unique si

det(p;(x:)) # 0.

2.6 Méthode de quadrature

Chacune des méthodes numériques précédemment nécessite I’évaluation des intégrales définies
afin de produire une fonction qui se rapproche de la solution d’une équation intégrale de Fredholm
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2.6. METHODE DE QUADRATURE 2.6

sur 'intervalle [a, b], le but de toute méthode de quadrature numérique est d’approximer l'intégrale
définie d’une fonction continue f(z) en un intervalle fermé [a, b], avec une somme finie donc

/abf(ﬂf)dx = Zi:wzf(flfz) + &,

chaque méthode de quadrature nécessite un ensemble prédéterminé xq,--- ,z, de noeuds avec
a <1z < 29 < --- < b, et un ensemble de poids positifs wy, ws, -+, w,, le terme d’erreur &
dépends de n, a, b, et les valeurs d’une dérivée supérieure de f a un point intérieur de 'intervalle,
le choix de la méthode peut dépendre de la forme de f et I'intervalle d’intégration.

Il existe de nombreuses formules de quadratures de ce type, elle appartient a deux choses
principales, les formules de quadrature de Newton nécessitants des noeuds, de sorte que :
b—a

Ay, =2, — i1 = — t=1,---,n,

et un ensemble spécifique de poids qui ne dépendent pas des formules de nceuds de ce type incluent
la regle de trapeze, de simpson et de Bode.

D’autre part, les nceuds dans les formules de quadratures gaussiennes sont choisies pour étre les
zéros d’un polynome orthogonal de degré n, et les poids sont donnés en fonction de ces polynomes
et de leurs dérivés évalués aux noeuds, nous notons a cet égard les formules de quadratures
Gaussiennes couramment utilisées qui sont (voir [6]) :

o Gauss-Radau :

En fixant z, = b, donc la quadrature de Gauss-Radau convient aux problémes avec un
point limite.

o Gauss-Lobatto :

Qui est le plus couramment utilisée en 'approximation spectrale.
Maintenant nous considérons I’équation intégrale non-linéaire :

+/ (2, ¢, u(t))dt, (2.19)

ou f(x) est continue sur l'intervalle [a, b], aprés avoir choisi une méthode numérique approximative,
nous substituons chaque nceud x; dans 1’équation intégrale (3.3), pour obtenir n + 1 équations
suivantes :

uwng@g+L3q%¢u@Ma@:mLzu-m

En substituant les nceuds et les poids positifs indiqués pour la méthode choisie, la valeur de
chacune de ces intégrales peut étre exprimée sous la forme :

b
/K(xi,t,u Zw] (i, xj,u(x;)) +e(x;), i=0,1,2,---.n

ou &(x;) c’est 'erreur de la méthode de quadrature.
La remplacement de l'intégrale définie par les sommes finies produit les n + 1 équations :

u(z;) = f(z;) + ijK(xi,xj,u(xj)) +e(x;), i=0,1,2,--- n
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2.6. METHODE DE QUADRATURE 2.6

apres avoir rejeté les termes d’erreurs, nous arrivons au systeme :
n
Yi = f(xl) +ijK(xi>mj7yj)a 1= 07 172a N
Jj=0

de n + 1 équations et de n + 1 inconnues y;, il était nécessaire de remplacer la valeur exacte u(x;)
par la valeur approximative y; car les termes d’erreur ont été ignorés, si e(z;) est petite alors y;
est approchée de u(z;).

L’interpolation de Lagrange

Une fonction d’interpolation continue y(x) peut étre construire sur 'intervalle [a, b] qui passe
par tout les point de [a, b].

On va définit une fonction d’interpolation continue comme suit :
Vo) = )+ s Ko ,.1)
j=
donc la formule classiques d’interpolation de Lagrange est définit par :
Vo) = D uLda).

avec {L;(z)}¥, est la base des polyndomes de Lagrange associe a I'ensemble des points {x;} Y, est
définit par :

r—; .
Li(x)= H !, i=1,---,N.
1<k<N izk Vi~ Tk
Les polynémes orthogonaux
Les polynomes orthogonaux jouent un réle fondamentale dans I’analyse des méthodes de projec-

tions, il est donc essentiel de comprendre certaines propriétés générales des polynémes orthogonaux.

Une suite des polynémes orthogonaux est une suite {P,} -, des polyndmes avec deg(P,) =n

tel que :
< P, P; >=0 sit# 7,

puisque 'orthogonalité n’est pas modifié en multipliant une constante non nul, on peut normaliser
le polynéme donc les coefficients de z".

Py(z)=a2"+a" 2" '+ +al. (2.20)
Les polynémes orthogonaux peut étre générés par la relation de récurrence suivante :

P o= 1,
Pl = T — Qj,
Pn+1 = ('CE - an+1)Pn - Bn—i—lpn—la n > 1.
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2.6. METHODE DE QUADRATURE 2.6

ou

o . f: rwP2dz
n+1l — fb WPnPde’
6n+1 _ fa xwPn Pp_1dx

f: wPfL_ldx
On a plusieurs types des polynomes orthogonales, notamment : les polynomes de Jacobi, polyndéme
de Chebychev et de Legendre, ce dernier est beaucoup utilisé dans notre travail.

Les polynomes de Legendre

Les polynomes de Legendre notés par L, (z) sont orthogonaux sur lintervalle [—1,1] avec
w(x) =1, et la normalisation L, (1) = 1, le polyndéme de Legendre est satisfait les trois relation de
récurrence :

Lo( ) =1
(n+1)L n+1(m) =(2n+ 1)zL,x — nl, 1(z),
et la relation d’orthogonalité est :
1 1
/_ D)L ) = by (2.22)

Le polynome de Legendre est définir comme la normalisation de probleme Sturn-Liouville singulier
(1 = 2L (z)) +n(n+1)L,(z) =0, =€ [-1,1].
Par la formule (3.3) en déduire que :

/ 11 Ly (@)L (2) (1 — %)da = "%T”gkj. (2.23)

2

Les polynomes L} () sont orthogonaux entre eux par rapport a la fonction de poids w(z) = 1 —z?,

autre utile des polynémes de Legendre comprennent :

J5 ln( Jde = 305 (Lnsa(w) — Ln 1(x)), n =1,
Lo(x) = gL (@) = L4 (7)),
Ln(£1) = (£1)",
( 1) =3(F)" n(n+1),
Li(z) = 3350(2k + 1) Ly(2).
Ly(x) =355k + 3)(n(n + 1) — k(k + 1) Li(2)).

Pour la série-Legendre les points de quadrature et les poids sont :
» Legendre-Gauss X sont les zéros de Ly est :
2

w; = , 0< 73 <N,
T (=) (L ()

o Legendre-Gauss-Radau :

x90=—1, x, =1, {x]}j\;l
sont les zéros de Ly (z) et w; = N(]\?H).[LN(I%)]Q, 0<j<N.
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Chapitre 3

Applications et exemples numériques

3.1 Application de la méthode de décomposition d’Ado-
main (M.D.A)

FEzemple 3.1. On utilise la méthode de décomposition d’Adomain pour résoudre 1’équation intégrale
non-linéaire de Fredholm de deuxieme espéce suivante :

71,
u(@) = gr+ 5 /0 st (t)dt,

la solution exacte est : u.(z) = x
on a :

u(x) = i)um

on substituant cette derniere dans I’équation précédante on obtient :

S () = cx + - / ot S A ()t
n=0 8 2 0 n=0

telque A, sont les polyndémes d’Adomian pour u?(z).
Alors on utilise la relation suivante :
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3.1. APPLICATION DE LA METHODE DE DECOMPOSITION D’ADOMAIN (M.D.A) 3.2

Ceci donne consécutivement

up(z) = %x,

w(z) =3[y otho(t)dt = 2,
us(x) = %fol xtAq(t)dt

= 1 [ 2t2up(t)u (t)dt
343

16384°L -

uz(z) =3 [y wtAs(t)dt

1 r1 2
= 5 Jo wt(ugug + ui)dt
7203

= 572864 %

us(r) =1 [y otAs(t)det

= 1 Jo wt2(uous + uyus)dt

__ 151263 T
T 201326592

us(x) = %fol xtAy(t)dt
= % fol xt2(uouy + uyug)dt

_ 1764735
= 64424495027
La solution est donnée sous forme d’une série :
(2) 7 n 49 n 343 n
uwzr) =2+ —ax+ —ax+---
8 512 16384

qui converge vers la solution exacte :
ue(z) = .

Comparaison entre les itérés et la solution exacte
Les itérés u;(z) obtenus par la méthode d’Adomian sont ug, uq, ug, us, uy, us on a
Jui(x) — ue(2)]| = max {|ui(z) — ue(z)|}.

z€[0,1]

TABLE 3.1 — Comparaison entre les itérés et la solution exacte pour ’exemple 3.1

i) ] ue(e) | flui(@) — ue(o)| o
0 o X 0.125
i
1 %x X 0.904
2 %x X 0.979
3 R x X 0.995
4 2?%22%221: X 0.999
5 | Gaioidos0a” X 0.999
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3.2. APPLICATION DE LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES (M.A35)

3.2 Application de la méthode des approximations succes-
sives (M.A.S)

FExemple 3.2. Considérons ’équation intégrale non-linéaire de Fredholm suivante :

5

u@%:w%w+1—ﬁh—;;+;[?ﬂﬂﬂ+ﬁ@ﬁh

la solution exacte est :
1
ue(x) = cos(z) + 5
Alors :
up(z) =0,
ui(z) = cos(w) + 1 — & — 50 4 L [Ta(ug(t) + ud(t))dt,
=0, 395506 + cos(z),

ug(z) = 0,471163 + cos(x),
| us(x) = 0,490522 + cos(x),
uyg(x) = 0,495728 + cos(x), (3:1)
us(z) = 0,497145 + cos(x),
ug(z) = 0,4975 + cos(x),

Upt1(x) = cos(x) +0,49....

Donc la solution exacte est donnée par :
. 1
w(@) = lim up41(2) = cos(x) + 5

Comparaison entre les itérés et la solution exacte

Les itérés u;(z) obtenus par la méthode des approximation successives sont ug, U1, s, Uz, Uy, Us
on a

i) = ue(@)lloe = max {ui(z) — ue()[}-

TABLE 3.2 — Comparaison entre les itérés et la solution exacte pour 'exemple 3.2

i ui(7) ue(r) | [lui(@) — ue(2)|l
0 0 cos(x)+ 3 1

1] 0.395+cos(x) | cos(x)+ 5 0.395

2| 0471+cos(x) | cos(x)+ 3 0.471

3| 0.490+cos(x) | cos(x)+ 3 0.490

4 ] 0,495728+cos(x) | cos(x)+ 3 0.003

5 | 0,497145+cos(x) | cos(x)+ 3 0.003
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3.3. APPLICATION DE LA METHODE DE (M.P.H) 3.3

3.3 Application de la méthode de (M.P.H)

Exemple 3.3. On considere 1’équation intégrale non-linéaire de Fredholm de deuxiéme espece
suivante :

71,
u(@) = o+ 3 /0 st (t)dt,

Nous utilisons la relation récurrente suivante :

P w(r) = flo),
P () = [ Kz, ) H,(t)dt, n > 0.

Alors on obtient :

uo(x) = %x,
w(z) = 3 fy wtuo(t)?dt = 22,
us(z) = 3 Jy ot (2uo(x)us (z))dt = L fo atla(L)dt,
_ 343
= Te3sa?-
U () = 3 Jo wtuo(t)us(t) - - up_q (t)de.
par conséquent, la solution est :
U(I) :U0+U1+U2+"'Um
_7 49 343

12

X.

Comparaison entre les itérés et la solution exacte

Les itérés u;(z) obtenus par la méthode d’Adomian sont ug, uq, ug, us, uy, us, on a

i) = te()llog = max {Jui(z) — ue(z)]}-

TABLE 3.3 — Comparaison entre les itérés et la solution exacte pour 'exemple 3.3

T w@ @ [ ue) - w@l,
0 o X 0.125
19
1 %x X 0.904
2 1762308§x X 0.979
3 1155712286634x X 0.995
4 25%2%2295 X 0.999
O | Ga121a9501% X 0.999
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3.3. APPLICATION DE LA METHODE DE (M.P.H) 3.4

Remarque 3.1.

D’apres le tableau de la comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de la
méthode de décomposition d’Adomain et de perturbation d’homotopique on remarque que les
deux méthodes sont équivalentes.

FExemple 3.4. Soit I’équation intégrale non-linéaire de Fredholm de premiere espéce suivante :

b
e’ :/ @2 2(¢)dt.

Alors on a :
y(z) = u*(z) = u(z) = £\/y(z),
d’ou .
e’ = / ey (t)dt.
0
Eton a:

1
‘1 —/ e(x_%)dt‘ = 0.3678 < 1,
0

On utilise la récurrence suivante :

y0<55') = 07

y1<l‘) =€,
Yni1(T) = v(x) — fol e(‘”*%)yn(t)dt, n > 1.

Par conséquence :

o) = yi(x) — Jo ey, (1)dt = e D),
ys(x) = ya(x) — fy e My (t)dt = 2,
= y3(x) — Jo e 2ys(t)dt = e,

ya()

yn(l’) = y2($) _ fol €(x_2t)yn71(t)dt — e(x_n_l)‘
Donc la solution exacte est donnée par :

e(:v—i—l)

lim y,(z) =

n—00 e—1°

d’ou
velz+1)

e—1 "

u(z) =+

Comparaison entre les itérés et la solution exacte

Les itérés u;(z) obtenus par la méthode d’approximation successive wug, u1, Uz, us, Ug, Uz, ON &

(@) = () = max @) = () 3.
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3.4. APPLICATION DE LA METHODE DE COLLOCATION 3.4

TABLE 3.4 — Comparaison entre les itérés et la solution exacte pour I'exemple 3.4

i wi(e) | ue(w) | lui(r) — ve(2)]o
0| o | Yo 1,5819
1| er | V2D 1,1363
2| erml | YD 0,6256
3| er2 | Vel 1,2141
4| ers | YD 1,4466
5| ert | YD 1,5321

3.4 Application de la méthode de collocation

3.4.1 Meéthode de collocation-Legendre pour I’équation intégrale non-
linéaire de Fredholm

On considere ’équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espece de la forme :

o+ | 'K (2, ) F(u(t))dt, (3.3)

comme nous avons déja vu, la méthode de collocation consiste a chercher une solution approchée
un(x), de sorte que cette solution soit satisfait I’équation (3.3) aux points de collocation, on peut
prendre comme points de collocation les nceuds {z;}Y = 0 de Legendre-Gauss de sorte que

un (@) = flx:) + / (25, 1) F(un (1)) dt, (3.4)

les intégrales qui sont apparus dans le schéma (3.4) seront approchés par le quadrature de
Legendre-Gauss, on transforme U'intervalle [0, 1] a 'intervalle [—1, 1] en utilisant la transformation

suivante :
S=2t—1, te [0,1],

on obtient ;
/ K (s, ) F(un (£))dt / (25, 2 1)F(uN(ﬂ))ds, (3.5)
0 2 2

soit {L£; } ", est la base des polynomes de Lagrange associée a les nceuds de Legendre-Gauss
{x; Y =0, pour approximer la partie non-linéaire dans le schéma (3.5) on utilisé 'interpolation de
Lagrange comme suit :

S + 1 al S+1
Fluy(——)) = > Flun(z;))Li(—— 5 ),
7=0
I'équation (3.5) devient :
Sk+1 N Sk + 1
un(z;) = f(z;) + = Zka )> Flun(z;))L,( 5 ), (3.6)
k: 0 7=0
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avec {wg }_, sont les poids de Legendre-Gauss, donc pour i = 0,1,--- , N, I’équation (3.3) forme
un system non-linéaire de (N + 1) équations et (N + 1) inconnues, ce system est résolu par la
méthode de Newton pour déterminer les inconnues {uy(z;)}¥,.

On utilisé I'interpolation de Lagrange pour trouver la solution approchée uy(z) par :

un(z) =3 un()Li(z) ~ u(z).

=0

FExemple 3.5. On se propose de résoudre par la méthode de collocation-Legendre ’équation intégrale
non-linéaire de Fredholm suivante :

u(r) =2 — ;(2\/5 — 1z —2*+ /01 xt\/@dt,

avec la solution exact de cette équation est
Ue(x) = 2 — 22

Les résultats numériques sont présentés dans le tableau 3.6 pour n = 10 et la figure 3.4.1

TABLE 3.5 — Résultats numériques pour I'exemple 3.5

x valeur exacte valeur approximative Erreur absolue
te() e == max | (o) — u(z) |
0.000e+00  2.000e+00 2.000e+-00 4.440e-16
1.000e-01 1.990e+00 1.990e+00 3.419e-14
2.000e-01 1.960e+00 1.960e+00 6.972e-14
3.000e-01 1.910e+00 1.910e+00 1.039e-13
4.000e-01 1.840e+00 1.840e+00 1.387e-13
5.000e-01 1.750e+00 1.750e+00 1.736e-13
6.000e-01 1.640e+00 1.640e+00 2.078e-13
7.000e-01 1.510e+00 1.510e+00 2.429e-13
8.000e-01 1.360e+00 1.360e+00 2.779e-13
9.000e-01 1.190e+00 1.190e+00 3.128e-13
1.000e+01  1.718e+00 1.718e+00 3.474e-13
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2.8 T T T T T T T
= = = Splution approch
26 I Solution exacle i
®  poinis de collocation

Fd

24 F /-/ .
rF
22 /,- -
2 I~ / 1
-
"
18 "/", -
16 ,.-"’.f ™
/’.’r
14 o .
e
-
12 e s
;r'"-

1 -

DH | 1 1 | 1 | |
-1 0.8 0.6 -0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 08 1

Fi1GURE 3.1 — La solution exacte, la solution approchée et les points de collocation pour I’ exemple
3.5

3.4.2 Meéthode de collocation-Legendre pour 1’équation intégrale non-
linéaire de Volterra
On considere ’équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce de la forme :
u(z) = f(z) + /O Kz, t)F(u(t))dt, (3.7)

on va appliquer la méme procédure qu’auparavant pour I’équation de Fredholm (3.3), en tenant
compte les différences entre les deux équations.

On a: N
un (@) = f(z:) + /0 K (05, ) F(un (1)) dt, (3.8)
on transforme l'intervalle [0, z] a U'intervalle [—1, 1], en utilisant la transformation suivante :
1 -1
t= +x3 z , s, x € [—1,1],
2

on obtient :

/ K (25, ) F (un ())dt = / (w1, 5 s+ P F (s + S, (3.9)

On utilise I'interpolation de Lagrange pour approximer les parties non-linéaires dans le schéma
précédant

S1+ x; ZL‘Z—l N 1—}-1’1 JZZ—l
55t o) = 2 Flun(e))L;(——s+ =

j=0

Flun(

).
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Avec {L£}Y, sont les polyndomes de Lagrange associées a 'ensemble des nceuds de Legendre-Gauss

eV
5 =0

Par le quadrature de Legendre-Gauss, nous approximations les intégrales (3.9), I'équation (3.8)
devient :

RS 1+ i~ 1 L+ i+ 1
UN<$i):f(l'i)+§Zka($i, 2x ﬂlfk—i-$ 5 )[ZF(UN(%))ﬁ(Txxk—i—x . )],
k=0

=0
avec {wy }2_, sont les poids de Legendre-Gauss, donc pour i = 0, 1,--- , N, I'équation (3.8) forme
un systeme non-linéaire qu’est résolu par la méthode de Newton pour déterminer les inconnues
N
{un(z:)}ilo-

La solution approchée de 1'équation (3.7) par cette méthode est donnée par :

un(x) = ;)u]v(mi)ﬁ(x) ~ u(z).

FExemple 3.6. On se propose de résoudre par la méthode de collocation-Legendre ’équation intégrale
non-linéaire de Volterra suivante :

u(z) =e" — ;(e% - 1)+ /Ox w?(t)dt.

avec la solution exact de cette équation est :

ue(r) = €”.

TABLE 3.6 — Résultats numériques pour I'exemple 3.6

x valeur exacte valeur approximative Erreur absolue
() e e = max | (o) — u(z) |
0.000e+00 1.000+00 1.000e+-00 2.680e-12
1.000e-01 1.105e+00 1.105e+4-00 7.900e-13
2.000e-01 1.221e+00 1.221e+4-00 6.175e-13
3.000e-01 1.349e+00 1.349e+00 1.807e-13
4.000e-01 1.491e+00 1.491e+00 4.145e-13
5.000e-01 1.648e+00 1.648e+-00 6.237e-13
6.000e-01 1.822e+00 1.822e+00 2.324e-13
7.000e-01 2.013e+00 2.013e+-00 3.401e-13
8.000e-01 2.225e+00 2.225e+00 6.039e-13
9.000e-01 2.459e+00 2.459e+00 7.132e-13
1.000e4+01  2.718e+00 2.718e+00 2.169e-12
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= = = Sojftion approch
solSon exact
&  poinis de collocation

oA L i i 1 | ] L I L
=1 =0.8 (L6 .4 =02 a 02 0.4 o8 [LE: i

FI1GURE 3.2 — La solution exacte, la solution approchée et les points de collocation pour I’ exemple
3.6
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudier la résolution numérique par la méthode de projection pour
résoudre les équations intégrales non-linéaires dans un cadre fonctionnel, cette méthode permettre
d’approximer la valeur d’une fonction et pour relier la solution exacte des équations a la solution
numérique obtenue, ot la solution est s’écrit sous forme d’une série finie des bases d’un polynome
orthogonale multiplier par des coefficients ¢; sera déterminer a partir de la résolution d'un systeme
non-linéaire par la méthode de Newton, puis par la méthode de collocation qui est basée sur les
méthode quadratures, cette derniere transforme les intégrales a des sommes finies. Avant a étudier
les méthodes numériques, on va étudier quelques méthodes classiques.

Au début, on commence par la méthode de décomposition d’Adomain qui est la mere des
méthodes, ou la solution s’écrit sous la forme d’une série infinie, chaque terme de cette série est
un polynome appelé polynome d’Adomain, pour trouver ces polynomes nous utilisons I’algorithme
d’Adomain, cette méthode est tres efficace et converge rapidement vers la solution exacte, ensuite
par la méthode des approximations successives qu’est appelée aussi la méthode d’itératives de
Picard, puisque elle est basée sur les itérations, cette méthode est appliquée avec succes et converge
rapidement, a la fin, on va étudier une méthode récente appelée la méthode de perturbation
homotopique, cette méthode est basée sur un petit parametre p € [0, 1], en conclure a partir de
la comparaison entre la méthode de décomposition d’Adomain et la méthode de perturbation
homotopique que les deux méthodes sont équivalentes.
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Résumé

Ce mémoire est une étude générale sur les équations intégrales non-linéaires
et leurs résolutions, nous avons prouvées l'existence et 1'unicité de la solution
des équations intégrales non-linéaires dans l'espace des fonctions continues,
nous avons également consacrées notre travail a la résolution des équations
intégrales non-lin€aires par diverses méthodes d'approximation telles que la
méthode de décomposition d'Adomian, des approximations successives, de
perturbation homotopique, de projection et la méthode de collocation qu'est
basée sur les méthodes de quadratures. Nous avons données certains exemples
et en comparant les résultats obtenus par la solution exacte de chaque exemple
pour illustrer l'efficacité de ces méthodes.

Mots Clés : Equations intégrales non-linéaires, Méthode des approximations successives,
Polynéme d'Adomian, Méthode de perturbation homotopique, Méthode de projection,
Méthode de collocation.

Abstract
This thesis is a general study on non-linear integral equations and their

resolutions, we have proved the existence and uniqueness of the solution of non-
linear integral equations in the space of continuous functions, we have also
devoted our work to the resolution of nonlinear integral equations by various
approximation methods such as the Adomian decomposition method, successive
approximations, homotopic perturbation, projection and the collocation method
that is based on quadrature methods.

We have given some examples and comparing the results obtained by the
exact solution of each example to illustrate the effectiveness of these methods.
Key Words : Non-linear integral equations, Method of successive
approximations, Adomian polynomials, Homotopic perturbation method,
Projection method, Collocation method.
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