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Résumé

Dans ce travail, on a étudié 1’équation
Az + Bx — Az =y, (1)

ou x est I'inconnu dans un espace de Banach X, et y € X donné, A et B deux opérateurs
linéaires fermés dans X de domaine D(A) et D(B) respectivement dans le cas commutatif,
on a présenté les hypotheses sur les opérateurs A et B et discuté 'existence, 1'unicité et la
régularité maximal de la solution = du probléme (1).

Enfin on a donné une application sur I’équation de chaleur.

Abstract

In this work, we study the equation,
Az +br — Az =y. (2)

where z is the unknown in a Banach space X, and y € X, A and B are two closed linear
operators in X of domain D(A) and D(B) respectively in the commutative case. We present
the assumptions on the operators A and B and discuss the existence, uniqueness and maximal
regularity of the solution x of the problem (2).

Finally, we gave an application for the heat equation.
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Introduction Générale

Le développement de la théorie des sommes d’opérateurs linéaires fermés dans les es-
paces de Banach quelconques fut introduit par Grisvard (1967) [9], Da Prato (1969) [2] et
Da Prato-Grisvard (1975) [1].

L’une des raisons importantes de I’émergence de cette théorie est son interet dans la phy-
sique. Plusieurs probléemes concrets de la physique et de la mécanique régit par des équations
aux dérivées partielles, s’écrivent sous forme de sommes d’opérateurs.

L’objectif de notre travaille est de voir et essayer de comprendre la description de la méthode
de Da Parto-Grisvard dans le cas commutatif pour la résolution d'un certain probleme lié a
ces faits.

Le présent document est constitué de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présenterons quelques notions de base sur I’analyse fonction-
nelle et en théorie des sommes d’opérateurs. Ces notions concernent les opérateurs linéaires
fermés, I'intégrale de Dunford et I'intégration complexe.

Dans le second chapitre, nous présenterons les principaux résultats de la méthode de Da

Prato et Grisvard dans le cas commutatif. Ces résultats concernent la résolution de I’équa-

tion
Lz — ) \x =y,
(3)
x € Dy,
avec
Lx = Ax+ Bz,

reDp=DyNDpg,

ou f est une fonction donnée dans l'espace X, A est un réel positif fixé, A et B sont deux
opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D(A) et D(B) dans un espace de Banach
X.

Dans le dernier chapitre, nous donnerons une application de la méthode des sommes d’opé-
rateurs pour la résolution d’'un probleme régit par une équation aux dérivées partielles de
type parabolique.




CHAPITRE 1

QUELQUES RAPPELS

Ce chapitre a pour objectif 'introduction et le rappel de certaines notions utilisées dans la
totalité du mémoire. Tout lecteur intéressé par plus de détails est prier de voir les références.

1.1 Opérateur linéaire, borné, fermé et fermable

Définition 1.1 (Opérateur linéaire). Soient E et I’ deux espaces vectoriels normés , On
appelle opérateur linéaire , toute application linéaire u+—— T'u € F' définie sur un sous espace
vectoriel D(T") C E nommé domaine de (T') .

D(T)={xz € E, T est défini enz}.

Définition 1.2 (Opérateur borné). Soit (E,||.||g, F,||.||F) deux espaces de Banach sur méme
corps K =R ou C . On appelle opérateur borné de E dans F toute application linéaire
continue T': F —— F

de>0, ||Tx||p <c|z||g VzeE.

Ezxemple 1.1.1. I :C([0,1]) — C(]0,1])
est bien borné car :
[lz|| = ||z|| <cllz|| ,  VYe>1.

Définition 1.3 (Opérateur non borné). Un opérateur non borné sur un espace de Hilbert
H est un couple (D(T'),T) ou D(T) est un sous espace vectoriel de H et T' est un opérateur
linéaire défini D(T") dans H , on dit que T est un opérateur non borné de domaine D(T') .

Définition 1.4 (Graphe d’un opérateur). Soit (D(7),T) un opérateur non borné sur un
espace de Hilbert H | le graphe T est le sous espace vectoriel noté : G(T') de H x H défini
par

G(T)={(z,Tx), x € D(T)}.

Définition 1.5 (Opérateur fermé). Soient F et F' deux espaces de Banach, on dit que T
est un opérateur fermé si son graphe G(7') est fermé dans E x F', on note CL(E, F') 'espace
des opérateurs fermés de E dans F.

Ezemple 1.1.2. Soit T' un opérateur non borné défini sur H'(]0,1[) avec T' = —id— ou :
T
H'(]0,1[) est I'espace de Sobolev d’indice 1

H'(10,1]): {f € L*(0,1]); f" € L*(J0, 1) }.

Alors : T est un opérateur fermé.




1.2. Critére d’inversibilité

Proposition 1.1. Soient E et F' deux espaces de Banach etT': E+—— F un opérateur linéaire
alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1. T est fermé.

2. ¥(xn) C D(T) et {xy —> xo dans E, Txy+— yy, dans F},
alors xg € D(T),yo = Txg.

8. (D(T),||llpry) est complet.

Définition 1.6 (Opérateur fermable). Un opérateur 7' linéaire est dit fermable si 7" admet
une extension fermée.

Proposition 1.2. La plus petite extension fermée d’un opérateur fermable est appelée la
fermeture de T notée T'.

Proposition 1.3. Si A est fermable, B fermé et A C B alors A C B.

Preuve. A est une extension fermée de A. Soit B extension fermée de A.

AC B, G(A) C G(B) = G(A) c G(B) = G(B),
dot: A C B. m

Remararque 1.1.1. Si T est fermable alors

1.2 Critere d’inversibilité

Définition 1.7. Soient X et Y deux espaces de Banach et 77 : X — Y un opérateur linéaire
borné, on dit que :

a) Ty inversible a gauche s'il existe un opérateur 75 : Y — X linéaire et borné telle que
ToTy = Idy

b) T} est inversible a droite sil existe un opérateur 75 : Y — X linéaire et borné telle
que . T1T2 = [dy

¢) T est un inversible s’il inversible & gauche et a droite .
Théoreme 1.4. Soient X etY deux espaces de Banach et Ty : X —'Y un opérateur linéaire
et borné, les assertions suivantes sont équivalentes

i) Ty inversible da gauche.

i1) Ty injectif et a image fermé.

i1i) 1l existe ¢ > 0 telle que : ||Tiz|ly < C|lz||x,Vx € X.

1.3 Résolvante, Spectre et Commutateur

Soit T': Dp C E—— E un opérateur linéaire, on appelle ensemble des résolvante de T
I’ensemble
p(T)={ e C,(\[ —T), inversible}.

pour A € p(T) on note la fonction résolvante Ry(T) = (A —T)7 ! .




1.4. Opérateurs sectoriels

Théoréme 1.5. Soit T € B(H), Uapplication résolvante de T est
R\ T) = (Mg —T)~! vérifie les propriétés suivantes :

1. Y\ pep(T)
ROAT) = R(p, T) = (p= MR T)R(p, T) = (p = N R(p, T) RN, T).

2. R(.,T) est une application analytique sur p(T).

' ©.9] Tn
3. SiN€C: N> |T|; alors A€ p(T) et RIN,T) = X:OW
n=
d"R n, 1 prtl x
4. W()\,T):(—l) n!R"H (N, T) Yne N* X € p(T).

Définition 1.8 (Commutateur d’un opérateur). On dit que les résolvantes des opérateurs
linéaire 17 et Ty commutative si :

(Ty =A™ (T = pl)7H =0,

Ou [.,.] représente le commutative défini par

(T = AN (T =)™ = (T = D) TN Ty = pud) ™ = (T = ) "N (T =AD"

Définition 1.9 (Spectre d'un opérateur ). §(7') = {\ € C/(A —T') n’est pas inversible}.
On dit que A est une valeur propre de 1" si AI —T n’est pas injective .

1.4 Opérateurs sectoriels

Définition 1.10. Soit A un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach E. On dit
que A est sectoriel si

1. D(A) et Im(A) sont denses dans E.
2. KerA={0},] —00,0] C p(A) et il existe une constante M > 1 telle que

-1
|t(A+1t) HL(E) < M pour tout ¢ >0
Si A est sectoriel, alors il existe un angle # tel que le secteur

; ={ze€C/{0}: |argz| < 0},

soit contenu dans p(—A) et sur lequel la majoration précédente reste vérifiée i.e

sup Hz(z[—i—A)_lH = My < 0.
7€) 29

Définition 1.11. A est dit positif si | —00,0] C p(A) et il existe C' > 0 telle que

H(A—t)—luL(E) <~ w<o.

1.5 Intégrale de Dunford

1.5.1 Fonctions holomorphes

Définition 1.12. Soit U C C un ouvert, zg € U et f: U — C une fonction. On dit que




1.5. Intégrale de Dunford

e f est holomorphe en zg si lim M
Z—r20 Z—2z0

existe dans C.

Cette limite est alors notée par f/(zo), c’est le nombre dérivée de f en zj.

e f est holomorphe (ou analytique) sur U si f est holomorphe en tout point de U.

Proposition 1.6. Toutes les opérations légitimes sur les fonctions holomorphes comme :
somme, produit, rapport et composition donnent encore une fonction holomorphe.

1.5.2 Les formules intégrales de Cauchy

Théoréme 1.7. (Formule intégrale de Cauchy)

Supposons que f soit analytique dans un domaine simplement connexe D et que C' soit tout
contour fermé simple se trouvant entiérement dans D.

Alors pour tout point zy dans C,

F(z0) = ERIC)

o2 z— 2

dz. (1.1)

Théoréme 1.8. (Formule intégrale de Cauchy pour les dérivés)

Supposons que f soit analytique dans un domaine simplement connexe D et que C' soit tout
contour fermé simple se trouvant entierement dans D.

Alors pour tout point zy dans C,

f(n)(zo)_n'féc( f(Z) dz

C2miJo (z— )t

1.5.3 Théoréme des résidus

Définition 1.13 (Résidus). Supposons que zg est un point singulier essentielle isolé ou
un pole d'une fonction f(z) par ailleurs analytique dans un anneau autour de zg; on peut
développer cette fonction en série de Laurent. Le coefficient de (z — zo)_l s’appelle résidu de

f(2)a zo.

Théoréme 1.9 (Théoreme des résidus). Soit C' un contour simple fermé et f(z) est une
fonction analytique sur C et a l'intérieure de C, sauf en un nombre fini de points singulier
zn appartenant a lintérieure de C. Alors

fbf(z)dz = 24w i Res(f,z).
k=1

1.5.4 Intégrale de Dunford

Soit X un espace de Banach complexe et A un opérateur linéaire fermé. Notons par
H(A) l'espace des fonctions a variable complexe qui sont holomorphes dans un ensemble
fermé contenant le spectre de A. La formule analogue a la formule de Cauchy pour les
fonctions holomorphes est définit par I'intégrale de Dunford suivante

FA) = 5= [ 1) =2 dz,

ou 7y est une courbe simple et f € H(A).
L’opérateur f(A) € L(X) et ne dépend pas de 7.

10



CHAPITRE 2

METHDE DE DA-PRATO-GRISVARD (CADRE
COMMUTATIF)

Dans ce chapitre, on donne quelques notions sur la théorie des sommes d’opérateurs
linéaires [6]. Plus précisément, soit X un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs
linéaires fermés de domaine respectifs D4 et Dp dans X et leurs ensembles résolvants p(A)
et p(B) non vides.

On définit 'opérateur L ('opérateur somme) par

D, =DsNDg,
Ly =Ax+Bzx, x€ Dp.

On consideére ’équation suivante
Az +Bx =y, (2.1)

ou y est un vecteur donné de X, x € X est I'inconnue de I’équation précédente. 1’équation
(2.1) s’écrit : Lx =y

Définition 2.1. Une solution stricte de (2.1) est un élément = € Dy, satisfaisant (2.1).

Définition 2.2. On dit que x est une solution forte de (2.1) si et seulement s'il existe (x,)
une suite dans Dy, telle que :

lim x, =2z et lim Lx,=y.
n—-+o0o n——+00

Théoréme 2.1. On a les résultats suivants
1. Une solution stricte de (2.1) est une solution forte de (2.1).
2. Si L est fermé alors les deux notions de solution stricte et forte sont équivalentes.
3. La somme de deuzx opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermée.
4. 8t L est fermable alors les deuzr assertions suivantes sont équivalentes
i) Yy € X,3 une solution forte de (2.1),

ii) 0€p(L) i.e:I(L+0I)"" done (L)' existe avec L c’est le prolongement fermé de
L.
5. Si L est fermé alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

i) Yy € X,3 une solution stricte de (2.1),
i) 0€ p(L) i.e:I(L+0I)"" donec L™ existe.

11



2.1. Sommes d’opérateurs

L’intérét de L réside dans la notion de solution forte de I’équation.
Lx — Mx =y, X étant un parametre spectral. (2.2)

On dit que x est une solution forte de (2.2) s’il existe (2 )nen,Tn € Dy telle que

Tn > X,
n—-+00

Lz, — .

Tn )\$n n—>—+>oo y

Remarquons x € Dy et Lz — \x = y. Par conséquent, I'’équation (2.2) admet une solution

forte unique pour tout y € X si et seulement si A est un point de I’ensemble résolvant de L.
(cadre commutatif)

2.1 Sommes d’opérateurs de type parabolique-elliptique
(cadre commutatif)

On impose quelques conditions supplémentaires qui conduisent aux problémes appelés "
problémes paraboliques ou elliptiques'. Ces problemes seront traité seulement dans le
cas ou les opérateurs A et B commutent (au sens de la résolvante). Dans ce cas 'opérateur
Sy défini par

1
Syy=— [ (A=X—2)"YB+2) " lydz,
LT Iy
joue un role fondamental dans I'expression et I'analyse des solutions de I'équation (2.1).
Ot 7y est la courbe sectorielle (voir figure 2.1) infinie de Jordan joignant coe ™" vers coe’

définie par :

0o

A A A
= : = — Y : D) <
YA {Z argz = —bo, 12| > 2| cos | }U{Z fiez 2’|Z| B 2C0590’}

U< z:argz =60 ]z\>L :
’ 2| cosby|

Remararque 2.1.1. La courbe 7, demeure dans () _—X)N>_ et sépare les spectres o(A— \)
A -B
et o(—B).
Fonctions : z — (A—X—2) "1 est définie et analytique & droite de 7y, et 2 — (B4 2)~
est définie et analytique a gauche de 7.

1

2.1.1 Construction de la solution

Soit (X ||| x) un espace de Banach complexe quelconque et soient A et B deux opérateurs
linéaires fermés de domaine D4 et Dp dans X (D4 C X, Dp C X). On se propose d’étudier

Az + Bz — Az = X
{x+ r—Ar=y, y€X, (2.3)

reDsNDpg.

(C’est I’équation (2.2). Avec Ly = Ay + By.

12



2.1. Sommes d’opérateurs

& Imz

FIGURE 2.1: Présentation graphique de la construction de la courbe vy

On suppose les deux hypotheses (H1) et (H2) :

304,05 € [0, 7| tels que
i) p(A) D> ={2€C:largz| <m—04}
A
- Ca(0)
g -1
Vze%:, (A—2) Hﬁ(X) < ]
i) p(B) DY ={2€C:|argz| <m—0p}
B
_ Cp(0)
Al p_ -1 B
Vz e EB:, (B—=z) HE(X) <

2]
C4 et Cp fonctions numériques paires et convexes
iii) 04 +0p < .

Y

)

Remararque 2.1.2. D4 et Dp sont des espaces de Banach munis des normes de graphe

l2llp, = lzllx + Azl x et llzllp, = llz]x + Bzl x-

Commutativité au sens des résolvantes
H2) Wz € p(A), V2 € p(B): [(A—21)" (B=2'T)| =0,
ou [(A=zD)7'(B=2T)| =(A=2l)""(B=2'I)= (B=2T)(A-21)"".

Remararque 2.1.3. L’hypothese 04 + 60p < 7 implique que 'un des deux angles 04,05 est
nécessairement plus petit que §.En effet

Op+0p<m=—=0p<m—04= 30y tel que O <Oy <7 —04.

On cherche une solution z de la forme

z=(A+B-\)"1y.

C’est -a-dire on trouve une formule de représentation de (A+ B — X)L

La résolution de (2.3) est basée essentiellement sur une construction explicite de la solu-

tion sous la forme

-1
y(E X) r—>S,\y=%

—1
r=5Sy=— / (A—)\—z)_l(B—i—z)_ly dz.
227" ’y>\

On considere donc dans la suite cet opérateur

(A=X—2)"Y(B+2)"ly dz.

17T I

Maintenant, on donne quelques propriétés de S).

13



2.1. Sommes d’opérateurs

Proposition 2.2. Sous les hypothéses (H1) et (H2) on a

N
Sy € L(X), ie :AN >0:|S)| < N

Preuve. On a

_ Cp(6
(4571 < “E7
et o (9)
H(A_)‘_Z)_luz()() = |)\I:Z|

De ces majorations, on trouve

1S3l x = ||;7§/%<A—A—z>—1<3+z>-1 yd

<o [ la=a=a7 B2 ol 122

=91 Ly [ (A2 WX

Posons z = Az avec A > 0, d’ou

k dz
S < / .

dz

Puisque 'intégrale / est convergente, alors il existe N > 0 tel que

w21 +2|

N
1S3 Wllx < 5 llyllx -

Proposition 2.3. Soit A > 0 sous les hypothéses (H1) et (H2) on a
1. Ve € D(A+B)=DaNDg alors :

S\(Ax+ Bz — \z) =z,

donc Sy, est inverse a gauche, pour x € DyNDp.
2. Six € Da+ Dp alors :

Sxr € DgNDp et (A+B—\)S)x =z,

donc S est inverse a droite mais sur Dy ou Dpg .
C’est une proposition centrale dans la théorie des sommes.
Pour démontrer cette proposition on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1.1. Supposons que (H1) et (H2) sont vérifiées et x € D(A)ND(B), alors

1 B -1B
/ —( +Z) x dz =0,
T

2m z

et

2um z

—1  (A=X—2)"Y A=z
J,

14



2.1. Sommes d’opérateurs

Preuve. On écrit

-1 -1
1/ (B+2)"'Bzx Qs = Tim 1/ (B+z)"'Bx 0.
20T Jyy, z R—00 21T Jyp z
ol
TrR={z €[] < R},
et
_ B WA T Yy S WA T Yy
1/ (A=A—2)" (A= Nz ds = lim 1/ (A=A—2)" (A= Nz &
20T Jyy, z R—00 21 J, z
S WA T Yy
— _ lim 1/ (A=X—2)" (A= )N)zx ’
R—00 207 Jyzz z

telle que 7 est la courbe g dans le sens inverse. Posons I'r = yg UCR avec
Cr= {Relﬂ:@o <6< 271’—90},
et ) )
FR =Tr U CR7

avec

Cr={Re: ~00 <0< 0y}
On a

1 B+2)"'B 1 B+2)"'B 1 B+2)"'B
/ (B+=z) xdz:f/ (B+=z) :cdz_%/ (B+2) T
27 Jyp z 2T JTR z 2T JCg z

B+2)"'Bx . A 1
# est analytique sur I'p et décroit comme W, donc
z z

1 B -1
/ (B+2)" Bz ,
I'r

2m z

La fonction

grace au théoreme de Cauchy, de plus

Alors

d’autre part, on a

1 (A=X—2)"Y A= Nz 1 (A=X—2)"YHA- Nz
2”/73 dz:——/r, dz

z 2im JT, z
1 A—N—2)"1(A-
—./,( A=2) (AN
20T Ch z
“N—N\"1ra_ “N—\"14_
1/ (A=X—2z2)""(A )\)xdz:—¥// (A=X—2z2)""(A )\):pdz
2w oy Z 2 JT, z
I 10p
_1// (A=XA—2z2) " (A= Nx I
2w Cr z

15



2.1. Sommes d’opérateurs

(A=X—2)"Y A= Nz | . T L 1
n’est pas analytique a l’origine et décroit comme W sur
z z

la fonction

!
I'p, donc d’apres la formule des résidus on aura

1 A—XN—2)"1(A-
7/ ( A—z) A=z Dy — 1.
20 JT'. z
De plus
1 —A—2)"HA-
- %// (A=A—2)" (A= dy = 0.
R—00 21T JCY, z
Donc .
_1/ (A=X—2)" (A= )Nz Qs — 1.
207 Sy, z

Preuve. (de la proposition 2.2.2)
1. Soit x € D(L), montrons que S)(Lx — Az) = z. On doit calculer pour x € D4NDp

—1
=~ —A—2)t -1 —
o /M(A A—z) (B+2) '[Ax+ Bz — \x] dz

On écrit :

(A=XA=2)" (B+2) Az +Br—Aa] = (B+2) "' (A= A—2)" (A= \)a]
+(A=X—2)"Y(B+2) !Bz
= (B+2) 'z +2(B+2)" 1z
(A= A=2) e —2(A-X=2)"1(B+2) 2
= (B+2) e+ (A-X—2)"z

mais
-1 -1
Beate T BETE_x BraBe g
(A-r—2)lu :(A—)\—z)’l(A—)\)’lx_f
2
D’ou
_ -1
(A= A—2) " (B+2) "' Avt Bo—xa] = (B2 Be @
z z
_'_(A—)\—z)*l(A—)\)*lx_z
z z
B —(B+z)*1B:r+ (A=X=2)"1 A=)z
z 2

(grace a la 1°¢ identité des résolvantes). D’ou

z— —

1 (B+2)"'Bx 1 (A=X—2)"Y A=)\l
B

2w P 2im z ’
1 A=X—2)" (A=) 1 B+2)7'B
I:_%/ (A=X—2)""(A=)) x_l_%/ (B+z)"'Bx i
20T Jyy z 20 Sy, z
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2.1. Sommes d’opérateurs

I =11+ I. On montre que : Is =0 a gauche de ~, 'application

(B+z)"'Bx
p—
z
p(B)— X
1
est analytique a valeurs dans ’espace Banach X et est en O(W), donc I =0 (d’apres
2z
le théoreme de Cauchy). En effet, on considere
Ir=9rUCR{z € :|2| < R},
1 B+z2)7'B 1 B+z2)7'B
] B2 Br o\ i . (B+2)" Br .
20 Sy, z R—+00 207 Jyp z

R—+4o00 207 z

z_l X
S R<B+> BT 4 (sens (-))

Pour z € Cp , on pose : z = Re'?, 6 (00,2 — 0] dz = iRe"df d’on

1 B -1p 1 2n—0y (B i0y—1 .
I = 7/ (B+2)" Bz dz= lim _f/ O% Rie®do
20T Jyy z R—+oo 2w Jo Re?
1 2m—0 ‘91
~ lim 7/ (B+ Re®)"Bx df = 0.
R—+o00 27T 0o

Pour I1, on utilise le théoréme des résidus (& droite). On écrit que

| A—A—2) (A
R—+o0 207 Jyy|z|[<R Z
B W e ey
gy L[ G
R—400 27/77 YA z

I'r =v\UCR, donc

[1:_1/% (A-A=2)"M(A-Nz 1 /CR(A—)\—z)—l(A—A)x "

2um z 20 z

“A—22)"lA— “A—2)"1A—
/ (A=XA—2)" (A= Nz ds — 9miRes [(A A—z2) (A /\)x,z:o
A z <
— “A—2)"14A—
= 2772':161,/ (A=A=z)" (A= Ne dz
271 Sy, z
=—x

Le (=) avec le sens de la courbe se compensent, le pole z = 0 étant a droite.
Pour Cr on a :

, dz=0 (lemme de Jordan).
R—+o0 2T z

, 1 (A=X=2)"1 (A= Nz
lim _/CR

2. r€Dp+Dp=—dxge Dyget x1 € Dp :x=x0+12].
Puisque les roles de A et B étant symétrique, il suffit considérer par exemple le cas
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2.1. Sommes d’opérateurs

ou

x € Dp (ou Dy) alors :

-1
S,\x:%/ (A=X—2)"Y(B+2)" 'z d.
207 Sy

i
Montrons que : Syz € Dp (i.e : §'il existe BS)x? ). Il suffit de montrer que
(A=X—2)"YB+2)"'z € Dp.

On a
(A-X—2)"YB+2)la=B+2) " (A-A—2) "'z e Dp,
et
B(A-=X—2)"YB+2) e =BB+2) Y (A-\—2)"1z,

B(B4z2) Y (A-=X—2)"la=(B+

(B+2z— z)(B—i—z) A= N—2)"1z
—(A=X—2)"le—z2(B+2) HA-N—2)"1
=(A—-A—2)" 1[ —2(B+2)! }
=(A=X=2)"" |z~ (24 B=B)(B+2) 4]
= (A=X—2)"'B(B+2)" 1z
—(A=X—2)"Y(B+2)"'Ba.

Donc : Syz € Dp et B(S)x) = S\(By). 1l reste & montrer que Syx € Dy, on a

B+2)"'B
(B2)ylpo b B2 Br
z z

Do,
_ -1 -l -1
S\t = — (A=X—2) " (B+z2) xdz
201 Jyy

O S ez
N "y)\ 4 VA
1

dz 1 dz

= /(A A—2)" (B—i—z)*le——f/ (A=X—2)"tz =,

2w z  20m Jyy z

et grace a la formule des résidus on obtient

SALL‘:L (A=A—2)" (B—i—z)lBICiZ—i-}/ (A—)x—z)*lx%
™

1 Sy z z

(le () provient du sens du parcours et du fait qu’on a
(A=A=2)==(z=(A=N7).

D’ou

dz

1
A(Syz) = A(A— Nz + m/w A(A=A=2)7'(B+2)"Ba &

1
:A(A—)\)_lx+%/ A+2)(A=X—2)"Y(B+2)"'Bx dz
20T Jyy, z
1 -1
+27,7r/ (B+z)" Bz

dz
dr’

(2.4)
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2.1. Sommes d’opérateurs

1 d
L’intégrale +%/ (B+2) 1Bz i (en intégrant a gauche de )
241 Sy, dx

1 B
A(Sy\z) :x+A(A—A)_1x+MA (A—A—z)_l(B+z)_17x dz
A
+1/ (A=X—2)"Y(B+2)"'Bzx dz
2im Sy
17T

=z+A l(A—/\)_lx—l—;/ (A=X—2)"YB+2)"'Bzx dz
™

+1/ (A—A—2)"Y(B+2)"'Bz dz
X

2
=x+A(S\x)+ (—B(S)\x)).
D’apres (2.4), on obtient
A(S)x)+ B(S)x) — A(S)z) = x.

Donc
(A+ B —)\)(Sy\z) =z (S) inverse a droite).
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2.2. Solutions strictes

2.2 Solutions strictes pour un second membre dans un
espace d’interpolation

Pour suivre 'étude de I’équation (2.1) on a besoin de certains espaces d’interpolation
On définit des espaces intermédiaires entre D4 et X (ou Dp et X ) pour des opérateurs
"sectoriels" A (ou B ) vérifiant (H1).

Définition 2.3.
1 Pour 0 €]0,1] etp € [1,4+00] on note D 4(6,p) le sous espace de X suivant : D 4(0,p) =
A 1 oo 1
{ue X :t04(A—t) " ul|x € L2} muni de lanorme [[ul p , o) = |ull x + (/0 1E)1° A(A =)l
ou LY est I'espace des fonctions de puissance p intégrable pour la mesure —, Pour
p=-+ooona Dy(h,00) = {u e X :sup |t A—t) "l x < —l—oo} muni de la norme
>0
A -1
Jul o) = 1l + sup 164 (A~ 1) .
2 Sip € [l,00], on définit 'espace LE(Ry, X) par

f Ry — X est fortement mesurable et

(/Om 1715 dt) " 1) < oo

t
On définit 'espace L°(Ry, X) par

f € ARy, X)

fe LP(Ry, X) f Ry — X est fortement mesurable et
* + —
Sup essoci<r || (1) x < o0

1. Soit p € [1,00]

Théoréme 2.4. (Solution stricte)

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X vérifiant (Hy) et (Hg). Alors
pour tout y € D4(6,4+00) + Dp(0,4+00) ou 6 €]0,1[, il existe une unique solution stricte
r=8SwyeDsNDp de Ay + B, — Az =y.

Preuve. On suppose que y € Dg(6,+00)

—1
r=2Sy= —/ (A—)\—z)_l(B—l—z)_ly dz

y € Dp(0,+00) <= sup HTQB(B—FT)_lyHX < 400
>0

<= sup HzeB(B—i-z)flyHX < +o00.
|2]>0
ZE€EYN

Montrons que © = S)y € Dp c’est a dire

(A=X—2)"YB+4+2)"1=(B+2)"1(A-x-2)"1,

—/ B(B+2)"Y(A=A—2)"ly dz
A

< .
2w oo
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2.2. Solutions strictes

et
B(A=A=2)"Y(B+2)"Yy=(B+z-2)(B+2) H(A-A-2)"ly
—(A=X—2)ly—2(B+2) M (A-X1—2)"y
—(A=XA—2)ly—2(A-X—2)"YB+2)ly
=(A-X—2)" 1{y—z(B+z) 1y}
=(A-XA—2)"'B(B+2)"1y,
et C
B(A=A—2)""(B+2)ly||, < —— %
H ( )~ ( ) y”x |z+/\||z|9HyHDB(0’+)
Iyl
_ Ylip 0,400
|B(B+2) 1yH§|’z|(9+),
et

1911 0,450) = Iylx +sup || BB +2) 7y

-1
Ainsi I'intégrale - / B(A—X—2)"YB+2)"'y dz est absolument convergente de plus
LT Jyy
r € D(B) et
-1
Br=— / (A=X=2)"1B(B+2)"1y dz.

2w

Pour prouver que z € D(A) on utilise I'identité de la résolvante suivante

y B(B+z2)ly

B+z)ly==—
(B+2)"y=" .
On a
—1
x:%/ (A=X—2)"Y(B+2)" 1y dz
LT Iy
—1 B(B !
:f/ (A—)\— )1ly_ ( +Z) y} dz
207 Jyy z z
—1 dz -1 dz
= [ Ay Y —/ A-X—2)"'B(B it
i | (A=A =2y T s [ (A=) BBy
en utilisant la formule des résidus on trouve
1 dz
N T -1 -1, %%
r=(A-)\) y—f—QM/%(A A—z) "B(B+z2) 'y .
donc z € D(A), et
1 1 dZ
(A—)\):p:y+%/ (A=N(A-A=2)"1B(B+2) "y &
20 Sy
1 dz 1 dz
—y+— [ BB Cao [ (A-a-27'BB =
vhgm | BBy T [ (A-a=2) BBy
=y — Bz,
1 4, dz ,
car —/ B(B+z)" "y — est nulle, alors on a le résultat. [
20T Jyy z
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2.2. Solutions strictes

2.2.1 Reégularité maximale

Théoréme 2.5. Sous les hypothéses (Hy) et (Hy) ety € Dp(0,4+00). Alors = S\y € DgN
Dp et de plus on a Ax et Bx € Dp(0,+00)

Preuve. On doit montrer les régularités suivantes

Bz € Dp(0,+0) i.e: supHreB(B —r)*leHX < +o0,
>0

et
Az € Dp(0,+00) i.e:sup HTGB(B - r)_leHX < +o00.
r>0
Soit r > 0, assez trées grand (r > \), supposons que v, passe a droite du point z = —r. On
calcule : B(B—r) a.
On a

B(B—r)lz=B(B—-r)"1Sy
_1/ BB—r)" Y A=X—2)"YB+2)"ty dz
X

" 2

—1
= 2m/w(B—r—i—T)1(8—1")1(14—)\—,2)I(B—i—z)ly dz
—1 1
=5 %(A—)\—z)_l(BjLz)_ly dz—2Z_7TAAT(B—T)_I(A—)\—z)_l(B—i—z)_ly dz
—1 -1 ~1 1 ~1 ~1 ~1
=5 %(A—/\—z) (B+2)"y dz—% %\r(B—r) (B+z2) (A—X—2) 'y dz
On utilise la 2°¢ identité de la résolvante :
1
-1 -1 _ -1 ~1
(B=n)'(B+2) = ——|(B-r)"" = (B+2)"]

Il vient

B(B—T)_lx:x—l/ r (A=X—2)"YB-r)"1y dz

2wy r+2
1 r
- A—\— -1 B— —1
Sy —
=z+1+ - (A=X—2)"Y(B-7r)"Yy d=.

W T +2

L’intégrale

.
I:—/’ A-A—2)"YB=r)lydz=0
[ Aoy i

(A-X—2)"ly
r+=z

(En intégrant a droite de 7y, la fonction est analytique a droite de A et

(+2#0) et on a
B(B-r)lz=xz+r(B-7r)"'z,

alors Cr =y UI'p.On a

1 r+z—=z
1l - e~ oy N1 -1
B(B—r)""x x—i—Qm/7A - (A=—A—2)" " (B+2) 'y dz

:x—|—1/ (A—)\—z)l(B—l—z)lydz—l/ © (A= X—2)"Y(B+2)"ly dz

207 2im Jyr+2

1 z
=r—x—— A-\—2"YB 1y d
v mwﬂﬂqﬁ( ) (Bt2) Ty dz
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2.2. Solutions strictes

D’ou

B(B—-r)lz= 1/ il (A= X—2)"Y(B+2)"ly dz.

2m Sy r+2

Posons

1 r
1:—7/ A-A—2)"YB-r Ly dz.
2im ) i 2) (B-r) Ty da

I= lim (—1/ r (A—)\—z)l(B—r)lydz>

R—+0

= lim [(‘1/ d (A—)\—Z)_l(B—T)_lde>—1/ F(A-A—2) M By de

2w Jyp r+2 2im JTpr+2

1 r
— —7/ A-X—2)"YB-—r) 1y d
R 2in rRr+z< ) (B-r) "y dz,

car

1 r
i A-X—2)"YB-rYydz=0.
R R T

Posons z = Re' = dz = Rie"df et (B—r)"! = ¢ on obtient

= i —1/90 " (A—A—Re®)L¢Riedp
T R—teo \ 2in —6y 7+ Re? c v

1 0o r . .
— 1 —7/ (A= X—Re)1¢Re? 4o
R—1>H—lkoo ( 2 J—0y r+ Ret? ( Re®) ™ ERe

1 0 . .
lim —7/0 " (A—X\—Re®"LeRedp

R—+o0 2T —6o T+R€i9 R:;ioo
D' ou
1 z
B(B—r)"'B :——/ A-A=2)"'B(B+2)"lyd
(Br) Br=—g [ o (A-A=2) BB+ ) Ty ds
1 z
-1 ot oy -1 -1
HB(B—T’) B:L‘Hx—H 2i7r[y,\r—|—z(A A—2z) "B(B+=z2) ydzm
z 1 1
<k ——|dz 0,400).
= " A+ 2 ’7”4—2’ |Z|9‘ H|yHDB( )
En remplacant z par rz on obtient
1 1 6,400
|B(B )" B gk/ —|d ”y”DB(G ),
z nmil+zl |z r
D’ou
1 1 6,400
z nil+zl |z r
<i|[ ] o lasl| 1, 040)
—|dz ,+00
Uzl YID5
< |lyllp,, (6,+00) ot K kl/ Y \]
> ) s u = —|.—5 |dZ]|]| .
b w14zl
Donc

Bz € Dp(0,400).
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2.2. Solutions strictes

Lemme 2.2.1. Pour r assez grand (r > \),Vz € vy, 3k > 0 tels que
lz4+7r| > kr=|z+71| > k|2,

et
|z —r| > kr=|z—1| > kl|z|.

Preuve. Soit z € vy et r > 0. D’apres le schéma on a

|z4r| > ab=rsind
> kr,

et

|zer| > cd = r|z|sind
> k|z|.

Lemme 2.2.2. Soit v €]0,1[ alors il existe C > 0 telle que pour r >0

|dz|

— < — VzeEn.
o zarfar = 05T

Preuve. C’est une conséquence du lemme précédent. On pose

v=rU(y=r),
avec
r={z€v:|z|<r}
Y= ={z€v:]z|>1},
Alors

L U
arllel” Sy Jewrl 7 Sy arl

/
/‘ |dz| L/ |dz|
= zey ———
y 22| |2V |z|§r |zr||2[Y
" |dz|
0 |z]”

<[,
k

1—v __

i
=

TU

dz|  ptoo |dz
/vw |z |[2]Y _/r |z2r||2]"
</+°° |d2]
= Jr ‘Z|1+U

<kl = L
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2.2. Solutions strictes

Donc, d’apres les deux lemmes présidents [2.2.1,2.2.2] on obtient :

0 -1 0 || L1
B(B - B <k / . . d 0,400
Hr ( ’l“) xHX > RT . |7’+Z’ ‘)\—FZ‘ ‘Z|9 | Z| ||y||DB( + )

k
< k:.re_r—e ||y||DB (0,4+00)
<klylp, (0,+00) = Bz € Dp(0, +o0).

Alors, comme = € D C Dp(6,+00) et de I'équation Az =y+ Az — Bz et y € Dp(0,+00),
on trouve que Az € Dp(0,+00). [ |

Proposition 2.6. (Régularité croisée) Sous les hypothéses (H1) et (H2) ety € Dp(0,+00).
Alors By € D g(0,+00)
Preuve. 1
_ _ N T U et ¢ -1
x—S)\y—/%\ 2i7r(A A—2)"(B+2) ‘ydz,

Bx = / _—1(14 —A—2)"'B(B+2) " lydz.
v

N\ 20T

On doit montrer

Bz € Dy(0,+0),
c’est a dire
sup HTQA(A - r)_leH <k,
r>0

ou bien

sup HT‘Q(A —AN)(A=-A\— r)*lBa:H <k.
r>0

(A=XN)(A=X=7)"1Bz= (A= N (A=X—7)"1B(Syy)

—1
= [ (A=A A=) A= A= 2) BB +2)! ydz
207 Jyy,
—1
:f/ (A—r =N (A= A=) YA A= 2)"'B(B+2)! ydz
201 Jyy
—1 1
= [ (AA—) BB ydr— — [ rA—A—r)HA—A—
22,7/%( A—2)""B(B+z) ydz - %r( A=r)(A=X—2)
D’apres la 2°*¢ identité de la résolvante on a
1 _ _
(A=X—r) HA=A—2)"1= [(A=x=r)TT=(A-x=2)7"],
r—z
donc

! (A=X—r)"'B(B+2)"! ydz

1
— — — -1 — -
(A=AN)(A—=AX—r)""Bx=Bx 5ir /%\ —

2w r—z

1 _
+ /T Z+Z(A—/\—z)*1B(B+Z)71 ydz.
™
D’ou

1
(A—)\)(A—)\—r)_le:Bx%—T/ (A=X=2)"'B(B+2)"! ydz
™

1T

1/ : (A=X—2)"'B(B+2)"! ydz,
g

0w Sy r—2
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2.2. Solutions strictes

donc 1
A—N(A—A—1r)"'B :_7/ 2 (A—A—2)"'B(B+2)"" yd-.
( )( r)” Bx in ’y,\T’—Z( z) " B(B+z) ydz
D’ou
1 z
-1 | Y —1 —1
JA=n@A—r—r) BmH—H 2m/w—z(A A—2)"'B(B+2)"! ydz
2| 1
gk/ ) dz| ||y
w[1—2] |)\+z]|z|9‘ 91D5(0.+00)
lyllp 0,+ k
< kP2 = gl o)
Donc

Bx € Dp(0,400).
|

Théoréme 2.7. (Régularité maximale) Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans
X vérifiant (H1) et (H2). Pour y € D(0,00), la solution stricte x de

Axr+ Br— ) x =y,

vérifie
1. (A=XN)x € Dy(8,400),
2. By € Da(6,+0),
3. (A= XNz € Dp(0,+00).
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CHAPITRE 3

APPLICATION : RESOLUTION D'UNE E.D.P.
PARABOLIQUE

De nombreux problemes régis par des équations aux dérivées partielles peuvent se ramener
par un choix judicieux de X, de A et B a l’équation abstraite (1), ce qui est une des principales
motivations de I’étude de celle-ci. Dans ce chapitre on étudiera deux applications analytiques
de ce qui a été développée dans le chapitre précédent. Il est consacre a la présentation de
I'étude d’un probleme parabolique, qui a été développe par Labbas R. [?] .

3.1 Exemple : ’équation de la chaleur

On s’intéresse a la résolution et a 1’étude de la régularité des solutions de 1’équation de
la chaleur suivante :

u 2y
_ng(t’x)+gg;2(t’x) —Au(t,x) = f(t,x),
w(0,2) =0, zel0,1], (3.1)

u(t,0) =u(t,1)=0, te][0,1].

posée dans le carre Q =]0,1[x]0,1[. Ici ¢ représente le temps, A est un nombre positif fixé
et f est une fonction donnée dans un espace de Banach X.

Xa
1 u=
r ! / i fff ’
r y , / S
u=0 |¥ d 4 ¢
¥ ._z" f
;oSS ,
/f/ f/ f! 4 -
u=>0 1{ouT) 1

FI1GURE 3.1: Probleme parabolique sur €2
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3.1. Ezxzemple : l’équation de la chaleur

e Formulation abstraite du probleme
On pose X = C(]0,1]; LP(0,1)) = C([0,1]; £) muni de la norme

lull x = max [u()l|g,

t€[0,1]

et définissons la fonction
w:[0,1] — LP(0,1);t — u(t);u(t)(x) = u(t,z).

u(t) est une fonction de z, elle devient une fonction vectorielle & valeurs dans un espace de
fonctions en z, en l'occurrence LP(0,1). Le probleme (3.1) devient le probleme de Cauchy

suivant :
—/ () + Au(t) — du(t) = f(1),
uw(0)=0, tel0,1].

Ou A est I'opérateur linéaire sur X

D(A) = {p € W?P(10,1])/0(0) = (1) = 0}
0%
Ap=¢"=—T.
PTY T a2
On définit les opérateurs A et B sur X par :

Da={ueC'([0,1];X),u(0) =0}
Au=—u',ue Dy.

{DB = {ue E/Vt €[0,1],u(t) € DA}
(Bu)(.) = A(u(.)),u(t) € Dp.

Alors le probleme (3.1) s’écrit dans X sous la forme :
Au+Bu— X u= f e X.

e Application des sommes

On utilise la technique des sommes d’opérateurs linéaires de Da Prato et Grisvard dans le
cadre commutatif pour étudier I'existence, I'unicité et la régularité de la solution du probleme
(3.1).

Vérification de ’hypothese H; Considérons d’abord le probleme suivant

¢ (x) —2p(x) = g(x), x€(0,1), (3.2)
¢(0) =¢(1) =0.

On résout d’abord I’équation homogene

”

o (@)= zp(a) =0, w€(0,1)

Son équation caractéristique associée : 12 — z = 0 admet deux racines : 71 = /2,79 = —/Z,
ou z > 0.

La solution de (3.2) s’écrit alors sous la forme :

o(x) = 616‘/%+626_‘/§, c1,c2 € R.
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3.1. Ezxzemple : l’équation de la chaleur

Déterminons les constantes ¢y et ¢y :

0(0)=c1+c2=0,
p(l) = creV? + e VE = 0.

On a
1 1

A pr—
e\/E e_ﬁ

:e_‘/g—e‘/g#().

Donc le probleme homogene admet une unique solution qui est la solution triviale ¢ = 0.
Par conséquent, il existe une fonction de Green unique K+/z telle que la solution de pro-
bleme(3.2) s’écrit d'une fagon unique :

1
W):/o K (w,8)g(s) ds, x€[0,1],

et on détermine le noyau de Green de la maniere suivante

K (z,8) = (P1,D2)(x) 0<z<s,
o M sis<ax<l1
(®1,D2)(s) ST L

(I)l (x) (I)Q (l‘)

Oy (z) Dy()
= By (2)Py(x) — P} (2) Pa(2),

(@1, 92)(z) =

et &1, Py sont deux fonctions vérifiant les deux problémes de Cauchy suivants :

Oy (z) — 2®1(2) =0,

{@1(0) —0, ®)(0)=-1 (3.3)
Dy (1) — 2Pa(x) =0, o
B(0) =0, By(0) = —1 .

Résolution du probleme de Cauchy (3.3). On a
Oy (z) = cle\/ﬁ—i- 026_\/%.
Donc
@1(0) =0=rc1+c=0.

D’autre part, on a

<I>/1 (z) = c1v/zeV?® — con/ze V2,

Alors ,
(I)I(O) =—1= Cl\/E—CQ\/_: —1.

Pour déterminer c; et co, on va résoudre ce systeme de Cramer :

cl1+c2= 07
aVz—cpy/z=—1.
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3.1. Ezxzemple : l’équation de la chaleur

donc,

Par suite,

Cl1 =

Résolution du probléme de Cauchy (3.4). On a

Donc

D’autre part, on a

donc

Oy () = c1eV? 4 coe VA

Dy(1)=0= cleﬁ—k@e_ﬁ =0.
CD/Q(x) = c1/zeV? — conJze Y,

Dy(1) = 1= c1v/zeV? —cov/ze V2 =1.

Pour déterminer ¢ et co, on va résoudre ce systeme de Cramer :

donc

Par suite,

Cl@ﬁ—f-CQ@ﬁ =0,
cl\/Ze\/E — czﬁeﬁ =1.
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3.1. Ezxzemple : l’équation de la chaleur

Finalement, on aura

sinh+/z(1 —z)sinh/zs

_ V/zsinhy/z ’
K z(z,5) = sinh \/zxsinh y/z(1 —s)

Vzsinh/z ’

si0<s<uz,

sizr<s<l.

découlera du lemme de Schur suivant

La majoration de la résolvante ‘ (A— Z)leL(Lp(O 1)

Lemme 3.1.1. (de Schur ou linterpolation de Riesz-Thorin) Soit K : Q1 x Q2 — R une
fonction mesurable telle que

o E|a>0/Vx2€Qg:/Q | K (x1,22)| dx; < a,
1

e db>0/Vx; €Q /Q |K (z1,22)| dxa <b Alors lopérateur F' défini par
2

T(f)ws) = | K(@1,22)f (@) da,

1
vérifie
Te ﬁ(Lp(Ql),Lp(QQ)).
Comme K \/2(., .) est symétrique, on a

1

—1
) Hc(m(o,l)) = |2|cos?’

(4= ;
2

ou § = argz et ceci pour tout z ¢]oo,0].
En posant
{DB = {u e C([0,1];27(0,1)) /¥t € [0,1],u(t) € D4},
(Bu)(t) = Au(t).

alors B est linéaire fermé (car A l'est), et pour la résolvante de B, on procéde comme suit :

{Bu—zu— fs

u € Dp.

qui est équivalent a

{Au(t) — zu(t) = £(t) avec f(t) € LP(0,1),

A(t) € Dy.
D’ou
(B=2)""f)(t) = (A=2)" f(t) = u(t) avec f(t) € LP(0,1),
vt €[0,1].
Et on a
éB D {Z e C/larg(z)] < 7T},

Op =0.
Revenons maintenant a 'opérateur A défini par :

{DA = {ue CH0,1: L,(0,1))/u(0) = 0},
(Au)(t) = —u (2).

31
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A est linéaire fermé, sa résolvante découle de la résolution de I’équation suivante :

Au—zu=f,
u€ Dy.
qui est équivalente a
—u (t) —zu(t) = f(t),u(0) = 0. (3.5)

cette équation est une équation différentielle de premier ordre, et son équation homogene
est : )
—u (t) — zu(t) = 0. (3.6)

Il est clair que le probleme homogene admet la solution triviale u = 0.
D’autre part,
on a si u # 0 Variation de la constante k£ : On remplace dans (3.5), et on obtient

—k (H)e 4 zk(t)e ! — zk(t)e = f(2)
Donc .
k(t) = —/0 e f(s) ds.
D’ou : .
u(t) = — /0 e* f(s) ds) e *t

Dong, la solution générale du probleme (3.5) s’écrit sous la forme :

u(t) = —/Ote_z(t_s)f(s) ds.

Cette représentation a un sens pour tout z € C, ceci implique que p(A) =C.
Mais

t
lu(®)llp= [ e O | £(s) g ds,

0
1 — ¢~ Re(2)t
=————— s R >0
Re(?) si Re(z) >0,
1
"~ Re(z)
Donc p(4 contient tout secteur de la forme :) = {z € Cllarg(z)| <= —p(A)} avec g <
P(4)

P <T
et sur ce secteur on a I’hypothese (H1).
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Imi(z)

* Re(z)

FIGURE 3.2: domain de »
P(A)

Donc pour tout z € Z,arg(z) =0 etona:
P(A)
1 1

H(A_Z)ilHE(X) = Re(z) - |z| cosf’

Et
pay+pB) =Pyt <m.

eCommutativité des résolvantes Soient z € p(4) et J e p(B)- On a

(A=2) M B=2) " f=(A-2)" (B-z"H7).

!/

t Iy —
[(A-2)Y(B->) lf}(t)z—/ote t=9{(B =)' f}(s) ds,
= —/0 e_Z(t_S){(/l—z )_1f(s)} ds.

et

Donc I'hypothese (H2) est vérifiée.
eRégularité maximale Alors grace au résultat de Da Prato et Grisvard on a le théoreme
suivant :
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Théoréme 3.1. Pour f € C?([0,1]; LP(0,1)) D C(]0,1]; LP(0,1)),0 €]0,1[ et 1 < p < +o0,
avec f(0) =0, le probléme (3.1) admet une unique solution u définie par w= Syf vérifiant

we CH[0,1]; LP(0,1))nC([0,1]; W*P(0,1)).

et de plus
Au, Bu € C%([0,1]; LP(0,1)).

ot [’espace de Holder

C?([0,1];27(0,1)) = {¢: [0,1] — LP(0,1)/  sup “¢<x)_¢(§>H < +oo}.
ea'e ot |lz—2|
est muni de la norme
oI 0 ) - 0y sp D=0 b+ 16lleqoaye-
z,z' €[0,1],2#x" Hx_x/H
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce modeste travail, on a donné une introduction a la méthode des sommes d’opé-
rateurs linéaires fermés dans les espaces de Banach dans la cadre commutatif.
D’abord, on a rappelé les outils mathématiques et les notions de base liées a cette théorie,
ensuite on a énoncé les différentes hypotheses utilisées par cette méthode.
Enfin, on a mis en évidence cette méthode en donnant un exemple d’application illustratif,
cet application concerne la résolution d'une E.D.P. parabolique.
En perspectives, il sera intéressant de :
- Voir d’autres approches pour cette méthode.
- Identifier le fonctionnement de cette méthode dans d’autres cadres fonctionnels.
- Résoudre les différents problemes rencontrés en utilisant cette méthode.
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