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Résumé

Dans ce travail, on a étudié l’équation

Ax+Bx−λx= y, (1)

où x est l’inconnu dans un espace de Banach X, et y ∈ X donné, A et B deux opérateurs
linéaires fermés dans X de domaine D(A) et D(B) respectivement dans le cas commutatif,
on a présenté les hypothèses sur les opérateurs A et B et discuté l’existence, l’unicité et la
régularité maximal de la solution x du problème (1).
Enfin on a donné une application sur l’équation de chaleur.

Abstract

In this work, we study the equation,

Ax+ bx−λx= y. (2)

where x is the unknown in a Banach space X, and y ∈ X, A and B are two closed linear
operators in X of domain D(A) and D(B) respectively in the commutative case. We present
the assumptions on the operators A and B and discuss the existence, uniqueness and maximal
regularity of the solution x of the problem (2).
Finally, we gave an application for the heat equation.



Table des matières

Dédicace 1

Remerciements ii

Introduction Générale 6

1 Quelques Rappels 7
1.1 Opérateur linéaire, borné, fermé et fermable . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Critère d’inversibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Résolvante, Spectre et Commutateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Opérateurs sectoriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5 Intégrale de Dunford . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.5.1 Fonctions holomorphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5.2 Les formules intégrales de Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.5.3 Théorème des résidus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.5.4 Intégrale de Dunford . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Méthde de Da-prato-Grisvard 11
2.1 Sommes d’opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1.1 Construction de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2 Solutions strictes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.1 Régularité maximale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Application : Résolution d’une E.D.P. 27
3.1 Exemple : l’équation de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Conclusion Générale 35

Bibliographie 36

v



Introduction Générale

Le développement de la théorie des sommes d’opérateurs linéaires fermés dans les es-
paces de Banach quelconques fut introduit par Grisvard (1967) [9], Da Prato (1969) [2] et
Da Prato-Grisvard (1975) [1].

L’une des raisons importantes de l’émergence de cette théorie est son interet dans la phy-
sique. Plusieurs problèmes concrets de la physique et de la mécanique régit par des équations
aux dérivées partielles, s’écrivent sous forme de sommes d’opérateurs.
L’objectif de notre travaille est de voir et essayer de comprendre la description de la méthode
de Da Parto-Grisvard dans le cas commutatif pour la résolution d’un certain problème lié a
ces faits.
Le présent document est constitué de trois chapitres :
Dans le premier chapitre, nous présenterons quelques notions de base sur l’analyse fonction-
nelle et en théorie des sommes d’opérateurs. Ces notions concernent les opérateurs linéaires
fermés, l’intégrale de Dunford et l’intégration complexe.
Dans le second chapitre, nous présenterons les principaux résultats de la méthode de Da
Prato et Grisvard dans le cas commutatif. Ces résultats concernent la résolution de l’équa-
tion Lx−λx= y,

x ∈DL,
(3)

avec Lx= Ax+Bx,

x ∈DL =DA∩DB,

où f est une fonction donnée dans l’espace X, λ est un réel positif fixé, A et B sont deux
opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D(A) et D(B) dans un espace de Banach
X.
Dans le dernier chapitre, nous donnerons une application de la méthode des sommes d’opé-
rateurs pour la résolution d’un problème régit par une équation aux dérivées partielles de
type parabolique.
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CHAPITRE 1
QUELQUES RAPPELS

Ce chapitre a pour objectif l’introduction et le rappel de certaines notions utilisées dans la
totalité du mémoire. Tout lecteur intéressé par plus de détails est prier de voir les références.

1.1 Opérateur linéaire, borné, fermé et fermable
Définition 1.1 (Opérateur linéaire). Soient E et F deux espaces vectoriels normés , On
appelle opérateur linéaire , toute application linéaire u 7−→ Tu∈ F définie sur un sous espace
vectoriel D(T )⊂ E nommé domaine de (T ) .

D(T ) = {x ∈ E, T est défini enx}.

Définition 1.2 (Opérateur borné). Soit (E, ||.||E ,F, ||.||F ) deux espaces de Banach sur même
corps K = R ou C . On appelle opérateur borné de E dans F toute application linéaire
continue T : E 7−→ F

∃c > 0, ‖Tx‖F ≤ c‖x‖E ∀x ∈ E.

Exemple 1.1.1. I : C([0,1])−→ C([0,1])
est bien borné car :

‖Ix‖= ‖x‖ ≤ c‖x‖ , ∀c≥ 1.

Définition 1.3 (Opérateur non borné). Un opérateur non borné sur un espace de Hilbert
H est un couple (D(T ),T ) ou D(T ) est un sous espace vectoriel de H et T est un opérateur
linéaire défini D(T ) dans H , on dit que T est un opérateur non borné de domaine D(T ) .

Définition 1.4 (Graphe d’un opérateur). Soit (D(T ),T ) un opérateur non borné sur un
espace de Hilbert H , le graphe T est le sous espace vectoriel noté : G(T ) de H×H défini
par

G(T ) = {(x,Tx), x ∈D(T )}.

Définition 1.5 (Opérateur fermé). Soient E et F deux espaces de Banach, on dit que T
est un opérateur fermé si son graphe G(T ) est fermé dans E×F , on note CL(E,F ) l’espace
des opérateurs fermés de E dans F .

Exemple 1.1.2. Soit T un opérateur non borné défini sur H1(]0,1[) avec T =−i d
dx

où :
H1(]0,1[) est l’espace de Sobolev d’indice 1

H1(]0,1[) :
{
f ∈ L2(]0,1[);f ′ ∈ L2(]0,1[

)
}.

Alors : T est un opérateur fermé.
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1.2. Critère d’inversibilité

Proposition 1.1. Soient E et F deux espaces de Banach et T :E 7−→F un opérateur linéaire
alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1. T est fermé.
2. ∀(xn)⊂D(T ) et {xn 7−→ x0 dans E, Txn 7−→ yn dans F},

alors x0 ∈D(T ),y0 = Tx0.
3. (D(T ), ||.||D(T )) est complet.

Définition 1.6 (Opérateur fermable). Un opérateur T linéaire est dit fermable si T admet
une extension fermée.

Proposition 1.2. La plus petite extension fermée d’un opérateur fermable est appelée la
fermeture de T notée T .

Proposition 1.3. Si A est fermable, B fermé et A⊂B alors A⊂B.

Preuve. A est une extension fermée de A. Soit B extension fermée de A.

A⊂B, G(A)⊂G(B)⇒G(A)⊂G(B) =G(B),

d’où : A⊂B. �

Remararque 1.1.1. Si T est fermable alors

G(T ) =G(T ).

1.2 Critère d’inversibilité
Définition 1.7. Soient X et Y deux espaces de Banach et T1 :X→ Y un opérateur linéaire
borné, on dit que :

a) T1 inversible à gauche s’il existe un opérateur T2 : Y →X linéaire et borné telle que
T2T1 = IdX

b) T1 est inversible à droite s’il existe un opérateur T2 : Y → X linéaire et borné telle
que : T1T2 = IdY

c) T1 est un inversible s’il inversible à gauche et à droite .

Théorème 1.4. Soient X et Y deux espaces de Banach et T1 :X→ Y un opérateur linéaire
et borné, les assertions suivantes sont équivalentes

i) T1 inversible à gauche.
ii) T2 injectif et a image fermé.
iii) Il existe c > 0 telle que : ||T1x||Y ≤ C||x||X ,∀x ∈X.

1.3 Résolvante, Spectre et Commutateur
Soit T : DT ⊂ E 7−→ E un opérateur linéaire, on appelle ensemble des résolvante de T

l’ensemble
ρ(T ) = {λ ∈ C,(λI−T ), inversible}.

pour λ ∈ ρ(T ) on note la fonction résolvante Rλ(T ) = (λI−T )−1 .
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1.4. Opérateurs sectoriels

Théorème 1.5. Soit T ∈B(H), l’application résolvante de T est
R(λ,T ) = (λIH −T )−1 vérifie les propriétés suivantes :

1. ∀λ,µ ∈ ρ(T )

R(λ,T )−R(µ,T ) = (µ−λ)R(λ,T )R(µ,T ) = (µ−λ)R(µ,T )R(λ,T ).

2. R(.,T ) est une application analytique sur ρ(T ).

3. Si λ ∈ C : |λ|> ‖T‖ ; alors λ ∈ ρ(T ) et R(λ,T ) =
∞∑
n=0

Tn

λn+1 .

4. d
nR

dλn
(λ,T ) = (−1)nn!Rn+1(λ,T ) ∀n ∈ N∗,λ ∈ ρ(T ).

Définition 1.8 (Commutateur d’un opérateur). On dit que les résolvantes des opérateurs
linéaire T1 et T2 commutative si :[
(T1−λI)−1,(T2−µI)−1

]
= 0.

Ou [., .] représente le commutative défini par[
(T1−λI)−1

]
,(T2−µI)−1 = (T1−λI)−1(T2−µI)−1− (T2−µI)−1(T1−λI)−1 .

Définition 1.9 (Spectre d’un opérateur ). δ(T ) = {λ ∈ C/(λI−T ) n’est pas inversible}.
On dit que λ est une valeur propre de T si λI−T n’est pas injective .

1.4 Opérateurs sectoriels
Définition 1.10. Soit A un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach E. On dit
que A est sectoriel si

1. D(A) et Im(A) sont denses dans E.
2. KerA= {0} , ]−∞,0]⊂ ρ(A) et il existe une constante M ≥ 1 telle que∥∥∥t(A+ It)−1

∥∥∥
L(E)
≤M pour tout t≥ 0

Si A est sectoriel, alors il existe un angle θ tel que le secteur
∑
θ

= {z ∈ C/{0} : |argz|< θ} ,

soit contenu dans ρ(−A) et sur lequel la majoration précédente reste vérifiée i.e

sup
z∈
∑
θ

∥∥∥z(zI+A)−1
∥∥∥=Mθ <∞.

Définition 1.11. A est dit positif si ]−∞,0]⊂ ρ(A) et il existe C ≥ 0 telle que
∥∥∥(A− t)−1

∥∥∥
L(E)
≤ C

1 + |t| , ∀t≤ 0.

1.5 Intégrale de Dunford

1.5.1 Fonctions holomorphes
Définition 1.12. Soit U ⊆ C un ouvert, z0 ∈ U et f : U → C une fonction. On dit que

9



1.5. Intégrale de Dunford

• f est holomorphe en z0 si lim
z→z0

f(z)−f(z0)
z− z0

existe dans C.

Cette limite est alors notée par f
′
(z0), c’est le nombre dérivée de f en z0.

• f est holomorphe (ou analytique) sur U si f est holomorphe en tout point de U .

Proposition 1.6. Toutes les opérations légitimes sur les fonctions holomorphes comme :
somme, produit, rapport et composition donnent encore une fonction holomorphe.

1.5.2 Les formules intégrales de Cauchy
Théorème 1.7. (Formule intégrale de Cauchy)
Supposons que f soit analytique dans un domaine simplement connexe D et que C soit tout
contour fermé simple se trouvant entièrement dans D.
Alors pour tout point z0 dans C,

f(z0) = 1
2πi

∮ f(z)
z− z0

dz. (1.1)

Théorème 1.8. (Formule intégrale de Cauchy pour les dérivés)
Supposons que f soit analytique dans un domaine simplement connexe D et que C soit tout
contour fermé simple se trouvant entièrement dans D.
Alors pour tout point z0 dans C,

f (n)(z0) = n!
2πi

∮
C

f(z)
(z− z0)n+1dz.

1.5.3 Théorème des résidus
Définition 1.13 (Résidus). Supposons que z0 est un point singulier essentielle isolé ou
un pôle d’une fonction f(z) par ailleurs analytique dans un anneau autour de z0 ; on peut
développer cette fonction en série de Laurent. Le coefficient de (z−z0)−1 s’appelle résidu de
f(z)à z0.

Théorème 1.9 (Théorème des résidus). Soit C un contour simple fermé et f(z) est une
fonction analytique sur C et à l’intérieure de C, sauf en un nombre fini de points singulier
zn appartenant à l’intérieure de C. Alors

∮
C
f(z)dz = 2iπ

m∑
k=1

Res(f,zk).

1.5.4 Intégrale de Dunford
Soit X un espace de Banach complexe et A un opérateur linéaire fermé. Notons par

H(A) l’espace des fonctions à variable complexe qui sont holomorphes dans un ensemble
fermé contenant le spectre de A. La formule analogue à la formule de Cauchy pour les
fonctions holomorphes est définit par l’intégrale de Dunford suivante

f(A) = 1
2iπ

∫
γ
f(z)(z−A)−1 dz,

où γ est une courbe simple et f ∈H(A).
L’opérateur f(A) ∈ L(X) et ne dépend pas de γ.
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CHAPITRE 2

MÉTHDE DE DA-PRATO-GRISVARD (CADRE
COMMUTATIF)

Dans ce chapitre, on donne quelques notions sur la théorie des sommes d’opérateurs
linéaires [6]. Plus précisément, soit X un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs
linéaires fermés de domaine respectifs DA et DB dans X et leurs ensembles résolvants ρ(A)
et ρ(B) non vides.

On définit l’opérateur L (l’opérateur somme) parDL =DA∩DB,

Lx = Ax+Bx, x ∈DL.

On considère l’équation suivante
Ax+Bx= y, (2.1)

où y est un vecteur donné de X, x ∈X est l’inconnue de l’équation précédente. l’équation
(2.1) s’écrit : Lx= y

Définition 2.1. Une solution stricte de (2.1) est un élément x ∈DL satisfaisant (2.1).

Définition 2.2. On dit que x est une solution forte de (2.1) si et seulement s’il existe (xn)
une suite dans DL telle que :

lim
n→+∞

xn = x et lim
n→+∞

Lxn = y.

Théorème 2.1. On a les résultats suivants
1. Une solution stricte de (2.1) est une solution forte de (2.1).
2. Si L est fermé alors les deux notions de solution stricte et forte sont équivalentes.
3. La somme de deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermée.
4. Si L est fermable alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

i) ∀y ∈X,∃ une solution forte de (2.1),
ii) 0 ∈ ρ(L) i.e : ∃(L̄+0I)−1 donc (L̄)−1 existe avec L c’est le prolongement fermé de

L.
5. Si L est fermé alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

i) ∀y ∈X,∃ une solution stricte de (2.1),
ii) 0 ∈ ρ(L) i.e : ∃(L+ 0I)−1 donc L−1 existe.
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2.1. Sommes d’opérateurs

L’intérêt de L réside dans la notion de solution forte de l’équation.

Lx−λx= y, λ étant un paramètre spectral. (2.2)

On dit que x est une solution forte de (2.2) s’il existe (xn)n∈N,xn ∈DL telle que
xn −→

n→+∞
x,

Lxn−λxn −→
n→+∞

y.

Remarquons x ∈ DL̄ et L̄x−λx = y. Par conséquent, l’équation (2.2) admet une solution
forte unique pour tout y ∈X si et seulement si λ est un point de l’ensemble résolvant de L̄.

(cadre commutatif)

2.1 Sommes d’opérateurs de type parabolique-elliptique
(cadre commutatif)

On impose quelques conditions supplémentaires qui conduisent aux problèmes appelés "
problèmes paraboliques ou elliptiques". Ces problèmes seront traité seulement dans le
cas où les opérateurs A et B commutent (au sens de la résolvante). Dans ce cas l’opérateur
Sλ défini par

Sλy = 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1ydz,

joue un rôle fondamental dans l’expression et l’analyse des solutions de l’équation (2.1).
Où γλ est la courbe sectorielle (voir figure 2.1) infinie de Jordan joignant∞e−iθ0 vers∞eiθ0
définie par :

γλ =
{
z : argz =−θ0, |z|>

λ

2|cosθ0|

}⋃{
z :Rez =−λ2 , |z| ≤

λ

2cosθ0|

}
⋃{

z : argz = θ0, |z|>
λ

2|cosθ0|

}
.

Remararque 2.1.1. La courbe γλ demeure dans (
∑
A

−λ)∩
∑
−B

et sépare les spectres σ(A−λ)

et σ(−B).
Fonctions : z 7−→ (A−λ−z)−1 est définie et analytique à droite de γλ, et z 7−→ (B+z)−1

est définie et analytique à gauche de γλ.

2.1.1 Construction de la solution
Soit (X;‖.‖X) un espace de Banach complexe quelconque et soient A etB deux opérateurs

linéaires fermés de domaine DA et DB dans X(DA ⊂X, DB ⊂X). On se propose d’étudierAx+Bx−λx= y, y ∈X,
x ∈DA∩DB.

(2.3)

(C’est l’équation (2.2). Avec Lx = Ax+Bx.
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2.1. Sommes d’opérateurs

Figure 2.1: Présentation graphique de la construction de la courbe γλ

On suppose les deux hypothèses (H1) et (H2) :

(H1)



∃θA, θB ∈ [0,π[ tels que
i) ρ(A)⊃

∑
A

= {z ∈ C : |argz|< π− θA}

∀z ∈
∑
A

;
∥∥∥(A− z)−1

∥∥∥
L(X)

≤ CA(θ)
|z|

,

ii) ρ(B)⊃
∑
B

= {z ∈ C : |argz|< π− θB}

∀z ∈
∑
B

;
∥∥∥(B− z)−1

∥∥∥
L(X )

≤ CB(θ)
|z|

,

CA et CB fonctions numériques paires et convexes
iii) θA+ θB < π.

Remararque 2.1.2. DA et DB sont des espaces de Banach munis des normes de graphe

‖x‖DA = ‖x‖X +‖Ax‖X et ‖x‖DB = ‖x‖X +‖Bx‖X .

Commutativité au sens des résolvantes

H2)

∀z ∈ ρ(A),∀z′ ∈ ρ(B) :
[
(A− zI)−1,(B− z′I)

]
= 0,

ou
[
(A− zI)−1,(B− z′I)

]
= (A− zI)−1(B− z′I)− (B− z′I)(A− zI)−1.

Remararque 2.1.3. L’hypothèse θA + θB < π implique que l’un des deux angles θA, θB est
nécessairement plus petit que π2 .En effet

θA+ θB < π =⇒ θB < π− θA =⇒∃θ0 tel que θB < θ0 < π− θA.

On cherche une solution x de la forme

x= (A+B−λI)−1y.

C’est -à-dire on trouve une formule de représentation de (A+B−λI)−1.
La résolution de (2.3) est basée essentiellement sur une construction explicite de la solu-

tion sous la forme
x= Sλy = −1

2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz.

On considère donc dans la suite cet opérateur

y(∈X) 7→ Sλy = −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz.

Maintenant, on donne quelques propriétés de Sλ.

13



2.1. Sommes d’opérateurs

Proposition 2.2. Sous les hypothèses (H1) et (H2) on a

Sλ ∈ L(X), ie : ∃N > 0 : ‖Sλ‖ ≤
N

λ
.

Preuve. On a ∥∥∥(B+ z)−1
∥∥∥
L(X)

≤ CB(θ)
|z|

,

et ∥∥∥(A−λ− z)−1
∥∥∥
L(X)

≤ CA(θ)
|λ+ z|

.

De ces majorations, on trouve

‖Sλ(y)‖X =
∥∥∥∥∥−1

2π

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1 y dz

∥∥∥∥∥
≤ −1

2π

∫
γλ

∥∥∥(A−λ− z)−1
∣∣∣ ∥∥∥(B+ z)−1

∥∥∥
L(x)
‖y‖ |dz|

≤ k

2π

∫
γλ

|dz|
|z| |λ+ z|

‖y‖X .

Posons z = λz̀ avec λ > 0, d’où

‖Sλ(y)‖X ≤
k

2πλ

∫
γλ

dz̀

|z̀| |1 + z̀|
‖y‖X .

Puisque l’intégrale
∫
γλ

dz̀

|z̀| |1 + z̀|
est convergente, alors il existe N > 0 tel que

‖Sλ(y)‖X ≤
N

λ
‖y‖X .

�

Proposition 2.3. Soit λ > 0 sous les hypothèses (H1) et (H2) on a
1. ∀x ∈D(A+B) =DA∩DB alors :

Sλ(Ax+Bx−λx) = x,

donc Sλ est inverse à gauche, pour x ∈DA∩DB.
2. Si x ∈DA+DB alors :

Sλx ∈DA∩DB et (A+B−λI)Sλx= x,

donc Sλ est inverse à droite mais sur DA ou DB .
C’est une proposition centrale dans la théorie des sommes.
Pour démontrer cette proposition on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1.1. Supposons que (H1) et (H2) sont vérifiées et x ∈D(A)∩D(B), alors

1
2iπ

∫
γλ

(B+ z)−1Bx

z
dz = 0,

et
−1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz = x.
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2.1. Sommes d’opérateurs

Preuve. On écrit

1
2iπ

∫
γλ

(B+ z)−1Bx

z
dz = lim

R→∞

1
2iπ

∫
γR

(B+ z)−1Bx

z
dz,

où
γR = {z ∈ γλ : |z| ≤R} ,

et

−1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz = lim
R→∞

1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz

=− lim
R→∞

1
2iπ

∫
γ
R

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz

telle que γR̄ est la courbe γR dans le sens inverse. Posons ΓR = γR∪CR avec

CR =
{
Reiθ : θ0 ≤ θ ≤ 2π− θ0

}
,

et
Γ
′
R = γR̄∪C

′
R,

avec
C
′
R =

{
Reiθ :−θ0 ≤ θ ≤ θ0

}
.

On a

1
2iπ

∫
γR

(B+ z)−1Bx

z
dz = 1

2iπ

∫
ΓR

(B+ z)−1Bx

z
dz− 1

2iπ

∫
CR

(B+ z)−1Bx

z
dz.

La fonction (B+ z)−1Bx

z
est analytique sur ΓR et décroît comme 1

|z|2
, donc

1
2iπ

∫
ΓR

(B+ z)−1Bx

z
dz = 0

grâce au théorème de Cauchy, de plus

lim
R→∞

1
2iπ

∫
CR

(B+ z)−1Bx

z
dz = 0.

Alors
1

2iπ

∫
γR

(B+ z)−1Bx

z
dz = 0,

d’autre part, on a

1
2iπ

∫
γ
R

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz =− 1
2iπ

∫
Γ′R

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz

− 1
2iπ

∫
C
′
R

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz

1
2iπ

∫
γ
R

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz =− 1
2iπ

∫
Γ′R

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz

− 1
2iπ

∫
C
′
R

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz

15
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la fonction (A−λ− z)−1(A−λ)x
z

n’est pas analytique à l’origine et décroît comme 1
|z|2

sur

Γ
′
R, donc d’après la formule des résidus on aura

1
2iπ

∫
Γ′
R̄

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz = x.

De plus

lim
R−→∞

1
2iπ

∫
C
′
R

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz = 0.

Donc
− 1

2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz = x.

�

Preuve. (de la proposition 2.2.2)
1. Soit x ∈D(L), montrons que Sλ(Lx−λx) = x. On doit calculer pour x ∈DA∩DB

I = −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1[Ax+Bx−λx] dz

On écrit :

(A−λ− z)−1(B+ z)−1[Ax+Bx−λx] = (B+ z)−1
[
(A−λ− z)−1(A−λ)x

]
+ (A−λ− z)−1(B+ z)−1Bx

= (B+ z)−1x+ z(B+ z)−1x

+ (A−λ− z)−1x− z(A−λ− z)−1(B+ z)−1x

= (B+ z)−1x+ (A−λ− z)−1x

mais 
(B+ z)−1x = x

z
− B(B+ z)−1x

z
= x

z
− (B+ z)−1Bx

z
(car x ∈DB)

(A−λ− z)−1x = (A−λ− z)−1(A−λ)−1x

z
− x
z
.

D’où

(A−λ− z)−1(B+ z)−1[Ax+Bx−λx] = −(B+ z)−1Bx

z
+ x

z

+ (A−λ− z)−1(A−λ)−1x

z
− x
z

= −(B+ z)−1Bx

z
+ (A−λ− z)−1(A−λ)−1x

z

(grâce à la 1ere identité des résolvantes). D’où

I = 1
2iπ

∫
γλ

(B+ z)−1Bx

z
dz− 1

2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(A−λ)−1x

z
,

I =− 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(A−λ)−1x

z
+ 1

2iπ

∫
γλ

(B+ z)−1Bx

z
dz,
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2.1. Sommes d’opérateurs

I = I1 + I2. On montre que : I2 = 0 à gauche de γλ l’application

z 7−→ (B+ z)−1Bx

z
ρ(B) 7−→X

est analytique à valeurs dans l’espace BanachX et est en O( 1
|z|2

), donc I2 = 0 (d’après

le théorème de Cauchy). En effet, on considère

ΓR = γR∪CR {z ∈ γλ : |z| ≤R} ,

1
2iπ

∫
γλ

(B+ z)−1Bx

z
dz = lim

R−→+∞

1
2iπ

∫
γR

(B+ z)−1Bx

z
dz

= lim
R−→+∞

− 1
2iπ

∫
CR

(B+ z)−1Bx

z
dz (sens (−))

Pour z ∈ CR , on pose : z =Reiθ, θ ∈ [θ0,2π− θ0] dz = iReiθdθ d’où

I2 = 1
2iπ

∫
γλ

(B+ z)−1Bx

z
dz = lim

R−→+∞
− 1

2iπ

∫ 2π−θ0

θ0

(B+Reiθ)−1

Reiθ
Rieiθdθ

= lim
R−→+∞

1
2π

∫ 2π−θ0

θ0
(B+Reiθ)−1Bx dθ = 0.

Pour I1, on utilise le théorème des résidus (à droite). On écrit que

I1 = lim
R−→+∞

− 1
2iπ

∫
γλ|z|≤R

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz

= lim
R−→+∞

− 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz.

ΓR = γλ∪CR, donc

I1 =− 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz+ 1
2iπ

∫
CR

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz,

∫
γλ

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz = 2πiRes
[

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

,z = 0
]

= 2πix−1
2πi

∫
γλ

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz

=−x

Le (−) avec le sens de la courbe se compensent, le pôle z = 0 étant à droite.
Pour CR on a :

lim
R−→+∞

− 1
2iπ

∫
CR

(A−λ− z)−1(A−λ)x
z

dz = 0 (lemme de Jordan).

2. x ∈DA+DB =⇒∃x0 ∈DA et x1 ∈DB : x= x0 +x1.
Puisque les rôles de A et B étant symétrique, il suffit considérer par exemple le cas
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2.1. Sommes d’opérateurs

où

x ∈DB (ou DA) alors :

Sλx= −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1x dz.

Montrons que : Sλx ∈DB (i.e : s’il existe BSλx? ). Il suffit de montrer que

(A−λ− z)−1(B+ z)−1x ∈DB.

On a
(A−λ− z)−1(B+ z)−1x= (B+ z)−1(A−λ− z)−1x ∈DB,

et
B(A−λ− z)−1(B+ z)−1x=B(B+ z)−1(A−λ− z)−1x,

B(B+ z)−1(A−λ− z)−1x= (B+ z− z)(B+ z)−1(A−λ− z)−1x

= (A−λ− z)−1x− z(B+ z)−1(A−λ− z)−1x

= (A−λ− z)−1
[
x− z(B+ z)−1x

]
= (A−λ− z)−1

[
x− (z+B−B)(B+ z)−1x

]
= (A−λ− z)−1B(B+ z)−1x

= (A−λ− z)−1(B+ z)−1Bx.

Donc : Sλx ∈DB et B(Sλx) = Sλ(Bx). Il reste à montrer que Sλx ∈DA, on a

(B+ z)−1x= x

z
− (B+ z)−1Bx

z
.

D’où,

Sλx= −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1x dz

= −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1
[
x

z
− (B+ z)−1Bx

z

]
dz

= 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1Bx
dz

z
− 1

2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1x
dz

z
,

et grâce à la formule des résidus on obtient

Sλx= 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1Bx
dz

z
+ 1

2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1x
dz

z
(2.4)

(le (+) provient du sens du parcours et du fait qu’on a

(A−λ− z)−1 =−
(
z− (A−λ)−1) .

D’où

A(Sλx) = A(A−λ)−1x+ 1
2iπ

∫
γλ
A(A−λ− z)−1(B+ z)−1Bx

dz

z

= A(A−λ)−1x+ 1
2iπ

∫
γλ

(λ+ z)(A−λ− z)−1(B+ z)−1Bx
dz

z

+ 1
2iπ

∫
γλ

(B+ z)−1Bx
dz

dx
.
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L’intégrale + 1
2iπ

∫
γλ

(B+ z)−1Bx
dz

dx
(en intégrant à gauche de γλ)

A(Sλx) = x+λ(A−λ)−1x+ 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1Bx

z
dz

+ 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1Bx dz

= x+λ

[
(A−λ)−1x+ 1

2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1Bx dz

]

+ 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1Bx dz

= x+λ(Sλx) + (−B(Sλx)).

D’après (2.4), on obtient

A(Sλx) +B(Sλx)−λ(Sλx) = x.

Donc
(A+B−λ)(Sλx) = x (Sλ inverse à droite).

�
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2.2 Solutions strictes pour un second membre dans un
espace d’interpolation

Pour suivre l’étude de l’équation (2.1) on a besoin de certains espaces d’interpolation
On définit des espaces intermédiaires entre DA et X (ou DB et X ) pour des opérateurs

"sectoriels" A (ou B ) vérifiant (H1).

Définition 2.3.

1 Pour θ ∈]0,1[ etp ∈ [1,+∞[ on note DA(θ,p) le sous espace de X suivant : DA(θ,p) ={
u ∈X : ‖tθA(A− t)−1u‖X ∈ Lp∗

}
muni de la norme ‖u‖DA(θ,p) = ‖u‖X+

(∫ +∞

0
‖t‖θA(A− t)−1u‖pXdt

) 1
p

,

où Lp∗ est l’espace des fonctions de puissance p intégrable pour la mesure dt

t
, Pour

p = +∞ on a DA(θ,∞) =
{
u ∈X : sup

t>0
‖tθA(A− t)−1u‖X <+∞

}
muni de la norme

‖u‖DA(θ,p) = ‖u‖X + sup
t>0
‖tθA(A− t)−1u‖X .

2 Si p ∈ [1,∞], on définit l’espace Lp∗(R+,X) par

f ∈ Lp∗(R+,X)⇐⇒


f : R+ −→X est fortement mesurable et(∫ +∞

0
‖f(t)‖pX

dt

t

) 1
p

= ‖f(t)‖Lp∗ <∞.

On définit l’espace L∞∗ (R+,X) par

f ∈ L∞∗ (R+,X)⇐⇒

f : R+ −→X est fortement mesurable et
Sup ess0<t<1 ‖f(t)‖X <∞.

1. Soit p ∈ [1,∞]

Théorème 2.4. (Solution stricte)
Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X vérifiant (H1) et (H2). Alors

pour tout y ∈ DA(θ,+∞) +DB(θ,+∞) où θ ∈]0,1[, il existe une unique solution stricte
x= Sλy ∈DA∩DB de Ax+Bx−λx= y.

Preuve. On suppose que y ∈DB(θ,+∞)

x= Sλy = −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz

y ∈DB(θ,+∞)⇐⇒ sup
r>0

∥∥∥rθB(B+ r)−1y
∥∥∥
X
<+∞

⇐⇒ sup
|z|>0
z∈γλ

∥∥∥zθB(B+ z)−1y
∥∥∥
X
<+∞.

Montrons que x= Sλy ∈DB c’est à dire∥∥∥∥∥−1
2iπ

∫
γλ
B(B+ z)−1(A−λ− z)−1y dz

∥∥∥∥∥<+∞.

On a
(A−λ− z)−1(B+ z)−1 = (B+ z)−1(A−λ− z)−1y,
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et

B(A−λ− z)−1(B+ z)−1y = (B+ z− z)(B+ z)−1(A−λ− z)−1y

= (A−λ− z)−1y− z(B+ z)−1(A−λ− z)−1y

= (A−λ− z)−1y− z(A−λ− z)−1(B+ z)−1y

= (A−λ− z)−1
[
y− z(B+ z)−1y

]
= (A−λ− z)−1B(B+ z)−1y,

et ∥∥∥B(A−λ− z)−1(B+ z)−1y
∥∥∥
X
≤ C

|z+λ| |z|θ
‖y‖DB(0,+∞)

car ∥∥∥B(B+ z)−1y
∥∥∥≤ ‖y‖DB(0,+∞)

|z|θ
,

et
‖y‖DB(θ,+∞) = ‖y‖X + sup

∥∥∥zθB(B+ z)−1y
∥∥∥
X
.

Ainsi l’intégrale −1
2iπ

∫
γλ
B(A− λ− z)−1(B+ z)−1y dz est absolument convergente de plus

x ∈D(B) et
Bx= −1

2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1B(B+ z)−1y dz.

Pour prouver que x ∈D(A) on utilise l’identité de la résolvante suivante

(B+ z)−1y = y

z
− B(B+ z)−1y

z
.

On a

x= −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz

= −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1
[
y

z
− B(B+ z)−1y

z

]
dz

= −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1y
dz

z
+ −1

2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1B(B+ z)−1y
dz

z
,

en utilisant la formule des résidus on trouve

x= (A−λ)−1y+ 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1B(B+ z)−1y
dz

z

donc x ∈D(A), et

(A−λ)x= y+ 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ)(A−λ− z)−1B(B+ z)−1y
dz

z

= y+ 1
2iπ

∫
γλ
B(B+ z)−1y

dz

z
+ 1

2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1B(B+ z)−1y
dz

z

= y−Bx,

car 1
2iπ

∫
γλ
B(B+ z)−1y

dz

z
est nulle, alors on a le résultat. �
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2.2.1 Régularité maximale
Théorème 2.5. Sous les hypothèses (H1) et (H1) et y ∈DB(θ,+∞). Alors x= Sλy ∈DA∩
DB et de plus on a Ax et Bx ∈DB(θ,+∞)
Preuve. On doit montrer les régularités suivantes

Bx ∈DB(θ,+∞) i.e : sup
r>0

∥∥∥rθB(B− r)−1Bx
∥∥∥
X
<+∞,

et
Ax ∈DB(θ,+∞) i.e : sup

r>0

∥∥∥rθB(B− r)−1Ax
∥∥∥
X
<+∞.

Soit r > 0, assez très grand (r > λ), supposons que γλ passe à droite du point z = −r. On
calcule : B(B− r)−1x.
On a
B(B− r)−1x=B(B− r)−1Sλy

= −1
2iπ

∫
γλ
B(B− r)−1(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz

= −1
2iπ

∫
γλ

(B− r+ r)−1(B− r)−1(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz

= −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz− 1
2iπ

∫
γλ
r(B− r)−1(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz

= −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz− 1
2iπ

∫
γλ
r(B− r)−1(B+ z)−1(A−λ− z)−1y dz

On utilise la 2eme identité de la résolvante :

(B− r)−1(B+ z)−1 = 1
r+ z

[
(B− r)−1− (B+ z)−1

]
Il vient

B(B− r)−1x= x− 1
2iπ

∫
γλ

r

r+ z
(A−λ− z)−1(B− r)−1y dz

+ 1
2iπ

∫
γλ

r

r+ z
(A−λ− z)−1(B− r)−1y dz

= x+ I+
∫
γλ

r

r+ z
(A−λ− z)−1(B− r)−1y dz.

L’intégrale
I =−

∫
γλ

r

r+ z
(A−λ− z)−1(B− r)−1y dz = 0

(En intégrant à droite de γλ, la fonction (A−λ− z)−1y

r+ z
est analytique à droite de λ et

(+z 6= 0) et on a
B(B− r)−1x= x+ r(B− r)−1x,

alors CR = γR∪ΓR.On a

B(B− r)−1x= x+ 1
2iπ

∫
γλ

r+ z− z
r+ z

(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz

= x+ 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz− 1
2iπ

∫
γλ

z

r+ z
(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz

= x−x− 1
2iπ

∫
γλ

z

r+ z
(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz,
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2.2. Solutions strictes

D’où
B(B− r)−1x=− 1

2iπ

∫
γλ

z

r+ z
(A−λ− z)−1(B+ z)−1y dz.

Posons
I =− 1

2iπ

∫
γλ

r

r+ z
(A−λ− z)−1(B− r)−1y dz.

I = lim
R−→+∞

(
− 1

2iπ

∫
γλ

r

r+ z
(A−λ− z)−1(B− r)−1y dz

)

= lim
R−→+∞

[(
− 1

2iπ

∫
γR

r

r+ z
(A−λ− z)−1(B− r)−1y dz

)
− 1

2iπ

∫
ΓR

r

r+ z
(A−λ− z)−1(B− r)−1y dz

]

= lim
R−→+∞

− 1
2iπ

∫
ΓR

r

r+ z
(A−λ− z)−1(B− r)−1y dz,

car
− 1

2iπ

∫
γλ

r

r+ z
(A−λ− z)−1(B− r)−1y dz = 0.

Posons z =Reiθ⇒ dz =Rieiθdθ et (B− r)−1 = ξ ; on obtient

I = lim
R−→+∞

(
− 1

2iπ

∫ θ0

−θ0

r

r+Reiθ
(A−λ−Reiθ)−1ξRieiθdθ

)

= lim
R−→+∞

(
− 1

2iπ

∫ θ0

−θ0

r

r+Reiθ
(A−λ−Reiθ)−1ξReiθdθ

)
∥∥∥∥∥ lim
R−→+∞

− 1
2iπ

∫ θ0

−θ0

r

r+Reiθ
(A−λ−Reiθ)−1ξReiθdθ

∥∥∥∥∥ −→0
R−→+∞

.

D′ou

B(B− r)−1Bx=− 1
2iπ

∫
γλ

z

r+ z
(A−λ− z)−1B(B+ z)−1y dz

∥∥∥B(B− r)−1Bx
∥∥∥
x

=
∥∥∥∥∥− 1

2iπ

∫
γλ

z

r+ z
(A−λ− z)−1B(B+ z)−1y dz

∥∥∥∥∥
x

≤ k
∫
γλ

∣∣∣∣ z

λ+ z

∣∣∣∣ . 1
|r+ z|

.
1
|z|θ
|dz|‖y‖DB (θ,+∞).

En remplaçant z par rz on obtient
∥∥∥B(B− r)−1Bx

∥∥∥
x
≤ k

[∫
γλ

∣∣∣∣ 1
1 + z

∣∣∣∣ . 1
|z|θ
|dz|

] ‖y‖DB (θ,+∞)
rθ

.

D’où ∥∥∥rθB(B− r)−1Bx
∥∥∥
x
≤ krθ

[∫
γλ

∣∣∣∣ 1
1 + z

∣∣∣∣ . 1
|z|θ
|dz|

] ‖y‖DB (θ,+∞)
rθ

≤ k
[∫
γλ

∣∣∣∣ 1
1 + z

∣∣∣∣ . 1
|z|θ
|dz|

]
‖y‖DB (θ,+∞)

≤ k′ ‖y‖DB (θ,+∞) où k
′
= k

[∫
γλ

∣∣∣∣ 1
1 + z

∣∣∣∣ . 1
|z|θ
|dz|

]
.

Donc
Bx ∈DB(θ,+∞).

�
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2.2. Solutions strictes

Lemme 2.2.1. Pour r assez grand (r > λ),∀z ∈ γλ, ∃k > 0 tels que

|z+ r| ≥ kr⇒ |z+ r| ≥ k|z|,

et
|z− r| ≥ kr⇒ |z− r| ≥ k|z|.

Preuve. Soit z ∈ γλ et r > 0. D’après le schéma on a

|z±r| ≥ ab= r sinδ
≥ kr,

et

|z±r| ≥ cd= r|z|sinδ
≥ k|z|.

�

Lemme 2.2.2. Soit v ∈]0,1[ alors il existe C > 0 telle que pour r > 0∫
γ

|dz|
|z±r||z|v

≤ C

rv
, ∀z ∈ γ.

Preuve. C’est une conséquence du lemme précédent. On pose

γ = γr ∪ (γ− r),

avec

γr = {z ∈ γ : |z| ≤ r},
γ−γr = {z ∈ γ : |z|> r},

Alors ∫
γ

|dz|
|z±r||z|v

=
∫
γr

|dz|
|z±r||z|v

+
∫
γ−γr

|dz|
|z±r||z|v∫

γ

|dz|
|z±r||z|v

=
∫
z∈γ
|z|≤r

|dz|
|z±r||z|v

≤ k

r

∫ r

0

|dz|
|z|v

≤ k

r

[
|z|1−v

]r
0

≤ k

r
r1−v = k

rv
.

∫
γ−γr

|dz|
|z±r||z|v

=
∫ +∞

r

|dz|
|z±r||z|v

≤
∫ +∞

r

|dz|
|z|1+v

≤ k |z|−v
]+∞
r

= k

rv
.
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2.2. Solutions strictes

Donc, d’après les deux lemmes présidents [2.2.1,2.2.2] on obtient :
∥∥∥rθB(B− r)−1Bx

∥∥∥
X
≤ krθ

∫
γλ

|z|
|r+ z|

.
1

|λ+ z|
.

1
|z|θ
|dz|‖y‖DB (θ,+∞)

≤ k.rθ. k
rθ
‖y‖DB (θ,+∞)

≤ k‖y‖DB (θ,+∞)⇒Bx ∈DB(θ,+∞).

Alors, comme x ∈DB ⊂DB(θ,+∞) et de l’équation Ax= y+λx−Bx et y ∈DB(θ,+∞),
on trouve que Ax ∈DB(θ,+∞). �

Proposition 2.6. (Régularité croisée) Sous les hypothèses (H1) et (H2) et y ∈DB(θ,+∞).
Alors Bx ∈DA(θ,+∞)

Preuve.
x= Sλy =

∫
γλ

−1
2iπ (A−λ− z)−1(B+ z)−1ydz,

Bx=
∫
γλ

−1
2iπ (A−λ− z)−1B(B+ z)−1ydz.

On doit montrer
Bx ∈DA(θ,+∞),

c’est à dire
sup
r>0

∥∥∥rθA(A− r)−1Bx
∥∥∥≤ k,

ou bien
sup
r>0

∥∥∥rθ(A−λ)(A−λ− r)−1Bx
∥∥∥≤ k.

(A−λ)(A−λ− r)−1Bx= (A−λ)(A−λ− r)−1B(Sλy)

= −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ)(A−λ− r)−1(A−λ− z)−1B(B+ z)1 ydz

= −1
2iπ

∫
γλ

(A− r+ r−λ)(A−λ− r)−1(A−λ− z)−1B(B+ z)1 ydz

= −1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1B(B+ z)1 ydz− 1
2iπ

∫
γλ
r(A−λ− r)−1(A−λ− z)

D’après la 2eme identité de la résolvante on a

(A−λ− r)−1(A−λ− z)−1 = 1
r− z

[
(A−λ− r)−1− (A−λ− z)−1] ,

donc

(A−λ)(A−λ− r)−1Bx=Bx− 1
2iπ

∫
γλ

r

r− z
(A−λ− r)−1B(B+ z)−1 ydz

+ 1
2iπ

∫
γλ

r− z+ z

r− z
(A−λ− z)−1B(B+ z)−1 ydz.

D’où

(A−λ)(A−λ− r)−1Bx=Bx+ 1
2iπ

∫
γλ

(A−λ− z)−1B(B+ z)−1 ydz

− 1
2iπ

∫
γλ

z

r− z
(A−λ− z)−1B(B+ z)−1 ydz,
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2.2. Solutions strictes

donc
(A−λ)(A−λ− r)−1Bx=− 1

2iπ

∫
γλ

z

r− z
(A−λ− z)−1B(B+ z)−1 ydz.

D’où
∥∥∥(A−λ)(A−λ− r)−1Bx

∥∥∥=
∥∥∥∥∥− 1

2iπ

∫
γλ

z

r− z
(A−λ− z)−1B(B+ z)−1 ydz

∥∥∥∥∥
≤ k

∫
γλ

|z|
|1− z| .

1
|λ+ z| |z|θ

|dz|‖y‖DB(θ,+∞)

≤ k
‖y‖DB(θ,+∞)

rθ
= k

r
‖y‖DB(θ,+∞) .

Donc
Bx ∈DB(θ,+∞).

�

Théorème 2.7. (Régularité maximale) Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans
X vérifiant (H1) et (H2). Pour y ∈DA(θ,∞), la solution stricte x de

Ax+Bx−λx= y,

vérifie
1. (A−λ)x ∈DA(θ,+∞),
2. Bx ∈DA(θ,+∞),
3. (A−λ)x ∈DB(θ,+∞).
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CHAPITRE 3

APPLICATION : RÉSOLUTION D’UNE E.D.P.
PARABOLIQUE

De nombreux problèmes régis par des équations aux dérivées partielles peuvent se ramener
par un choix judicieux deX, de A etB a l’équation abstraite (1), ce qui est une des principales
motivations de l’étude de celle-ci. Dans ce chapitre on étudiera deux applications analytiques
de ce qui a été développée dans le chapitre précédent. Il est consacre à la présentation de
l’étude d’un problème parabolique, qui a été développe par Labbas R. [?] .

3.1 Exemple : l’équation de la chaleur
On s’intéresse à la résolution et à l’étude de la régularité des solutions de l’équation de

la chaleur suivante : 
−∂u
∂t

(t,x) + ∂2u

∂x2 (t,x)−λu(t,x) = f(t,x),
u(0,x) = 0, x ∈ [0,1],
u(t,0) = u(t,1) = 0, t ∈ [0,1].

(3.1)

posée dans le carre Ω =]0,1[×]0,1[. Ici t représente le temps, λ est un nombre positif fixé
et f est une fonction donnée dans un espace de Banach X.

Figure 3.1: Problème parabolique sur Ω
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3.1. Exemple : l’équation de la chaleur

• Formulation abstraite du problème
On pose X = C([0,1];Lp(0,1)) = C([0,1];E) muni de la norme

‖u‖X = max
t∈[0,1]

‖u(t)‖E ,

et définissons la fonction

u : [0,1]−→ Lp(0,1); t 7−→ u(t);u(t)(x) = u(t,x).

u(t) est une fonction de x, elle devient une fonction vectorielle à valeurs dans un espace de
fonctions en x, en l’occurrence Lp(0,1). Le problème (3.1) devient le problème de Cauchy
suivant : −u

′(t) + Λu(t)−λu(t) = f(t),
u(0) = 0, t ∈ [0,1].

Où Λ est l’opérateur linéaire sur X
D(Λ) =

{
ϕ ∈W 2,p(]0,1[)/ϕ(0) = ϕ(1) = 0

}
Λϕ= ϕ′′ = ∂2ϕ

∂x2 .

On définit les opérateurs A et B sur X par :DA =
{
u ∈ C1([0,1];X),u(0) = 0

}
Au=−u′,u ∈DA.DB = {u ∈ E/∀t ∈ [0,1],u(t) ∈DΛ}

(Bu)(.) = Λ(u(.)),u(t) ∈DB.

Alors le problème (3.1) s’écrit dans X sous la forme :

Au+Bu−λu= f ∈X.

• Application des sommes
On utilise la technique des sommes d’opérateurs linéaires de Da Prato et Grisvard dans le
cadre commutatif pour étudier l’existence, l’unicité et la régularité de la solution du problème
(3.1).
Vérification de l’hypothèse H1 Considérons d’abord le problème suivantϕ

”(x)− zϕ(x) = g(x), x ∈ (0,1),
ϕ(0) = ϕ(1) = 0.

(3.2)

On résout d’abord l’équation homogène

ϕ”(x)− zϕ(x) = 0, x ∈ (0,1)

Son équation caractéristique associée : r2− z = 0 admet deux racines : r1 =
√
z,r2 = −

√
z,

où z > 0.
La solution de (3.2) s’écrit alors sous la forme :

ϕ(x) = c1e
√
zx+ c2e

−
√
zx, c1, c2 ∈ R.
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3.1. Exemple : l’équation de la chaleur

Déterminons les constantes c1 et c2 :ϕ(0) = c1 + c2 = 0,
ϕ(1) = c1e

√
z + c2e

−
√
z = 0.

On a

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1

e
√
z e−

√
z

∣∣∣∣∣∣∣= e−
√
z− e

√
z 6= 0.

Donc le problème homogène admet une unique solution qui est la solution triviale ϕ≡ 0.
Par conséquent, il existe une fonction de Green unique K

√
z telle que la solution de pro-

blème(3.2) s’écrit d’une façon unique :

ϕ(x) =
∫ 1

0
K√z(x,s)g(s) ds, x ∈ [0,1],

et on détermine le noyau de Green de la manière suivante

K√z(x,s) =


Φ1(x)Φ2(x)
(Φ1,Φ2)(x) , si 0≤ x≤ s,
Φ1(s)Φ2(s)
(Φ1,Φ2)(s) , si s≤ x≤ 1.

où

(Φ1,Φ2)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
Φ1(x) Φ2(x)

Φ
′
1(x) Φ

′
2(x)

∣∣∣∣∣∣∣
= Φ1(x)Φ

′
2(x)−Φ

′
1(x)Φ2(x),

et Φ1,Φ2 sont deux fonctions vérifiant les deux problèmes de Cauchy suivants :Φ”
1(x)− zΦ1(x) = 0,

Φ1(0) = 0, Φ
′
1(0) =−1.

(3.3)

Φ”
2(x)− zΦ2(x) = 0,

Φ2(0) = 0, Φ
′
2(0) =−1.

(3.4)

Résolution du problème de Cauchy (3.3). On a

Φ1(x) = c1e
√
zx+ c2e

−
√
zx.

Donc
Φ1(0) = 0⇒ c1 + c2 = 0.

D’autre part, on a
Φ
′
1(x) = c1

√
ze
√
zx− c2

√
ze−

√
zx,

Alors
Φ
′
1(0) =−1⇒ c1

√
z− c2

√
z =−1.

Pour déterminer c1 et c2, on va résoudre ce système de Cramer :c1 + c2 = 0,
c1
√
z− c2

√
z =−1.
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3.1. Exemple : l’équation de la chaleur

On a

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1
√
z −

√
z

∣∣∣∣∣∣∣=−2
√
z 6= 0.

donc,

c1 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 1

−1 −
√
z

∣∣∣∣∣∣∣
−2
√
z

= −1
2
√
z
, c2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0
√
z −1

∣∣∣∣∣∣∣
−2
√
z

= 1
2
√
z
.

Par suite,

Φ1(x) = −1
2
√
z
e
√
zx+ 1

2
√
z
e−
√
zx,

= −1√
z

e
√
zx− e−

√
zx

2 ,

= −1
z

sinh
√
zx.

Résolution du problème de Cauchy (3.4). On a

Φ2(x) = c1e
√
zx+ c2e

−
√
zx,

Donc
Φ2(1) = 0⇒ c1e

√
z + c2e

−
√
z = 0.

D’autre part, on a
Φ
′
2(x) = c1

√
ze
√
zx− c2

√
ze−

√
zx,

donc
Φ
′
2(1) = 1⇒ c1

√
ze
√
z− c2

√
ze−

√
z = 1.

Pour déterminer c1 et c2, on va résoudre ce système de Cramer :c1e
√
z + c2e

√
z = 0,

c1
√
ze
√
z− c2

√
ze
√
z = 1.

On a

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
e
√
z e−

√
z

√
ze
√
z −

√
ze−

√
z

∣∣∣∣∣∣∣=−2
√
z 6= 0,

donc

c1 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 e−

√
z

1 −
√
ze−

√
z

∣∣∣∣∣∣∣
−2
√
z

= e−
√
z

2
√
z
, c2 =

∣∣∣∣∣∣∣
e
√
z 0

√
ze
√
z 1

∣∣∣∣∣∣∣
−2
√
z

= −e
√
z

2
√
z
.

Par suite,

Φ2(x) = e−
√
z

2
√
z
e
√
zx− e

√
z

2
√
z
e−
√
zx,

= −1√
z

e
√
z(1−x)− e−

√
z(1−x)

2 ,

= −1√
z

sinh
√
z(1−x).
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3.1. Exemple : l’équation de la chaleur

Finalement, on aura

K√z(x,s) =


sinh
√
z(1−x)sinh

√
zs√

z sinh
√
z

, si 0≤ s≤ x,
sinh
√
zxsinh

√
z(1− s)√

z sinh
√
z

, si x≤ s≤ 1.

La majoration de la résolvante
∥∥∥(Λ− z)−1

∥∥∥
L(Lp(0,1))

découlera du lemme de Schur suivant

Lemme 3.1.1. (de Schur ou l’interpolation de Riesz-Thorin) Soit K : Ω1×Ω2 → R une
fonction mesurable telle que
• ∃α > 0/∀x2 ∈ Ω2 :

∫
Ω1
|K(x1,x2)| dx1 ≤ α,

• ∃b > 0/∀x1 ∈ Ω1 :
∫

Ω2
|K(x1,x2)| dx2 ≤ b Alors l’opérateur F défini par

T (f)(x2) =
∫

Ω1
K(x1,x2)f(x1) dx1,

vérifie
T ∈ L(Lp(Ω1),Lp(Ω2)).

Comme K√z(., .) est symétrique, on a
∥∥∥(Λ− z)−1

∥∥∥
L(Lp(0,1))

≤ 1
|z|cos θ2

.

où θ = argz et ceci pour tout z /∈]∞,0].
En posant DB =

{
u ∈ C([0,1];Lp(0,1))/∀t ∈ [0,1],u(t) ∈DΛ

}
,

(Bu)(t) = Λu(t).

alors B est linéaire fermé (car Λ l’est), et pour la résolvante de B, on procéde comme suit :Bu− zu= f,

u ∈DB.

qui est équivalent à Λu(t)− zu(t) = f(t) avec f(t) ∈ Lp(0,1),
Λ(t) ∈DΛ.

D’où ((B− z)−1f)(t) = (Λ− z)−1f(t) = u(t) avec f(t) ∈ Lp(0,1),
∀t ∈ [0,1].

Et on a
φB ⊃

{
z ∈ C/ |arg(z)‖< π

}
,

ainsi
θB = 0.

Revenons maintenant à l’opérateur A défini par :DA =
{
u ∈ C1([0,1];Lp(0,1))/u(0) = 0

}
,

(Au)(t) =−u
′
(t).
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3.1. Exemple : l’équation de la chaleur

A est linéaire fermé, sa résolvante découle de la résolution de l’équation suivante :Au− zu= f,

u ∈DA.

qui est équivalente à
−u

′
(t)− zu(t) = f(t),u(0) = 0. (3.5)

cette équation est une équation différentielle de premier ordre, et son équation homogène
est :

−u
′
(t)− zu(t) = 0. (3.6)

Il est clair que le problème homogène admet la solution triviale u≡ 0.
D’autre part,
on a si u 6= 0 Variation de la constante k : On remplace dans (3.5), et on obtient

−k
′
(t)e−zt+ zk(t)e−zt− zk(t)e−zt = f(t)

Donc
k(t) =−

∫ t

0
ezsf(s) ds.

D’où :
u(t) =−

(∫ t

0
ezsf(s) ds

)
e−zt.

Donc, la solution générale du problème (3.5) s’écrit sous la forme :

u(t) =−
∫ t

0
e−z(t−s)f(s) ds.

Cette représentation a un sens pour tout z ∈C, ceci implique que ρ(A) = C.
Mais

‖u(t)‖E =
∫ t

0
e−Re(z)(t−s) ‖f(s)‖E ds,

= 1− e−Re(z)t
Re(z) si Re(z)> 0,

= 1
Re(z) .

Donc ρ(A) contient tout secteur de la forme :
∑
ρ(A)

=
{
z ∈ C/|arg(z)| ≤ π− ρ(A)

}
avec π

2 <

ρ(A) < π
et sur ce secteur on a l’hypothèse (H1).
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3.1. Exemple : l’équation de la chaleur

Figure 3.2: domain de
∑
ρ(A)

Donc pour tout z ∈
∑
ρ(A)

,arg(z) = θ et on a :

∥∥∥(A− z)−1
∥∥∥
L(X)

≤ 1
Re(z) = 1

|z|cosθ .

Et
ρ(A) +ρ(B) = ρ(A) + θ < π.

•Commutativité des résolvantes Soient z ∈ ρ(A) et z
′
∈ ρ(B). On a

(A− z)−1(B− z
′
)−1f = (A− z)−1((B− z−1)−1f).

{
(A− z)−1(B− z

′
)−1f

}
(t) =−

∫ t

0
e−z(t−s)

{
(B− z

′
)−1f

}
(s) ds,

=−
∫ t

0
e−z(t−s)

{
(Λ− z

′
)−1f(s)

}
ds.

et {
(A− z)−1((B− z

′
)−1f)(t)

}
(x) =−

∫ t

0
e−z(t−s)

{
(Λ− z

′
)−1f(s)

}
(x) ds,

=
∫ t

0
K√

z
′ (x,τ)

(
−
∫ t

0
e−z(t−s)[f(s)](τ) ds

)
dτ,

=
∫ t

0
K√

z
′ (x,τ)

(
−
∫ t

0
e−z(t−s)f(s) ds

)
dτ,

=
∫ t

0
K√

z
′ (x,τ)

({
(A− z)−1f

}
(t)
)

(τ)d τ,

=
{

(B− z
′
)−1

({
(A− z)−1f

}
(t)
)}

(x).

Donc l’hypothèse (H2) est vérifiée.
•Régularité maximale Alors grâce au résultat de Da Prato et Grisvard on a le théorème
suivant :
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Théorème 3.1. Pour f ∈ Cθ([0,1];Lp(0,1)) ⊃ C([0,1];Lp(0,1)), θ ∈]0,1[ et 1 < p < +∞,
avec f(0) = 0, le problème (3.1) admet une unique solution u définie par u= Sλf vérifiant

u ∈ C1([0,1];Lp(0,1))∩C([0,1];W 2,p(0,1)).

et de plus
Au,Bu ∈ Cθ([0,1];Lp(0,1)).

où l’espace de Hölder

Cθ([0,1];Lp(0,1)) =
{
φ : [0,1]−→ Lp(0,1)/ sup

x,x
′∈[0,1],x6=x′

∥∥∥φ(x)−φ(x′)
∥∥∥∥∥∥x−x′∥∥∥θ <+∞

}
.

est muni de la norme

‖φ‖Cθ([0,1];Lp(0,1)) = Lp(0,1)/ sup
x,x
′∈[0,1],x 6=x′

∥∥∥φ(x)−φ(x′)
∥∥∥∥∥∥x−x′∥∥∥θ
}

+‖φ‖C([0,1];E) .
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans ce modeste travail, on a donné une introduction à la méthode des sommes d’opé-
rateurs linéaires fermés dans les espaces de Banach dans la cadre commutatif.
D’abord, on a rappelé les outils mathématiques et les notions de base liées à cette théorie,
ensuite on a énoncé les différentes hypothèses utilisées par cette méthode.
Enfin, on a mis en évidence cette méthode en donnant un exemple d’application illustratif,
cet application concerne la résolution d’une E.D.P. parabolique.
En perspectives, il sera intéressant de :
- Voir d’autres approches pour cette méthode.
- Identifier le fonctionnement de cette méthode dans d’autres cadres fonctionnels.
- Résoudre les différents problèmes rencontrés en utilisant cette méthode.
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