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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier 'existence et 'unicité de la solution ainsi que
la décroissance exponentielle de ’énergie des solutions lorsque le temps tend vers l'infini d’un
probléme de transmission d’équations des ondes viscoélastiques.

Aprés une introduction général, nous présentons quelques notions fondamentales d’analyse
fonctionnelle. Ensuite, en utilisant le principe de Hamilton généralisé, nous modélisons mathéma-
tiquement le probléme posé. Puis, en basant sur les approximations de Faedo-Galerkin et quelques
résultats de compacités, nous montrons que le probléme considéré posséde une solution unique.

Enfin, nous démontrons la stabilité exponentielle du systéme en utilisant la méthode des mul-
tiplicateurs. Les techniques utilisées sont basées sur la construction d’une fonction de Lyapunov
Z, qui est équivalente a la fonctionnelle d’énergie du probléme.

Mots-clés : probleme de transmission ; équations des ondes viscoélastiques; existence et uni-
cité de la solutions; méthode de Faedo-Galerkin ; stabilité exponentielle.



Abstract

The main purpose of this memory is to study the existence and uniqueness of the solution as well
as the the exponential decay of the energy when the time goes to the infinity for the transmission
problem of viscoelastic waves equations.

After an introduction, we present some fundamentals notions of functional analysis, then using
Hamilton principle we modelled mathematically our problem. Based on approximations of Faedo-
Galerkin and some compactness results we show that the problem considered has only solution.

Finally, we prove the exponential stability of the system using the multiplier method. The
techniques used are based on the construction of a Lyapunov function ., which is equivalent to
the energy functional of the problem.

Keywords : transmission problem ; wviscoelastic waves equations; existence and uniqueness ;
of the solution Faedo-Galerkin method ; exponential stability.
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Introduction générale

es équations aux dérivées partielles (E. D. P) ont été largement utilisées dans le domaine de

I'ingénierie dans ces derniéres années. C’est en effet grace a la modélisation des phénomeénes
a travers des équations aux dérivées partielles, qui nous permettent de comprendre le role de tel
ou tel paramétre, et surtout obtenir des prévisions parfois extrémement précises. En particulier
les équations des ondes modélisent plusieurs phénomenes naturels en : Physique, Chimie, Biologie,
Economie, etc.

Un probléme d’équations aux dérivées partielles consiste a se donner, en plus des équations
proprement dites, soit des conditions initiales soit des conditions aux limites soit les deux a voir
si une solution existe, si elle unique, si elle dépend régulierement des données et a chercher des
algorithme de calcul. La théorie du controle des E. D. P. intervient dans différents contextes et de
plusieurs maniéres. Les problémes de contrélabilité, d’observabilité et de stabilisation des équations
aux dérivées partielles ont fait ’objet, récemment, de nombreux travaux.

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action; elle consiste donc a
garantir la décroissance de 'énergie des solutions vers 0 de fagon plus ou moins rapide par un
mécanisme de dissipation.

Dans ce mémoire on étudie 'existence et I'unicité de la solution ainsi que la décroissance expo-
nentielle de I’énergie des solutions lorsque le temps tend vers I'infini d’un probléme de transmission
d’équations des ondes viscoélastiques. Notre travail consiste a détaillé le travail de J. E. M. Rivera
et H. P. Oquendo [9]. Plus précisément, on s’intéresse a ’étude du probléme suivant :

prug(T,t) — g, (z,t) =0, x €]0, L[, t>0,
t

P2V (2, 1) — o (x, ) + /g $)Vpe(x,8)ds =0 x €|Lg, L[, t>0
0

avec les conditions aux limites suivantes :

u(0,t) =v(L,t) =0, u(Lo,t)=v(Lo,t), t>0,
t
gty (Lo, t) = auy, (Lo, t) — /g(t, s)vg (Lo, $)ds, t>0
0
et les conditions initiales :
u(@,0) = uo(x),  uy(x,0) = (), v €0, L,
v $,O = o .CL’), U $,0) =M1 I‘), E]L0>L[7



ou p1, pa a1 et as sont des constantes positives, et u, v et g sont des fonctions. Ce travail est
décomposé en trois chapitres.

Chapitre 1 : Dans ce chapitre nous allons présenter des rappels sur d’analyse fonctionnelle
qui seront utilisés dans notre travail. En particulier, nous allons donner quelques résultats fonda-
mentaux concernant les espaces fonctionnels et les théorémes d’existence.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous allons modéliser mathématiquement le probléme physique
en utilisant le principe de Hamilton généralisé ainsi que nous allons prouver un résultat d’existence
et I'unicité de la solutions en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Chapitre 3 : Dans cette partie, nous allons démontrer la décroissance exponentielle de la
solution. Les techniques utilisées sont basées sur la construction d’une fonction de Lyapunov .Z,
qui est équivalente a la fonctionnelle d’énergie du probléme. Enfin, nous terminons ce travail par
une conclusion.




Chapitre

Rappels d’analyse fonctionnelle

Notons par x = (21, s, ...,x,) le point générique d'un ouvert 2 de R™. Soit u une fonction
définie de Q & valeurs dans R, on désigne par D'u(z) = agg(f) la dérivée partielle de la fonction u

par rapport a x;. Définissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement comme suit :

T
[ Ou Ou ou 2 “
Vu = (83:1’6:1:2"”’82:”) et ‘Vu‘ —Z

=1

2

ou
8:16,-

Y

1.1 les espaces C*())

Soient m un entier positif et 2 un intervalle de R. On notera par :

C(€2) I'espace des fonctions continues de €2 a valeurs dans R,

(C (Q))m I’espace des fonctions continues de €2 a valeurs dans R™,

Cy(Q) Pespace des fonctions continues sur €, on le munit de la norme

[ulloe = sup [u(z)].
ze

Pour £ > 1, k € N, on définit alors :

C*(2) I'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre k est continue
sur €,

Ck(Q) est 'espace des fonctions de C*(£2) dont le support est compact et inclus dans €,

C° () est I'espace des fonctions indéfiniment différentiables & supports compacts qu’on appelle
espace des fonctions test.

1.2 Espaces LF(2): 1 <p < o0

On désigne par L'(2) 'espace des classes des fonctions intégrables sur Q a valeurs dans R.
L’espace vectoriel L'(£2) devient un espace complet muni de la norme :

ol = / ju(a)| da.
Q

9



1.3. ESPACES DE SOBOLEV Chapitre 1

Sip € Ravec 1 <p < oo, on définit 'espace des classes de fonctions LP(£2) par :
LP(Q)) = {u : Q2 — R, u mesurable et /|u(x)|pdx < oo}.
Q

On munit cet espace vectoriel de la norme

D=

loll oy = / (@) de

Q

qui le rend complet.
Si p = oo, on définit :

L>*(Q) = {u :3C > 0, telle que u est mesurable et |u(z)| < C’}.

Cet espace vectoriel est complet pour la norme :
all ey = inf{M >0, |u(z)] < M p.p. sur Q}
Remarque 1.1. L’espace L*(Q) muni du produit scalaire

(u,v) = /uvdx, u,v € L*(Q)
Q

est un espace de Hilbert et l’espace L™ (£2) est un espace de Banach.

1.3 Espaces de Sobolev

On définit tout d’abord le concept de la dérivée faible dans L?*(2) cette notion généralise
la dérivation usuelle (dérivation forte) et est un cas particulier de la dérivation au sens des
distributions(voir[3]).

Définition 1.1. Soit v une fonction de L*(2), on dit que v est dérivable au sens de distribution
dans L*(Q) s’il existe des fonctions w; € L*(Q) pour i € {1,..., N} telle que pour tout fonction
peC ona:

/ v(:c)aafi (2)dz = — / wi(z)6(x)dz.

Q Q

ov

X

chaque w; est appelée la i-eme dérivée partielle de v et notée désormais

10



1.3. ESPACES DE SOBOLEV Chapitre 1

1.3.1 Espace Wr(Q)
Soit 1 < p < co. On définit I'espace vectoriel W1P(Q) par :

WP (Q) = {u € LP(Q), tel que : dulz) € LP(Q)} .
X
L’espace W'P(Q2) muni de la norme
du(z)
e

est un espace de Banach. On pose
HY(Q) = WH2(Q).
Définition 1.2. Soit Q un ouvert de R™. L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par

€ LQ(Q)}

est la dérivée partielle faible de v au sens de la définition (1.1).

i

HY(Q) = {U € L*(Q), tel que Vi € {1,...,N} a@v

ov
ox;

Proposition 1.1. Muni du produit scalaire

(u, V) iy = / (u(:t)v(x) +Vu(x)V.v(x)>da:

[l 0) = </(|U(96)|2 + VU($)|2)>é

Q
espace de Sobolev H(2) est un espace de Hilbert.
Démonstration. (Voir [2]) O

Définition 1.3. Soit C°(§2)l’espace des fonctions de classeC'™ a support compact dans (€2). L’es-
pace de Sobolev H} () est défini comme ’adhérence de C°(Q2) dans H* ().

ol

et de la norme

1.3.2 Espaces W"?(Q)

Pour m > 2, 1 < p < oo, on définit W™P(Q) par :
k

WmP(Q) = {u € W™ HP(Q), tel que % € LP(Q), k< m}
x

ou k € Net d % est la dérivée faible d’ordre k de u au sens de la définition (1.1). C’est un espace
de Banach mum de la norme :

el o) = 1l oy + Z

k<m

Q)
On pose
H™(Q) = W™2(Q).

Remarque 1.2. Les espaces H™(Q2), sont des espaces de Hilbert muni du produit scalaire

d*u d*v m
(u7U>Hm(Q) 'LL ’U L2(Q + Z Tk d Tk N NCAS H (Q)
dr®de® ) 1)

11



1.4. INEGALITES Chapitre 1

1.3.3 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Définition 1.4. Soient 1 < p < oo et X un espace de Banach, si p est fini on définit L*(0,T; X)
par :

T
LP(0,T;X) = {u [0, T] — X mesurable, telle que /||u||§( dt < oo}
0

ou [0, T] est un intervalle de R. On munit cet espace de la norme :

T
T P— / %
0

Si p est infini, alors on définit

L=(0,T;X) = {u 010, T[ = X mesurable, telle que sup ess|ju|y < oo}.
te[0,7

On le munit de la norme

||u||Loo(0,T;X) = sup ess|lu(?)]x -
te[0,7)
Théoréme 1.1. Les espaces LP (O, T; X) munis des normes précédentes sont des espaces de Banach
pour p € [0, 00].
Démonstration. (Voir [4]). O

On peut, comme dans le cas d’une fonction réelle définir la dérivée au sens classique ou au sens
généralisé d’une fonction a valeurs vectorielles.

Remarque 1.3. C([0,7],X) = {u : [0, T] — X continue i.e. ||u(t) — u(to)|| tend vers zéro

quand t tend vers to}. Si pour tout to € [0,T], la limite suivante existe dans X

o (to) = Tim = [uto + B) — u(to)]

alors on dira que u est dérivable au sens classique et si de plus, la fonction t — u/(t) est continue
on dira alors que u appartient @ C’l([O,T],X). De fagon générale, pour k > 1 entier, on peut
définir :

C*([0,T), X) = {u e C* (0,77, X) tel que u® € O([O,T],X)}.

1.4 Inégalités

Lemme 1.1. (Inégalité de Hélder). (Voir [1]) Soit 1 < p < oo, on désigne par q l'exposant
conjugué de p définie par

1 1
q= P c’est-a-dire — 4 — = 1.

p—1 P q
Siu e LP(Q) et v e LYQ), alors uwv € LY(Q) et
/ fu(@)o(@)ldz < el oy 190l ey - (L1)
Q

12



Chapitre 1

(1.2)

1.4. INEGALITES
Corollaire 1.1. Si p = g = 2 on obtient ["inégalité de Cauchy-Schwarz

/ ()o@l < lull ey 10 2o
(9]

Lemme 1.2. (Inégalité de Young). Soient 1 < p, ¢ < o0, i + % =1 eta,b>0. Alors pour tout
ab < na? 4 C,b*

n >0,

ol

Démonstration. (Voir [5]).
Remarque 1.4. pour p = q = 2, linégalité précédente s’écrit sous la forme
62
ab < na* + —.
4n

On introduit ensuite :
H} () = adhérence de D(S2) dans H' (),
= sous-espce deH'(£2) , des fonctions "nulle" sur 9.

L

Lemme 1.3. (Inégalité de Poincaré). Pour toute fonction ¢ définie pour tout x € [0,L] et t €
0

[0,00) et continument différentiable sur [0, L], alors, on a :
L

/¢2(x,t)da: < 2L (L, 1) +4L2/¢§(x,t)da:.
0 0

Démonstration. Voir [6].
fonction de L>(0,00). Soit B une constante positive ou nulle. Si
¢

o)< B+ / o(s)g(s)ds;

Lemme 1.4. (Inégalité de Gronwall). Soient o une fonction non-négative de L*(0,00) et g une

t

g(t) < Bexp ( / a(s)ds>.

alors
0

13




1.5. QUELQUES FORMULES UTILES Chapitre 1

1.5 Quelques formules utiles

Théoréme 1.2. (Formule de Green)(Voir [2]) Soit Q@ un ouvert régulier de classe C'. Soit w une
fonction de C1(Q2) a support borné dans le fermé Q1. Alors elle vérifie la formule de Green

Oow

8(13i
Q

(x)dx = /w(a:)mds, (1.4)

o0N

ot n; est la i-éme composante de la normale extérieure unité de ).

Corollaire 1.2. (Formule d’intégration par parties) Soit 2 un ouvert régulier de classe C*'. Soit
u et v deuz fonctions de C*(Q) a support borné dans le fermé Q. Alors elles vérifient la formule
d’intégration par parties

/ u(m)g;}i (z)dz = — / v(z) a“' (z)dx + / w(z)v(z)m(x)ds. (1.5)
Q Q oN

Démonstration. 11 suffit de prendre w = uv dans le Théoréme(1.2). O

Lemme 1.5. (Formule de Leibniz). Supposons que f(x,y) et % sont continues sur un rectangle
a<xz<b c<y<d, etsupposons que u(x) et v(z) sont des fonctions dea < x <bdansc <y <d
telles que u' et v’ sont continues sur a < x < b. Alors

v(z) v(z)
= [ ey = £ @ @)@ - @)@ + [ gy
(z) u(x)

1.6 Méthode de Faedo-Galerkin

1.6.1 Introduction

La méthode de Galerkin est une méthode, ou plutdét une famille de méthodes trés générale
et trés robuste. Son idée est la suivante, partant d’un probléme variationnel posé dans un espace
de dimension infinie, on procéde d’abord & une approximation dans une suite de sous-espaces
de dimension finie. On résout ensuite le probléme approché en dimension finie, ce qui est en
générale plus facile de résoudre directement en dimension infinie. Enfin, on passe d’une fagon ou
d’un autre a la limite quand on fait tendre la dimension des espaces d’approximation vers l'infini
pour construire une solution du probléme de départ. Il convient de noter que, outre son intérét
théorique, la méthode de Galerkin fournit également dans certains cas un procédé constructif
d’approximation.

Définition 1.5. Soit V' un espace de Hilbert séparable et {V, }nen+ une famille d’espace vectoriels
de dimension finie vérifiant les axiomes :

1))V, CV,dimV, <x;

2) V,, — V quand n — oc.

Au sens suivant : il existe V,, sous-espace dense dans V', tel que pour tout uw € V,, on peut
trouver une suite {un }nens vérifiant : pour tout n,u, € V, et u, — u dans V lorsque n — oo.
L’espace V,, s’appelle une approximation de Galerkin d’ordre n.

14



1.7. RESULTATS DE COMPACITE Chapitre 1

1.6.2 Le schéma de la méthode de Faedo-Galerkin

Soit (P) le probléme exact pour lequel on cherche & montrer I'existence d’une solution dans un
espace de fonction construit sur un espace de Hilbert séparable V. Soit u la solution unique du
probléme (P). Aprés avoir fait un choix d’une approximation de Galerkin V,, de Vil convient de
définir un probléme approché (P,) dans ’espace de dimension finie (V},) ayant une unique solution
(uy). Le déroulement de 'étude est alors le suivant :

Etape 1 : on définit la solution u,, du probléme (P,).

Etape 2 : on établit des estimations sur u,, (dites estimation a priori) pour montrer que u,

est uniformément bornée.

Etape 3 : par l'utilisation des résultats que u,, est uniformément bornée, il est possible d’ex-
traire de {u, }nen+ une sous suite {u) },en+ qui a une limite dans la topologie faible des
espace qui interviennent dans les estimations de 1’étape 2.

Soit alors u la limite obtenue.
Etape 4 : on montrer que u est solution du probléme (P).
Etape 5 : résultats de convergences fortes.

1.7 Reésultats de compacité

Le résultat de compacité générale dans ’espace de fonction a valeurs vectorielles est donné par
le céleébre théoréeme de Lions-Aubin.

Définition 1.6. Soient (X, ||.||x) et (Y,|.|ly) deux espaces normés.
(1) X < continue Y, signifie X CY avec linjection continue c’est-a-dire :

de >0, Jully < clullx, Yue X.

(2) X “compacte Y, St de toute suite bornée dans X, on peut extraire une sous suite converge
dans Y .

Théoréme 1.3. Soient Xq, X et X; trois espaces de Banach avec Xq C X C X1. On suppose que
l’mjection XO (_>compacte X (_>compacte Xl'
Soit 1 < pg, p1 < 00. On suppose X, et Xy sont réflexifs et on définit :

W = {u € L™(I;: X),u € Lpl(I;Xl)},

munt de la norme :
lullw = llwllzro (z:x0) + 14 | zo (2:31)

alors W = compacte L°(1; X).

Démonstration. Voir [10]. O
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Chapitre

Etude de Pexistence et I'unicité de la solution

2.1 Position du probléme

L’objectif principal de ce travail est d’étudier la stabilité d’une corde fixée sur les deux extré-
mités, une partie de la corde est construite par des matériaux élastique tandis que l'autre partie
est construite par des matériaux viscoélastique. C’est un probléme de transmission d’équation des
ondes viscoélastique comme le montre la figure suivante :

partie élastique partie viscoélastique

0 Lo L

FIGURE 2.1 — Probléme de transmission

ou Ly est la longueur de la corde de la partie élastique et L est la longueur de la corde de la partie
viscoélastique.

2.2 Formulation mathématique du probléme

En utilisant le principe de Hamilton généralisé

t1

5/[Ec(t) — B +W®)|dt=0 (2.1)

to

ol ¢ est un opérateur variationnel, ty est le temps initial, ; est le temps final et t; < t < tq,
E.(t), E,(t) et W (t) représentent I’énergie cinétique, I’énergie potentielle entre = 0 et ©z = L
a l'instant t et le travail virtuel effectué par la force de dissipation interne (c-a-d la dissipation
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visqueuse), respectivement, avec :

Lo L
E.(t) :%/u?(x,t)dx—l— % vZ(z,t)dz, (2.2)
0 Lo
Lo L
B(t) = % / W, )+ 52 / o2z, t)dz (2.3)
0 Lo
et
L ¢
W (t) = /(5%(33,25)/5](75—s)vx(:r,s)dsd:v (2.4)
0 0

ol les fonctions u et v désignent le déplacement transversal de la corde a la position z et 'instant

t dans les parties élastique et viscoélastique respectivement, et g c¢’est une fonction de relaxation.

Les constantes p; et py sont les densités des matériels et a; et as sont les coefficients élastiques.
En appliquant I'opérateur variationnel § sur 1’énergie cinétique E.(t), on obtient :

Lo

L

dE.(t) :,01/ut(:c,t)%éu(x,t)d:c—l—pQ/Ut(x,t)%(Sv(x,t)dav (2.5)
0 Lo

En intégrant 1'équation (2.5) sur [to, ¢1], on trouve

t1 Lo t1

t1 L

0 0
/5Ec(t)dt—p1//ut(x,t)a5u(x,t)dxdt+p2//Ut(x,t)gév(x,t)dxdt. (2.6)
to to O

0 to Lo

J/

-

I (t) I (t)

Une intégration par partie par rapport a t dans I1(t) et I5(t), nous donne

Lo Lo t Lo
L(t) :pl/ut(:c,tl)éu(x,tl)dt—pl/ut(ac,to)éu(a:,to)dt—pl//utt(x,t)du(z,t)dxdt (2.7)
0 0 to 0
et
L L t L
I(t) :pg/vt(x,tl)év(x,tl)dt—pg/vt(x,tg)év(x,to)dt—pg//vtt(x,t)év(x,t)dxdt. (2.8)
Lo Lo to Lo

On remplagant (2.7) et (2.8) dans (2.6), sachant que :

( Su(z,ty) = dv(z,ty) =0,
ur(z,t1) = ve(x, 1) =0,
du(0,t) =0,

dv(L,t) =0,
(SU(L(), t) = (S'U(Lo,t),
L o1ue(Lo,t) = pavi(Lo, t)
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on trouve
t1 t1 Lo
/5Ec(t) //utt x, t)ou(x, t)dxdt — pg//vtt(:p,t)év(x,t)dxdt. (2.10)
to to Lo

Aussi, on appliquant 'opérateur variationnel § sur I’énergie potentiel E,(t), et en utilisant des
intégrations par parties sur [to, ], on trouve

Lo

L
dE,(t) :a1/ux(x,t)%éu(x,t)dx—l—ozz/v(:c,t)%év(:c,t)dm
Lo

0

donc
t1 Lo t1 L 8
E,(t)dt = uxxt u(z, t)dedt + « //v x,t)=—ov(x, t)dxdt.
/ 1// ) ’ (#:8) g 0@ 1) (2.11)
to Lo

J/ J/

Ig(t) I4(t)

Une intégration par partie, nous donne

t1 t1 t1 Lo
I3(t) = al/uI(Lo,t)du(Lo,t)dt—al/ux(O,t)éu(O,t)dt—al//um(x,t)éu(x,t)dxdt (2.12)
to o o 0
et
ty t t L
I4(t) :OCQ/UI(L,t)d?}(L,t)dt—OéQ/’Ux(Lo,t)an(Lo,t)dt—OéQ//Uxx<l’,t)5U<l',t)d$dt (2.13)
to to to Lo

D’apreés (2.9), on obtient

t1

t1 Lo
/5E //um x, t)ou(x, t)dxdt — ag//vm(x,t)(%(x,t)dxdt
t1

to to Lo

(2.14)
+0z1/ux(L0, t)ou(Ly, )dt—ag/vx(L,t)(Sv(Lo,t)dt.
to to
Une intégration par partie par rapport a z dans (2.4), nous donne
L t
W (t) :/(5vx($,t)/g(t—s)vx(x, s)dsdx
Lo 0
t L
:/g(t—s)/évz(x,t)vm(x, s)dxds (2.15)
0 Lo

L

:5v(x,t)/g(t—s)vx(a:,s)ds io—/év(x,t)/tg(t—S)vm(x,s)dsd:v,

0 Lo 0
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et d’apres la condition (2.9) et une intégration entre ty et t; dans (2.15), on obtient

75W(t)dt:_7/L5”(m)/t9(t—s)vm(:c,s)dsdmt

to Lo 0

) t (2.16)
—/5U(L0,t)/g(t—s)vx(Lo,s)det.
o 0
Finalement, la substitution de (2.12), (2.13) et (2.16) dans (2.1), nous donne
t Lo t L
_//[plutt(a:,t) —alum(x,t)}éu(m,t)dxdt—//[pgvtt(zt,t) — QU (2, 1)
to 0 to Lo
¢ ty
+ /g(t — ) Uz (, s)ds] dv(z, t)dxdt — / {ozlux(Lo, t) — aguy (Lo, t) (2.17)
0 to

¢
+ /g(t — 8)vz(Lo, s)ds} dv( Lo, t)dt = 0,
0
ce qui implique
[plutt(x, t) — oy, (2, t)} du(z,t) =0,
¢

[pgvtt(x, t) — QU (z,t) + /g(t — 8) Ve (, s)ds] dv(z,t) =0

0
et

{alux(Lo,t) — anvy(Lot) + / gt — s)vx(Lo,s)ds} 5v(Lo,t) = 0

Alors, comme du(z,t) # 0, dv(z,t) # 0 et dv(Lg,t) # 0, le probléme est modélisé par le systéme
d’équations suivantes :

prug(x,t) — g, (z,t) =0, x €]0, Lo, t>0,
t
P2V (1) — o (x,t) + /g(t — $)Upe(m,8)ds =0, x €]Lg, L[, t>0. (2.18)
0
satisfaisant les conditions aux limites suivantes :
u(0,t) =v(L,t) =0, (Lo, t) =v(Lo,t), t >0,
t
gty (Lo, t) = aovy (Lo, t) — /g(t, s)vg (Lo, s)ds, t>0 (2.19)
0
et les conditions initiales :
{u(:v, 0) =up(x), wlz,0)=u(zx), x €10, Lo|, (2.20)
v(z,0) =vo(z), w(z,0)=v(2), x €Ly, L.




2.3. FORMULATION VARIATIONNELLE Chapitre 2

La premiére équation de (2.18) c’est une équation aux dérivées partielles de type hyperbolique
et la deuxiéme équation c’est une équation aux dérivées partielles intégro-différentielle de type
hyperbolique.

Le terme intégral dans la deuxiéme équation de (2.18) représente le terme de mémoire ou le
terme de 'amortissement viscoélastique. Ce terme mémoire tient compte de toute la préhistoire
du matériel a travers un noyau g appelé fonction de relaxation en théorie de viscoélasticité.

2.3 Formulation variationnelle
Soit
V = {(p.v) € H'(0, Lo) x H'(Lo, L) : p(0) = ¥(L) = 0, p(Lo) = ¥(Lo)}

un espace de Hilbert. Multiplions la premiére équation de (2.18) par une fonction ¢ € V), la
deuxiéme équation par une fonction ¢ € V et intégrons sur |0, Lo[ et |Lg, L[, respectivement, on
obtient :

p1 futt(x, tp(z)dr — oy 7)um(:c, t)p(z)dx + po /L Ve, ) (x)dx
—&2/vax($at)w<$)dx+j¢(x)/tg(t_S)Um(%s)dem =0.

Utilisons une intégration par parties on trouve :

Lo

p1 /utt(fmt)SO(x)dx — a[ug (Lo, t)p(Lo) — ua(0,1)(0)] + e /ux(w,t)%(x)dx

+ p2 /’Utt(:v,t)w(x)da: — ofvy (L, t)(L) — v (Lo, t)Y(Lo)] + ozg/vgg(x,t)wx(x)dx

t t

(L) [ glt = )un(Ls)ds ~ oL [ glt = va(Lo.s)ds

0

_ /L%(x) /tg(t — §)v(x, s)dsdx = 0.

0

Pour ¢, € V, on a
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Donc la formulation variationnelle s’écrit : on cherche u et v tels que

Lo Lo L
pr [ un(z, t)p(x)de + oy [ ue(x,t)p.(x)de 4 po | vu(z, t)Y(z)de
/ / /
. . . (2.21)
+ s | ve(x, ) (x)de — [ Yu(x) [ g(t — s)ve(x,s)dsde =0, Ve, €V
/ o]
avec les conditions initiales
u(z,0) = up(x), wz,0)=wui(z), x €0, Lo, (2.29)
0(@,0) = vo(x),  w(0,0) = w(e), €L, L] ‘

2.4 Existence et unicité de la solution

Afin d’établir notre résultat d’existence et d’unicité de la solution du probléme (2.18)-(2.20),
nous supposons que la fonction g :]0, co[— R vérifie les hypothéses suivantes :
(H;) g est une fonction de classe C! satisfaisant :

t o]

g € L'(0,00), g(0) >0, ﬁ(t)zag—/g(S)dS et fo=ag— /g )ds > 0.
0 0

(H,) Tl existe trois constantes positives d1, 0o et d3 telle que :
—01g(t) < g'(t) < —dag(t),  t>0,
0 < g"(t) < d39(¢), t>0.

Les hypothéses ci-dessus impliquent que :

Bo < B(t) < .

Remarque 2.1. I] existe des fonctions qui vérifiant les hypothéses (Hy) et (Hs), par exemple :
la fonction de la forme g(t) = e~ P* avec B > 0.

Commencons par donner la définition d’une solution faible du probléme (2.18)—(2.20).
Définition 2.1. Le couple (u,v) est un solution faible du probléeme (2.18)—(2.20) si
(u,v) € L>=(0,T; V) WH>=(0,T; L*(0, Ly) x L*(Lo, L)), pour tout T >0,

et vérifie :
Lo T Lo
ut dx—pg/ Yz, dx—pl//utxtgot )dxdt
Lo
L T Lo T L
/ (x,t)(z dxdt+a1//uma:tgpm dmdt—i—ozg// (2, t),(x)dxdt
00 0 Lo

T
O/LO
T L
//gt—svxx $)y(x)dxdt = 0,
0

Lo
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pour tout (0,¥) € L*(0,T; V) (Y W"*(0,T; L*(0, Lo) x L*(Lo, L)) tel que : (T) = 0,4(T) = 0.
Notre résultat d’existence de la solution est le théoréme suivant :

Théoréme 2.1. Supposons que (u°,0°) € [H2(0, Lo) x H*(Lo, L)) NV et (u',v') € V tel que la
condition de compatibilité suivante :

Oélug(L(], t) = OézU2<L0, t)

et satisfaite. Alors sous les hypothéses (Hy) et (Hs), le probleme (2.18)—(2.20) admet une solutions
unique vérifiant :

2
(u,v) € () Wh(0,T; H*7*(0, Lo) x H**(Lo, L)).
k=0
Remarque 2.2. La démonstration de ce théoréme est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin, qui
consiste a réaliser les trois étape suivantes :

(1) Recherche de solution < approchées >>.

(2) On établit sur ces solutions approchées des estimations a priori.

(3) On passe a la limite grace a des résultats de compacité.

Maintenant, on donne deux Lemmes qui seront un support a la démonstration de ce théoréme.

Lemme 2.1. Soit V un espace vectoriel normé séparable de dimension infinie. Il existe une famille
libre dénombrable {v;}ien ;v; € V, telle que les combinaisons linéaires des v; sont denses dans V.
De plus, on peut les choisir de telle sorte a ce que la suite des sous-espaces vectoriels V,, =
vect {v;,0 < i < m} soit croissante.

Démonstration. Soit (w,)n,en une partie dénombrable dense de V. 1l existe au moins un w, non
nul et on note vy = w,, le premier d’entre eux. On procéde ensuite par récurrence. Supposons
qu’on extraite de la suite (wy,)nen une famille libre (wy,)o<i<m ,et on pose v; = w,, telle que

vect {wk,O <k< nm} = vect {vi,O << m} =V,.

Comme dim V,, = m + 1, c’est un sous espace vectoriel strict de V et il est fermé. Comme la
famille (wy,)nen est dense dans V', 'ensemble des entiers n > n,, tel que w, ¢ V,, n’est pas vide.
On prend pour 7,41 sont plus petit élément (N est bien ordonné) et I'on pose vy41 = wp,,,, -
Par construction, on a bien vect {wg,0 < k < n,11} = Vipyr. La famille (v;);en répond donc a la
question et la famille de sous-espaces vectoriels associée est bien croissante. O

Remarque 2.3. i) Réciproquement, s’il existe une telle famille v;, alors l’espace V est séparable.
En effet, les combinaisons linéaires a coefficients rationnels des v; forment un ensemble également
dense dans V' et dénombrable.

o0
1) Le lemme (2.1) s’exprime de fagon équivalente en disant que le sous-espace vectoriel |J Vi,
m=0

est dense dans V. On dit aussi que la famille {v;}ien est une famille totale dans V' ou encore une
base de Galerkin, bien que ce ne soit naturellement pas du tout une base de V.
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Lemme 2.2. On a :

[ [t~ s)h(s)ds] H(O) = [ 9= s)h(e) ~ hs)ds = oo
_ %%{/g(t —s)[h(t) — h(s)fds - (/g(s)ds) ) [h(s)]z}

pour toute g, h € C'(R).

Démonstration. On a :

t t

%(/g(t —s)[h(t) - h(s)}2d5> = /g'(t — 5)[h(t) — h(s)] ds

0 0

pour toute g, h € C'(R). O

Preuve du théoréme 2.1. On applique le lemme (2.1) a 'espace V =V lequel est séparable.
Pour construire 'approximation des problémes en dimension finie.
Etape 1 : (Solutions approchées)

Soit {((po, ¥0), (L, b, .., (™, wm)} une base dans V, pour chaque m € N*, on note par :

V,, = vect {(gpo, P0), (1), (@™, wm)} 'espace engendré par :

{200, (018, s (e, 9™ }.
On cherche des solutions approchées sous la forme :

m

u(,t) =Y hin(t)’(x),  x€]0,Lol, te€RT

J=1
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et
t) = Zhim(t)qu)j(x)’ x €]L07 L[? teR*

ol hjm, j =1,2,...,m sont déterminées par les équations différentielles ordinaires suivantes :

Lo Lo L
o [ (e @+ ar [ (e gl + g [ (00 @)
. ’ to (2.23)
+a2/ ™z, )Yl (x //gt—s " (2, 8)Yl(z)dsde =0, 1<j<m
Lo 0
avec les conditions initiales
{um(x, 0) =u'(z), u(z,0)=u'(z), =x€0,Ly, (2.24)
v™(x,0) = %), (z,0) =v'(z), =z €|Lo, L[

Le systeéme (2.23)—(2.24) est un systéme d’équations différentielles ordinaires avec m fonctions h; ,
inconnue ou j = 1,...,m. D’apreés la théorie des E. D. O. le systéme (2.23)—(2.24) va admettre une
solution sur [0,t,] ou t, < T. Maintenant on peut montre que ¢, = T. Les estimations a priori
ci-dessous permettant de prolonger la solution a Uintervalle [0, T, pour tout T' > 0.

Etape 2 : (Estimations a priori)
La premiére estimation a priori : Multiplions (2.23) par b, (¢) et sommons sur j dans [1,m],

on aura :
Lo

/utt z,t) ngﬂ d:U—l—Oq/uZ”‘(xJ)ngj (z)h;
7=1 j=1

0 0

L
—i—pg/vtt (x,t) Z (t)dx+a2/ (x,t) Z@DZE B (2.25)
Lo =1 =1

Lo
t

/L/g(t —s)vy (@, ) ilwi(x)h;m(t)dsdx _ 0.

Lo

On a: . .
u™(z,t) = Z hjm(t)goj(a:), alors wuy'(z,t) = Z h;m(t)goj (x)
=1 =1
et . -
V@) =Y him (O (), alors (i) = ki, (09 (x).
j=1 =1
Alors
Lo Lo L
pl/ug(x,t)u?“(x t)dx—i—oq/um(x Hul (z, t)dx—i—pg/vfg(x,t)v?(x,t)dx
0 Lo

(2.26)

t

L L
+a2/v (x,t)vry //gt—s (z, s)v(x, t)dsdx = 0.
LO LO 0
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Remarquons que
Lo

Lo
m . 1d
o, (o e = 5 5 [ [ (e, 0)] e
0 0
Lo LO
1d
um(x Hul (z, t)dx = §E/[u?(x,t)] dx, (2.27)
0
L » L
m 2
/vt x, ) (z, t)dx 5%/[@ (z,1)] da
Lo LO
et
L L
Uy (x7t)vzt(xat)dx = §d_t [Um (l’,t)]
Lo LO
En substituant (2.27) dans (2.26), on obtient :
Lo Lo L
1d m 2 m 2 m 2 m 2
5717 [u(z,8)] "de + aq [ [u)(z,0)] dz+ ps [ [v](z,8)] dz + as | [v](z,t)] da
0 0 Lo
o (2.28)
= //g(t—s)v;”(x, s)vn(x, t)dsdzx.
Lo 0
D’aprés le lemme (2.2) on a :
L . Lt
/ xt/gt—s xsdsd:c—z//gt—s Mz, t) — x,s)}zdsd:c
Lo 0 0
1 r 1d o
— 5g(t) /[v;”(x,t)]zdx - EE{//g(t — ) [V (z, t) — v (a, s)fdsdx (2.29)
Lo LO 0
; ¢ L
1 m 2
_ 5E(/g(s)ds) /[% (z,1)] dx}.
0 Lo

En remplagant (2.29) dans (2.28), on aura :

Lo L

24t

Lo

:% / (t —s) [V (z,t) — v (x, )}dsdx——g /L
_%di{ / (t—s) v (z,t) — vl (z,5)] dsdx(/tg

1d {plf[u?(w t)}Qd.iE—i-al/[U;n(ﬂf,tﬂde+p2/[U;n(£L’,t)]2d£E+042/L[U;n(x’t)]2dx}

Lo

) / (x,t)fdx}.
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Lo L L
[ul"(x,t)fdx%—al/[um(x t)fdx—l—pg/[vm(x t)]de—i-ﬂ(t)/[v;”(x,t)]de
Lo

d
2 e,
// (t —s) [Vl (@, t) — 0] (z, s) dsda:} = // (t —s) [Vl (x,t) — (m,s)fdsdx

N —

o\g

Lo

- 590 [ o

Donc
Lt L
%E(t u™ ™) = %//g (t — 8)[v™(z,t) — v™(z, s)]*dsdr — —g / (z,1)])*dw. (2.30)
Lo O Lo
ou Lo Lo L
2B(t,u™, v™) :pl/[ufb(x t)fda:—l—ozl/[um(x t)]2dx—|—p2/[v;"(x,t)]2dx
0 Lo

+6()/[ (,1)] dx+// (t = s) [0 (x, t) — 07 (x, )] *dsd

En intégrant 1’équation (2.30) sur [0, 7], on obtient :

E(T,um,vm)%il//t (t—9) xt)—v(a;s)]dsdxdt—i—g /T[/L xt)]dx]dt

< E(0,u™,v™).
(2.31)
La deuxiéme estimation a priori : Premiérement, on estime les termes wu;(0) et vy (0).
En multipliant I'équation (2.23) par h7,,(t), et on prend la somme par rapport a j, j = 1,2,...,m
on obtient :

Lo Lo

/utt z,t) Zh dx—l—al/u;”(x,t)Zh;.”m(t)gpﬂ (x)dx
j=1

0

L L m
sn [t h"owwm+w/wuﬁiﬁhwwmw (2:32)
Lo Lo =1

Lt

//gt—s a:th x)dsdzx = 0.

Lo ©
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On a: . .
7j=1 7j=1
et . .
o (@) = Y a0 (@) = v t) =Y (09 ()
7j=1 7j=1
Alors
Lo Lo L
p1/uﬁ(w,t}uﬁ(w,t)dw—i—ozl/u;l(x,t) uly, (x,t) dx—l—pg/vt x, )]} (z, t)dx
0 0 L
; L ’ (2.33)
+ as / M, t)v(x, t)d //g (t —s)vr'(x, s)vi,(x, t)dsde = 0.
LO LO 0
Remarquons que
Lo LO
/u (x, t)u(z, t)dx = ul' (Lo, t)uyy (Lo, t) — ult (0, t)ugy (0,¢) — /ugz(:v,t)ug(x,t)dx
0 0
et
L L
/v (x, t)ol (z, t)de = v (L, t)v (L, t) — v (Lo, t)vg} (Lo, t) /v m (z, t)vg (z, t)dx
Lo Lo
donc
LO LO
P1 /u’gt‘(x,t)ug(x, t)dr + oy {u;"(Lo,t)u?Z(Lo, t) — u?(O,t)u?Z(O,t)} —m /u%(m,t}uﬁ(m,t)dx
0 0
L
+ 2 /v{?(m, v (z, t)dr + ag {U?(L, t)vg (L, t) — vl (Lo, t)vi (Lo, t)}
Lo
L
— 042/ ol (x, t)ugy (x, t)de — // (t — s)vl(x, s)vl,(z,t)dsdx = 0.
Lo LO
(2.34)
Posons t = 0 dans (2.34) on trouve :
Lo L Lo
pl/[utt (z,0)] dx—i—pg/[vtt (z,0)] dx:oq/um(x,O) [uf} (z,0)]d
0 Lo 0

— {UT(Lm t)ugi (Lo, t) — uy (0, t)uy (0, t)}

L
+a2/v;"x(:v, 0) [0} (2, 0)]dz — a {v;”(L, tyvg (L, t) — vl (Lo, t)viy (Lo, t)] :
Lo
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D’apreés I'inégalité de Young, on peut écrire

7)[U?Z(x,0)]2dx + /L[vl?(x, 0)]*dz < M, {?[u;@(:ﬁ,o)}zdm + /L[Ug;(x,o)]?dx}

ou M est une constante.
Deuxiémement, en dérivant I’équation (2.23) par rapport a t, on obtient :

Lo Lo L L
" / () (2)d + on / W, ) (1) + po / o (@, 0 (@)dr + a / o (o, )3 ()
L
// (t — s)v™(z, )¢ (x)dsdr — g /U (z, )¢ (z)dx = 0.
Lo

(2.35)
En multipliant 1'équation (2.35) par h,,(t) , et on prend la somme par rapport a j = 1,2,...,m,
on déduit :
Lo Lo L
pl/ug”t(m,t)uz’g(x,t)d:c—iral/ m(x, by, (1) da:—l—pg/vtt z, t)uy (x,t)dx
0 0 Lo

L
+a2/ ez, ol (x, t)dr — // (t — s)vl(x, s)vl,(z, t)dsdx
L() LO
L
/v v (x, t)de = 0.
Lo
Or, on a :
LQ LO
Uttt(x t)“tt (x t)d = 2di [utt (x t)] dx,
0 0
LO LO
1d m
0 0
LO LO
1d
Uttt(x t)vtt (x t)d = 2dt [Utt (x t)} dx,
0 0
et
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Donc
Lo Lo L L
1 d m 2 m 2 m 2 m 9
5@{01/[% (x,t)] dm+oz1/[um(x,t)} dx+p2/[vtt (z,1)] d.r—i—oQ/[Uzt(x,tﬂ dx}
0 0 Lo o

= /L/tg’(t— s)v?(m,s)vﬂt(@t)dsdw+g(0)/ e (@ vz (a, t)da.

D’autre part, on a :
Lt

d
%//g’(t—s)v;”(x,s)vﬂ(x,t)dsdx

Lo O

0 Lo

/v (x,1) mmtdm—i—// (t —s)vi'(z, s)v(x, t)dsdx

Lo Lo

Lot
+//g'(t—s)v;”(x,s)vﬂt(x,t)dsdx.
Lo ©

L ¢ L
d
= ¢'(0) /vzl(x,t)vﬂ(a:,t)dx + / 7 [/ gt =)ol (z, s)vly(x, t)dx | ds
Lo
L

D’ou
¢ L

/L/g t—s)vl(x, s)vlh (z,t)dsdr = (0)/1);'1@ D™ (2, t)dx

Lo
// (t —s)vl(z, s) xtactdsdx—// (t — s)vlt(x, s)vl(x, t)dsdx.

Dong, en tenant compte de (2.36) dans l'estimation présidente, on aura :

%%{pl 70[u:;;<x, )] *de + ay ?[u;@(x, t)]*dx + pa /L [ (2, 1)] *da + vy 7 [0 (2, 1)] 2d:v}

(2.36)

0 0 Lo Lo
L p Lt
= —4'(0) /v;”(x,t)vﬁ(x,t)dx + E//g/(t — s)ult(x, s)vi (x, t)dsdx
Lo Lo 0
Lt L
—//g”(t—s)v;”(x,s)v;”t(as,t)dsdx+g(0)/ "x, t)ol, (z, t)dx
Lo 0 Lo
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Par ailleurs, on a :

L L L

% o (z, b))l (x, t)de = /v’;}(m,t)v;@(x,t)dx—i-/ o, t)vl(z, t)da.
Donc
90) [ vt )ds = 90) 5 [ ot 0 — g(0) [ [vie 0] ds
Par suite :
th{ /utt (z,1)] dx+a1/[ m(x,t)] d:z:+p2/ v (z,1)] dx+a2/[ m(x, t)} dx }
[// (t — s)vl(x, s)vi(x, t)dsdx] // (t — s)vlt(x, s)v(x, t)dsdx (2.37)
_ g’(O)/vx (x,t)vxt(x,t)dx—i—g(O)%/U;”(x,t)vﬁ(x?t)dx —g(())/[vﬁ(x t)fdx.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, I'inégalité de Young et la condition (H2),
on obtient :

‘// (t — s)vl(x, s)vil(x, t)dsdx| <

<& [btaoa

Lo
t ; (2.38)
1 m 2
+ §HgHL1(Om) /g(t —3) {/ [0 (2, 5)] dx} ds.
0 Lo
En remplagant (2.38) dans (2.37), ensuite on intégre entre 0 et ¢, on obtient :
Lo Lo L L
{ / u(z,t)] da + oy / da:+p2/[v;§?(a:,t)}2dx+a2/[v$(x,t)}2dx}
0 0 Lo Lo
Lo Lo L L
1
5{01/ up (z,0)] dw—l—al/ ully(x,0)] d:c+p2/[v,’$(a:,0)]2da:+a2/[v;’§(a:,0)]2dx}
0 0 Lo Lo
Lt
+//g (t —s)v xs)mt(xt)dsdx——// It$t}dxds
L() 0 LO
(2.39)
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t

_ _HgHLl 0,50) // (z,5)] dx ds—g // (x,t)dxds
Lo
—i—g(O)/vI (x, s)vpy(z, t)dx — // ol (2,1)] ?dads.

Lo

Remarquons, d’aprés 'inégalité de Young, pour tout n > 0 on a :

L 5 L L
0 2 2
o(0) [ 2o (e o] < 90) [l aw e [ o] as
Lo " Lo Lo
t L et L t L
0
’O)//v;”(x,t)vﬂ(x,t)dxds < (gi ) // (x,s) dxds+n// vl (x, t dxds
0 Lo 7 Lo 0 Lo

et

t

L
//g (t — ) [V (x, s)vli(z,t)]dsdr < 2H9HL1(000 1911 (0,00) // (x s)] dxds
0 Lo

Lo
. (2.40)
+n/[v$(x,t)}2dx.
Lo
En tenant compte de ces estimations, on en déduit que :
. Lo Lo L L
§{p1/[utt(x t)] dx+a1/ uly(x t)] dz + py | [ (z,t)] dx+a2/[ " (x, t)fdx}
0 0 Lo
2
(g(())) 7 2 / 2
< My + o /[vm(x t)] dx+277/[vm(:c t)] d:c—l— // (2, 5)] d:cds (2.41)
Lo

—i—n// xtms dxds—i——||g||,;1OooHg||,;1(00o // xs dxds.

ou M, est une constante dépendante de ug, uq, vg et vy.
A ce point, on choisit n assez petit, et en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient I'estimation
suivante :

Lo

Lo L L
2
/[ug(x,t)} dx—l—/[ dx—i—/ v (z,1)] dx—i—/[v;';‘(x,t)fdx < M (2.42)
0 Lo Lo

0

ou Msj est une constante positive.
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Etape 3 : (Passage a la limite)
D’aprés les estimations (2.31) et (2.42) on déduit que :

(u™,v™) sont uniformément bornée dans L‘X’(O,T; V),
(uj™,v")  sont uniformément bornée dans L (O,T;V)

: (2.43)
(ujr,vip)  sont uniformément bornée dans L (0,T; L*(0, Lo) x L*(Lo, L)).

Dong, il existe deux sous-suites (u",v") de (u™,v™) vérifiant :

(u™, ™) = (u,v) faible étoile dans L (O, T; V),

(up,v") = (ug,v)  faible étoile dans  L>®(0,T;V), (2.44)
(upr, vp) = (ug,vy) faible étoile dans L (0,T; L*(0, Lo) x L*(Lg, L)).

Et on sait que l'injection V — L?(0, Ly) x L*(Lg, L) est compacte. Donc, on peut donc appliquer

le théoréme de compacité de Aubin-Lions avec : Xo =V, X = X, = LQ(O Lo) x L*(Ly, L)
et po = p1 = 2, c’est-a-dire qu’on peut extraire deux suites telle que :

{W“W%—Nww forte dans (0, T3 V), (2.45)

(up,v") — (ug,vy) forte dans  L*(0,T’; L*(0, Lo) x L*(Lo, L)).

Les convergences (2.44) et (2.45) sont suffisent pour passer a la limite dans (2.23), pour obtenir :

prug (T, t) — aqtg,(z,t) = 0, x €]0,Lo[, t>0
t
2.46
P20 (2, 1) — oy (T, 1) + /g (t — $)vge(z,5)ds =0, x€|Ly, L[, t>0 ( )
0
D’ou l'existence de la solution du probléme (2.18)—(2.20).
Unicité de la solution
Soient (u,v™M) et (u®,v?) deux solutions du probléme (2.18) telles que :
(u,v®) e LOO([O,T];V)
(u”,vf") € L([0,T]; V)
(uty o)) € L([0,T), L*(0, Lo) x L*(Lo, L))
avec 1 = 1, 2.
Alors
(20, 52) = (D — 4@ D) _ @)
vérifiant :
Lo Lo L
o [ A p@)in +ar [ (e Dpula)dn [ o2 00
0 0 Lo
. , (2.47)
—l—a/ O (2, 1)1, (x) dx—/wx / (t — )22 (x, s)dsdr =0, Vp,p €V
Lo 0
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avec
W (z,0) =0, zil)(x, 0)=0, 2@(z,0) =0, 2,5(2)(3:,0) = 0. (2.48)

En raisonnant de la méme maniére que pour le cas de la premiére estimation a priori on obtient
directement u") = u® et v(Y) = v3). Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.1. W
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la solution

3.1 Introduction

Dans ce travail nous intéressons a 1’étude du comportement asymptotique de la solution d’un
probléme de transmission d’équations des ondes viscoélastiques suivant :

prug (T, t) — aqtg,(z,t) = 0, x €0, Lo[, t>0,
¢
(3.1)
P2V (1) — oz (2, t) + | gt — 8)vga(x,8)ds =0, x €]Lo, L[, t>0.
0
satisfaisant les conditions aux limites suivantes :
u(0,t) =v(L,t) =0, (Lo, t)=v(Lo,t), t>0,
¢
(3.2)
aqug (Lo, t) = aovy (Lo, t) — /g(t, s)vg (Lo, $)ds, t > 0.
0
et les conditions initiales :
w(z,0) = ug(x), uz,0)=u(z), x €0, Lyo|, (3.3)
o(2.0) = wo(a), (2,0 = vy (2). v €lLo. L] |

ol p1, p2, a1 et ay sont des constantes positives.

Dans ce chapitre, nous aimerions étudier le cas ol le noyau g :]0, oo[— R vérifie les hypothéses
suivantes :

(H;) g est une fonction de classe C? satisfaisant :

g€ L1(07 OO)? g(O) > 07 ﬁ(ﬂ = Qg — /g(S)dS et BO = Q2 — /g(s)ds > 0.
0 0

(H2) 1l existe ko, k1, k2, k3 et k4 sont des constantes positives telle que :
— kog(t) < ¢'(t) < —kug(t),
kag(t) < g"(t) < ksg(2),
19" (1)] < Kag(t).

Sous ces hypothéses, nous montrerons que ’énergie modifiée associée au probléme (3.1)—(3.3)
décroit exponentiellement vers zéro, quand le temps tend vers 'infini.
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3.2 Energie modifiée

On définit I'énergie classique associée au systéme (3.1)—(3.3) par :

Lo Lo L L
2Bt u,v) = py / W2(z, )z + on / (@, t)dx + po / W2 (z, 8)dz + as / Rx,)de (3.4)
0 0 Lo Lo

Lemme 3.1. Soit (u,v) la solutions du probleme (3.1)-(3.3), alors l’énergie classique E(t,u,v),

satisfait
L
t U, v / th T, t
Lo

Démonstration. Multiplions la premiére équation de (3.1) par u,; et la deuxiéme équation par vy,
puis intégrons sur |0, Lo[ et | Lo, L[, respectivement, on obtient :

g(t — s)vg(z, s)dsdx (3.5)

o\W

pour toute t > 0.

Lo Lo L
pl/utt(:p,t)ut(a:,t)dx—a1/um(x,t)ut(x,t)da:+p2/vtt(x,t)vt(x,t)dx
0 0 Lo
. . . (3.6)
- ag/vm(x,t)vt(x,t)d:c + /vt(x,t) /g(t — 8) Uy (, 8)dsdx = 0.
Lo Lo 0
En utilisant des intégrations par parties, les termes en (3.6) sont estimés comme suit :
Le premier terme :
LQ LO
p1 d 2
P1 utt(Iat)ut(xvt)dx = ?% Uy (l‘,t)dl‘ (37)
0 0
Le deuxiéme terme :
Lo d LO
~ar [l () = o {ux@o, (Lo, 1) — (0, £)us 0, t)} + 55 [kt
0 0
(3.8)
Le troixiéme terme :
L p L
pg/vtt(x vz, t)dx = %d—/vt z,t)d (3.9)
Lo

Le quatriéme terme :

==

L
— /vm(x,t)vt(x, t)dr = —ag {vx(L,t)vt(L,t) — vz (Lo, t)v (Lo, t)] + %
Lo

L
/vi(m, t)d.
Lo

(3.10)
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Le cinquiéme terme :

L t t
/Ut(x, t) /g(t — $)Uge(, $)dsdx = vi(L, t) /g(t — s)u.(L, s)ds
Lo 0 0
— (Lo, t /g (t — s)vy(Lo, s)ds (3.11)
0
L t
/vxt z,t) /g (t — $)vg(z, s)dsdz.
Lo 0
En substituant (3.7)-(3.11) dans (3.6), on aura
; Lo L Lo L
1
Ea{pl/u?(x,t)d:ﬂ+,02/v,52(:1:,t)d35+a1/ui(:v,t)d$~l—ag/vi(:v,t)das}
0 Lo 0 LO

=m {ux(Lo, t)ut (Lo, t) — us (0, )u (0, t)} + as {vx(L, t)ve(L,t) — vy (Lo, t)ve( Lo, t)]

(3.12)
/Uﬁ (x,t) /gt—s ve(x, 8)dsdx — vy (L, t) /gt—s v (L, s)ds
Lo 0 0
+ v (Lo, t) /g(t — s)uz(Lo, s)ds.
0
Finalement, I'utilisation des conditions aux limites (3.2), nous donne
; Lo L Lo L
1
Ea{pl/uf(x,t)da:+p2/vf(:t,t)dx+a1/ui(x,t)dx+a2/v§(a:,t)dx}
0 LO 0 LO
. t (3.13)
= /vxt(x,t)/g(t—s)vm(:z:,s)dsdx.
Lo 0
Mais on a :
Lo L Lo L
2E(t,u,v) = pl/ut z,t) dx+p2/v x,t) dx+al/ui(x,t)dx+ag/vi(x,t)dx.
0 Lo 0 Lo
Donc
d
EE(t,u,v /’uxt x,t) /g (t — s)vg(z, s)dsdz.
Lo 0
pour tout ¢ > 0. [
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Remarque 3.1. D’aprés le Lemme (2.2), on peut facilement voir que

t

/vat(x,t)/g(t—s)vx(m,s)dsdx - %/L (¢’ Ov,)(t)dz — %g( )/L V2 (z, t)dx

0 Lo
‘ ., (3.14)
1d 9
~5q (g0v,)(t)dx — g(s)ds vi(x, t)de
Lo 0 Lo
ou [ est un opérateur défini par
t
(fO2)(t) = /f(t — ) (2(z,t) — 2(=, s))stdx, t>0.
0
Maintenant, nous définissons ’énergie "modifiée" pour le systéme (3.1)—(3.3) par :
28 (t,u,v) =F;(t,u) + Es(t,v) (3.15)
ou
LO LO
1
Ei(t,u) = §{p1/uf(m,t)dm—i—al/ui(a:,t)dx} (3.16)
0 0
et
L L L
1
Ex(t,v) = é{pQ/vf(x,t)dx + 5(t) /vi(x,t)dx + /(gDvx)(t)dx.}. (3.17)
Lo Lo Lo
Pour préserver 'hyperbolicité du systéme (3.1)—(3.3), on pose
Bo = ay — /g(s)ds.
0
D’apreés le Lemme 3.1 et la Remarque 3.1, on obtient,
L L
d 1 [, 1 )
aé’(t,u, v) = 5 (¢' Ov,)(t)dx — §g(t) vi(x, t)de. (3.18)
LO LO
En intégrant sur [0, 7] I’égalité (3.18), on peut écrire :
T L T L
1
E (T, u,v) 5// g Ovy)( d:pdt—i— g //vi(w,t)dwdt < &(0,u,v). (3.19)
0 Lo 0 LO
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3.3 Stabilité de I’énergie

Il existe plusieurs degrés de stabilité que 'on peut étudier. Le premier degré consiste a analyser
simplement la décroissance de I’énergie des solutions vers zéro, c’est-a-dire

& (t,u,v) — 0 lorsque t — o0,

c’est ce que l'on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de 1’énergie la plus rapide, c¢’est-a-dire lorsque
celle-ci tend vers 0 de maniére exponentielle, c’est-a-dire

E(t,u,v) < Cexp(—pt),Vt > 0,

ou C et 3 sont deux constantes positives avec C qui dépend des données initiales.
Quant au troisiéme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance des
solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :

E(t,u,v) < t%,Vt > 0,

ou C et a sont deux constantes positives avec C qui dépend des données initiales.

3.4 Quelques lemmes utiles

Dnas cette section, nous donnons quelques lemmes qui seront un support a la démonstration
de notre résultat sur la décroissance exponentielle de 1’énergie modifiée quand ¢ tend vers 'infini.

Lemme 3.2. Pour toute solutions (u,v) du probleme (3.1)—(3.3), il existe K1 > 0 telle que :

/El(t,u)dt < Kl{/{uf(Lo,t) + u2(Lo, t) }dt + Ey(T, u)}

0

pour tout T' > 0

Démonstration. En multipliant la premiére équation de (3.1) par o(z)u,, puis en intégre sur |0, L],
on obtient :

P1 /utt(x,t)a(:v)ux(x,t)da: — o /um(:v,t)a(z)ux(:v,t)dx =0. (3.20)
Or, on a :
/utt(:r,t)a(x)um(x,t)dx = %{/a(m)ut(x,t)ux(x,t)dx} — /U(I)ut(x,t)um(x,t)dx. (3.21)

0 0 0

En substituant (3.21) dans (3.20), on aura :

%{pl/J(m)ut(x,t)uw(x,t)dx} :p1/a(x)ut(m,t)uwt(x,t)dx+a1/a(at)um(x,t)ux(x,t)dx.

0 0 0
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D’aprés une intégration par partie, on trouve :

%{m / “(m)m(a:,wux(mdx} -3 / o) +ondn s (322)
. {a@){pluf(x,t) - aluim,t)}] N

2 x=0

et pour o(z) = x dans (3.22), on obtient :

Lo LO
d 1
%{pl/xut(x,t)ux(w,t)dx} = —5/{p1uf(x,t) +a1ui(x,t)}dx

0 0

1
+ 5 [Lo{pluf(l)o, t) + Oél’Ui(Lo, t)}:| .

Alors

—_

Lo LD
d
5 /{pluf(x,t) + oquf(x,t)}dx = _E{pl /xut(x,t)ur(x,t)dx}
0

0 (3.23)

{Lo{plut Lo, )mlui(Lo,t)}].

[\Dlr—t

Une intégration sur [0,77] de (3.23), donne :

/T Eu(t,u)dt = % /T {Lo{pluf(Lo, £) + (Lo, )}}dt— o [?xut(x,t)ux(x,t)dx]zzj

et par I'utilisation de I'inégalité de Young, on trouve :

7E1(t,u)dt< %/T{Lo{pluf(Lo, £) + arul(Lo, )}] pljo{f[uf(x,T)+ui(x,T)]dx}

0 0 0

n /012LO {/O[u?(x,()) + ui(m,O)] dw}.

0

D’ou
T L T
/El(t, 7/ plut L(), + a1 U, (Lo, )}dt + Lopl{El(T, U) + El(O,U)} (324)
0 0

D’autre part, en multipliant la premiére équation de (3.1) par u;, on obtient :

Lo LO
p1 /utt(x,t)ut(a:,t)dm — /um(x,t)ut(m,t)dx =0
0 0
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et puisque

Lo
d r=Lg
%E{/U?(xyt)dx} — [Uw(x,t)Ut<I7t):| + o /um<x7t)umt(‘r7 t)dl’ =0

0

on déduit aisément que

1d

0

D’ou p
%El (t,u) = Oélux(LO, t)ut(Lm t)-

Ensuite, en intégrant sur [0, 7], on trouve :
T
EA(T,u) — Br(0,u) = / cvtta(Lo, #)ug (Lo, £)dt
0
et en utilisant 1'inégalité de Young une autre fois, on obtient :

T
1
Ex(0,u) < BA(T,u) + 5, /% /{pluf(Lo,t) + anu (Lo, t)}dt.
1
0

En remplagant (3.25) dans (3.24), on trouve :

/El(t,u)dt < Kl{/{uf(Lo,t) + u2(Lo, t) }dt + Ey(T, u)}

pour tout 7" > 0.

5%{/(0110?(1:,& + oaui(:c,t)) d:c} = aquy (Lo, t)uy(Lo, t) — aqug (0, 1)u,(0,1).

(3.25)

O

Remarque 3.2. Dans la suite de ce mémoire, on note par x et ¢ les deux l'opérateurs définis par :

(g% h)(t) = / g(t — $)h(s)ds

et
Aussi, il est claire que

et

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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Lemme 3.3. Sous les hypothéses (Hy) et (Hy), si (u,v) sont solutions du probléme (3.1)—(3.3),
alors, il existe Ko, K3 et K4 des constantes positives telles que :

(4) /EZ(t,v)dt < Kz{/{uf(Lo,t) +u§(L0,t)}dt+E2(T, v)}

/ g(t)v3(, t)dxdt}

T L T
+K3{—//[g’[lvz}dxdt+/
0 0 Lo

Lo

et
(i4) /{uf(Lo, 1)+ (Lo, ) pdt < m{/ Es(t, v)dt + Es (T, v) + EQ(O,U)}

pour tout T" > 0.

Démonstration. En multipliant la deuxiéme équation de (3.1) par o(z)(agv, — g * v,), on trouve :

pg/Utt($7t)U(l'>(062Ux($, t)— g*v,)de — ag/vm(x, t)o(z)(asvy(x,t) — g * v,)dw

Lo Lo

+ /[9 % Uge| 0 (2) (204 (, ) — g % v, ) da = 0.

On a:
p L L
E{p? /Ut(:v,t)a(:t)(agvx(az,t) —gx* vx)dx} = ,02/vtt(x,t)a(x)(agvx(x,t) —gx* vx)da;
L() LO
L
~+ po /Ut(x,t)a(x)(awz(x, t) — g x* vw)tdx.
Lo
D’ou

%{02 /vt(x,t)a(x) (agvx(x,t) —g* Ux)dl’}

= pg/vt(x, t)o(x)(ave(e, ) — g % vg) da
+ /(agvx(x,t) — g vy) 0(x) (v (2, 1) — g % vg)dx

= ,02on/vt(x,t)a(m)vxt(x,t)dm —po /vt(x, tio(z)[g = vx]tdx

7

-~

I(t)
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L

+/U(x) (aovy(z,t) — g * vz)za(@(agvz(x, t)—gxuv,)de.

Lo

N

J/
-

Ix(t)

En utilisant une intégration par partie par rapport a x dans [;(t) et I5(t), on obtient

L(t) = % [U(a:)vf(x, t)E

. L
_ P /cr'(m)vf(x,t)dw.
Lo 2
Lo

=L

o) sl —g o)’ -

x=Lg

L(t) =

N | —
N | —

/0'(9{:) (a2vy(,t) — g vx)de.

Alors

Q.l&

t{pg/Lvt(x, t)o(z) (ovg(z,t) — g * vw)dx}
_o@) {pgagvf(x, 0+ (agos(a,t) — g = vm)z} o

r=Lg
L

2
L
) / 2 1 / 2
-5 /a (x)vi(x,t)dx — 5/0 (2) (aovy(z,t) — g % v,) da
Lo

Lo
L

_p2/vt(x,t)0(x) [g*vx}tdx,

Lo

On a:

L t

o /L o, )o(2) [g % v dr = po / vz, )o(z) / ot — S)Uw(x,s)ds] da

t
Lo 0
L

= pg/vt(x,t)a(x) _g(())vx(:v,t) + /tg’(t — 8) v, (x, s)ds] dx

- pQ/vt(x,t)a(x) [9(0)v(z,t) + ¢’ * v,]da.

Lo

D’aprés la formule (3.28), on peut écrire :

t

/Lvt(x,t)a(x) (g% vy, do = /Lvt(x,t)a(:c) [g(O)vx(x,t) - (/ g'(s)ds) vy (,t) — (¢ 0 v,) | da.

Lo 0

42



Chapitre 3

3.4. QUELQUES LEMMES UTILES

Enfin, on trouve :

%{m/a(x)vt(x,t) (aovy(z,t) — g * Ux)dl’}
= % la(x){pgazvf(x,t) + [oovy(,t) — g er}]
: o (3.30)
_ %/a’(m){pgagvtz(x,t) + [Bt)vg(z,t) + g Ovm}de}
+ p2 / o(x)v(x, t){—g(t)vx + g0 vx}t}d:p.
Si o(z) =z — L dans (3.30), il est facile de voir que :
%{pg /(x — L)y (z,t) (a2vx(:p, t) — g% vgc)dx}
- % [(x - L){pwgvf(m, t) + [asvg(z,t) — g * vx]z}]
. e (3.31)
_ %/{mawf(x,t) + [B(t)vs(z, t) + govx}Q}dx
+ p2 / (x = L)ve(x, t){—g(wvx + g0 vdex}-
Or

L
5 [{masi@t) + [B0)nat) + g o = 5 [ maseietido+ 5 [ 8020 s
Lo

Lo LO
L L
1
+ 5/[901},3]20[96—1- /ﬂ(t) [gov,]da
Lo LO
donc d’aprés l'inégalité (3.29), on peut écrire :
L L
[ prasiie i+ [ sy ety

Lo LO

< (L - LO){pgagvf(Lo,t) + [a2vy (Lo, t) — g * vy(Lo, t)]Q}
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_ 2%{ /L(x ~ Lyu(z, t){ﬁ(t)vm(:v, +go vz}dx}

Lo
+ 2po /(ac — L)vy(x, t){—g(t)vz(x, t)+ g o vx}dx —2p(t) /vx(x, t)g o vydx.
Lo Lo

Une intégration sur [0, 7] de la derniére estimation aprés 'utilisation de I'inégalité de Young, on
obtient :
T T

VO/EQ(t, v)dt <(L — Ly) /{pg&gvf(Lo,t) + [a2vy (Lo, t) — g * vm(Lo,t)}Q}dt
0 (3.32)

{//9 Dvxdxdt+// v2(z,t)dadt + Ey(T,v) + Ey(0, v)}

oll 79 = min {ag, fp} et ¢; est une constante positive.
Ensuite, en multipliant la deuxiéme équation de (3.1) par v, puis en intégrant sur |Lg, L[, on
aura :

L L L t
pQ/Utt(z,t)vt(:c,t)dz—ag/vxx(x,t)vt(x,t)dx+/vt(x,t)/g(t—s)vm(x, s)dsdx =0
Lo Lo Lo 0
(3.33)
et comme
L i L
oD /Um(x,t)vt(:v, t)dr = ay [v$(L,t)vt(L,t) — vz (Lo, t)ve (Lo, t ] - %d—/ dr  (3.34)
Lo
et
L ¢
/vt(x,t)/g(t—s)vm(x, s)dsdx
Lo 0
t t L ¢

—u,(L, t) / gt — $)vu(L, s)ds — v,(Lo, t) / gt — $)vy(Lo, s)ds — / Var(, 1) / gt — 8)vy(z, s)dsdz.

(3.35)
En substituant les estimations (3.34) et (3.35) dans (3.33), nous trouvons :

L L

1d

éa{pg/vf(aj,t)dx—l—ozg/vi(:z:,t)da:}
LO LO

g(t — s)vg(x, s)dsdx

= [vm(L,t)vt(L,t) - vm(Lo,t)vt(Lo,t)} + /Lvmt(x,t)

o — .

— v (L, t) /g(t — 8)vz(L, s)ds + v (Lo, t) /g(t — 8)vz (Lo, s)ds
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et par une intégration sur [0, 7], nous obtenons

T
EQ(O ’U EQ T v —f-/ LQ, {ang([zo,t) —g* Ux(Lo,t)}dt
0

T L X T L
//g’[lv$dxdt+§//g 2(z,t)dxdt,
0 0

Lo Lo

l\'>|'—‘

et par (3.32), il est clair que

T

T
’yo/Eg(t,v)dt <co {/{pgawf Lo, t)[oovy(Lo, t) — g % va(Lo, t } }dt + Es(T, v)}
0

{//gD%Mﬁ+//‘ xt@ﬁ}

ol ¢ > 0 et ¢3 > 0 sont des constantes.
Pour monter (i7), il suffit prendre o(z) = 2 — L dans (3.30) aprés I'intégration sur [0, 7] pour
avoir :
L—-L r
5 0 /{pgagvf(Lo,t) [agvx(Lo, t) —g* vx(Lo,t)]Q}dt

0

T
<C4{/ Es(t,v)dt + Eqy(T,v) + E»(0, U)}
0

ol ¢4 > 0 est une constante. ]

Lemme 3.4. Soit (u,v) solution du probléme (3.1)—(3.3), alors, sous les hypothéses (Hy) et (Hy),
1l existe deux constantes K5 > 0 et Kg > 0, telles que :

T T T L T L
/E (t,u,v)d K5/Eg(t,v)dt+K6{_//[g’mvx]dacdt+// (x,t) dxdt}
0 0 0 Lo 0 Lo

pour tout T" > 0.

Démonstration. D’apreés le Lemme 3.2 et en exploitant ’égalité (3.30), nous trouvons

T

T
/E(t,u,v)d (Ki + Ky) {/{ (Lo, t) + u2(Lo,t }dt+ETuv)}
0

0
T L T L
{ //g D%d:ﬁdt—k//g xtdmdt}
0 0

LO LO
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En utilisant la deuxiéme 'inégalité de Lemme 3.3 (c’est-a-~dire (i7)), nous obtenons

T

/Etuv {/Eg(tv)dt—l—E(Tuv)+E(Ouv)}
0 (3.36)
{ //gm%wﬁ+//’ xt@ﬁ}

En multipliant la premiére équation de (3.1) par u;, la deuxiéme équation par v;, en intégrant sur
[Lo, L] x [0,T], en utilisant le Lemme 3.2 et en tenant compte que la fonctionnelle E(t,u,v) est
fonction décroissante, on obtient :

T

L T L
1
E0,u,v) < T/E(t,u,v)dt— /g szdxdt—i—//g(t)vi(m,t)dxdt. (3.37)
0

0 Lo

l\')l»—t
o\ﬂ

0

L
En substituant I'estimation (3.37) dans (3.36), on aura :

T T ) T
/E(t,u,v)dt < cl/Eg(t,v)dt—l—%/E(t,u,v)dt
0

0 0
T L T L

03{—//9'Dvmdxdt+//g (x,t) dl’dt}
0 0 Lo

Lo
pour tout 7" > 0. O

Lemme 3.5. Soit (uy) une suite de fonction telle que :

uF Su o dans L™ (O,T; H%]O,L[))
et

ub —wu; dans L* <O,T; HO‘(]O,L[)>,

lorsque k — oo pour a < f3.
Alors, on a :

u* — u  dans C(O,T; HT(]O, L[)),
pour tout r < 3.

Démonstration. Voir|7]. O

Lemme 3.6. Pour tout nn > 0, il existe C;, > 0 indépendante des conditions initiales, alors

/T (Lo, t) n/TE2 t,v)dt + C {// g'Ov,] d:zcdt+/T/Lg(t)[vz(x,t)]zdxdt},

0 0 0 Lo

pour toute solution (u,v) du probleme(3.1)—(3.3) et a condition que T soit assez grand.
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Démonstration. On démontre ce résultat par contradiction. On suppose qu’il existe (y*°, 20) €
[H%(0, Ly) x H*(Lo, L)] NV, (y™1, 2%1) € V et un constant positif ny telle que la solution (y*, z¥)
du systéme suivant :
pryr(x,t) — agy® (x,t) =0, x €0, Lo[, t>0,
t
) ) k (3.38)
pazp (T, t) —anzy (x,t) + [ g(t — $)z,.(x,8)ds =0, x€|Ly, L], t>0,
0
avec les conditions aux limites
y*(0,t) = 28(0,¢) =0, y*(Lo,t) = 2*(Lo, t), t >0,
t
3.39
aly’;<L07t) - 052Z];<L07t) - /g(tv S)’Z’;(LO? S)dS, t> 07 ( )
0
et les conditions initiales
P0) =), o0 =ui@), €l Lo 5.0
2 LL‘,O) = g(fﬂ), Zf(ﬂ?,()) :Zf(l‘), [EG]L(),L[,
vérifient
T
/ (Lo, t)]dt = 1 vk € N, (3.41)
0
et I'inégalité suivante :
T T L T L
1>7]0/E2 dt—i—k{—//[g’ljz’;}dxdt—i—//g da:dt}
0 0 Lo 0 Lo
pour tout k£ € N. D’ou il vient que
T
/Eg(t, ZF)dt est borné, (3.42)
0
et de plus, on a :
// g OzF]dedt — 0 et // dxdt — 0 quand k — +o00. (3.43)

En multipliant la premiére équation de (3.38) par y¥, la deuxiéme équation par zF, puis en utilisant
une intégration par partie, Lemme 2.2 et tenant compte que ¢t — E(t,yk,zk) est une fonction
décroissante, on obtient :

1 T 1 T L 1 T L
E(t,y*, ") < f/E(t,yk,zk)dt—5//[g’|jz';]dxdt+§// z, 1)) dudt.
0 0 Lo 0 Lo
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D’aprés le Lemme 3.4, la relation (3.42) et la convergence (3.43), on conclue que E(t, 4", 2¥) est
borné. Par conséquent il existe une sous-suite de (y*, 2)ren, telle que :

{(yk’ k)?(y, z) dans L>(0,T;V), (3.44)

(ye, ) dans  L>(0,T;L*(Lo, L) x L*(0, Ly)).

Par conséquent, d’apres le Lemme 3.5, on a :
¥ — 2 dans C’(O,T; HT(]LO,L[)),
pour r < 1. Aussi d’aprés (3.41), on aura :

T

/[z(Lo,t)]zdt = 1. (3.45)

0

Le convergence (3.42), montre que z; = 0 p.p. dans | Lo, L[x]0, T de telle sorte que

T T L
/ (Lo, t) // z(z,1)] dedt = 0 (3.46)
0 0

Lo

ou C,, est la constante de Poincaré, et d’aprés (3.45) c’une contradiction. O

3.5 Comportement asymptotique

Notre objectif dans cette partie est de montrer que I’énergie modifiée associée au systéme décroit
de maniére exponentielle vers zéro quant ¢ — 4+00. Nous sommes maintenant en mesure d’établir
et de démontrer notre résultat principal de stabilisation.

Théoréme 3.1. Sous les hypotheses (H1) et (H2), l’énergie &(t,u,v) associée au probléeme (3.1)-
(3.3) décroit exponentiellement vers zéro, c’est-a-dire, qu’il existe deuz constantes positives Cy et
v telles que :

&t u,v) < Co&(0,u,v)e ™
pourt > 0.

Remarque 3.3. La preuve de ce théoréme repose sur la construction d’une fonctionnelle de Lya-
pounov £ en effectuant une modification appropriée de l’énergie, et qui doit vérifier une inégalité
de la forme

L' (tu,v) < —CoZL(t,u,v), t>0

ot Cy est une constante positive. Pour cela, on définit la fonctionnelle £ (t,u,v) par

Z(t,u,v) = NE(t,u,v) + %O)ﬁl(t,v) + %o(t,v), t>0 (3.47)
Ty (t,v) = pg/v(x,t)vt(:c,t)dx (3.48)
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et
L L

alt,0) = ~pa [ wla (g x oi(0)ds - 2

LU LO
L

+ %/(t)/iﬂ(m,t) —l—%/[(g*vx)(t)fd:v

LO LO

(g” Ow)(t)dx
(3.49)

avec N est une constante positive qui sera déterminée par la suite.

Remarque 3.4. En utilisant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, on peut démontre une
équivalence entre &(t,u,v) et L(t,u,v), c’est-a-dire, qu’il existe une constante positive N telle
que :

N
36"(25,11, v) < Z(t,u,v) < 2NE(t,u,v) (3.50)
pour tout t > 0.

Démonstration. En dérivant la fonctionnelle £ (¢, u, v) définie par I’équation (3.47) par rapport au
temps ¢, on obtient pour tout ¢ > 0

d d g(0) d d

—ZL(t =N-—-&(t,u ——% — % (t t>0. 3.51

dt ( ,u,/U) dt ( 7 )+ 2 dt 1( >+dt 2( 71})’ — ( )
Or, la multiplication de la deuxiéme équation de (3.1) par v et une intégration sur |Lg, L[, nous
donne :

L L L ¢
pg/vtt(:v,t)v(x,t)dm—az/vm(x,t)v(x,t)dx—k/v(x,t)/g(t—s)vm(m,s)dsdx =0
Lo Lo Lo 0

et par les conditions aux limites et la formule (3.28), on trouve :

L
%%1(75 v) = pg/vf(x,t)dx - /{B(t)vm(:z:, t) + g0 vy fvdz — aqug (Lo, t)v(Lo, t). (3.52)
Lo Lo

Ensuite, en multipliant la deuxiéme équation de (3.1) par g * v, puis en intégrant sur |Lg, L[, on
aura :

L L L t
02 / vy (2, 1) (g * v)dz — o /vm(x, t)(g *v)dz + /(g %) /g(t — 8) Ve (x, 8)dsdx = 0
Lo Lo Lo 0

et de méme, d’aprés (3.2) et (3.28), on peut écrire :

L p L
t
_ﬁg(t v) /vt x,t)d v 2 g"[lvdx+ (2)p2 /Uz(l‘,t>d17
Fo . o (3.53)
+ o1 (Lo, t) (g x v),(Lo, t) + o /g(t)vi(x, t)dr — oo / vy () [g' o v, da.
LO LO
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En substituant (3.18) (3.52) et (3.53) dans (3.51), on déduit que

L L L
N N
%éf(t,u,v) ZE/Q’D%dx—3g(t)/v§(x,t)dx— 9(02)'02 /vf(z,t)dw
Lo Lo Lo
0 [ 0 [
t
- %/vi(m,t)dm—i—%/govxvx(x,t)dx
LO LO
9(0) o [ 0 [
- Taluac<L07t)U(L07t) -3 /gml:lvdx e /UQ(IJ)dx
Lo LO

L
+ ayug (Lo, t){g(t)v(Lo, t) — g' o v(Lo, 1)} +a2/g(t)v§(x,t)d:c
Lo

L

o / w2, 1) [g o v, de.

Lo

En tenant compte de I'inégalité (3.29), et en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré ainsi
que I'hypothése (Hy), nous aboutissons a I'estimation suivante :

%X(t u,v) < ]Z{/g'Dvmdx —g(t)/vﬁ(x,t)dx} — @Eg(t,’l})

LO LO
+ §0u (Lo, ) + 011)2(.7}, t)

(3.54)

pour N suffisamment large, ¢; > 0 et dy est une constante qui sera déterminée dans la suite.
D’aprés le Lemme 3.3 et en intégrant sur [0, 7] 'inégalité (3.54), on obtient :

T L T L
L(T,u,v) — Z(0,u,v) < {// Oovydrdt — //g xtdwdt}

0 LO 0 LO
T T
9 2
—T/ tUdt+C1/U LO;
0 0
T
+K4(50{/E(t,u,v)dt+E(T,u,v) —i—E(O,u,v)}.
0

Puis, en multipliant les équations de (2.18) par u; et v, respectivement, aprés 'utilisation des
intégrations par parties, le Lemme 3.2, les condition (2.20) et en tenant compte que la fonctionnelle
& (t,u,v) est une fonction décroissante, nous obtenons :

T T L T L
1 1
&(0,u,v) /éatu,v)dt—ﬁf/g’ﬂvxdxdt—l—// 2(z,t)dxdt.
0 0 Lo 0 Lo
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Ensuite, on sélectionne N suffisamment large, de maniére que

T L
L(T,u,v) — Z(0,u,v) < {//g Dvxd:ﬁdt+// xtdmdt}

0 Lo 0 Lo
T

T
0 0

+01/U (Lo,t)dt
0

En appliquant le Lemme 3.4, il est facile de voir que :

T L
L(T,u,v) — Z(0,u,v) < {// szdﬁdt—// $tdxdt}
0

Lo

T
—97/ tuvdt+K450<1+ )/éatuv)dt (3.55)
0

T

/'U Lo,
0
a condition que N soit assez grand.
L’utilisation de Lemme 3.6 pour n = dy, nous donne :

T L T L

Z(T,u,v) — Z(0,u,v) 64{//9 Ovgdxdt — //g (z,t) da:dt}

0 0

T
(90 2K, /
<2K5 50{01+K4+—T E(t,u,v)d
0

Maintenant, on prend J, de telle sorte que :

9(0) 2K4) _ 9(0)

5 K, =2\

2K 0{01 TR TR,

par conséquent on obtient :
r T
ZL(T,u,v) — ZL(0,u,v) < 4K5/ _94835 E(T,u,v). (3.56)
D’apreés (3.50) et (3.56), on trouve :
9(0)T

T - < - T, 3.57
LT u0) = 20.00) < -2 2T w0 (3.57)
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ce qui implique que :

LT, u,0) < aL(0,u,0) _ (14 4OTN
LU, 0) < LU, V) avec o = KN .

D’une maniére analogue, on peut démontrer que

~

Lt +T,u,v) < al(t,u,v), Vi > 0. (3.58)
D’autre part, pour t > 0 il existe n € N et un nombre réal r satisfaisant 0 < r < T, tel que :
t r

t=nT =S n=—=— =
nit +r n T T

En utilisant les inégalités (3.58) et (3.50) n fois, on obtient :

et comme 'énergie & (t,u,v) est décroissante, donc :
L(t,u,v) <2Na &0, u,v)e .

avec i1 = — In(a/T). Finalement, En vertu de la relation (3.47), nous obtenons :
E(t,u,v) < 4a™1E(0,u,v)e Mt

Cecl achéve la démonstration du théoréme 3.1. O

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses de théoreme 3.1. Il existe deux constantes positives Cy et
telles que :

E(t,u,v) < Co&(0,u,v)e .

pour toute solution faible (u,v) du probléme (3.1)—(3.3).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons considéré un probléme de transmission d’équations
des ondes viscoélastiques.

Apres la modélisé mathématiquement du probléme physique en utilisant le prin-
cipe de Hamilton généralisé, nous avons étudié 1'existence et 'unicité de la solution
d’un probléme modélisé par une équation aux dérivées partielles en utilisant la mé-
thode de Faedo-Galerkin et la théorie d’analyse fonctionnelle.

Enfin, nous avons établi un résultat de stabilité du probléme sous certaines hy-
pothéses (Hy) et (Hg) pour la fonction de relaxation g.

La stabilisation de I’équation des ondes avec une dissipation viscoélastique est un
probléme qui peut se résoudre en définissant une bonne fonction de Lyapunov.
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